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L’objectif est de faire un lien entre la théorie topologique des champs et les
méthodes de la topologie de la dimension 3.

Suivant une idée de Pierre Vogel, un invariant topologique engendre une théorie
topologique des champs. L’idée est d’appliquer cette construction a un caractere
premier (celui qui distingue un facteur premier donné) en se limitant a 'espace
de Verlinde du tore de genre 1. Apres une étude complete des différents types de
recollements le long d’un tore, il est établi dans le cas d’un espace lenticulaire un
théoreme de finitude. C’est une finitude comme module sur SLy(Z) de lespace
vectoriel associé a la surface de genre 1. Ensuite, on réalise certains types de
générateurs de ce module par des variétés explicites.

La finitude obtenue avec les espaces lenticulaires permet d’envisager un espace
vectoriel de G-orbites oil G est un sous-groupe d’indice fini de SL2(Z). A ce propos,
nous introduisons la notion de G-chirurgie, qui est semble-t-il nouvelle et nous
montrons la I'g(4)-invariance de 73.
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INTRODUCTION

L’objectif de cette these est de faire un lien entre la théorie topologique des

champs et les méthodes de la topologie géométrique de la dimension 3.

Le premier chapitre est un rappel de choses connues.

On travaille dans la catégorie des variétés orientées connexes de dimension 3. On
dit qu'une telle variété est premiere si elle est asphérique ou isomorphe & S? x S*.
On présente la propriété fondamentale : la décomposition en une somme connexe
de variétés premieres existe (Kneser) et elle est unique a 'ordre pres des facteurs
(Milnor). Ainsi ’étude des variétés de dimension 3 orientables fermées se ramene
théoriquement a 1’étude des variétés premieres. Un caractere est un invariant
topologique multiplicatif pour la somme connexe et on peut se restreindre a ce
type d’invariant topologique pour classer les variétés de dimension 3.

Ensuite on expose des exemples de caracteres connus.

Une classe tres importante de caracteres est celle des invariants quantiques.
Ces invariants proviennent de représentations de dimension finie d’algebres de
Hopf modulaires. A partir d’'une présentation par chirurgie d’'une variété et en
interprétant 'entrelacs parallélisé de chirurgie comme un opérateur, on en extrait
des nombres qui ne dépendent que de la variété.

Les invariants quantiques proviennent d’une théorie topologique des champs
(Witten, Reshetikhin, Touraev). On expose rapidement cette théorie. Suivant
une idée de Pierre Vogel, en partant d’'un invariant multiplicatif et involutif,
on reconstruit canoniquement une théorie quantique des champs : pour cela on
considere C(V(X,)) l'espace vectoriel sur C engendré par I’ensemble des classes
d’isomorphisme de variétés connexes de bord X, ou ¥, désigne une surface
orientable de genre g > 1. Le recollement de deux variétés suivant 3, donne
une variété fermée que l'invariant évalue. L’extension de cette évaluation a une
combinaison linéaire induit une forme bilinéaire hermitienne. Enfin le quotient
E(X,) de C(V(X,)) par le noyau de cette forme est muni d’une forme non
dégénérée et il vérifie les axiomes d’une théorie topologique des champs.

Le deuxieme chapitre met en place tous les outils nécessaires afin de construire
Iespace E(X;) pour un caractére premier yp : celui qui vaut 0 pour une variété
contenant P ou —P dans sa décomposition et 1 sinon. Ces outils sont spécifiques
a la dimension 3 : variétés de Haken, théorie de Waldhausen, décomposition de
Jaco-Shalen-Johannson et de facon déterminante le théoreme de Gordon et Luecke



sur les surfaces planaires d'une variété de dimension 3 ainsi que le théoreme de
chirurgie cyclique de Culler, Gordon, Luecke et Shalen.

Les notions exposées au chapitre deux nous permettent dans le troisieme
chapitre de faire une étude complete de tous les types de recollements qui se
produisent en genre 1 : le recollement de deux tores solides, le recollement de
deux variétés a bord incompressible et enfin les chirurgies de Dehn. Pour cela,
apres une présentation des variétés a bord paramétré, nous faisons une étude des
homéomorphismes bordants qui montre que ’action du groupe modulaire sur le
bord d’une variété a bord incompressible peut étre non libre.

La question principale qui se pose est la suivante :

étant données une variété M irréductible a bord connexe incompressible de genre
1 et une variété premiére P, quelles sont les obturations de Dehn qui donnent P ou
—P en facteur ¥

L’objectif était la conjecture suivante : les ensembles C(M) de chirurgies sur M
faisant apparaitre =P en facteur forment un ensemble fini d’orbites sous 'action
de SLy(Z) qui ne dépend que de P. On note P(X;) les éléments irréductibles de
V().

Dans le cas des espaces lenticulaires, a ’aide du théoreme de chirurgie cyclique,
on obtient d’abord :

sotent M un élément de P(X1) d bord incompressible et deuz pentes o et o' telles

que M(a) = L(p,q) et M(a') = £L(p,q), alors A(a, o) < 1.

Ensuite, le probleme de décomposition est abordé. Apres une étude homologique
et homotopique, on en déduit grace au travail de Gordon, Luecke, Shalen, Culler
et grace au théoreme des pentes planaires de Gordon et Luecke :

soit M un élément de P(X1) da bord incompressible. Soient v et o' deuz pentes
telles que M(a) = L(p,q)#V et M(a') = L(p,¢")#V' (avec L(p,q) et L(p,q")
# S?). Alors Aa,a’) < 1.

Donc dans le cas des espaces lenticulaires, ce résultat entraine que l'espace
vectoriel E(X;) est un SL(Z)-module de type fini. Donc si G est un sous-groupe
d’indice fini de SL(Z), I'espace vectoriel Ho(G, E(X1)) est de dimension finie.

Le probleme a traiter était de nature géométrique et si ici le résultat se limite
aux caracteres premiers lenticulaires, c’est parce que la géométrie utilisée vient des
résultats de Gordon et Luecke.

REMARQUE : Michel Boileau nous a signalé un résultat de Boyer et Zhang qui
recoupe les notres. Il s’agit du corollaire H de [Boy-Z] (Cf 13.4). Leur méthode
repose sur l'espace des représentations du groupe fondamental dans PSL,(C). Les
preuves de cette these sont différentes et plus élémentaires.
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Dans le chapitre quatre, on démontre que pour tout caractere premier yp, il
existe une variété M de bord ¥, telle que pour toute variété N irréductible, on ait
xp(M Us, —N) =1 (un centre) et pour tout r de P'(Q), une variété M, telle qu’il
existe un unique tore solide H, avec xp(M, Uy, —H,) = 0 (r est le parameétre de
chirurgie et la variété M, est appelée générateur simple). Pour certains invariants
quantiques en genre 1, on a un espace vectoriel de dimension finie engendré
par des tores solides (représentation unitaire d’'une extension centrale du groupe
modulaire). Ici, dans le cas d’'un caractére premier, on a en plus des générateurs a
bord incompressible. On en déduit par exemple que le module librement engendré
par les anses pleines s’injecte dans le module associé a un caractére premier.

Dans ce chapitre, nous présentons la forme hermitienne du module associé a un
caractere premier et nous décrivons les diverses possibilités dans le cas des espaces
lenticulaires y compris S? x St

Le dernier chapitre aborde une notion nouvelle.

Une voie possible pour la construction d’une théorie rationnelle est de regarder
Iespace vectoriel des G-orbites ot G est un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z) et
de régulariser la forme hermitienne.

Dans cette optique, nous introduisons la G-chirurgie. On part d’'un sous-groupe
G de SLy(Z) qui contient le stabilisateur de 1/0. Avec un tel sous-groupe, on peut
définir une action sur les parametres de chirurgie de Dehn.

En utilisant des sous-groupes considérés par Hecke (les sous-groupes du type
Fo(N) et I'1(N)), on montre que l'on obtient des exemples de caractéres G-
invariants non triviaux. En particulier, on montre que Uinvariant 73 est [g(4)-
invariant.

REMARQUES : 1) le présent texte incorpore des remarques et des références qui
m’ont été communiquées par les rapporteurs et les membres du jury. Je les en
remercie.

2) Les derniers paragraphes concernant l'invariant 73 ont été rédigés entre le
travail des rapporteurs et la soutenance.






PARTIE 1 : GENERALITES

1. Le monoide des variétés de dimension 3

On se place dans la catégorie des variétés de dimension 3 connexes, de classe C'*°,
compactes, orientées et sans bord. On note V I’ensemble des classes d’isomorphisme.
Si V' est une variété orientée, —V désigne la méme variété avec ’autre orientation.

La somme connexe de deux variétés V et V' est obtenue en enlevant 'intérieur
d’'une boule a V et a V' et en identifiant les deux bords avec un difféomorphisme
renversant 'orientation. On note V#V' le résultat obtenu. Cela définit un unique
élément de V (Gugenheim, 1953).

On vérifie que (V,#) a une structure de monoide commutatif, avec S* pour
élément neutre. On dit qu'un élément de V différent de S? est premier s’il n’existe
pas de décomposition non triviale. Dans [Mil], il est montré que S! x S? est
premiére, et que tout élément de V autre que S et S! x S? est premier si et
seulement si toute sphere plongée borde une boule. Enfin on note P les éléments
premiers de V et on supposera que S® n'est pas dans P. On a le théoreme
suivant d’existence (di & Kneser, 1929) et d’unicité (dt a Milnor, [Mil]) d’une

décomposition de variété de dimension 3 :

THEOREME 1.1. — Tout élément de V se décompose en une somme Pi#...#P,
de variétés premiéres et la décomposition est unique a 'ordre preés des facteurs.

REMARQUES : 1) Si la conjecture de Poincaré est vraie, une variété V est
premiere et différente de S? x S! si et seulement si o (V) = 0 ([Mil]).

2) L’unicité est fausse pour les variétés non orientables. On pose N =
S? % [0,1]/(2,0) = (—x,1). Alors on a N#N = N#S5% x S’

De plus la variété S x P*R est premiere et différente de 5% x S*, et ma (St x P? R)
est non réduit a 0.

3) On a l'unicité de la décomposition & homéomorphisme prés mais pas a
isotopie pres ([Lau]).

4) Les espaces lenticulaires sont des variétés premiéres car ils admettent un
scindemment de Heegaard de genre 1. On en déduit qu’il y a une infinité de
variétés premieres.

Le théoreme de Kneser-Milnor s’étend aux variétés a bord ([Grol,Gro2]), la
somme connexe se définit comme précédemment et on a :

TuEOREME 1.2. — Soit M une variété compacte distincte de S*. Alors M se
décompose en une somme Mi# ... #M, ot chaque M; est premier. De plus cette

décomposition est unique a [ordre prés des facteurs.
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REMARQUE : on a une autre notion de somme connexe pour les variétés a bord.
On choisit un disque D (resp. D') plongé dans le bord d’une variété M (resp. M')
et on identifie D et D’ par un homéomorphisme qui renverse ’orientation. La classe
d’isomorphisme du recollement ne dépend pas du disque choisi sur une composante
connexe du bord de M (resp. M'). On a des théoremes de décomposition analogue
a 1.1 et 1.2 dans le cas d’un bord connexe ([Grol,Gro2]).

Une variété avec ou sans bord est dite irréductible si toute spheére S? plongée
borde une boule (exemple : la sphere S?, une variété premieére différente de S* x S*).

2. Les caracteres de V

2.1. Définition

Un caractere y de V est un invariant topologique a valeur dans un anneau k,
tel que x(V#V') = x(V)x(V') ou V et V' appartiennent a V. Nous supposerons
toujours que x(S*) = 1. Donc pour le connaitre entierement il suffit de connaitre
ses valeurs sur P. Un caractere y est dit non trivial si il existe une variété V € V
telle que x(V) # 1. Clest le cas par exemple pour les invariants quantiques de
Reshetikhin et Touraev ([Wit], [R-T]) 7, pour r > 2.

L’ensemble des caracteres d’un monoide commutatif forme encore un monoide
commutatif.

Soit y un caractere de V. Alors y~!({0}) est un idéal de V, c’est-a-dire que
V\ x '({0}) est encore un monoide. D’apres [C-P], x~'({0}) est une réunion
d’idéaux engendrés par une variété premiere.

Soit k un anneau commutatif unitaire. On pose k(V) le k-module libre engendré
par le monoide V. Alors un caractere y s’étend par linéarité en un morphisme
d’anneaux. Les caracteéres s’identifient aux homomorphismes uniferes de k(V) dans
k. Dans ce travail nous prendrons k = C.

2.2. Exzemples de caractéres
Soit A 'invariant de Casson-Walker ([Wal,Les1,Les2], voir appendice 1). C’est
un invariant additif des spheres d’homologie rationnelle (Q-spheres) a valeurs dans

le corps Q : A(Vi#V2) = A(Vi) + A(V2). On rappelle que si V' est une Q-sphere,
1
alors A(V) € ——=<Z ou t(V) est 'ordre de la torsion de H;(V,Z). Le choix d'un

6t(V)
réel @ nous donne un caractere en posant (V) = e si la variété V est une
Q-sphere et 0 sinon. Il est multiplicatif et involutif (y(—=V) = x(V)).

L’ordre de la torsion t(V') définit aussi un caracteére en posant pour y réel,
(V) = ey-t(V)

Nous aurons besoin dans ce travail de l'invariant de Haken définit sous forme

izA(V)

additive par le cardinal minimum d’un ensemble maximal de tores incompressibles
séparants disjoints et non paralleles.
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Le prototype des caractéres invariants par homotopie est e¥-Rang(m(V)) oy
Rang(G) désigne le nombre minimum de générateurs d’une présentation de G.
C’est un caractere d’apres le théoreme de Grushko. Enfin un dernier exemple,

grace a un argument de Haken, la fonction cy-genre(V)

est un caractére (genre(V)
est le genre minimal d'un scindement de Heegaard qui réalise V). Boileau et

Zieschang ont montré que ces deux derniers caracteres sont différents [Boi-Z].

Dans ce travail, nous considérerons les caracteres premiers : soit P une variété
premiere, on pose

0 siV contient P ou —P dans sa décomposition

) ={]

sinon.

3. Les invariants quantiques
Une remarquable source d’invariants des variétés de dimension 3 est la théorie
des groupes quantiques (cf [KRT]).

Les principaux exemples de groupes quantiques furent introduits vers 1985
par V. Drinfeld et M. Jimbo pour la quantification des systemes complétement
intégrables de la théorie des champs et de la mécanique statistique. Ce sont
des déformations a un parametre U,(G) des structures d’algebre de Hopf sur les
algeébres enveloppantes U(G) des algebres de Lie simples complexes G comme par

exemple U, (sl(n + 1)).

A ces déformations sont associées des solutions non triviales de ’équation de
Yang-Baxter quantique qui fournissent des représentations des groupes de tresses

d’Artin.

Plus précisemment, étant donnée une algebre de Hopf A, il peut exister un
élément inversible R de A® A tel que A°P(z) = RA(z)R™!, qui exprime la presque
co-commutativité de A. Alors si V est une représentation de A , on a, dans
End(V@V @V), Ri2Ri13R23 = ResRi3R12 (ot Riz = R®1, Ry3 = 1 ® R et
Ris = (7 ®1)(1 ®@ R)), et toujours dans End(V @V @ V), p =70 R, ou 7 est la

volte, vérifie p12p23p12 = p2spizpes, ce qu’il faut pour les tresses.

Si A =UyG), ¢ # 1 pour tout entier r > 1, on trouve une matrice R
dans certaines complétions formelles; cela donne des matrices ordinaires pour les
modules V' de dimensions finies.

Quand on spécialise & ¢ = exp(27i i), (s,r) =1let (r,n+1) =1, le quotient u.

T
de Uy(sl(n + 1)) par un certain idéal bilatere de Hopf, engendré par les éléments
du centre, est une algebre de Hopf de dimension finie qui posséde une matrice R

(M. Rosso, [KRT, p43]). Cette construction peut s’étendre & toutes les algebres de
Lie simples et toutes les racines primitives de I'unité (Touraev-Wenzl, [Vog, KRT]).
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A coté des matrices R universelles qui représentent les croisements des brins
de la projection plane d’un entrelacs, il arrive qu’on sache définir dans A des
éléments qui représentent des torsions de bandes, et d’autres éléments pour les
arcs de naissances et de morts de couples de brins. Il en résulte des invariants
de nceuds et d’entrelacs : pour un entrelacs L, le nombre 7(L) est une somme de
traces d’opérateurs associés a un coloriage des composantes connexes de L par des

représentations irréductibles de A.

NP o

matrice R torsion nai ssance mort

Pour les invariants de variétés fermées, il faut une structure supplémentaire
sur un ensemble de A-modules de dimension finie, qui est codée par la notion de
catégorie modulaire. Par exemple, pour ¢ = exp(27i — ), Reshetikhin et Touraev,
Rosso, Andersen ont démontré qu’il n’y a qu'un nombre fini de u.-modules
simples de dimension finie, et qu'une catégorie quotient de celle des u.-modules
de dimension finie (celle out f & 0 si et seulement si pour tout g on a tr(gf) = 0)
satisfait a toutes les conditions requises pour étre modulaire.

En particulier, dans cette catégorie, les produits tensoriels d’objets simples se
décomposent en somme de modules simples (bien que 'algebre u. ne soit pas

semi-simple).

En partant de la, on a une définition d’invariants de variété de dimension 3 : on
présente la variété M comme le résultat d’'une chirurgie entiere sur un entrelacs L
de S?. Alors 7(M) = 7(L) avec la normalisation 7(S®) = 1. Ainsi chaque algebre
de Lie simple et chaque racine primitive de I'unité engendre un invariant involutif
et multiplicatif.

Pour l'algebre de Lie sl3(C) et ¢ = exp(2ni/r), c’est Uinvariant 7,.(M) défini
par Reshetikhin et Touraev (dans la normalisation de [KM]). Kirby et Melvin ont
montré que l'invariant 7, s’exprime en fonction des valeurs du polynome de Jones.
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Tout est parti du polynome introduit par V. Jones en 1984. En 1988, Witten
a donné une interprétation physique de ce polynome en expliquant ses propriétés
tridimensionnelles [Wit]; la méme année Reshetikhin et Touraev ont donné un
sens mathématique a la théorie de Chern-Simons proposée par Witten [R-T], en

construisant ainsi un chemin qui va de l'algebre aux nceuds et aux variétés.

4. La théorie topologique des champs

4.1. Apercu des axiomes

Nous allons dans la suite considérer une théorie topologique des champs (TQFT)
dans un sens assez étroit mais en relachant ’hypothese essentielle de dimension
finie. La théorie topologique des champs est une notion qui a été dégagée par
Atiyah, Segal et Witten.

Les relations avec les invariants quantiques et 1’étude approfondie des axiomes
ont été en particulier menées par Touraev [Turl].

Ce sont Reshetikhin et Touraev qui ont construit la théorie prédite par Witten
en se servant des groupes quantiques. Il faut aussi citer les approches de Crane,
Degiovanni, Quinn, Funar.

Funar développe une notion de représentation hermitienne tensorielle [Fun| qui
peut se substituer a celle de foncteur modulaire comme premier ingrédient d’une
TQFT.

Fixons pour chaque entier ¢ > 0 une surface orientée fermée de genre g de
référence ¥, et désignons par I'y; le groupe modulaire de ¥,, c’est-a-dire le
quotient du groupe des difféomorphismes de ¥, qui préservent ’orientation par le
sous-groupe de ceux qui sont isotopes a l'identité.

Une représentation hermitienne tensorielle de I', est la donnée d’une famille
{Eg, g > 0} d’espaces vectoriels sur C qui sont munis d’une forme hermitienne
non dégénérée notée ( , ), d'une action unitaire p, de I'; et d’une famille de
plongements isométriques de £y @ Ej, dans Eg4p, notés rg ;. On demande : Ey = C,
rg0 =710, = Idg, et 'espace E_g est associé a —3,.

Le tout est soumis a la contrainte de commutativité et d’associativité
correspondant au retournement par rapport a la coupure et aux découpages
successifs.

Une TQFT associée a cette représentation hermitienne est la donnée d’un
vecteur de E,; pour chaque variété de dimension 3 orientée compacte de bord
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OM munie d’'un isomorphisme ¢ : M — X, et plus généralement d'un élément
Z(M) € E;® Ej,... pour toute variété compacte de bord paramétré par £,U—3,...

On demande au vecteur Z(M) de ne dépendre que de la classe d’isomorphisme
de M (voir section 10) et que le recollement soit donné par des contractions de

tenseurs (fonctorialité).

En particulier pour une variété V sans bord, on obtient un nombre
Z(V) € Ey = C qui vaut le produit scalaire (M, N) quel que soit le découpage de
V = M Uy, —N. Ainsi a partir de Z, on obtient un caractere involutif

REMARQUE : ici il s’agit d’'une TQFT en version simplifiée, sans anomalie, sans
structure supplémentaire comme les py-structures, les décorations, les structures

spin.

4.2. La construction de Pierre Vogel
L’idée est de construire une théorie topologique a partir d'un caractere; elle
est réalisée dans [BHMV, Fun, Turl]. Partons d’un invariant y des variétés de

dimension 3 orientées qui est multiplicatif et involutif :

Soit ¥ la surface de référence de genre g et soient M et M’ deux variétés
de bord X ; nous dirons que les variétés M et M’ sont isomorphes si il existe
un difféomorphisme préservant l'orientation et qui induit l'identité sur le bord.
L’ensemble des classes d’isomorphisme de variétés orientées compactes, connexes
et de bord ¥, sera noté V(X). Nous reviendrons en détail sur cette notion dans la

section 10.

Considérons le C-espace vectoriel ayant pour base V(X) et noté C(V(X)). Les
éléments x de C(V(X)) s’écrivent D . \jM; ou A\; € C et M; € V(X), la somme
étant finie. On définit l'application

B, : CY(T)) x CV(T)) = C
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sur la base par B, (M, N) = x(M Uy —N); on la prolonge en forme hermitienne sur
C(V(X)) par B(z,y) = Zi,j Niftix(M; Uy, =Nj)siz =) \iM; ety = E]‘ (i N;.
Notons VY le noyau de B ([Fun,BHMV]) :

N} ={z € C(V(2))/Vy € C{V(Z)), B(x,y) = 0}.

Le quotient EY de C(V(X)) par Ng définit une représentation hermitienne
tensorielle, avec TQFT associée.

On dit qu’un caractere y est rationnel si l'espace EY est de dimension finie pour
tout g.

REMARQUE : c’est le cas des invariants de Witten et Reshetikhin-Touraev. Dans
les axiomes de foncteurs modulaires et d’invariants quantiques, la condition de
rationnalité est la plus forte et la plus difficile a vérifier.

Le présent travail va porter uniquement sur l’espace Fy et on cherchera des

conditions de finitude plus faibles : finitude comme I'j-module pour des caracteres
comme Yp.
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PARTIE 2 : OUTILS DE LA DIMENSION 3

5. Les surfaces incompressibles
Toutes les variétés et sous-variétés considérées ici seront supposées compactes,
connexes, orientées et éventuellement a bord non vide.

DEFINITION 5.1 : la surface S est dite compressible dans une variété V de
dimension 3 si au moins une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

o la surface S est une sphere qui borde une boule ou
o il existe un disque D C V tel que D NS = 9D et la classe d’homotopie [0D)]

est non triviale dans m (.5).

On dit qu'une surface est incompressible si elle n’est pas compressible.

ExempPLES : 1) le bord d'un tore solide (homéomorphe & D? x S') est
compressible.

2) Un nceud de S? est non trivial si et seulement si son complémentaire est &
bord incompressible.

3) Soient M et M’ deux complémentaires de noeuds non triviaux dans S*.
Soit (u, A) (resp. (p', \')) le méridien et un parallele de M (resp. M'). Soit f un
homéomorphisme de M sur M’ qui renverse l'orientation et qui envoie p sur \’
et A sur y'. Le recollement de M et M’ via f donne une sphére d’homologie avec
un tore incompressible séparant.

Pour les surfaces incompressibles, on a la caractérisation suivante ([Jac, p34]) :

ProposITION 5.2. — Soit S une surface dans une variété V de dimension § qui
n’est pas une sphére S?. Alors la surface S est incompressible si et seulement si
Papplication 71 (S) — w1 (V) induite par le plongement est injective.

DEFINITION 5.3 : on dit qu'une variété de dimension 3, M, irréductible est
suffisament grande si elle possede une surface incompressible, on les appelle aussi
les variétés de Haken.

EXEMPLES : 1) Si une variété premiere V différente de S? x S' vérifie
H,(V,Q) # 0, alors elle est de Haken.

2) Le groupe fondamental d’une variété de Haken est un produit amalgamé (cas
séparant) ou une HNN-extension (cas non séparant), en particulier il est toujours
sans torsion.

3) Réciproquement si une variété irréductible a un groupe fondamental infini
alors elle n’est pas forcément de Haken ([Wald2]).
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Un résultat tres important de Waldhausen sur les variétés de Haken, est

I’analogue des théoremes de Nielsen sur les surfaces compactes :

THEOREME 5.4[Waldl]. — Sotent M et M' deux variétés de Haken & bord
incompressible. Soit f : (M,0M) — (M',0M") une application continue telle que
le morphisme my(f) soit injectif. Alors Uapplication est homotope a un revétement
ou alors M est homéomorphe au produit d’un intervalle par une surface.

Si m1(f) est un wsomorphisme, Uapplication f est homotope d un homéomor-
phisme.

REMARQUE : la classe d’isomorphisme d’'une variété de Haken est donc
déterminée par son groupe fondamental et sa structure périphérique.
On en déduit immédiatement les corollaires suivants :

COROLLAIRE 5.5. — Sotent V' et V' deux variétés de Haken fermées. Alors elles
sont homéomorphes si et seulement si 7 (V) = m (V).

Waldhausen a aussi montré dans [Waldl] que dans une variété de Haken, deux

difféomorphismes homotopes sont isotopes. On a donc :

THEOREME 5.6. — Le groupe de difféotopie d’une variété de Haken fermée V
s'identifie @ Out(my(V)).

DEFINITION 5.7 : on dit qu'une surface S proprement plongée dans une variété
M est O-compressible si 'une des deux propriétés suivantes est verifiée :

une composante du bord de § borde un disque D dans M,
ou il existe un disque D tel que D N (S UIM) = 0D et que D N S soit un arc
indéformable dans 95.

Une surface qui n’est pas 0-compressible est dite 0-incompressible.

EXEMPLE : la seule surface incompressible et d-incompressible d’un tore solide
est son disque de compression.

DEFINITION 5.8 : on dit qu'une surface S proprement plongée dans une variété
M est essentielle si elle est incompressible et 0-incompressible.
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REMARQUE : un tore ou un anneau S est essentiel lorsque les applications
m1(S) = m (M) et m(S5,05) — =1 (M,0M) induites par le plongement sont
injectives.

Voici un résultat de finitude de Hatcher [Hat] basé sur le travail de Floyd et
Oertel [FI1-O]

THEOREME 5.9. — Soit M wune variété orientable irréductible avec un bord
homéomorphe a un tore. Alors le nombre de classes d’isotopie non orientée de
courbes du bord qui sont le bord d’une surface incompressible et 0-incompressible
est fina.

A partir des anses pleines, on peut construire toutes les variétés de dimension 3
fermées (scindement de Heegaard).

DEFINTTION 5.10 : soit B une boule fermée. On considere une famille de 2¢
disques distincts sur le bord, notée {Dy, D}, ..., Dy, Dy}, g > 0. On effectue le
recollement orientable de D x [0, 1] en identifiant D x 0 avec D; et D x 1 avec D..
Cette opération est faite pour toute la famille de disques, et on obtient une variété
irréductible ayant pour bord une surface de genre g.

Le résultat obtenu s’appelle une anse pleine de genre g.

DEFINITION 5.11 : soit ¥ une surface fermée orientable de genre g. Un systeme
de découpe (cut system) de X est une classe d’isotopie de g courbes disjointes
{71, .-s74} telle que ¥ — {~1, ..., 74} soit homéomorphe & une sphere privée de 2¢
disques.

On dit que le systeme de découpe est partiel si on peut le compléter en un
systeme de découpe.

Réciproquement on a :

ProposITION 5.12. — Soit M une variété irréductible compacte dont le bord est
un tore et qui posséde une courbe du bord compressible alors c¢’est un tore solide.

Démonstration : le noyau ker(m;(X) — 71 (M)) est non trivial. Donc d’apres le
théoreme du lacet, il existe un cercle C' plongé dans 3 dont la classe d’homotopie
est non nulle dans ¥ (courbe de compression) et nulle dans M et d’apres le lemme
de Dehn, il existe un disque D plongé dans M ayant pour bord C'.
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Le disque D a deux cotés, et en retirant un voisinage tubulaire de D, on obtient
une variété dont le bord est une surface de genre 0 (chirurgie d’indice deux).
Comme la variété est irréductible, c¢’est une boule.

Ainsi M se réalise comme la réunion orientable d’une boule sur laquelle on colle
une anse, c’est donc un tore solide. []

REMARQUE : cette proposition est un résultat de Papakyriakopoulos et elle se
généralise au genre g ([Pal,Pa2]).

6. Les fibrations de Seifert

6.1. Présentation

DeFINTTION 6.1.1 : fibration du tore solide.

On identifie le disque D comme 'ensemble {re'?, r € [0,1], 8 € [0, 27[}. Soient
I =1[0,1] et (p,q) un couple d’entiers premiers entre eux. Soit f : D x 0 — D x 1
I’homéomorphisme défini par f((r,8),0) = ((r,6 + 2xp/q),1). Soit T}, , la variété
obtenue a partir de D x [ en identifiant D x 0 avec D x 1 via "application f. La
variété T), , est isomorphe au tore solide D? x S', mais nous nous interessons a sa
réalisation comme réunion de cercles (ces cercles sont, sauf pour r = 0, réunion de
g images d’intervalles I et enlacent p fois I’ame du tore).

Un tore solide fibré est un tore solide muni de cette structure.

DEeFiNiTION 6.1.2 : Une variété de Seifert est une variété de dimension 3
compacte, orientée, connexe telle que :

la variété M se réalise comme une réunion de cercles appellés fibres et chaque
fibre admet un voisinage qui est un tore solide fibré.

DEFINITION 6.1.3 : les fibres qui admettent comme voisinage un tore solide de
type (p,1) sont dites régulieres; sinon lorsque ¢ > 1, 'ame d’un tore fibré T}, ,
s’appelle fibre exceptionnelle et 'entier ¢ est I'ordre de cette fibre.

On a une application quotient dont l'image s’appelle espace des orbites.

Par compacité, le nombre de fibres exceptionnelles est fini.

Les variétés de Seifert qui sont de Haken ont été classifiées par Waldhausen.
Dans le cas non Haken avec un groupe fondamental infini, la classification a été
faite par Orlik-Vogt-Zieschang. Dans le cas d'un groupe fondamental fini, elle est
due a Seifert et Threlfall.

PROPOSITION 6.1.4. — Si M est une variété de Seifert et M # P°R#P’R, alors
M est wrréductible.

ExXEMPLES : Tous les lenticulaires sont des fibrés de Seifert. Pour la sphere S3,
c’est la fibration de Hopf.
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Le bord d’une variété de Seifert est une réunion de tores.
Les complémentaires des nceuds toriques sont fibrés (sur un disque avec deux

fibres exceptionnelles).

Nous dirons qu’une variété est a fibration unique si toutes les fibrations de

Seifert sont homéomorphes entre elles.

LISTE DES VARIETES A FIBRATION NON UNIQUE 6.1.5 [Joh2]

a) Les espaces lenticulaires y compris S® et S% x S*.

b) Le [0, 1]-fibré tordu sur une bouteille de Klein (voir 6.2).

¢) Le double du [0,1]-fibré tordu sur une bouteille de Klein qui admet une
fibration sur la sphére S% avec quatre fibres exceptionnelles.

d) Le tore solide

e) Les prismes : ce sont des fibrés sur S? avec trois fibres exceptionnelles d’indices
2, 2 et a avec a > 1. On les obtient également comme des fibrés sur P? avec une

fibre exceptionnelle.

THEOREME 6.1.6  [Joh2]. — Soient M et N deuz fibrés de Seifert et f : M — N
un homéomorphisme. Alors si la variété M n’appartient pas a la liste 6.5,

l’homéomorphisme est isotope a un homéomorphisme qui respecte la fibration

de M sur N.

L’énoncé d’isotopie pour une variété de Haken a été démontré par Waldhausen
[Wald3]. Dans le cas d’une variété avec un groupe fondamental infini, mais qui
n’est pas de Haken, cela a été fait par Scott. Pour le reste, c’est du a Otal et
Boileau [Boi-O]. Si on veut simplement une homotopie, le résultat vient de Seifert
pour un groupe fondamental infini et de Seifert et Threlfall pour le cas d'un groupe

fondamental fini.

Dans une variété de Seifert, a isotopie pres, les tores essentiels sont verticaux
ou horizontaux. Les tores verticaux sont réunion de fibres régulieres. Les tores
horizontaux sont transverses aux feuilletage de Seifert et sont fibres d’une fibration

sur le cercle : c’est le cas des variétés euclidiennes.

Mise a part l'exception qui va suivre, nous ne parlerons pas de fibrés en
intervalles car les propriétés de ce type de variétés ne seront pas utilisées ici.

6.2. Le [0,1]-fibré tordu sur la bouteille de Klein
Nous allons décrire les différentes fibrations qui réalisent cette variété. On la
note M.

o La variété M est le [0,1]-fibré tordu sur une bouteille de Klein.

o La variété M est le fibré en cercles orientable sur une bande de Mcebius.
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e La variété M est le fibré singulier de Seifert sur un disque avec deux fibres
exceptionnelles d’ordre 2.

o Une autre présentation possible est un fibré en anneaux sur un cercle.

La bouteille de Klein a un groupe fondamental qui s’identifie au groupe =1 (V)=
(a,b; a® = b?) (somme connexe de deux plans projectifs). La fibre est contractile
donc le groupe fondamental de M est m (V) = G.

Afin de relier les différentes définitions de cette variété, nous proposons la
construction suivante : on part de I x S' x J avec I = [-1,1], S = R/27Z et
J =[0,2x]. La variété M s’obtient en recollant I x S x {0} avec I x S! x {27} en
identifiant (x,,0) & (—x, —¢, 27).

L’image dans le recollement de {0} x S' x J est une bouteille de Klein sur
laquelle M se réalise comme un fibré en intervalles 1.

Ily a dans M deux bandes de Mcebius évidentes : ce sont les images de I x {0} x .J
et I x {n} x J, sur lesquelles M se réalise comme fibré en cercles.

La fibration de Seifert de M sur un disque A avec deux fibres exceptionnelles
d’indice 2, se voit en prenant les images dans le recollement des {z,p} x J, les
deux exceptions sont {0,0} x J et {0, 7} x J.

Comme anneaux incompressibles, on a Gy = I x S' x {0} et K, =
I x{o} x JUI x{—¢} x J, avec ¢ # 0,2r. Waldhausen [Wald3] a demontré que
toute surface orientable (& bord ou non) incompressible dans M, non paralléle au
bord est isotope a G ou a K.

Soit f la fibre de la fibration de la variété M au dessus de la bande de Moebius,
alors le bord orienté de I’anneau G est 2f. C’est-a-dire que f est une pente bordante
(Cf 10.3) et la courbe 2f engendre le noyau de Hy(X,Z) — Hy (M, Z).

Soit f; la fibre type de la fibration singuliere de M sur D?. Alors le bord orienté
de 'anneau K est fi U —fi. Dans Hy (M, Z), fi est le double d'une classe g;. On a
Hi(M,Z) =7 & Z/27Z.

REMARQUE : cette variété est atoroidale sans étre hyperbolique (voir section 7).
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7. La sous-variété caractéristique

Soit M une variété de dimension 3 éventuellement a bord. Une sous-variété
caractéristique V(M) de M est une sous-variété de codimension 0 plongée dans M
telle que :

1) chaque composante connexe de V(M) est une variété de Seifert (resp. un
fibré en intervalles sur une surface), dont le bord est réunion d’anneaux ou de
tores de OM constitués d’une réunion de fibres (resp. réunion de bords de fibres)
et d’anneaux ou de tores essentiels dans M.

2) La variété V(M) est maximale, c’est-a-dire que toute sous-variété de M qui
vérifie 1) peut étre isotopée dans V(M) et qu’aucune réunion de composantes de
M — V(M) ne peut étre ajoutée a V(M) en respectant 1).

REMARQUES : 1) un sous-groupe abélien libre de rang 2 de w1 (M) se réalise
comme un sous-groupe de w1 (V(M)).

Si le bord de M est incompressible ou vide, alors la variété V(M) est de Seifert
et son bord est formé de tores essentiels.

2) L’adhérence de OV (M) — OM est une réunion de tores incompressibles et
d’anneaux incompressibles proprement plongés.

THEOREME 7.1([Johl,Joh2,J-S]). — Soit M une variété de dimension 8 orientable
et compacte, alors V(M) existe et est unique dans M d isotopie prés.

REMARQUE : la sous-variété V(M) peut étre vide si M est hyperbolique.

DEFINITION 7.2 : soit M une variété irréductible dont le bord est une réunion
de tores. Si la variété V(M) est homéomorphe a M x [0, 1], alors on dit que la
variété M est simple.

DEFINITION 7.3 : une variété M de dimension 3 est atoroidale si tout sous-groupe
de 71 (M) isomorphe & Z* est périphérique.

REMARQUES :

e une variété simple est atoroidale.

o Le théoreme 7.1 a été établi indépendamment par Jaco - Shalen [J-S] et

Johannson [Johl].

e Deux variétés simples homotopiquement équivalentes sont homéomorphes. Pour
ces variétés, les équivalences d’homotopie se déforment en difféomorphismes. C’est
un théoreme de Johannson ([Joh2,prop 16.9]). Par exemple, on en déduit que
si K est un noeud de $3 qui n’est pas un noeud torique ou un cable, alors le
complémentaire de K est caractérisé par son groupe fondamental.

o Si M est un fibré singulier de Seifert, alors V(M) = M.

e Le célébre théoreme de Thurston dit que si M est irréductible et atoroidale et

n’est pas un fibré en intervalles sur une bouteille de Klein ou S* x S x [0, 1], alors

M admet une métrique hyperbolique compléte de volume fini. Autrement dit, il
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existe un sous-groupe discret sans torsion I' C PSLy(C) tel que 1\04 = H*/T. Ces
variétés sont caractérisées par leur groupe fondamental ([Thl, Th2]).

o La propriété que tout sous-groupe Z@ Z de 7 (M) se réalise, a conjugaison pres,
comme sous-groupe de w1 (V(M)) est vraie en toute généralité d’apres les travaux
de J. Haas, P. Tukia, D. Gabai et A. Casson-D. Jungneis. Une variété compacte
orientable dont le groupe fondamental contient un sous-groupe isomorphe a Z & 7Z,
contient un tore incompressible ou bien est de Seifert.

8. Le groupe de difféotopie d’une variété de Haken

Nous allons définir les twists de Dehn. Pour une surface, on sait que ces
transformations engendrent le groupe modulaire d’une surface fermée orientable
et de plus on peut montrer quun nombre fini de twists engendre ce groupe (voir le
livre de Birman).

DEFINITION 8.1 @ twist de Dehn pour une surface.

Solent 3 une surface fermée orientable de genre g et 4 une courbe fermée simple
plongée dans ¥. Soit U un voisinage tubulaire de v ; ce voisinage est homéomorphe
& un anneau (S x [0,1]). On choisit donc un systéme de coordonnées (6,¢) ou
6 € R/2xZ et t € [—1,1]. Le twist de Dehn associé a la courbe v est Iapplication
7, de ¥ dans ¥ qui vaut 7(6,t)) = (6 + 7(t + 1),¢) sur U et I'identité a I'extérieur
de U.

Pour les variétés de dimension 3, 'idée est la méme, mais les twists de Dehn
sont associés a des tores et a des anneaux lorsqu’il y a un bord.

DEFINITION 8.2 : soient T un tore plongé dans une variété M et Ur un voisinage
tubulaire de T. Le tore T est identifié & S' x S'. Un voisinage de T s’identifie
a St x §1 x [~1,1]; alors soit (¢,6,t) un systéme de coordonnées. On choisit un
couple d’entiers (m,n) et on pose T(p, ny(0,0,t) = (¢ +ma(t+1),0 +nr(t+1),1).
Si le tore T' est non séparant, alors l’ensemble des transformations 7, , forme un
groupe isomorphe & Z*.

Les twists sur un anneau se définissent de facon analogue avec un parametre
n € Z.

On note Aut(M) le groupe des automorphismes de M et Aut®(M) le sous
groupe distingué des automorphimes isotopes a l'identité. On pose I'(M) =

Aut(M)/Aut®(M).
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THEOREME 8.3(Johannson). — Soit M une variété de Haken. Alors le sous-
groupe de T'(M) engendré par les twists de Dehn est d'indice fin.

COROLLAIRE 8.4. — Si la variété M est simple alors le groupe I'(M) est fini.

On suppose que la surface 3 est un tore connexe de genre 1. On note (,) la
forme d’intersection algebrique de la surface .

PRrRoOPOSITION 8.5. — Soit M un élément de V(X). Alors un twist de Dehn induit
la transformation identité sur X.

Démonstration : il suffit de regarder un twist 74 sur un anneau A essentiel et
proprement plongé. On pose [0A] = a + o' dans Hy(X,Z) avec a = ¢’ oua = —d’.
Soit v une courbe essentielle de ¥. Alors [r4(7y)] vaut v + n(vy,a)a — n(v,a')d’.
Done [ra(y)] = 7. [

REMARQUES : 1) si a = —a/, 'anneau A se déforme en un tore et le twist sur A
est isotope a un twist sur un tore.

2) Sia = o' alors [0A] = 2a. Le twist avance de n tours sur I'un des deux cercles
du bord mais recule de n tours sur ’autre.

7

3) On peut comparer ce qui vient d’étre dit a [Gabl, p 470].

9. Les résultats de Gordon et Luecke

Nous avons évoqué a la section 5 le théoreme de Hatcher. Nous énoncons ici
des théoremes qui nous permettrons par la suite d’obtenir des résultats de finitude
pour les théories de champs déduites de caracteres premiers.

Dans tout ce qui suit, on suppose que M est une variété irréductible, a bord
connexe de genre 1.

DEFINITION 9.1 : une pente est la classe d’isotopie non orientée d’'une courbe
fermée simple essentielle sur un tore.

Le choix d’une base de H; (X, Z) donne un couple d’entiers (a,b) premiers entre
eux et définis au signe pres, tel que la pente se représente par le quotient a/b dans

P'(Q).

DEFINITION 9.2 : solent « et 3 deux pentes. On note A(a, ) le nombre
d’intersection géométrique, c’est-a-dire le nombre minimum de points d’intersection
entre a et 3.
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En représentant la pente a par a/b et la pente 3 par ¢/d, on a A(«, 3) = |ad—be.
EXEMPLE : si A(r,s) = 0 alors r = s.

DEFINITION 9.3 : on dit qu'une pente est planaire si elle est le bord d’une surface
planaire (c’est-a-dire homéomorphe & une sphere privée de disques) incompressible
et J-incompressible. On a le théoréme suivant de Gordon et Luecke [Go-L2] :

THEOREME 9.4. — Si «v et 3 sont deux pentes planaires de M alors A(a, 5) < 1.

On en déduit qu’il y a au plus trois obturations réductibles. Si une pente planaire
a pour coordonnées 1/0 alors les deux autres valent n/1 et n 4+ 1/1 (elles sont
entiéres).

oy
as

a;
En identifiant deux par deux les cotés opposés d’un hexagone régulier, on obtient

un tore avec les courbes aq, a2 et asz qui vérifient Aoy, az) = A(ag,a3) =

A(Ofg,,oq) = 1.

Voici un autre résultat de finitude, di a Culler, Gordon, Luecke et Shalen
[CGLS]. Si r est une pente de M, notons M(r) la variété obtenue en collant un

tore plein a M de telle sorte que r borde un disque.

THEOREME 9.5. — Supposons que la variété M ne soit pas un fibré de Seifert. Si
w1 (M(r)) et 71 (M(s)) sont des groupes cycliques alors A(r,s) = 1.
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PARTIE 3 : RECOLLEMENT EN GENRE 1

10. Les variétés a bord paramétré

10.1. Définition

Iei, ¥ désigne une surface fermée orientée connexe de genre g. Ce sera notre
surface de référence. On note —¥. la surface avec 'orientation opposée, et I' le groupe
modulaire de X, c’est-a-dire le quotient du groupe des difféomorphismes préservant
I'orientation par le sous-groupe des difféomorphismes isotopes a 1’identité de X..

Soit m une variété compacte connexe, orientée, a bord homéomorphe a ¥. On
dit que la variété m est a bord paramétré si elle est munie d’un homéomorphisme
¢ préservant I'orientation entre dm et . La régle pour orienter le bord est celle de
la normale sortante en premier (outward normal first, Stokes).

Soient M = (m,p) et M' = (m', ') deux variétés a bord paramétré. Iei —M
désigne la variété M avec l'orientation opposée; elle est de bord —X. Le quotient
V=(m][[-m)/(z = ¢’ '¢(z)) a une structure de variété fermée orientée. On
note V.=mUg-1, —m' ou M Ug —M'.

Proposition 10.1.1. — La wvariété m étant fizée, on a une action de
' sur la collection des variétés M définie par : o.M = (m,o0 0¢) et on a
MUy —M' = 0.M Uy, —0. M’ quelque soit o élément de T'.

ProposITION 10.1.2. — Le recollement vérifie M Uy —M' = —(M' Uy —M).

On introduit la relation d’équivalence & suivante définie sur la collection des
.7 7 N 7 Ve
variétés a bord paramétré :

(m, @)~ (m',¢") & 3f : m = m' un homéomorphisme tel que f5,, = ¢' .

L’ensemble des classes d’équivalence sera noté V(X)) et I’ensemble des éléments
irréductibles de V(X)) sera noté P(X).
On a donc :

LeMME 10.1.3. — Soit h un automorphisme de 3 tel que o'~ 1hy se prolonge en
un homéomorphisme qui respecte lorientation de M sur M', alors h(M) ~ M'.

Soit (m, ) un élément de V(X). Alors M s’identifie & une variété de bord ¥ en
identifiant Om a X par ¢.

On peut donc aussi travailler dans la catégorie des variétés de bord ¥. Deux
éléments M et M’ sont isomorphes s’il existe un homéomorphisme f de M dans M’
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isotope a l'identité sur X.. Les variétés M et o.M sont isomorphes si o se prolonge
en un homéomorphisme respectant l'orientation de M.

REMARQUE : la notion précédente ne nécessite pas une surface connexe.

10.2. Le cas particulier du tore solide.
Nous noterons H la variété identifiée & D? x S! avec l'orientation donnée par le

triédre (0, 0g, 0, ).

On choisit une base orientée {ej,e2} du H; du bord identifié au tore X. La
courbe e; borde un disque et la courbe e; engendre le groupe fondamental.

Le groupe I'y est isomorphe & SL3(Z). On note I'{° le sous-groupe de I'y engendré
par les homéomorphismes de 0H qui s’étendent a H. Dans ces conditions :

ree = {(iol ;) ne Z}. On pose Q U {1/0} = P(Q).

ProposiTiON 10.2.1. — On o T'; /T = P(Q).

Démonstration : soit r € P'(Q), alors r est de la forme a/c avec (a,¢) = 1. On

associe & r une matrice “ _‘U> ou (u,v) vérifie ua + ve = 1. Cela induit la
c u
bijection demandée. []
. a b . ,
Soit o = d agissant sur le bord de H, alors la courbe de coordonnées
c

(a,c) borde un disque dans 0.H. La variété 0. H a bord paramétré sera notée H, ..
Le rationnel a/c est la pente bordante de 0. H.
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ProposITION 10.2.2. — Pour tout r € P'(Q), ona H, ~ —H_,.

10.8. La notion de pente bordante

Soit ¥ une surface de genre g et M un élément de V(X). On note 7, (resp.
i*) application induite en homologie (resp. cohomologie) par le plongement de X
dans M. La dualité de Poincaré, notée DP, envoie la suite exacte de cohomologie
de la paire (M, Y) dans sa suite exacte d’homologie (& coefficients dans Z) :

0 — Hy(M) — Hy(M, %) —s Hy(S) — Hy(M) — Hi(M,S) — 0

L)P L)P DP L)P L)P
0 — HY(M,X) — HY(M) N HY(Y) — H*(M,X) — H} (M) — 0

Les groupes abéliens H' (M) et H!(Z) sont libres car ils sont respectivement
isomorphes a Homgy (Hy(M),Z) et Homy(Hi(X),Z) ((DP(y),«) = y(a) ou
a e H (D), y € Hi(X) et (, ) désigne la forme d’intersection).

Le cup-produit s’annule sur i*(H'(M)). En prenant les coefficients dans Q, on
déduit de 'égalité i* = Homy (i, Z) que l'image ¢*(H'(M)) est un sous-groupe
libre de rang g de H!(X, Z) (Thom, cf [Spal).

Supposons a présent que g = 1. Il existe un élément A de H; (X, Z), unique au
signe pres, représentant d’une courbe simple connexe et un entier n tels que nA = ~
engendre le noyau ker(is) = DP(im(:*)).

DeFiNtTION  10.3.1 : on dit que A est la pente bordante de M et qu’elle est
d’indice n (on dira parfois que « est la courbe bordante).

Choisissons un élément p de Hy (Z) tel que (A, 1) = 1 et un élément = de H! (M)
tel que DP(i*(x)) = nA;on a x(is(p)) = i*(x)(n) = (DP(i*(2z)), ) = n. Comme
l'image de i* est de rang 1 engendrée par x, on a aussi que pour tout z de H' (M),
n divise z(i,u) = (1*z)(¢). Done 'image de i,(p) dans Hy(M)/Torsion est de
contenu n [Bour, 7, par. 4, n°2]; il existe v € Hy(M)/Torsion tel que i.(u) = nv,
et v est lui-méme indivisible.

Le sous-groupe isomorphe a Z x Z/nZ engendré par i.(u) et i.(\) est
I’homologie périphérique. Avec ce qui précede, on peut décrire quelle extension
de Hy(M,Y) par Z x Z/nZ est H1(M,Z) :

solent p un nombre premier qui divise n et r le plus grand entier tel que p”

divise n. Il existe un diviseur élémentaire p® de Hy (M) tel que U'injection de Z/nZ
dans Hy (M) induise l'injection p*~" de Z/p"Z dans Z/p°Z. Donc localisée en p,
Vextension est Z/p"Z — Z/p°Z — Z/p*~"Z.

Le produit m des p®~" pourrait s’appeler diviseur périphérique de M.

On a démontré le résultat suivant :
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LEMME 10.3.2. — Il exziste un entier n > 1 (I'indice) et un entier m > 1 (le
diviseur) dont tout facteur premier est diviseur de n, et un sous-groupe H de
H, (M, ) tels que :

H(M,Y) = Z/mZ x Z/nZ x H,
Hi(M)=ZZ/mnZ xZ x H,

Uingection de l’homologie périphérique Z/nZ x Z est donnée par (a,(3) —

(ma,nB,0). Autrement dit i, : Hi(X) — Hy (M) est donnée par X\ — (m,0,0) et
p) =1).

EXEMPLES : 1) soit K un complémentaire de noeud dans S®. Alors la courbe

— (0,n,0), ou A est la pente bordante et 1 une pente complémentaire ((\,

bordante se réalise comme le bord de la surface de Seifert du noeud. Dans le cas
de la sphere, le méridien et la courbe bordante forment une base. Cette notion de
base canonique se généralise aux spheres d’homologie entiere.

2) Nous allons ici donner un exemple de courbe bordante d’indice n. Soit Tp »
une sphere privée de n disques (n > 2). Le bord est un ensemble de n cercles que
I'on numérote de 1 a n. Soit ¢ la permutation circulaire définie par o(i) = ¢ + 1
pour ¢t <n —1et o(n) = 1. On considére un homéomorphisme f de Tg ,, sur Tg ,
qui induit la permutation o sur ’ensemble des cercles.

On pose M = Ty, x[0,1]/(z,0) = (f(x),1). C’est le complémentaire d'un nceud
de S% x S! dont la classe d’homologie dans H(S? x S',Z) = Z vaut n.

Le groupe fondamental de la variété M est une HNN-extension de Z par le groupe
libre & n — 1 générateurs : m (M) = (21, ..., Tpn,t ; T1.cxp = Ltz it~ = 2,41).

Soit p € Z, alors z¥ commute avec ¢ si et seulement si n divise p.

Le groupe Hy(M,Z) s’identifie & m(M)/[m (M), 71 (M)], ainsi on obtient
Hi(M,Z) = (x,t; [z,t]=1,2" = 1)=Z S Z/nZ.

On en déduit que la variété M a une courbe bordante d’indice n. Pour n = 2,
la variété M est le [0, 1]-fibré tordu sur la bouteille de Klein.

10.4. Homéomorphismes bordants
La surface ¥ est ici de genre 1. Soit M un élément de P(X).

DeFiNiTION 10.4.1: on dit que la variété M est réversible si un homéomorphisme
induisant —Idy, sur Hy (3, Z) s’étend a M.

REMARQUE : pour un espace de nceud cela revient a dire qu’il existe un
homéomorphisme préservant ’orientation de ’espace et renversant ’orientation du
nceud.

DeFmNiTION  10.4.2 : on dit que la variété M est amphicheirale s’il existe

un automorphisme de M renversant l'orientation qui induit sur le bord un
automorphisme non trivial en homologie.
Nous dirons que la variété M est (-)-amphicheirale si la pente bordante est

renversée et (+)-amphicheirale sinon.
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EXEMPLES : le nceud de trefle (type 31) n’est pas amphicheiral mais réversible.
Le nceud de huit (type 4;) est réversible et (+) et (-)-amphicheiral. Le nceud 817 est
amphicheiral mais non réversible (Kawauchi, 1964) [B-Z,p15]. D’apres Kawauchi,
le neeud 87 est (-)-amphicheiral sans étre (4 )-amphicheiral [Kaw].

Si K est un nceud orienté premier, non reversible, non amphicheiral, K#K*
est (+)-amphicheiral et pas (-)-amphicheiral. En revanche, le nceud K# — K* est
(-)-amphicheiral et pas (4)-amphicheiral. Ici K* est le miroir de K et —K* le
miroir avec ’orientation renversée.

Tous les nceuds jusqu’a 10 croisements amphicheiraux sont (-)-amphicheiraux.

B P @

On note A la pente bordante et on choisit une base {\, u} dans Hy (X, Z).

Par unicité de la pente bordante, un homéomorphisme ¢ de la variété M sur
elle-méme respectant globalement le bord, induit un automorphisme du bord X
qui préserve la pente bordante. On a donc quatre possibilités :

o 5) G 5) (G ) (1)

C e 1 . -1 n
Nous commencons par les deux cas d’amphicheiralité, c’est-a-dire ( ou

0 1
1 n
0 -1/
LemME 10.4.3. — Si Uapplication ¢ induit sur le bord une application isotope d

1 -1
(() _nl> (resp. ( 0 ?)), il existe une base (A, ') ot la restriction au bord de

ot 1 0 ( -1 0 )
p s’écri 0 —1 resp. 0o 1/

1 n

0 -1

Démonstration : pour ( ), si n est impair, alors ' = 2 — n\ et si n est

) -1 . .
pair alors ' = pu — g/\. Pour ( 0 ?), on fait la méme chose en remplacant n
par —n.

ProposiTioN 10.4.4. — On suppose que la variété M est irréductible et a bord

incompressible. Il n’existe pas d’automorphisme f de M qui induit sur le bord X la

. I n -1 n
tranformation (0 1) ou ( 0 _1) avec n # 0.
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Démonstration : comme le sous-groupe des automorphismes de M engendré par
les twists de Dehn est d’indice fini, quitte a remplacer f par une certaine puissance,
on peut supposer que f est un produit de twists de Dehn.

Les twists sur un tore laissent le bord ¥ invariant ainsi que les twists sur un
anneau dont le bord serait dans le tore X (proposition 8.5). []

11. L’homologie d’un recollement en genre 1
Nous allons calculer I’homologie singuliere d’une variété de dimension 3 obtenue
par recollement de deux variétés M et M' de bord X connexe de genre 1.

Suivant le lemme 10.3.2, on choisit des bases symplectiques {\, u} et {\', '} de
Hi(3,Z), X et X' étant les pentes bordantes respectives de M et M'. On notera
aussi n, m, n’ et m’ les indices et les facteurs. On écrit \' = e\ +du, p' = a) + bu,
a,b,c,d € Z, ad — bc = —1. Notons que |d| = A(X, \') est le nombre d’intersection
des deux pentes bordantes (on a A = b\ — du/, u = —aX + cu'). Les notations
sont celles de 10.3.2.

ProposiTioN 11.1. — Si Hy{(M,X) & Z/mZ x Z/nZ x H et Hi(M' 2) =
Z/m'Z x Z/n'Z x H', alors
Hi(MUs —M'")=HXH' XZ/aZ x Z]ayZ x L] asZ x L] asZ,
avec a; = pged(m,n,m’,n'), ajaz = pged[mn, m'n’, pged(m, n)pged(m’, n')],
ajazaz = pged[mnm'n', mn*pged(m’,n'), m'n?pged(m, n)],
ajazasay, = mn’m'n?d.
Seul le dernier facteur invariant dépend du choiz du recollement, et ceci par

Vintermédiaire de A(N, \').

Démonstration : 'application p désigne le plongement canonique de M dans
M Uy, —M'’. La suite de Mayer-Vietoris homologique s’écrit :

. .
14D,

Px _PI*
e S H(D) — S H (M) @ Hy (M) 5 Hy (M Ug —M') —— 0

qui devient

— 2L —TL/mnZ xL X ZL/m'n'% xZx Hx H — Hi(MUs —M') — 0
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avec A — (m,0,bm’, —dn’,0,0) et u +— (0,n, —am’,en’,0,0); donec Hy (MU—M")
est isomorphe au produit de H x H' et du quotient E de Z x Z x Z x Z par I'image
de Z x Z x 7 x Z sous 'application matricielle

mn 0 m 0
0 0 0 n
A= 0 m'n' bm' —am'
0 0 —dn' en'

Le groupe E est la somme Z/a1Z @& Z]asZ @& Z]asZ & Z]ayZ ou a; divise
a;4+1; les a; sont les facteurs invariants de E qui sont aussi ceux de la matrice
A. Pour les déterminer, on utilise la proposition 4 [Bour, Alg VII, p. 20] :
le produit é; = ajas...a; est un pged des mineurs d’ordre ¢ de A. Ainsi
a; = 6, = pged(m,n,m',n'),

9y = pged(mn, m'n’,; amn’ emn’ bm/n,dnn')) =

pged[mn, m'n’, pged(m, n)pged(m’, n')],

83 = pged(mnm/'n’ dnm'n'?, cmm/n', bmm'n?* dmn®n') =
pged[mnm/n', mn?pged(m’, n'), m'n?pged(m, n)],

et enfin §4 = mn?m'n?d. |[]
Cependant, il faut remarquer que si 'indice de M ou de M’ vaut 1, 'argument

se simplifie (et c’est le seul cas utilisé vraiment dans la suite). En effet, supposons

par exemple n = 1, alors m = 1 et la matrice

1 0 1 0

0 0 0 1
A=

0 m'n" bm' —am

0 0 —dn'  en'
est équivalente (par changements de base des réseaux source et but) a
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 m/n" bm
0 0 O —dn'

Dans ce cas (le plus important), on a donc

ProposiTiON 11.2. — On a
Hi(MUs —M'") =H x H x Z/pged(m',n")Z x Z/dn'ppcm(m/, n')Z,
lorsque Hy(M) = H x Z, Hy(M') = H' x Z/m/n'Z x Z.

CoOROLLAIRE 11.3. — Si M est un tore plein D* x S', alors Hy(M Uy —M',Z)
est une extension de Hy(M', X)) par Z/dn'Z.

Il suffit de remarquer que Z/aZ x Z/bZ = Z/pged(a,b)Z x Z/ppcm(a, b)Z.

REMARQUE : cette formule de recollement nous dit que tout complémentaire de

nceud dans une sphere d’homologie entiere a une courbe bordante d’indice 1.
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12. Etude du recollement en genre 1
Dans toute la suite, 3 désigne le tore S' x S'. On note {e;, ez} une base de

Hl(Sl X 51)

12.1. Le recollement compressible-compressible
Ce sont les scindements de Heegaard de genre 1 ou le recollement donne un

espace lenticulaire.

DeFiNtTION 12.1.1 : soit H le tore solide ou le générateur e; borde un disque et
le générateur ez engendre le groupe fondamental. On se donne un couple d’entiers
(p, q) premiers entre eux. L'espace lenticulaire L(p, q) est par définition la variété

Hoyy Us —Hy,

q-

-1
(1) 0 > sur Hgy et
sur Hp,/, on obtient d’apres 10.1.1, L(p,q) = Hy,o Us —H_,/, et par 10.2.2,

L(p,q) = —(H_4p Us —Hy ). On a par exemple L(p, q) = —L(p,p — q).

Par exemple, en faisant agir la transformation o = <

Plus généralement,

ProrosiTioN 12.1.2. — La variété H,,,Us —H,

p'g,p'u—q'v) ot (u,v) est un couple d’entiers vérifiant up — vqg = 1.

1/q est isomorphe d L(pq' —

Démonstration : on choisit une transformation envoyant p/q sur 1/0. Dans ces
plu—q'v
rq' —p'q
la variété obtenue est isomorphe & L(pq' — p'q, —p'u + ¢'v). []

conditions, p'/q’ se transforme en ol u et v sont premiers entre eux et

On rappelle que L(p,q) est isomorphe a L(p',q') si et seulement si p = p' et
q = +¢'( mod p) ou ¢ = —¢'~'( mod p) ([Roll, chap 9]) et qu'une variété fermée
V est un espace lenticulaire si et seulement si il existe dans V' un tore solide dont

le complémentaire soit encore un tore solide.

On a pour tout entier n, L(1,n) = S et L(0,n) = S* x S'.

12.2. Le recollement incompressible-incompressible
Soient M et M’ deux éléments de P(X) a bord incompressible.

ProproOSITION 12.2.1. — La variété M Uy, —M' est irréductible.

Démonstration : soit S une sphere plongée dans le recollement. Si1 SN est vide,
alors S borde une boule. Sinon, on note {~vy,...,v,} les courbes de Uintersection.
Il existe k tel que v; borde un disque de S, et par incompressibilité la courbe
~k est contractile sur ¥, donc on peut la retirer par une isotopie de S dans le
recollement qui peut faire disparaitre d’autres courbes 7; mais pas en ajouter.

Ainsi par récurrence, on se rameéne 3 SNY = (. []

REMARQUE : on n’a pas utilisé le fait que X est de genre 1 et connexe.
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DEFINITION 12.2.2 : soit P une variété premiere contenant des tores
incompressibles séparants. Nous noterons S(P) 'ensemble des éléments de P(X)
a bord incompressible qui se plongent dans P avec un complémentaire a bord
incompressible. Nous les qualifierons de pieces essentielles.

Le groupe SL;(Z) opére sur les éléments de S(P) et on note s(P) 'ensemble
des orbites de S(P) pour cette action.

REMARQUE : d’apres 10.4, le groupe SLy(Z) n'opere pas forcement librement
sur les pieces essentielles.

ProposITION 12.2.3. — L’ensemble s(P) est fini.

Démonstration : soit 7' un tore essentiel qui sépare la variété P; les pieces
essentielles associées a cette décomposition sont notées M et M.

Ce tore appartient & une sous-variété caractéristique V(P) de P. Notons X
la composante connexe de V(P) qui contient le tore T Il existe une fibration de
Seifert de X dont ’espace des orbites est une surface compacte connexe B telle
que le tore T soit une réunion de fibres non exceptionnelles.

Supposons que X ait une unique fibration de Seifert a isotopie pres. Dans ce
cas, il n'y a qu’un nombre fini de possibilités pour le type de X N M. Elles sont
données par le type d’orientation ({+1}), le genre h et le nombre n de trous de la
surface (le genre h est majoré par le genre de B et n est majoré n(B) + 1).

Les seuls cas a fibration non unique contenant un tore essentiel séparant sont le
tore solide H, le [0, 1]-fibré tordu sur une bouteille de Klein K et enfin le double
de K (K Usx —K).

Dans tous ces cas, X N M ne peut étre isomorphe qu’aux variétés H ou K. []

REMARQUE : Jaco, dans un travail non publié avait démontré ce résultat avant
la théorie des sous-variétés caractéristiques [Boil].

12.8. Le recollement incompressible-compressible

DeFINITION 12.3.1 : obturation de Dehn.

Soit M une variété s’appuyant sur Y. Soit v une courbe fermée simple plongée
dans 3 non homologue a 0. Soit H. le tore solide dont v borde un disque On pose
M(~y) =M Uy (—H,). La variété M(v) ne dépend que de la classe d’isotopie non
orientée de . Cette opération est appelée 'obturation de Dehn (Dehn filling) dont
~ est la pente [Gorl].

La variété M(~) hérite de 'orientation de M. Si la variété M est irréductible
et que l'obturation M (v) est une somme connexe non triviale, alors la variété M

contient une surface planaire incompressible et J-incompressible (Cf 9).

DEriNITION 12.3.2 : chirurgie de Dehn.
Soit V une variété fermée orientée (un élément de V) et K un nceud dans V. On
pose M =V —U(K) ou U(K) est un voisinage tubulaire du nceud K. Le choix
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d’'une paramétrisation ¢ : OM — ¥ du bord de la variété M nous permet de faire
une obturation par une courbe v de .. La variété obtenue s’appelle la chirurgie de
Dehn sur la courbe ! (7).

EXEMPLES : la paramétrisation du bord est telle que la pente 1/0 redonne V.
Le résultat de la chirurgie p/q sur une courbe non nouée de S* est L(p, q). C’est
cette construction de L(p, ¢) qui motive les choix des signes dans 12.1.1.

DEFINITION 12.3.3 : on dit qu'une pente est réductible si son obturation donne
une variété décomposée (c’est-a-dire qui n’est pas premiere).

La question qui se pose maintenant est la suivante : soit C(M) l'ensemble des
pentes v de P'(Q) telles que P ou —P soit un facteur de M(r). Est-ce que le
nombre de classes d’équivalence pour l'action de SLy(Z) sur 'ensemble C(M) est
fini lorsque la variété M décrit P(X) ¢

Commencons par les pentes « telles que M(a) = P ou —P.

Rappelons ici, quelques notions sur le complémentaire d’'un nceud dans une
variété V : soient k et k' deux nceuds dans V. Les nceuds k et k' sont dits
de méme type s’il existe un homéomorphisme (resp. un homéomorphisme qui
préserve lorientation) f : V — V tel que f(k) = k' et on note (V k) ~ (V, k')
(resp. (V,k) =~ (V',E')). On peut consulter [Gorl,Mat,Do-M] pour ces notions.
On dit que le nceud k est déterminé par son complémentaire (resp. par son
complémentaire orienté) si V' — k est homéomorphe & V — &k’ (resp. en préservant
Vorientation) implique (V, k) ~ (V, k') (resp. (V. k) ~ (V' k')). Mathieu a construit
des exemples [Mat] de nceuds dans une variété de Seifert de base S? avec trois
fibres exceptionnelles qui ne sont pas déterminés par leur complémentaire, mais les
homéomorphismes renversent ’'orientation. Il n’y a pas d’exemples connus pour le
type orienté.

Pour V = 83, Gordon et Luecke [Go-L1,Gra] ont demontré que les noeuds sont
déterminés par leur complémentaire.

Dans une variété V qui se décompose uniquement avec des variété isomorphes a
S% x St ou S' x S x S', Gabai [Gabl] démontre que les noeuds sont déterminés
par leur complémentaire orienté.

Soient M € P(X) et deux pentes a et o telles que M(a) ~ M(a') (resp.
M(a) ~ =M(a') ); dans V = M(«), on a deux neeuds dont les complémentaires
sont homéomorphes, le premier k est ’ame de la chirurgie de pente « et le second
k' est I'image de ’ame de la chirurgie de pente o’ par 'homéomorphisme f de
M(a'") sur M(a) (respectant ou renversant 'orientation).

Si dans la variété V les nceuds sont déterminés par leur complémentaire,
I’homéomorphisme f peut étre choisi de sorte que k = k’. Dans ces conditions,
f(a") = a. Maintenant si a # o', d’apres 10.4, la pente a se déduit de o’ par une
symeétrie.
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En revanche, si dans V les nceuds ne sont pas déterminés par leur
complémentaire, en prenant deux nceuds k et k' de complémentaire M (avec
lorientation induite par V ou son inverse) qui n’ont pas le méme type, les
méridiens p et u’ donnent des pentes différentes sans qu’il y ait d’homéomorphisme
envoyant yu sur '

12.4. Le cas des espaces lenticulaires
Les calculs de Heil [Heil] et le théoréme de chirurgie cyclique [CGLS] (cf 9) nous
donnent un énoncé lorsque la variété P est I'espace lenticulaire L(p, ¢) (y compris

S? x Sh.

THEOREME 12.4.1. — Soient M un élément de P(X) a bord incompressible
et deus pentes o et o telles que M(«a) = L(p,q) et M(a') = £L(p,q'), alors
Ala,a’) < 1.

Démonstration : si la variété M n’est pas de Seifert, le simple fait que les variétés
M(a) et M(a') aient un groupe fondamental cyclique entraine A(a, o) < 1 par le
théoreme 9.4 [CGLS].

Si P = S% x S, I'ame k de la chirurgie M(a) doit rencontrer S? de facon
essentielle sinon M est réductible. Alors M contient une surface planaire essentielle
de pente a. Donc A(a,a’) <1 par le théoreme 9.3.

On peut donc supposer la variété M de Seifert et comme son bord est
incompressible, ce n’est pas D? x S!. Choisissons une fibration de Seifert de
M de base B et de fibre f; le choix de la fibre f est unique sauf si M est le
[0,1]-fibré tordu K sur une bouteille de Klein que l'on obtient soit comme le fibré
orienté en cercle sur une bande de Mcebius soit comme le fibré de Seifert sur un
disque avec deux fibres exceptionnelles d’ordre 2 (Cf 6.2). Notons ¢ le genre de
I’espace des orbites et r le nombre de fibres exceptionnelles; on a g > 1 our > 2.

Si la base B est non orientable, la fibre f est la pente bordante et la chirurgie
de pente £ f fait apparaitre une sphere S? non séparante. Une chirurgie de pente
a # f nous donne une variété de Seifert avec une base non orientable; pour
avoir un lenticulaire il faut que cette base soit Pz(R) et quil n’y ait pas de
fibre exceptionnelle ([Orl p 99, Jac p 92]). Avec une fibre exceptionnelle, c’est
P*(R)#P?(R) ou une variété prismatique (2,2,n) avec n > 1. Donc la variété M
est isomorphe & K et la chirurgie se fait sur une courbe « telle que (a, f1) =1
ou f; est la fibre de M au dessus de D? avec deux fibres exceptionnelles, alors
M(a) = L(4n,2n — 1) ou n = (a, f) € Z, [Orl, p100]. Donc p détermine a.

Si B est orientable, la chirurgie sur o = £f donne (S% x S)#294L, .. #L,
avec au moins r facteurs [Heil]. Supposons a # =£f, une chirurgie donne un
espace lenticulaire si et seulement si A(a, f) = 1 et si la variété M est un
fibré sur D? avec deux fibres exceptionnelle de parametres (3;/ay, (2/as avec
0<ay <p1,0<ay <fq;alors M(a) = L(p,q) ot p = bayas + ajas + a1 frasfy
(¢ = mag — nfy, may; —n(bay + B1) = 1), le nombre b (d’Euler) caractérise o et
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donc & nouveau p détermine a. []

REMARQUES : 1) quand M est de Seifert, la démonstration nous dit qu’il n’y
a qu'une pente pour obtenir L(p,q), y compris L(0,1) = S? x S!. Deux pentes
différentes donnent des lenticulaires L(p, q) et L(p',q’) avec p # p'.

2) Ceci n’est pas vrai si la variété M n’est pas de Seifert. L’exemple de Morimoto
[Mor] dans L(5, 1) montre que deux pentes distinctes peuvent redonner le méme
lenticulaire. Le théoreme 12.4.1 est donc optimal. Les deux pentes différentes sont
obtenues par 'action d’'un homéomorphismes du bord qui s’étend a la variété; ce
n’est pas un espace associé a deux nceuds différents.

3) Il ne faudrait pas croire que pour une variété premiere P quelconque,
M(a) = P et M(a') = —P entraine A(a,a’) < 1. Par exemple, si M est le
complémentaire du nceud de huit, on a M(4) = —M(—4) et A(4,—4) = 8 [Gorl].

4) En général, on conjecture qu’il n’y a qu’un nombre fini de pentes o telles
que M(a) = £P. Si M est hyperbolique, cela découle du théoreme de chirurgie
cyclique de Thurston [Thl].

CoROLLAIRE 12.4.2. — Un complémentaire de neud dans un espace lenticulaire

est associé a au plus trois types de neud.

13. Le probléme du nceud absorbant

18.1. Enoncé
Soit V une variété qui se décompose non trivialement sous la forme X # X'. Soit
kE un nceud dans V tel que le complémentaire M =V — U(k) = X U X' de k soit

irréductible et a bord incompressible.

\ - ~ ~ ~ 1
\ ’ ~ ~ b ]
\ - ~ ~ ~ 1
(Y [ \ N N [N
AN ] 1 ~ S~ ___ - sy
X’ N N e < L
- . - .
N Ve Tee--- - --v X !
N Y !
N - PR \ N ’
N PECE Y N
S o /

Le probleme est le suivant :
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peut-on trouver une obturation de M qui donne P isomorphe a X (ou d —)?) ¢
Autrement dit, le noeud k£ peut-il absorber la variété X7

Inversement, si M est une variété irréductible et a bord incompressible telle
qu’une obturation donne P, alors existe-t-il une pente telle que [obturation
contienne P (ou —P) en facteur strict ¢

Plus précisément :

soit P une variété premiére. Soit M wune variété irréductible a bord un tore

incompressible. Si M(a) = P et M(B) = £P#V (V # 53%), a-t-on A(a,3) <19

18.2. Le lemme homologique
On note (a,b) = 1 lorsque les entiers (a, b) sont premiers entre eux.

LEmMME 13.2.1. — Sotent M un élément de V(X), u et o deux pentes différentes
(a # +p), 7 la pente bordante et n' son indice. On note V.= M(u) et on
suppose que M(a) = V'#V" avec Hy(V',Z) = Hy(V,Z) (il se peut que V" = S?).
On considére les nombres d’intersections géométriques de pentes : ¢ = Au,a),
y=A(y,p) (donc ¢ > 1 ety > 0) et on note R le cardinal de Hy (V" ,Z). Dans ces
conditions :

i) on ne peut avoir y = 0 (c’est-a-dire v = +p).

it) Le groupe Hy (V" Z) est monogéne et il est infini si et seulement siy =n' =1
et a = £7.

ii1) Lorsque y = 1 et h"" # oo, on a (h",cn’) = 1.

w) Lorsquey > 1, onaa # v et(c,h"”) =1, de plusy divise ¢ et (n',h") = 1.
En particulier (yn',h") = 1.

Démonstration : on choisit une base symplectique {p, A} de Hy (3, Z) ot on écrit
v =zxu~+y\ et a =au+ ch (ce qui revient a faire des choix d’orientation). On
pose d = ay — cx, si bien que |d| = A(a, 7).

D’apres la proposition 11.2, en notant n’ I'indice de v dans M et m/' le facteur,
on a Hi(V) = H' x Z/pged(m',n") x Z/yn'ppem(m’,n') et Hy (V) & Hy (V") =
H' x Z/pged(m',n") x Z/dn'ppem(m’,n"); notons e = n'ppem(m’,n’). On doit
donc avoir Z/deZ = Z/ye & H, (V").

Siy=0,onah’”" =0et d=0, donc ¢ =0, car x = 1, ce qui est interdit.

Le ii) est immédiat. Montrons maintenant le iii). Si y = 1 et A" # oo, on a
d#0et +h" =det (h",e) =1; comme (a,c) =1et £h"” = a — cx il vient aussi
(h",c) =1.

Enfin si y > 1, on ne peut avoir d = 0, le groupe Hy (V" Z) est fini et cyclique
d’ordre h". Pour isomorphisme de Z/deZ avec Z/yeZ x Z/h"Z, on doit avoir
+d = yh" et (h",ye) = 1. Alors on a cx = y(a F h") et comme (z,y) = 1, y divise
c. En posant ¢ = ny on obtient ne = a Fh"”; on a (a,n) = 1 done (R",n) =1 si

bien que (h",c) =1. []
ProposiTION 13.2.2. — Soient M un élément de V(X), pu et a deux
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pentes différentes. Supposons que Hy(M(u)) soit cyclique d’ordre h fini, que
M(a) = V'#V" avec Hy (V') cyclique d’ordre h et Hy (V") cyclique d’ordre h" fini;

alors h et h'' sont premiers entre euz.

Démonstration : avec les notations de la preuve précédente, 'hypothese dit que
le facteur m’ = 1, n’ = e. On a h = ye, d’ou la conclusion d’apres iv) du lemme. Il
n’yarienadiresih=1ouh’” =1. []

REMARQUE : on peut partout ici remplacer 'hypothese M(a) = V/#V" par la
plus faible Hy (M(«)) = Hi (M (u)) & H". Il n’y a rien & changer aux arguments.

18.8. Le groupe fondamental

Soit M un élément de P(X) a bord incompressible et V' = M (p) le résultat de
I'obturation sur la pente p. On suppose qu’il existe une pente de décomposition «
telle que M(a) = V'#V" avec V' et V" # S3. Soit G (resp. G' et G"") le groupe
fondamental de V' (resp. V' et V"). On note S une sphére séparante de M(a) qui
devient une surface planaire S dans M. La surface S décompose la variété M en
X'et X",

Nous supposons que 3 rencontre S de facon essentielle en 2n cercles Cf,
D,...,Cy, D,,. Ces cercles bordent des disques disjoints dans M ().

Nous allons présenter G’ * G” et G a partir des groupes fondamentaux I1" et T1”
de X' et X”. Pour cela choisissons un point base xg sur la surface S. On choisit
des lacets ay, 31, ..., an, By (vesp. o, 81, ..., al,, B)) dans II' (resp I1”) et aussi des
lacets 6y, ...,y (resp. &, ...,0)) dans II' (resp. II") comme sur la figure. Les lacets
a font le tour des cercles C', les lacets 3 font le tour des cercles D ; La surface X
est découpée par la sphére S en anneaux Ay, ..., A, (resp. A}, ..., Al). A chaque
arc essentiel d'un anneau allant d’un cercle C' & un cercle D, on associe un lacet ¢
(resp. ¢'). Le lacet §; part de zg, comme «, il rejoint C; puis il entre dans A; et
ressort par D; pour revenir comme [3;. Le lacet 4! part comme 3! rejoint D;, entre
dans A] et sort par C;1; pour revenir comme o .

Notons que pour tout 7, 8; = 6; 'a;'6;, B, = 5/1‘_10/1‘_15%-

On pose u; = 6;6"i8i410"i41...0"i—1 et ul = 68';6;410"i41...0; (produit cyclique).
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1) Le groupe 71 (M(a), x0) = G'*G" est engendré par II' et I1” avec les relations
supplémentaires oy = o) = 3 =] = ... =4, = 1.

En effet tout chemin se déforme dans M et les relations s’obtiennent en écrivant
que toute homotopie d'un lacet a un autre peut étre choisie transverse aux
remplissages des A; et A';.

2) Le groupe wi(M,zg) est le produit amalgamé de II' et II"” au dessus
de m(S,20). I a pour générateurs II' et II” et on ajoute les relations

oy = a,17ﬂ1 :/3{,---,071 = alvwﬂ" = /341

3) Pour chaque i entre 1 et n les lacets a;, u; (resp. §';,u’; ) proviennent de
m1(X) (il suffit de prendre un point base y; sur C; et de le joindre a zo dans S,
suivant un bout de a; (resp. 4, ). Ils forment une base orientée de H; (X)) = 71 (X).
Il existe des entiers L et N premiers entre eux tel que le méridien p s’exprime

afu;™ pour tout i (de méme ﬁ’i_Lu’i_N).

Le nombre N n’est autre que A(a, p).

4) Le groupe 71 (M (p),x0) = G est engendré par II’ et I1” et avec les relations
supplémentaires a3 = o'y, 81 = By, B = B, et al = ul, ﬂl_L = u’iV,

L _ N

ay =uy ...

Cela résulte du point 2, comme on démontre le point 1.

En particulier, on constate qu’en ajoutant aux relations qui définissent le
groupe m(M(a),z0) la relation ul = 1, on obtient un groupe isomorphe

a celui qui est défini en ajoutant aux relations de m(M(u),xzq) les relations

ap=pi=ay=03=..=03,=1

Notons aussi que dans le produit libre G' * G”, I’élément u; ne se ramene pas
par conjugaison a G’ ou a G, car la variété M est supposée irréductible. D’otu le
résultat suivant :

LemME 13.3.1. — Le quotient de G' x G par le sous groupe normal engendré
par uY (ou N = A(a, i) et u de longueur réduite cyclique > 2) est isomorphe a un
quotient de G.

REMARQUE : le théoreme 6.3 de Gonzalez-Acuna et Short dit que si N > 5. les

groupes G’ et G s’injectent dans le quotient par u'.

Nous allons maintenant énoncer le résultat de Baumslag, Morgan et Shalen

[BMS].

THEOREME 13.3.2. — Sotent [, m et N des entiers > 1. Dans le groupe
(a,b; ol =™ = uN = 1) ot u = a™b**...a"™b* avec k > 1, 0 < r; < I,
0 < s; <mjles éléments a, b et u sont respectivement d’ordre [, m et N.

On en déduit :
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THEOREME 13.3.3. — Soit M un élément de P(X) a bord incompressible. Soient
a et p deuz pentes telles que M () soit un espace lenticulaire L(p,q) (# S* et
5% x S1) et M(a) soit la somme conneze de L(p,q') et de L(p",q") (tous deuz # S*
et S? x S1). Alors A(p,a) < 1.

Démonstration : d’aprés le lemme 13.2.1, les entiers p et p” sont premiers
entres eux. Si N = A(u,a) > 1, le théoreme 13.3.2 dit que le générateur de
T (L(p",q")) = Z/p"Z s’injecte dans tout quotient de Z/pZ x Z/p"Z par u® si u
est cycliquement réduit de longueur > 2. D’apres le lemme 13.3.1, on aurait p”|p,
ce qui est absurde. []

REMARQUE : le théoreme 13.3.3, pour M (u) & groupe fondamental cyclique fini
a été annoncé par Boyer et Zhang.

18.4. Le théoréme sur les espaces lenticulaires
Pour établir leur théoréme de chirurgie cyclique [CGLS, th 2.0.3] Culler, Gordon,
Luecke et Shalen ont démontré le résultat suivant :

THEOREME 13.4.1. — Soient M un élément de P(X) a bord incompressible tel
que dim Hi(M,Q) = 1 et o une pente de décompositon sur 3 (M(a) = V'#V”
avec V' et V" # S3). Alors ou bien M(a) est la somme conneze de deuz espaces
lenticulaires ou bien M contient une surface incompressible fermée qui demeure
incompressible pour toute obturation sur une pente u avee Ao, ) > 1.

Si une variété P irréductible et fermée n’est pas de Haken, alors c’est une
sphere d’homologie rationnelle et tout complémentaire de nceud dans P est un
cercle d’homologie rationnelle. Par hypothese, elle ne contient aucune surface
incompressible fermée (qui serait ici forcement séparante). D’ou

ProposITION 13.4.2. — Soient P une variété premiére qui n’est pas de Haken, k
un neud dans P et son complémentaire M = P — U(k) de bord ¥ que l'on suppose
incompressible. Sotent p le méridien de k et o une pente de décomposition. Alors
ou bien A(a, p) <1 ou bien M(«) est la somme de deuz lenticulaires.

En prenant P = L(p,q) avec P # S? et en ajoutant le théoréme 13.3.3, on
obtient donc :

THEOREME 13.4.3. — Soit M un élément de P(X) a bord incompressible. Soient

w et a deux pentes telles que M(p) = L(p, q) et M(«) se décompose en L(p, ¢ )#V",
V" #£ 83 alors Ala,p) < 1.

D’autre part, d’apres le théoreme de Gordon et Luecke (9.3), deux pentes de
décompositions « et o' satisfont a A(a,a’) < 1. Maintenant, d’apres le théoreme
12.4.1 on obtient :
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THEOREME 13.4.4. — On considére L(p, q) # S° et S? x 1. Soit M un élément de
P(Z) & bord incompressible. Soient o et o' deuz pentes telles que M (o) = L(p, q)#V
et ]\J(a’) — L(p7 q/)#vl_ Alors A(a,o/) < 1.

REMARQUES : 1) ici la variété V ou V' peut étre la sphére S3.

2) Les arguments qui nous ont permit de conclure sont voisins en plus compliqués
de ceux de [Go-L3].

3) Avec ¢ = p—¢q, on a —L(p,q). Donc on a bien traité un cas du probléme de
12.3.

REMARQUES : 1) Michel Boileau nous a signalé le résultat suivant de Boyer-Zhang
[Boy-Z] p 201 corollaire H :

THEOREME. — Soit M une variété de dimension 8 conneze, compacte, orientable
telle que OM soit un tore. Supposons que M ne soit pas une variété de Seifert
atoroidale. St pour 1 = 1, 2, M(r;) est ou bien réductible ou bien a un groupe
fondamental cyclique, alors A(ry,ry) < 1. Par conséquent, il y a au plus 8 pentes

qut donnent une obturation réductible ou avec un groupe fondamental cyclique.

La démonstration complete de ce résultat n’est pas publiée, mais il est clair
qu’elle s’appuie sur la théorie de 'hyperbolisation de Thurston [Th2] et sur le
chapitre 1 de [CGLS] qui étudie la géométrie de l'espace des représentations de
71 (M) dans PSLy(C). 1l faut signaler que Boyer et Zhang retrouvent aussi le
théoréeme 9.3 de [Go-L2]. Le travail ici repose sur une approche plus directe, plus
élémentaire et le résultat de finitude visé semble nouveau.

2) De toute fagon, les problémes abordés ici semblent devoir utiliser de la
géométrie, soit hyperbolique (Thurston, Shalen, Culler, Morgan), soit topologique
(cycles de Scharlemann, Gordon, Luecke). Notons que la démonstration du
théoreme de Baumslag-Morgan-Shalen utilise de fagon cruciale un plongement
dans PSLy(C). Selon Boileau, les méthodes utilisées ici permettent d’étendre le
résultat a d’autres variétés premieres que les espaces lenticulaires.
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PARTIE 4 : LE MODULE DU TORE

14. Le I'-module E;
Dans toute la suite ¥ désigne le tore S1 x S'. Dans cette section, nous allons
construire 1’espace vectoriel de genre 1 pour un caractere premier xp. On pose

I = SLy(Z).

14.1. Le T'-module C(V (X))
Les vecteurs de C(V(X)) sont de la forme Z N, M; ou M; est une variété de

(3
bord ¥. En 4.4, nous avons noté, pour un caractere x, B, la forme hermitienne,
Ny son noyau et Ei le quotient de C(V (X)) par V. Soit ¢ un élément de I, alors

on pose 0. = Z ;0. M; ou l'action de I' sur les variétés M, est décrite dans le

paragraphe 10.1.
Avec les notations de 4.4 et d’apres 10.1.1 on a :

ProposiTiON 14.1.1. — Le groupe I' agit isométriquement sur C(V(X)).
Autrement dit, B(o.x,0.y) = B(z,y) pour tout o de L.

L’objectif est la description de E>1<

14.2. Description du noyau

Une variété M de V(X) qui n’est pas irréductible est de la forme M = V#M' ou
V est un élément de V différent de S*. On a OM = OM' et I'élément M — x(V )M’
est toujours dans le noyau. Dans ces conditions, le sous-module C(P(X)) de
C(V (X)) se projette surjectivement sur le quotient Ei On peut donc se restreindre
aux combinaisons linéaires d’éléments irréductibles.

Les éléments de P(X) sont pour un caractere yp de types bien différents : il y
a d’abord les tores solides H),/, qui sont les pieces compressibles, ensuite les pieces
essentielles (12.2.2) et enfin les autres que nous qualifierons de piéces génériques.

Soit M un élément de P(X) a bord incompressible. On pose C(M) = {r €
P'(Q) / xp(M(r)) = 0}. Autrement dit ce sont les pentes qui font apparaitre &P
dans la décomposition de 'obturation.

LEMME 14.2.1. — Sotent M et M’ deuz éléments de P(X) d bord incompressible
qui ne sont pas des piéces essentielles. Alors la différence M — M’ est dans le noyau

si et seulement st C(M) = C(M')

Démonstration: ona yp(MUyx —N) =1 = xp(M'Ug —N) si N est irréductible
et a bord incompressible puisque M et M’ ne sont pas des pieces essentielles et
que le recollement est irréductible (12.2.1). Maintenant si N est un tore solide et
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siC(M)=C(M'),onayxp(MUy —N) = xp(M' Uy —N) par définition de C. La

réciproque est évidente. []

DEFINITION 14.2.2 : on dit qu'un caractere x est de type fini si le module Ei
est de type fini sur I', c’est-a-dire qu’il existe un nombre fini d’éléments de P(X)

n
My, ..., M, tels que tout vecteur de Ei soit de la forme Z)\iail\/fi, A € C et
=1
o; €T
D’apres les théoremes des sections 12 et 13, on a le début d’une description du

module E)lcp pour P = L(p, q). On pose XL(p,g) = Xp/q-
THEOREME 14.2.3. — Le caractére x, /4 est de type fini

Démonstration : les lenticulaires ne contiennent pas de tores essentiels donc on
a que les obturations & considérer. D’apres 13.4.4, les sous-ensembles C(M) permis
sont du type :

I’ensemble vide,

un seul élément {r}, que 'on peut ramener & oo par action transitive de T,

{r1,r2} avec A(r1,r2) < 1, que 'on peut ramener a {0, 00},

{r1,rz,r3} avec A(ry,rj) < 1, que l'on peut ramener par action de I' a

{n,n+ 1,00}, n € Z.

Ainsi une variété M de P(X) & bord incompressible a un ensemble C(M) qui
appartient a 'une des quatre orbites qui sont : (), ['{oc}, T'{0,00} et T'{0,1, 00}.
Donc le module Eip/q est de type fini sur SLy(Z). []

REMARQUE : on verra dans la section 15 que l’ensemble vide et un ensemble
C(M) avec un seul élément vivent dans le module E}, et sont vraiment réalisés par
des variétés.

Soit G un sous-groupe d’indice fini de I'. Par définition, 'espace des éléments
co-invariants par G & coefficient dans E}, est :

Ho(G,E}) = E}L/Var(E}L) ot Var(E) est le sous-module engendré par les

éléments de la forme o.m — m ou o décrit G et m décrit E.

CoroLLAIRE 14.2.4. — L’espace wvectoriel associé da xp;, des éléments co-
wnvariants par G est de dimension fine.

15. Les générateurs d’un caractere premier

15.1. Introduction
Nous allons ici construire explicitement certains générateurs du module Ep

pour toute variété premiere P.

DerFINITION 15.1.1 : On dit qu’une variété M de P(X) est un centre pour un
caractere y si pour tout N de P(X), x(M Us —N) = 1.
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DEFINITION 15.1.2 : soit M un élément de P(X). On dit que M est un
générateur simple pour un caractere y s’il existe un unique tore solide H, tel que

x(M(r)) = 0.

15.2. Le centre
On allons donner un exemple de construction qui montre qu’une telle variété

existe pour un caractére premier x p.

La surface T} ; désigne le tore de genre 1 avec un trou. On pose M =T; 1 X St
C’est une variété a bord homéomorphe a ¥ qui est incompressible. La surface ¥
est identifiée & S' x S de fagon a ce que 9T} 1 soit la premiere composante de X

et la fibre de OM la seconde.

REMARQUE : dans ces conditions, la pente bordante vaut 1/0 et elle est d’indice

LEMME 15.2.1. — La variété M est irréductible.

Démonstration : On pose DM = M Uy, —M. D’apres 12.2.1, ce recollement
n’engendre pas de spheres essentielles.

La variété DM est homéomorphe a ¥y x S! ot1 ¥y désigne une surface fermée
de genre 2. Donc c’est un fibré en cercles et d’apres [Jac, p 96], la variété DM est
irréductible.  []

REMARQUE : le revétement universel de DM est homéomorphe a H x R, H étant
le demi-plan de Poincaré. C’est donc une 3-cellule. D’apres [Lau, p 16], la propriété
d’irréductibilité se transmet par descente, donc DM est irréductible.

LemMmE 15.2.2. — La wvariété Mo = M Us —Hy/ est homéomorphe a
S? x S1#52 x St

Démonstration : le tore T} ; est représenté comme dans la figure ci-dessous.
La chirurgie engendre le long des arcs a et b deux spheres non séparantes et non
homologues. D’apres [Hem, 3.8], on a My = S% x S1#5%? x S'#R. On a enlevé a
Ty 1 les arcs a et b (voir figure). Ainsi la variété R se réalise comme le recollement
de deux tores solides et d’apres 12.1.2, cela donne S%. []
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LEMME 15.2.3. — La variété My, ;, = M Us —H,,, est irréductible pour p/q # 0.

Démonstration : si p/q est non nul, alors la variété M, ,, s’identifie a un fibré de
Seifert sur un tore avec au plus une fibre exceptionnelle. D’apres [Jac, p 96], cette

variété est irréductible. []

REMARQUE : la variété M, ,, est le tore S' x S' x S' pour p/q = 1/0 et un fibré
singulier de Seifert sur un tore avec une fibre exceptionnelle sinon.
Onam (M) =<uz,y,zz,z]=y,2] =1,[z,y]P =279 >.

Le premier nombre de Betti est noté b .

ProposiTiON 15.2.4. — Pour toute variété premiére P, il existe un élément M
de P(X) tel que pour tout N élément de P(X), on ait xp(M Uy —N) = 1.

Démonstration : si by (P) > 2 alors I'homologie nous dit qu’il suffit de prendre
une variété M qui n’est pas dans S(P) et telle que by(M) = 1. Maintenant si
bi(P) < 1et P # S!' x S? alors en prenant M = Ty ; x S', d’apres 15.2.2 et
15.2.3 la variété My, est irréductible avec by (Mp
xp(M,;q) =1 et comme by (M) = 3, la variété n’est pas dans S(P).

/q) = 2. Donc on en déduit que

Enfin pour P = S! x $2%, on prend pour M, I'espace du nceud associé au nceud
de trefle. D’apreés [Mos|, x g2 xs1 (/] p/q) =1. []

REMARQUE : pour S? x S!, tout nceud non trivial de S® convient également
[Gab2].

15.8. Un wmvariant de Haken

Rappelons que le théoreme de Haken affirme que le nombre de surfaces
incompressibles disjointes et non paralleles dans une variété premiere est fini
([Hakl,Hak2]). Ceci reste encore vrai dans une variété non premiere d’apres
le théoreme de décomposition de Kneser-Milnor. En particulier, le nombre de
tores incompressibles séparants disjoints et non paralleles est fini. Ce nombre est
mal défini comme invariant topologique. Nous dirons qu’une famille de tores est
maximale si tout tore incompressible séparant est parallele a un tore de la famille
ou bien si 'intersection avec la famille est essentielle (c’est-a-dire qu’elle ne peut

pas étre éliminée par une isotopie).

On définit Uentier Hk(P) qui est le cardinal minimum d’une famille maximale.
La fonction HE est également définie sur les variétés compactes a bord. Si la variété
P n’est pas de Haken alors évidemment Hk(P)=0.

ProposiTioN 15.3.1. — La fonction Hk est un caractére additif.

Démonstration : supposons que la variété V soit de la forme V'#V". Soit S une
sphere de décomposition et ¥ une surface incompressible. L’intersection de S avec
Y est une famille de courbes {71, ...,y }. Il existe un entier k tel que la courbe ~i
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borde un disque de S et comme la surface ¥ est incompressible, on peut éliminer
la courbe 4 par isotopie. Ainsi on se ramene par récurrence a une intersection
vide. Donc un tore incompressible de V est isotope & un tore incompressible de V'
ou a tore incompressible de V”. Un famille F' de tores incompressibles dans V' est
réunion d’'une famille F’ de tores de V' et d'une famille F” de tores de V. Comme
un tore incompressible de V' ne peut étre paralleéle a un tore incompressible de
V", la famille F' est maximale si et seulement si F’ et F"' sont maximales. Si la
famille F' est maximale et de cardinal minimal, le cardinaux de F’ et de F"' le sont
aussi. []

15.4. La variété de Whitehead
Soit w entrelacs de Whitehead :

:ﬁ

Le complémentaire dans S® de cet entrelacs est le complémentaire d’un neeud
ky dans un tore solide D? x S' standard plongé dans R® :

Nous appellerons cette variété Wy. Elle a la propriété d’étre hyperbolique [Rat,
p 450], elle est donc atoroidale. On appelle T' le bord du tore solide et ¥ la
surface intérieure identifiée a S' x S!. Soit H, un tore solide de bord X. On pose

Wl(T) =W; Ux —H,.
LEMME 15.4.1. — La variété Wi(r) est a bord incompressible pour r # 1/0.

Démonstration : ce noeud dans le tore solide a une classe d’homotopie nulle et
la variété Wi est atoroidale. Le résultat est une conséquence du corollaire 2.5 de

[Gabl]. []
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Le voisinage tubulaire du noeud k; est identifié & D? x S'. Remplacons le
par W;. On obtient k; dans D? x S!' de complémentaire W,. En itérant cette
construction, on obtient un neeud k, dans D? x S! de complémentaire W,,.

La variété W, s’obtient par des recollements successifs de variétés hyperboliques.
Donc la sous variété caractéristique de W, s’identifie a T, 11 x [0,1] ou T}, désigne
une réunion disjointe de n tores (ces tores sont ici canoniques a isotopie pres). La
figure représente la variété Ws.

REMARQUE : on a un systeme inductif de variétés dont la limite inductive est un

espace contratile et qui n’est pas homéomorphe & R? (Withehead).
PropPOSITION 15.4.2. — La variété W,, vérifie Hk(W,(r)) > n pour r # 1/0.

Démonstration : ona Wy, (r) = W,_1UW;(r). Les tores de W,,_; sont canoniques

done Hk(Wy(r)) = Hk(Wp—1) + He(Wi(r)) > n. []

15.5. Construction d’un générateur simple
On rappelle que le voisinage tubulaire d’'un nceud & d’une variété P est noté

U(k) et on le suppose ouvert.

ProposiTiON 15.5.1. — Pour toute variété premiére P, il existe un neud k tel

que la variété M = P — U(k) sout irréductible et a bord incompressible.

Démonstration : il existe toujours un nceud k£ qui a un complémentaire
irréductible sinon la variété est homéomorphe a S® d’apres le théoreme de Bing
(1958) ([Rolfl, p 251]). Si la variété P n’est pas un espace lenticulaire alors le
complémentaire est par définition a bord incompressible. Maintenant pour un
espace lenticulaire L(p,q) : il se réalise comme la réunion de deux tores solides
H_y/p

d’apres la proposition 15.4.1, le nceud obtenu convient. []

Us Hj g et on remplace le tore H) o par la variété Wy définie précédemment ;

Soit &, 'ensemble des variétés avec un nombre de Haken < n. Soit P un élément

premier de &, .
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ProposiTion 15.5.2. — Il existe une wvariété M wrréductible, a bord
incompressible telle que M(1/0) = P et M(r) ¢ &, pour r # 1/0 ot r désigne le
paramétre de la chirurgie de Dehn.

Démonstration : soit & un noeud dans P qui vérifie les propriétés de la
proposition 15.5.1. On pose N = P — U(k) et on fait de N une variété de bord
T ( Cf 15.4). La paramétrisation du bord est telle que le méridien soit le premier
vecteur de base de H; (T') et ’ame du noeud le second.

On considere la variété N Up —W,,. C’est une variété de bord ¥. D’apres ce
qui précede, toutes les chirurgies de Dehn sont irréductibles, M(1/0) = P et
HE(M(r)) >n+1sir#1/0. []

Soit Z = { Py, ..., P,} un ensemble fini de variétés premieres. Soit xz = xp,..-X P,
le caractere associé a ’ensemble Z. On a alors

CoROLLAIRE 15.5.3. — Le caractére xz admet un générateur simple et un
générateur équivalent au centre.

REMARQUE : dans le cas ou P est l'espace lenticulaire L(p,q) (différent de
S? x S1), les lemmes 7.1 et 7.2 de [Gor2] et une construction analogue & 15.4
et 15.5 donnent un générateur M dont ’ensemble caractéristique C(M) ait pour
cardinal 2 ou 3 (c’est le complémentaire d’un cable associé a un générateur simple).

16. L’espace vectoriel en genre 1, sa forme hermitienne

Rappelons que le module E}, est le quotient de C(V(X)) par le noyau N de la
forme hermitienne B définie sur la base par B(M,N) = x(M Uy —N) (Cf 4.2 et
14.1).

On a déja dit que Ep est linéairement engendré par les images des éléments de

P(X).

16.1. Le sous-module des tores solides
On note h, le représentant de H, dans P(X), r étant un élément de P'(Q). On

pose By = @ Ch,. L’ensemble des vecteurs h, forme une seule orbite sous I
reP Q)
THEOREME 16.1.1. — Le sous-module Ep s’injecte dans E}

Démonstration : dans le cas contraire, on aurait une combinaison linéaire de la
n

forme Z Aihy; = 0 ou les scalaires \; sont non tous nuls. Soit M; un générateur
=1
simple pour la pente r; (15.5.3).
Le produit hermitien de la combinaison linéaire avec les générateurs M; nous
donne le systeme suivant :
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e+ A3+ + A =0
/\1 ‘I’ /\3 ‘|‘ ‘|‘ /\n 0
/\1 + /\2 + -+ )\n—l =0

Donc tous les scalaires \; sont nuls. []

16.2. Le sous-module des piéces essentielles
Soit Es le sous-module de E}, image de C(S(P)) (cf 12.2). 1l est de type fini
(12.2.3).

ProposiTION 16.2.1. — On a Es N Exg = {0}. Une base (sq)aca de Es est
donnée par les classes d’équivalence des éléments de S(P), pour la relation = telle

que M = M’ si et seulement st pour tout N de S(P), B(M,N) = B(M',N).

Démonstration : 'existence des générateurs simples entraine que N' N (C(H) &
C(S)) =N NC(H) & N NC(S).

A présent, considérons une combinaison linéaire finie g AiS; ou A; € C et

S; € S(P), tels que si ¢ # j alors on ait S; ¥ S;. Celle-ci n’est dans N que
si tous les A; sont nuls. En effet, on a Z A; = 0 en évaluant sur un centre. A
chaque i, on associe une partie ¢; de S(P) formée d’éléments N de S(P) telle que
B(Si,N) = 0. Par hypothese, ¢ # 7 = ¢; # ;. D’ou le résultat en considérant
l'algébre extérieure sur C(S(P)) et sa base canonique. []

REMARQUE : il se peut que pour M, N, et Ny € S(P) avec Ny # N3, on ait
MUr, —N; = MU, —Ny = P.

T1 T2

Il suffit de prendre Ny = M U, N, N = N Ug, M. On a ce que 'on demande
s'il n’y a pas d’homéomorphisme de N échangeant T et T5.

16.3. Le sous-module des piéces génériques

Soit E¢ le sous-module de E} image du sous-espace de C(V(X)) engendré par
les éléments de P(X) qui ne sont pas dans S(P), et qui sont & bord incompressible
(E¢ ne contient pas d’anses pleines).

Le méme argument qu’au 16.2 montre 1’énoncé suivant :
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ProposITION 16.3.1. — On a Eg N (Es ® Eg) = {0} et il eziste une base de Eg
formée d’images de variétés de P(X).

Le lemme 14.2.1 nous dit que deux variétés M et M’ ont méme image dans Eq

si C(M) = C(M").

Cependant, sauf pour la classe des espaces lenticulaires, on ne sait pas s'il y a
des collections de pentes de cardinal infini ou si le nombre d’orbites sous I est fini.

16.4. La forme hermitienne sur E}

Sur Eg X Eg, la forme est facile & décrire : B(M,N) = 1 pour toutes pieces
génériques M et N. De méme sur Eg x Eg. Sur Eg x Eg, c’est un probleme
particulier a chaque variété P.

Sur Eg x Ep, c’est la définition des éléments de base de Eg.

Sur Es x Ep, il y a un probleme. En utilisant le volume simplicial de Gromov,
Boileau [Boil] a montré que si M € S(P) et si la variété M n’est pas contenue dans
une boule, alors pour tout tore solide H, on a M U —P # P. Mais peut-on avoir

MU—H = P#Q?

Enfin sur Eyg x Fp, la forme est facile a calculer : si P n’est pas un espace
lenticulaire, B(H,, H,) = 1 pour tout r,s de P'(Q).
Maintenant si P = L(p, ¢), on pose r = % et s = 2 avec (a,b) = (¢,d) = 1. On

choisit un couple d’entiers (u,v) tel que au — bv = 1.
Nous pouvons donc écrire :
Xp/q(Hr UHy) = B(H,,H,) = 0ou 1 selon que

p = ad — be
g = cu —dv (mod p) ou ¢! =dv — cu (mod p)

ou noi.

ExemMPLE : P = S% x S'.

Dans ce cas, on a tout de suite les différentes possibilités pour le module
E} grace au théoréme de Gordon et Luecke (9.4). On note ¢ le centre, hy/q le
représentant de H,/,, d; (resp d2, oy OU a3 ra.r5) 1€ T€présentant d’'une variété avec
une pente planaire non séparante qui vaut r (resp. ry et ro ou rq, ry et r3). D’apres
le théoreme 9.4, on a A(r;,r;) < 1. On pose :

D= @ cd,

reP'(Q)

D, = a Cd2, ..,

T1 <1”27 A(Tlﬂ”g)gl
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Dy = @ Cd2, .. o

ri<ra<rs, A(r;,r;)<1

Ainsi on a quatre possibilités pour le module Egz g1 (entre lesquelles on ne sait

pas trancher) :
Egs2y51 =Cc® Eg © Dy
Egys1 = Cc® Ey @ Dy & Dy
Eg2y1 =Ce® Eyg & Dy & Dy & D3
Eg,q =Cc® Ey & Dy & Ds.

REMARQUE : on peut espérer que la finitude obtenue pour les espaces lenticulaires
n’est qu'un cas particulier et que tous les caracteres yp donnent un I'-module de
type fini. Une construction possible de théorie rationnelle a partir de la serait de
regarder I’espace vectoriel engendré par les G-orbites dans E'(X) et de régulariser
la forme hermitienne ci-dessus. Précisemment, il faut donner un sens a la forme
(my,ma2)o = Z<Jm1,m2> sur Ho(G, Ep). C’est le lien avec le dernier chapitre,

ceG
qui est par ailleurs largement indépendant; le seul caractere que 1'on verra est

Iinvariant 73 de [R-T].
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PARTIE 5 : CARACTERES G-INVARIANTS

17. La G-chirurgie

17.1. Sous-groupes de Hecke
Le groupe SLy(7Z) opére transitivement sur P'(Q) par :

a b E_ax—l—by
c d 'y_c:l:—l—d'y

Dans ce travail, nous aurons a considérer quelques sous-groupes de SLy(Z).

Rappellons la définition de ces sous-groupes ainsi que leur notation usuelle
[Miy] :
tout d’abord, le stablisateur de 1/0

1 n
oo
r _{<0 1>,neZ},
o 1 n
e {(5 1Y) el

Les sous-groupes suivants seront qualifiés de sous-groupes de Hecke :

To(N) = {(“ Z) € SLy(Z),c = 0 (mod N)},

T (N) = {(‘Z‘ Z) € SLy(Z),c = O(mod N), a = d = 1 (mod N)},
T\ (N) = {(‘CL Z) € SLy(Z),c = 0(mod N), a = d = £1 (mod N)},

notons que -1 est dans I'g(N) et T';(N) et que ce n’est pas le cas pour I'| (N)
avec N > 2.
On note I'(N) le sous-groupe de congruence principal de niveau N dans

SLQ(Z) :

T'(N) = {(‘C‘ Z) € SLy(Z), a=d=1 (mod N), b=c =0 (mod N)},

T(N) = {(‘C‘ Z) € SLy(Z), a=d= %1 (mod N), b= c =0 (mod N)}.

REMARQUE : les notations adoptées ici conflictent légérement avec celle de
Miyake [Miy]. Par exemple, le groupe I't(N) dans Miyake est noté I'|(N) et le
groupe I'(N) est noté I'V(N).

Les sous-groupes de Hecke sont d’indice fini dans I' = I'(1) = SL3(Z) et on a
1
T(N) CT1(N) CTo(N) CT, [SLy(Z)/To(N)| = N JJ(1 + ;)
pIN
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ou le produit est pris sur les nombres premiers p qui divisent N.

Le nombre de pointes du groupe I'o(N) est v>°(T'o(N)) = H e(pged(d, N/d))
0<d|N
(199 désigne l'indicateur d’Euler). Celui du groupe I'|(N) vaut v>(I'|(N)) =
3 H o(d)e(N/d) si N > 5, et ce nombre vaut 3 pour N =4
0<d|N

17.2. Action d’un groupe sur les paramétres de chirurgie
Soit V une variété fermée orientée et k un nceud de V. On pose M =V — U(k)
et on en fait un élément de V(X).

Le premier probleme est le choix de la base de Hy (X, Z). Elle n’est pas canonique.
Le méridien p est défini au signe pres et la longitude A est définie a Zy pres. Le
choix du méridien p revient au choix d’une orientation du neceud k.

On a vu que faire une chirurgie de pente +a (courbe fermée simple essentielle
de ) revient a coller le tore plein H = D? x S! en envoyant €; sur a ot {eg, ez}
est une base de Hy (X, 7Z).

Si on a choisi une base {u, A}, a est de la forme ap + ¢\ et le recollement

b —a —b
¢ est donné par un élément <a d) ou ( “ d> de SLy(Z). On a
c —c -
M(a)=MUs —H,)e = MU, —H.

Si on change ¢ en ¢ 0o ot 0 € I'™, la pente a/c ne change pas et M(«a) non
plus.

En revanche, si on change ¢ en 0 0 ¢, 0 € I'*°, on fait une autre chirurgie, celle
de parametre a/c dans une autre base {u', \'} ot p/ = £ et ' = £\ 4+ nu. Vu
autrement, c’est la chirurgie de pente +o(a) ou o agit sur X repérée par la base

> 42

Schéma de la G-chirurgie

N
-y
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DEFINITION 17.2.1 : soit G un sous-groupe de SLy(Z) qui contient I'*°. Une
G-chirurgie sur une variété V le long du nceud k est une chirurgie qui peut étre
réalisée par un élément de G dans une base {u, \} de Hi(X,7Z) (1 est le méridien
et A la longitude et on a (u, \) = 1).

Pour une G-chirurgie V(a), tout choix de base {u', \'} et tout recollement du
tore plein H donne un élément ¢’ de G. Seule la double classe I'*p'T'*° est bien
définie par la pente +a.

Comme on demande -1€ G, on a la méme notion avec la G-chirurgie ot
G C PSLy(Z) est 'image de G par la projection canonique.

Toute chirurgie est une I'(1)-chirurgie.
Les orbites de I'*° s’identifient & Q/Z dans QN [0, 1[.

Les I'*°-chirurgies sont toutes triviales car elles ne peuvent étre données que par
la pente p.

LEMME 17.2.2. — FEtant donnée une base {p,\} de Hy(X,Z) ou ¥ = 9U(k),

alors la pente a/c donne une G-chirurgie si et seulement si afc € G.oc.

DEFINITION 17.2.3 : on dit que les variétés V et V' sont G-équivalentes si V et
V' se déduisent I'une de 'autre par une suite de G-chirurgies.

Les sous-groupes considérés par Hecke, ceux du type I'o(N) vérifient les
hypotheses demandées. Les sous-groupes I'; (N) conviennent également.

EXEMPLE : si (a,c¢) est un couple d’entiers premiers entre eux et si 'entier
N divise ¢, alors 'espace lenticulaire L(a,c) est T'o(N)-équivalent a S, puisque

L(CL,C) = H0/1 Us —Ha/c.

Nous allons maintenant montrer que la notion de G-chirurgie ou G est un
sous-groupe d’indice fini de Hecke est non triviale, autrement dit qu’il existe des
variétés qui ne sont pas G-équivalentes a4 S®. On supposera désormais que G est
un sous-groupe d’indice fini du type Hecke, c’est-a-dire égal a I'q(N) avec N > 1.

Tous les produits tensoriels considérés sont effectués au dessus de Z. Soient
F.E. B et A des groupes abéliens ou F' et E sont libres et tels que la suite

0 s F : s B s B > 0
soit exacte. Alors on a
i®1
FOA——FEQA —B®A ——0.

Par définition Tor(B,A) = ker(i @ 1).
Dans ces conditions, le théoreme des coefficients universels nous dit que

H,(V,A)=H,(V,Z) @ A & Tor(H,_y,A).
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ProposITION 17.2.4. — Soient V' et V' deuz éléments de V qui sont T'o(N)-
équivalents. Alors Hy(V,Z/N) = H,(V',Z/N).

Démonstration : on suppose que V' se décompose sous la forme M Uy —H, o
et que la pente bordante de M vaut x/y avec x et y premiers entre eux.
D’apres la proposition 11.2, on sait que Hy(M,Z) = H X Z x Z/mnZ et
Hi(V,Z) = H X Z/uZ x Z/ynvZ, en posant u = pged(m,n) et v = ppcm(m,n). La
a b

d
V' = M(a/c) ainsi obtenue s’exprime aussi M’ Uy —H; o ot M’ ne differe de M
que par le paramétrage de son bord : la pente bordante de M’ vaut z'/y’ avec

chirurgie de matrice o =

) dans I'o(N) remplace Hy g par H, . ; la variété

' =dr —by ety = —cx + ay.

Donc Hy(V',Z) = H x Z/uZ x Z]y'nvZ.

Avec les coefficients dans Z/NZ, on obtient Hy(V,Z/NZ) = Hy(V',Z/NZ), en
effet Z/IZ @ Z/NZ = Z/pged(l, N)Z et pged(vny, N) = pged(vny’, N). []

On pose tn (V) = ordre(H (V,Z/N)).

COROLLAIRE 17.2.5. — Le caractére 218 (V) est Lo(N)-invariant.

REMARQUE : le groupe HY(V,Z/N) est T'o(N)-invariant. Cela se montre de la
méme facon.

Soit H = D? x S' plongé dans R®.

LEMME 17.2.6. — La pente 1/2 borde une bande de Maebius plongée dans H.

Démonstration : on considére le cylindre D? x [0,1] et on identifie D* x 0 a
D? x 1 par un demi-twist. Le rectangle devient une bande de Mcebius de pente 1/2
(figure ci-dessous).

S

Ce lemme nous donne une interprétation géométrique pour le groupe I'g(2).
En effet, on peut déduire que la propriété de contenir une surface fermée plongée
non-orientable est I'g(2)-invariante.

PROPOSITION 17.2.7. — Les variétés [g(2)-équivalentes ¢ S* ne contiennent
pas de surface non orientable. Par ezemple, la variété S* x S n’est pas T'o(2)
équivalente a S3.

Démonstration : soit V une variété contenant une surface fermée non orientable
S; soient k un nceud de V et V' le résultat d'une I'g(2)-chirurgie le long du nceud
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k. Rendons k transverse a S et éliminons deux par deux les intersections de k et
de S. Si on arrive a kNS = (), la surface S est dans V'. Sinon, on a un point
d’intersection entre k et S, et le lemme 17.2.6 permet d’obtenir une surface S’ dans
V' qui est réunion de S épointée et d'une bande de Mcebius. []

REMARQUE : cela résulte aussi de la proposition 17.2.4. En effet, un élément de
V contient une surface non orientable si et seulement si Hy(V,Z/2) # 0. []

Cette observation pour le groupe I'g(2) va étre étendue au groupe I'g(4) afin
d’étudier I'invariant 73.

17.8. Présentation par chirurgie de Dehn d’une variété

Ce rappel est nécessaire pour la présentation des invariants quantiques, en
particulier 73. Le théoreme de Lickorich dit que toute variété de dimension 3
compacte est le résultat d’une chirurgie le long d’un entrelacs avec des composantes
qui sont parallélisées (with a framing). On peut méme se limiter & un entrelacs qui
a des composantes non nouées et des coefficients qui valent -1, 0 ou 1.

Rappelons la construction : soit £ un entrelacs de S® o1 chaque composante est
munie d'un coefficient rationnel. Soit (K, p/q) une composante de £. Le rationnel
p/q représente une classe d’isotopie d'une courbe v non orientée sur OU(K) telle
que p = 1k(v, K) et [y] = ¢[K] dans H; (OU(K)). On fait une obturation de Dehn
pour la pente p/q.

Le nombre d’ enlacement est +1.

Quand les coefficients sont entiers, on dit que la chirurgie est entiere. On peut
toujours s’y ramener.

La présentation par chirurgie d’'une variété n’est pas unique et nous allons
mettre en relation les différentes présentations a 'aide des trois transformations
suivantes :

(i) On change 'entrelacs £ en un entrelacs £’ isotope et on garde les mémes
coefficients.

(ii) Changer 'entrelacs £ en £ par un twist :
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Soit L une composante non nouée de coefficient r sur laquelle s’effectue le

twist. Soit L; une composante de ’entrelacs munie du coeffiecient r;. Les nouveaux

coefficients sont :
1
1
r
Tg =r,+ le‘(Li,L)z, L,; 75 L

/
T =

(iii) Ajouter ou enlever une composante avec le coefficient 1/0.

THEOREME ([Rol2]) 17.3.1. — Deuz entrelacs L et L' munis de coloriages
rationnels donnent la méme variété si et seulement si ils sont reliés par les

transformations (1), (i) et (ii).

Ce résultat s’appuie sur le théoreme de Kirby.
Exemple : une chirurgie de Dehn sur le noeud de huit.

B-&0

r+4

-1 r+4
O (G
6= -
|
1 1
17.4. Les formes de relévement de ['enlacement
On parle de chirurgie entiere lorsque lentrelacs £ = L; U

... UL, de

S3 est parallelisé, c’est-a-dire que les voisinages tubulaires U(L;) sont munis
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d’isomorphisme avec D? x S' ou que l'on s’est donné des nombres entiers r;
mesurant la parallélisation choisie pour U(L;) par rapport a celle qui est non
enlacée avec L; dans S3.

Quand la variété V de dimension 3 est réalisée comme le résultat d’une chirurgie
entiere sur ’entrelacs £, on peut la voir naturellement comme le bord d’une variété
W de dimension 4 : cette variété est la réunion de B* avec des anses D? x D?, une
pour chaque 7 entre 1 et n, attachées en identifiant U(L;) C S* & D? x S [K-M].
Alors chaque L; permet de choisir une surface .S; dans W : la surface 5; est réunion
de {0} x D? et d’une surface de Seifert de L; dans S3. Ces n surfaces forment une

base du groupe abélien libre H = Hy (W, Z).

Le nombre algebrique d’intersection définit une application bilinéaire symétrique

A:HxH — Z.

REMARQUE : méme si Hyo(W, V,Z) est libre de rang n, il ne faut pas confondre
A avec la forme non dégénérée déduite du cup-produit Ho (W) x Hy(W, V) — Z.
En général, la forme A est dégénérée, son noyau s’identifie a Ho(V,Z), et méme
si Hy(V,Z) = 0 (le cas d'une Q-sphere), la forme A n’est inversible que si
H,(V,Z) = 0.

Par dualité de Poincaré, le groupe Hy(W,V,Z) s’identifie & H?*(W,Z) qui
est canoniquement isomorphe a Hom(H,Z) d’apres le théoreme des coefficients
universels.

Notons s 4 'application de H dans Hom(H, Z) associée & A ; on a la suite exacte :

s 0
0 —s Ha(V,Z) — Hao(W,Z) — Hy(W,V,Z) — Hy (M) — Hy(V,Z) — 0
qui s’identifie & un morceau de la suite longue du couple (W, V).

REMARQUE : soient s : H ® Q — Hom(H, Q) 'extension de s4, E Uintersection
de Im(s) avec Hom(H,Z); le sous groupe fini T' = Tors(H;(V,Z)) de Hy(V,Z)
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s’identifie & E/Im(s4), la forme d’enlacement [ : 7' x T' — Q/Z sur les éléments
d’ordre fini de Hy(V,Z) est définie par :

Uz +Im(sa),y +Im(sa) = (2,57 (1)),

ot z,y € E, s (y) € H® Q (cf [Tur2]). L’application [ est bien définie,
bilinéaire, symétrique non dégénérée (donc unimodulaire, c’est-a-dire inversible,
par le théoreme de structure des groupes abéliens finis).

En considérant l'extension de A aux coefficients réels, on définit sa signature
0 =n4 — n_ et son rang p qui est le co-rang de Hy(V,Z) dans H.

17.5. L’ mwvariant 13

A présent considérons F = Hy(W,Z/27) = H ® Z/27Z; c’est un espace vectoriel
de dimension n sur le corps a 2 éléments. La réduction modulo 2 de A définit une
forme biliéaire symétrique a : F x F' — Z/27. La réduction mod 4 de 'application
quadratique z — A(xz, z) définit une forme quadratique ¢ : F' — Z/47Z associée a a
(cf [Br]).

Plus précisemment, on plonge Z/27Z dans Q/Z en envoyant 1 sur 1/2 et de
méme Z/47Z en envoyant 1 sur 1/4; ainsi 'homomorphisme injectif de Z/2Z dans
Z[AZ s’écrit j(x) = 2x. Dire que ¢ est une forme quadratique associée a a signifie
que ¢ est bien définie de F' dans Z/47Z (c’est-a-dire que pour tout u,v de H,
A(u +2v,u 4+ 2v) = A(u,u) mod 4) et que 'on a :

Vo € F.Y\ € Z/2Z, q(\x) = N\ q(x)

Vae,y € Foglx +y) = q(z) + q(y) + 2a(z,y) dans Q/Z.

1
Pour toute fonction ¢ de F dans (ZZ)/Z C Q/Z, on peut définir

I'invariant de Brown-Monsky comme étant le nombre complexe :

o) = 3 e

zEF

On a B(p1 @ ¢2) = Ble1)B(p2) et B(—p) = B(¢). De plus, B(0) = 2" et si

Papplication ¢ est linéaire et non nulle, on a 3(p) = 0.

REMARQUE : comme z +— a(z,z) est une forme linéaire sur F nulle sur
ker(a) = ker(s,), il existe dans F un vecteur w (comme Wu) tel que pour
tout € F, a(xz,z) = a(z,w). Si la forme a est non dégénérée, c’est-a-dire si
A est non dégénérée et que le discriminant disc(A) est impair, le vecteur w
est unique. Dans tous les cas, si le vecteur w releve w de F a H, A(w,w)
modulo 8 n’est fonction que de w. En effet, si dans H w’' — w = 2u, alors

Alw,w") = A(w,w) + 4A(u,u) + 4A(w, u) ; d’autre part, A(u,u) — A(w,u) est un
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nombre pair, done A(u,u) + A(w, u) aussi. D’apres Brown [Br, p381-382], on voit
que pour toute forme quadratique ¢ : F' — Z/47 associée a a :
Bie)=2m ) @
w
La somme porte sur les vecteurs w de F' tels que pour tout = de F', on ait
a(xz,z) = a(x,w). Notons que pour tout = de F, 2¢p(x) = a(x, x).

Si a est non dégénérée, s, est bijective, sy est injective; le nombre
B()27"/? = () est une racine huitieme de I'unité. Lorsque A est unimodulaire,
—im

—0
c’est-a-dire que s 4 bijective, alors e(¢) =e¢ 4  (Brown).

REMARQUE : Van der Blij avait démontré dans ce dernier cas, que pour un
vecteur w qui releve w, on a A(w,w) = o mod 8 [VdB].

Selon Kirby et Melvin [K-M], la formule suivante :

n(V) =275 (g)e” %
définit un invariant topologique de V? (et méme un invariant homotopique).
Kirby et Melvin [K-M] ont également montré le résultat suivant :

THEOREME 17.5.1. — 4) m3(V) = 0 si et seulement st V contient une surface
plongée fermée de caractéristique d’Euler impaire.

i) Si m3(V) # 0, le module |73(V)| vaut 2:20V)/2 ou t3(V) est le cardinal de
HY(V,Z/27) = Hy(V,Z/27) = ker(a)

wi) Sers(V) #£0, 73/|m3] = e3(V) est une racine huitiéme de 1.

Il est expliqué dans [K-M] comment calculer 3 : pour cela on modifie la donnée
de chirurgie (£,r) de fagon a rendre a : F x F — Z/27Z diagonale dans la base
Sy, ..., Sy et on compte le nombre de vecteurs de base ou ¢ : F' — Z/47Z prend les
valeurs 0, 1/4, 1/2, -1/4. Ces nombres sont ng, ny, nq, et ng.

TuEOREME 17.5.2[K-M]. — Quels que sotent les choiz ci-dessus,
) 73(V) =0 & ny £0,
e

i) e (V)= e d T80

REMARQUES : 1) ajouter & £ des composantes non nouées, non enlacées avec
les autres, de coefficient +1 permet de rendre a diagonalisable ; ensuite on fait des
sommes connexes de bandes afin de la diagonaliser.

Pour la classification des formes bilinéaires symétriques sur Z/2Z, voir [M-H].
Stablement, dans I’anneau de Witt, le seul invariant est le rang modulo 2. De facon
générale, a est équivalente, a une somme directe de (0), de (1) et de métabolique
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1 0 1 0 1 1

. 0 1 . . (1 0
mals<1 1>estequlvalentsulZa<0 _1>).

1 1 1
<0 > (a priori, on trouve deux sortes de métaboliques : <0 ) et <0 >,

Pour voir qu’en ajoutant des éléments (1) et (—1) a A, on rend A diagonalisable,
-1 0 0 -1 0 0

il suffit de remarquer l’équivalence de 0 0 1] avec 0 -1 0]=
0 1 0 0 0 1

(Do =no).
2) Nous dirons qu'un élément w est caractéristique s’il se projette dans
F = Hy(W,Z/27Z) sur un vecteur w de Wu , c’est-a-dire si pour tout = de F,

on a a(z,z) = a(w,z). Lorsque a est diagonalisée, I’élément w = Z/\isi est
3

caractéristique si et seulement si ¢(S;) = £1/4 entraine \; impair. Alors si ny =0,

Alw,w) = Z /\?A(Si, Si)+2 Z NiX;A(S;, S;) est congru modulo 4 a ny —ns. En
[ 1<y

effet, si ¢ # j, A(S;,S;) est pair,]et pour tout ¢ entre 1 et n, si ¢(S;) = +£1/4, on a

A? =1 mod 8 et enfin si ¢(S;) = 0, A2 A(S;, S;) est divisible par 4.

Le nombre A(w, w) modulo 8 est I'invariant x4 de la structure spin de V' associée
a W [K-M,Tur2).

On n’a pas toujours A(w,w) = n; — ng mod 8, méme si a est non dégénérée.
Ainsi dans [K-M], on démontre que si V' est une Z/2Z-sphere d’homologie, alors
n; —ng = A(w,w) mod 8 équivaut a (V) = £1 mod 8 ou #(V) est l'ordre de
H,(V,Z).

17.6. La condition ny # 0

LEMME 17.6.1. — Dans le tore plein D? x S' de bord ¥, la courbe de pente
ajc avee (a,¢) =1 et ¢ = 0 (mod 4) borde une surface non orientable avec une
caractéristique d’Fuler-Poincaré impaire.

Démonstration : la figure ci-dessous, nous montre les coupes pour le parametre

de S' constant, d'une surface possédant un champ de directions transverses au
bord avec ¢/2 — 1 points selles. []

2 2 2 2
3 3 3 3

1 1 1 1
4 4 4 4

8 8 8 8
5 5 5 5

: 7 6 7 5 7 6 7
ProposITION 17.6.2. — La condition m3(V) = 0 est invariante par To(4)-
chirurgie.
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Démonstration : si dans une variété V. il y a une surface S fermée de
caractéristique impaire (c’est-a-dire que la surface S se réalise comme la connexe
d’une surface orientable avec un nombre impair de bandes de Mcebius), alors apres
chirurgie de Dehn de pente a/c, il y en a une aussi. En effet, on rend k transverse
a S et on élimine les points d’intersection en attachant des anses [0,1] x S'. A la
fin, il reste 0 ou 1 point d’'intersection. Si c’est 0, le résultat est évident et si c’est
1, on remplace le disque de S par la surface du lemme précédent. |[]

17.7. La phase de T3
Soit £ = Ly U Ly... U L,, un entrelacs parallélisé de S® présentant V', comme

en 17.3 et 17.4. On note rq, ..., 7, les entiers (ou oo) attachés aux composantes et
on suppose que la forme ¢ dans la base Sy, ...,5, associée est diagonalisée, avec
Nng = 0.

Soit K un nceud dans S? disjoint de £ sur lequel on veut effectuer une chirurgie
de pente a/e, avec ¢ multiple de 4 et (a,c) = 1.

Nous allons suivre la méthode de Rolfsen [Rol2, p 382-383] qui permet de
transformer (K, r) en une bonne donnée de chirurgie entiére qui nous permettra
de conclure.

1) Tout d’abord, on dénoue le nceud K. Pour cela, on entoure les croisements
trivialisants d'un cercle (Cg,00) et on effectue un twist de coeflicient +1. Le
coefficient du nceud ne change pas et ceux des cercles Cy ont le coefficient £1.
Nous appelons encore le nouveau nceud K.

2) On entoure le nceud K de m petits cercles (D;, o0), pour avoir a/c—m = a' /¢
ou lentier m est tel que a’ < ¢/2. En faisant un twist de coefficient £1 sur chaque
cercle, on obtient le coefficient a'/c sur le nceud K avec 0 < o' < ¢/2.

GEE — 666,

(K , alc) (K, al)

3) Le nceud K est une composante non nouée. A l'aide de quatre tours le long
de K (mouvement ii)), on diminue la valeur absolue du dénominateur ¢ de a'/c.
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: 1 a' :
En effet le coefficient r" est changé en r" = = ou ¢ est le signe
cla’ —4e ¢ —4dea’

de d'.
Si0<d <cd/4,onal<c —4d <.
Sio<cd/d<d <d/2,onald —4d|=4d - <.
Si—c'/d<d <0,onal<cdda <.
Si—cd/2<d < —-'J4<0,0onald+4d|=—-c —4d" <.

En itérant 2) et 3), on arrive au coefficient oo pour le nceud K et ce nceud
disparait.

On a ainsi remplacé K par deux systemes de courbes parallélisées (C}, sg),
(Dj,tr) que les torsions suivant K ont enlacées entre elles et avec les composantes
L! venant des L;. Comme le nombre de twists effectués est un multiple de 4, tous
les enlacements ajoutés valent 0 mod 2.

Sur la diagonale, c’est-a-dire pour les entiers r;, si et ¢;, on a une congruence des
anciens coefficients avec les nouveaux, car a chaque étape 3, le nouveau coefficient
d’une courbe differe de l'ancien par 451k2(courbe,K). Donc la phase de 73 ne

change pas.

THEOREME 17.7.1. — Si les variétés V et V' sont Tg(4)-équivalentes, alors
T3(V) = Tg(vl).

iz

G-y - €5
/3%/

17.8. Les autres invariants quantiques

Les invariants 7, de Reshetikhin et Touraev s’annulent pour certains espaces
lenticulaires et cela donne un guide pour proposer un groupe G qui les laisse
invariants par G-chirurgie.

Conjecture : les invariants quantiques ont un niveau, c’est-a-dire qu’il existe un
entier N tel que l'invariant ne change pas par I'g(V)-chirurgie.
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Appendice 1 : I'invariant de Walker

18. L’invariant de Walker

18.1. Introduction

En 1985, Casson a construit un invariant topologique des spheres d’homologie
entiere [Mar]. Cet invariant compte d’une certaine facon les classes de conjugaison
des représentations du groupe fondamental dans SU(2). En 1988, cet invariant
a été étendu aux spheres d’homologie rationnelle par Walker [Wal]. On peut
consulter [Les2| pour une étude complete et [Lesl] pour un algorithme de calcul a
partir d’'une présentation par chirurgie. Nous allons d’abord rappeler la définition
de l'invariant de Walker, puis nous en déduirons quelques propriétés qui peuvent
contraindre les chirurgies de Dehn.

18.2. Définition, rappels

La surface ¥ est identifiée a S! x S!. Les notations sont les mémes que
précédemment. Soit M un élément de P(X) avec by(M) = 1, donc un cercle
d’homologie rationnel.

On appelle élément primitif de H;(X), un élément représenté par une courbe
fermée simple de X.

Le polynome d’Alexander normalisé de M est noté A(M ), la somme de Dedekind
|p|

est notée s(q,p) oup € Z* et q € Z et elle est définie par s(q,p) = Z((L/p))((qz/p))
=1

4 ((2)) = 0 T €L
on R = x—E(x)—1/2 sinon,
E désignant la partie entiere de z. Enfin ¢ désigne la fonction signe avec ¢(0) = 0.

On note M, la variété obtenue apres chirurgie de Dehn suivant la courbe ~.

Soit v une longitude entiere, c’est a dire un générateur du noyau de
ix » Hi(Z) — Hy(M). Soient v et 4" deux courbes telles que (v,v){(7',v) soit
non nul, et enfin = et y deux éléments de Hy(X) tels que (z,y) = 1 et v = dy
(6 € Z). On pose

(6 = ) {7,7")
12(y,v)(v,v)

(7,7 v) = —e((y,v)s((z,7), (v, 1) +e((y, ")) s((z,7"), (y,7')) +

Dans ces conditions on a :

THEOREME 18.2.1. — [l existe une unique fonction A de ['ensemble des classes
disomorphismes de Q-sphéres orientées dans Q telle que :
e MS?)=0

e A(My) = M) + 77,7, v) + — 2T A1)
(v, )y, v)
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o NVI#VL) = A(V1) + A(V2) ou V) et Vi sont des Q-sphéres.

REMARQUES :

1) La propriété d’additivité pour la somme connexe est une conséquence de la
formule de chirurgie.

2) Le polynome d’Alexander d’un tore solide est 1. Comme l'espace lenticulaire
L(p,q) = Hijo Uz —Hgyp, on a A(L(p,q)) = —s(q,p)-

18.8. Applications

D’apres le lemme homologique (13.2), si la variété P est une sphere d’homologie
rationnelle, les obturations qui reproduisent P ou —P (c’est-a-dire s’il existe un
nceud k£ de P telle que l'obturation fasse appaitre P ou —P en facteur) sont aussi
des Q-spheres.

Soit M un élément de P(X). Ici p désigne le méridien et A le parallele ((u, Ay = 1).
La pente bordante est notée v; on pose v = zu + yA avec y > 0. La pente de
chirurgie est notée a; on pose o = ap + bA.

Pour appliquer la formule de chirurgie de Walker, on choisit la base {X, Y} :

X =—vpu—ulavecur —vy=1et Y = v, ainsi (X,Y) = 1.

Les choix faits donnent (X,u) = u, (Y,p) = —y, (X,a) = au — cv,
(Y,a) = cx — ay.
lcx — ay|

Y

On obtient 7(u, a;v) = e(cx —ay)s(au —cv, cx —ay) —e(—y)s(u, —y) (
est U'ordre de Hy (V" Z)).

Le rationnel 7(p, oa;v) =7 = s(u,y) + e(ca — ay)s(au — cv, |cx — ay|) se calcule
par la formule du cocycle de Rademacher pour @ :

‘ a b b/dsic=0
31A=<c d>€5L2(Z)a10rsCI>(A)= a+d

— 12¢(¢)s(d, |¢|) sinon.

On pose c4 = c.

On a alors :

CI)(BA) - (I)(B) - (I)(A) = —3€(CBA4CACB), [R—G, P 51].

Iei A = <: Z) et B = (_dc Z) (on choisit (b,d) pour que B € SLy(Z),
donc ad 4+ be = 1).

Ainsi compte tenu des notations choisies, on a

T+ u

(I)(A) = ) - 123(u7y)7
—a—d
3(B) = ——% 1 125(a, ),
c
v — d+b
®(BA) = au —cvtrat 0y + 12e(cx — ay)s(au — cv, |cx — ayl).
ay — cu

au — cv + xd + by . 4+ u

ay — cx Yy

Donc 127 = ®(BA) — ®(A) —
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—a—d U — c d+b T+
__“ —|—123(a,c:)—au cvtrd+ y—l—r—l_u—l—?)&:(ay—c:ﬂ).
c ay — cx '
Or a+d . au — cv + xd + by B T+ u
c ay — cx y
_aylay — cx) +dy(ay — cx) + cy(au — cv + xd + by) — c(x + u)(ay — cx)
N cy(ay — cx)
1
= {yz(az + ad + be) + cz? — czy'v + Cuzx
cy(ay — cx)
1

= cv(as — <o) {(ay—c;c)z + 42 —I—CZ}.

Posons ¢ = ¢(ay — cx), |ay — cx| = zy, z > 0 et ¢ = zy (lemme 13.2). Nous
obtenons alors :
2 4+ 14 22

YT

197 = —5( ) +12s(a, ¢) + 3¢.

On en déduit donc d’apres la formule de chirurgie :

ProposITION 18.3.1. — Le rationnel \(M(«)) est donné par :

) B 1. B NSt bt
AMM(a)) = MM(p)) = +<a’y><%y> A1) + 12

REMARQUE : ces calculs sont plutot décevants pour le probleme du nceud
absorbant.
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Appendice 2 : homologie d’un recollement

19. L’homologie d’un recollement d’indice 1

Nous allons calculer I’homologie singuliere d’une variété de dimension 3 obtenue
par un recollement.

Soit ¥ une surface fermée connexe orientable de genre ¢g. Sa forme d’intersection
est notée ( ). Soient M et M’ deux éléments de V().

On suppose que le noyau de 'application induite par le plongement de ¥ dans
M (resp. M') est engendré par des courbes fermées simples connexes. C’est par
exemple le cas d’un recollement qui est un scindement de Heegaard.

On pose by (M) = dimH; (M, Q). D’apres le théoréme de Thom [Spa|, on a :

Hy(M,Z) = Tors(M) & zbr(M)—g @ Z9 et de méme pour la variété M'. La
notation Z? désigne 'homologie de M et de M’ engendrée par le bord et Tors la
partie finie du groupe d’homologie.

On choisit une base ay, 31, ..., 04,8, de Hi(3,Z) telle que aq, ..., a4 solent les
classes d’homologie des courbes génératrices du noyau de l’application induite
ix 0 Xy = M et (a;,3;)=0i; (symbole de Kronecker). Soient ~1,...,7,4 les classes
d’homologie des courbes qui engendrent le noyau de ¢, : £, — M.

g
On pose v; = Zcijaj + di;B; et on a (v, a;)=—d;;. Soit dy,...,dy (d; divise
=1
diy1) les facteurs]invariants de la matrice (d;;)1<i,j<q4 ([Bour,Alg,chap 7]). Ily a
un choix des éléments 3; rendant la matrice (d;;) diagonale positive et les entiers
d; sont les coefficients de cette diagonale.

Prorosition 19.1. — Sotent M et M' deur wvariétés de bord ¥. On
suppose que le noyauw de lapplication induite par le plongement de ¥ dans
M et M' est engendré par des courbes fermées simples connezes. Alors on a

g
Hy(M Uy —M",Z) = @DZ/diZ & Tors(M) & Tors(M') & z M Th (M) =20,
1=1

Démonstration : Tout d’abord les parties Tors(M) & b1 (M) =g ot Tors(M') &

7MY =9 ont indépendantes du bord. Pour identifier, le sous-groupe engendré

par X, on utilise la suite de Mayer-Vietoris :

P A
- —— (M) H (M) —— Hi (M Uy —M') —— Ho(Z) —— -~
o Yy = p, —pl avecp: M — M Uy —M' et p' : M' — M Uy —M'. Comme
la surface ¥ est séparante et connexe, ’application A est nulle. Par exactitude,

lapplication ¢, est surjective et done Hy (M Uy —M") = (Hy(M)&H, (M) /ker ..
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On a H, (M) @Zﬂ G Z M =9 5 Tors(M) et Hy (M) @Zé ez M9 g

=1 =1
Tors(M') ot les entiers §; vérifient pour tout couple (7,7), (7i,d;) = di;.
g n
Posons ¢; = Z a;jo + Z bi;j3;. D’apres la suite de Mayer-Vietoris

e S H(S) — S H (M) e H (M) —— -

le noyau ker (1) est engendré par les classes (3;,1.(c;)) et les classes (0,4, (o;)).
9 g g

Le quotient de @ 76; ® @ Z6; par ker(1,) s’identifie au quotient @ Z.3; par le
réseau engendré par les classes i, (a;).

Pour déterminer ce réseau, on exprime les classes a; et 3; en fonction des classes

~ et § : soit <é g) un élément de Sp(2g,7Z),

lo A C 0 Id ‘A 'B 0 —Id\ (Id 0

comeomme \B p)\-1a 0o )\tc 'p)\1a o )" \o Id
A o\ ‘D —'C oy ‘

on a (B D) = (—tB ‘4 > donc pour tout 2, «a; = g didj — biy;

D’oti le résultat. []

En particulier, lorsque la surface ¥ est de genre 1,

CoROLLAIRE 19.2. — On suppose que la courbe bordante de M est conneze. En
posant d = (cb(M),cb(M")), on obtient Hy(M Uy —M',Z) = Z/dZ & Tors(M) &
Tors(M') & 7b1 (M)+b2(M") =2

Le résultat complet en genre 1 avec un indice quelconque se trouve en section

11.
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