Remerciements

Je tiens a remercier tout particulierement mon garant, le professeur Vilmos
Komornik de m’avoir accepté il y a environ trois ans dans 1’équipe de recherche sur
le controle et les EDP qu’il dirige ainsi que pour tous les précieux conseils qu’il m’a
prodigués pendant ces années passées ensemble.

Je voudrais aussi exprimer toute ma reconnaissance aux professeurs Alain Haraux
(Paris VI) et Enrique Zuazua (UCM, Madrid) pour les avis favorables qu’ils ont donnés
apres examen de mes travaux; leur reconnaissance me va droit au cceur. Je les remercie
aussi d’avoir accepté de consacrer une partie de leur temps a la rédaction de rapports
sur ces travaux et a la participation au jury.

Je remercie aussi de tout cceur les professeurs Bo Peng Rao (ULP, Strasbourg) et
Marius Tucsnak (Nancy I) d’avoir accepté de dégager une partie de leur temps pour
participer au Jury. J’en suis flatté et je leur exprime toute ma reconnaissance.



Sommaire

1. Introduction et énoncés des principaux résultats
- Etude du cas ou amortissement est linéaire
- Etude du cas ol ’amortissement est non linéaire

- Lemmes fondamentaux

2. Démonstrations des théorémes liés au cas d’amortissement
linéaire

3. Démonstrations des théorémes liés au cas d’amortissement
non linéaire

4. Commentaires

5. Liste des publications

6. Références bibliographiques



1. Introduction et énoncés des principaux résultats

L’étude de la décroissance de ’énergie de I’équation des ondes avec un amortisse-
ment localement distribué a fait 1’objet de nombreux travaux dans le passé ainsi que
ces dernieres années. On remarque dans ces travaux deux courants d’idées:

- ceux qui ont trouvé une classe tres large de feedbacks pouvant conduire a la
décroissance de ’énergie; les travaux de Dafermos [6], Haraux [9], Slemrod [29], Bardos,
Lebeau, Rauch [1], vont dans ce sens.

- le deuxieme courant est constitué par ceux qui ont obtenu un taux de décroissance
de I’énergie; c’est par exemple le cas de Zuazua [36,37], Nakao [24, 25], Tcheugoué [31,
32, 33].

Avant de poursuivre, introduisons quelques notations qui vont faciliter la com-
préhension de la suite du mémoire. On se donne un ouvert borné Q dans RY (N > 1)
de bord suffisamment régulier I' = 9€2. Plus précisément, on suppose que I' est au moins
de classe C%. On désigne par v la normale unitaire extérieure & Q. Pour 20 € RV fixé,

on pose m(z) =z — z?,

R =sup{|m(z)|,z € Q}, Ty ={z € T;m(z) -v(z)>0} and I'_ =T \Ty4

N
(u-v = Zulvl pour tous u,v € RY). Soit a = a(z) € L"(Q), (2 < r < +00), une
1

fonction positive vérifiant

dz
(1.1) E|p>0:/wa—p<oo
ou
(1.2) dag > 0: a(z) > ap p.p. dans w

ou w est un voisinage de I'y. Par voisinage de '}, nous entendons par la, I'intersection

de © et d’un voisinage de I'y. Dans tout ce qui suit, on désigne par |a~!|, la quantité
1

(fw d—I>; par |u|, la norme de la fonction v € L"(2), 1 < r < oo. Pour m € N et

aP

{y%y'} € H™TH(Q) x H™(Q) (H°(Q2) = L*(Q)), on pose

1
Fo = (19" () + 1" [ Fmer()) 2

Les résultats que nous produisons ci-dessous sont les fruits de mon activité de
recherche effectuée a 'IRMA apres ma these de doctorat. Ils sont issus des articles
[VII, VIII, IX, X] de la liste des publications donnée plus loin, et portent sur le cas
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ou 'amortissement est linéaire et le cas ou ’amortissement est nonlinéaire. Pour des
raisons de clarté, nous allons séparer ces deux cas des maintenant.

Etude du cas ot Pamortissement est linéaire
On considere ’équation des ondes amortie
y" — Ay + ay’ =0 dans Q x (0, 00)
y=0sur I x (0,00)
y(0) = y° dans Q
y'(0) = y' dans Q.

(1.3)

Dans cette sous-section et par la suite ’énergie E est donnée par
1
(1.4) B(t) = 3 [ /(. F + Vule )bz, Ve =0
Q

et ¢ désigne différentes constantes positives indépendantes des données initiales.

Revenons aux résultats antérieurs mentionnés plus haut. Dans [1], Bardos et al.
montrent que si  est de classe C* ainsi que la fonction a et si de plus a vérifie (1.2)
et w vérifie 'hypothese d’optique géométrique: “il existe 7' > 0 tel que tout rayon de
géométrie optique rencontre la région w x (0,7)”, alors il y a décroissance exponentielle
de V’énergie. La technique qu’ils utilisent pour arriver a ce résultat est l'analyse mi-
crolocale; le résultat qu’ils obtiennent est tres général en ce sens que la classe d’ouverts
w vérifiant ’hypothese d’optique géométrique contient I’ensemble des voisinages de ' .
Cependant leur méthode présente le défaut d’exiger trop de régularité sur 'ouvert €2 et
le coefficient d’amortissement a. Les résultats de Dafermos [6] et Haraux [9] montrent
qu’il suffit que la mesure du support de a soit strictement positive pour que E décroisse
vers zéro; toutefois, aucun des deux auteurs ne fournit d’estimation de décroissance.
Pour sa part, Zuazua considere dans [36] ’équation des ondes semi-linéaire, ¢’est-a-dire
que dans (1.3), il prend —Ay + f(y) au lieu de —Ay. Sous des hypotheses appropriées
sur la nonlinéarité f et un argument de type compacité-unicité basé sur le théoreme de
continuation unique de Ruiz [28] ainsi qu'une propriété des semi-groupes, il démontre
que si a € L>®(Q) et a vérifie (1.2), alors on a la décroissance exponentielle de I’énergie
E. Son taux de décroissance n’est pas explicite a cause de l'argument de compacité-
unicité. Cependant la classe d’ouverts w qu’il utilise est plus large que les voisinages de
I'y. A la suite du travail de Zuazua, Nakao montre dans [24] que, w étant un voisinage
de Ty, sia € C™ ! (m € N*) et a vérifie (1.1), et si les données initiales y° et y' sont
respectivement dans H™1!(Q) et H™(Q2) et satisfont & la condition de compatibilité
d’ordre m associée a (1.3), (c’est-a-dire que 'on a

y¥ e Hm TR Q)N HYQ), pour ke {0,1,...,m}, et y™T!e L}(Q)
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ot les fonctions y* sont données par
v = Ay TP —aytTt ke {2,3,..,m+1})

alors on a

b

(1.5) E(t) < C([9°lam+rays Iy | am@)t™ ~, VE>0

oul<p<letN<2m.

Pour obtenir (1.5), Nakao utilise des inégalités différentielles, des résultats
d’interpolation de Gagliardo et Nirenberg ainsi qu'un argument de type compacité-
unicité; cette derniere technique fait que dans 'estimation (1.5), la constante C n’est
pas explicite. Il est bon de noter que dans les résultats de Zuazua et Nakao mentionnés
ci-dessus, la piece maitresse de la démonstration est I’argument de compacité-unicité.
Notons aussi que le fait d’avoir des estimations non explicites rend 'application de ces
résultats difficile voire impossible aux problemes perturbés; d’ou la nécessité de trouver
une méthode directe conduisant a 'obtention d’estimations de décroissance explicites.
C’est 'objet de notre travail; en effet, abandonnant la méthode de compacité-unicité,
nous utilisons une méthode nouvelle qui nous semble plus simple et qui produit un ré-
sultat meilleur en ce sens qu’elle permet d’obtenir un taux de décroissance explicite.
Cette méthode consiste a introduire un probleme auxiliaire approprié dont la solution
est utilisée comme multiplicateur. Cette méthode a été employée auparavant par Con-
rad et Rao (cf. [5]) dans I’étude de la stabilisation frontiere de 1’équation des ondes.
Cette méthode constructive s’appliquerait sans peine aux problémes perturbés (on peut
s’en convaincre en ’appliquant a ’étude de la stabilisation locale de I’équation des ondes
perturbée comme dans Lions [22, vol. 2], Tcheugoué [34]). Lorsque l'on a affaire a des
problemes perturbés, la méthode de compacité-unicité, tres élégante dans sa présenta-
tion a le désavantage de faire que les constantes que 'on obtient dans les estimations
dépendent de facon implicite des parametres de perturbation rendant ainsi impossible
le passage a la limite dans de telles estimations. Une méthode constructive se préte
aussi plus facilement a une implémentation numérique.

Avant d’énoncer les résultats portant sur ’estimation de décroissance de I’énergie,
nous tenons a rappeler le résultat de régularité suivant:

THEOREME 1.0. Soit m un entier naturel. Soit {y° y'} € H™T(Q) x H™(Q)
(H°(Q2) = L*(Q)) satisfaisant la condition de compatibilité d’ordre m associée a (1.3).

Supposons que a € C™1(Q) (a € L™ si m =0). Alors, la solution y de (1.3) vérifie

y € (1] CH([0,00); H™ 1 H(Q) N Hg () N C™ ([0, 00); L*(R2)).

k=0



De plus, il existe une constante positive ¢ telle que

Hy/(t)HHm(Q) < cFy,, Hy(t)HHm+1(Q) < cF,,, pour presque tout t > 0.

Les différents résultats de décroissance de ’énergie dans cette sous-section sont:

THEOREME 1.1. Soit m un nombre entier supérieur ou égal a 1. Soit {y°, y'} €
H™(Q) x H™(Q) vérifiant la condition de compatibilité d’ordre m associée a (1.5).

Soit w un voisinage de T'y. Supposons que a € C™~1(Q) et satisfait (1.1) avec

(1.19) 0<p<oo st N €{1,2,....2m},
' N -2m<mp st N>2m-+1.

Alors, pour 1 < N < 2m, on a [’estimation

2mp

N 2mp
(1.7) E(t) < Ix”0<|a_1|memp +E(0)z~ﬁ—p) Y s 0

ot Ko est une constante positive indépendante des données initiales.
Pour N > 2m, l’énergie E vérifie

mp
N

2N mp
(1.8) E(t) < K, (|a—1|§Fn7P + E(O)%) =, W0

ot Ky est une constante positive indépendante des données initiales.

THEOREME 1.2. Soit {y°,y'} € HY(Q) x L*(Q). Supposons que a € LT (Q) vérifie
(1.2) pour un certain ag > 0. Soit w un voisinage de I';.
Alors, il existe une constante strictement positive 7o, indépendante des données initiales
telle que
2
(1.9) E(t) < lexp(l — —)] E(0), ¥t=>O0.

T0

REMARQUE 1.3. Le théoreme 1.1 généralise le ’theorem 1’ de Nakao [24]. En
effet, sous les mémes hypotheses sur les données, Nakao démontre seulement (1.7).
On remarque que la décroissance est d’autant plus rapide que les solutions sont plus
régulieres. Pour les grandes dimensions d’espace, la dégénérescence de a est limitée.

Dans les théoremes 1.1 et 1.2, la fonction a est bornée. Cependant méme si a
n’est pas bornée, on a encore des estimations de décroissance de ’énergie; en effet, si
a€ L"(Q),2<r < oo, et sion pose

(1.10) B { 1 1} B {N N(3r—2)}
' Ho = Hhax 2r —4’ 2p )7 pp = max p’ 2r(r—2) )



alors, on a le

THEOREME 1.4. Soit {y°,y'} € H*(Q) N H(Q) x HI(Q). Soit w un voisinage
de I'y. Supposons que a € L"(Q) avec

(1.11)

r>2 st N e {1,2},
r 2 3N—|—\/9£1\72—16N 87; N Z 3

et a vérifie (1.1) avec

p>0 st N € {1,2},
(1.12) {pZN—Q st N > 3.

Alors, pour N = 1, on a ['estimation
(1.13) E(t) < Tot 7, ¥t >0

avec

2pgp—1

T = [e(E0)" + |~ [,E7 E(0) %+

(1.14)
+ |a

L5 s mor=9-1\ g+ 1 1755
FERTTEO) ) (R

Pour N > 2, l’énergie E vérifie

(1.15) E(t) < Tyt ™o, V>0
avec
2N p1p—N
T = [o(EO" +|a ' LR B0 +
(116) _ N(3r—2) (2r2 Y- N( ) 1
3r 22 e w1 (2r°—4r)—N(3r—2 _|_1 1
+ a2 F, E(0) 7= ) H )} .

H1

REMARQUE 1.5. Le théoreme 1.4 est une généralisation du théoreme 1.1 pour
m = 1. Ce théoreme montre en fait que ’on peut supprimer I’hypothese de bornitude
sur le coefficient d’amortissement a tout en gardant la méme vitesse de décroissance
pour lénergie E pourvu que l'on prenne a dans L"(€2) avec r suffisamment grand (par
exemple pour N = 1, il suffit de choisir r > p + 2). Remarquons que les théoremes 1.1
et 1.4 semblent valables seulement pour les solutions fortes. On peut se demander si
des résultats similaires peuvent étre obtenus pour les solutions faibles c¢’est-a-dire pour
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les solutions de (1.3) avec y° € Hg(Q) et y' € L*(Q). Nous reviendrons sur ce point
dans la section 4 réservée aux commentaires. Pour le moment nous allons nous pencher
sur le cas nonlinéaire.

Etude du cas ou Pamortissement est non linéaire
Maintenant, on considere I’équation des ondes avec un amortissement nonlinéaire:
y" — Ay + ag(y') = 0 dans Q x (0, 00)
y=0sur I x (0,00)

y(0) = y° dans Q
y'(0) = y* dans Q,

(1.17)

ou g : R — R est une fonction continue et croissante vérifiant ¢(0) = 0. La condition
(1.2) assure que 'amortissement ag(y’) est efficace dans I'ensemble w. Soit {y°,y'} €
H} () x L*(2). Le systéme (1.17) est alors bien posé dans I'espace HJ () x L*(£2); en

effet, il existe une unique solution faible de (1.17) avec
(1.15) y € ([0, 50); HA(Q)) NCI([0, 00); LA(9)).

L’article de Dafermos [6] semble étre le premier dans lequel est abordée ’étude du
comportement asymptotique de ’énergie de ’équation des ondes avec un amortissement
nonlinéaire localisé. Dans ce travail, I’auteur démontre que si la mesure du support de
a est strictement positive et g est continuement dérivable et strictement croissante,
alors, pour toute solution faible de (1.17), I’énergie E tend vers zéro lorsque t tend vers
Uinfini. Par la suite, dans [9], Haraux généralise le résultat de Dafermos aux fonctions
g qui ont un graphe monotone sans étre strictement croissante ni réguliere. A la suite
des travaux de Dafermos et Haraux vient celui de Slemrod [29] ou 'auteur affaiblit
considérablement les hypothéses de croissance sur ¢; il prend ¢ lipschitzienne et de
graphe situé dans le premier et le troisieme quadrant. Il montre alors que si la mesure
du support de a est strictement positive, alors le couple (y,y’) converge faiblement vers
zéro dans H} (2) x L*(Q) lorsque t tend vers U'infini. Remarquons que dans ces travaux,
il n’y a pas d’estimation de décroissance de l’énergie.

A la suite de ces travaux, vient celui de Zuazua [36] ou il est question de I'estimation
de I'énergie de ’équation des ondes semi-linéaire avec un amortissement linéaire. Dans
la section 3.3 de cet article, 'auteur fait remarquer que les résultats qu’il a obtenus
avec un amortissement linéaire localisé restent valables dans le cas d'un amortissement
non linéaire localisé pourvu que la fonction ¢ soit lipschitzienne et vérifie “g(s)s >
cs?, Vs € R”. Remarquons que le fait d’exiger que ¢ soit lipschitzienne est une
restriction tres forte et elle exclut les fonctions de la forme |s|'~!s, (I > 1). L'auteur de
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[36] 'a remarqué et a suggéré dans son article ’étude de l'estimation de la décroissance
de V’énergie E pour des fonctions g plus générales. Apres le travail de Zuazua vient
celui de Nakao [25] ou 'auteur considere l’équation des ondes avec un amortissement
non linéaire localisé associé a une fonction g(z, s) se comportant comme

“a(z)|s|”s avec 7 > —17”. Sous des hypotheses appropriées sur g, 'auteur montre
par une technique de type compacité-unicité qu’il y a décroissance exponentielle ou
polynomiale selon que g est a croissance linéaire ou polynomiale. Les résultats de la
section 3.3 de [36] et ceux de [25] sont établis pour w, voisinage de T'y.

Les résultats présentés ci-dessous ont été motivés par la lecture de [36] et ils ont
été obtenus avant que nous venions a découvrir [25]. Ces résultats sont établis par
une méthode directe comme dans le cas linéaire contrairement a ceux de [36] et [25]
mentionnés précédemment. L’approche utilisée ici permet d’obtenir un taux de décrois-
sance plus explicite de 1’énergie. Les autres techniques utilisées ici sont: la méthode des
multiplicateurs (voir par exemple [15, 22]), la méthode des inégalités intégrales due a
Haraux et Komornik (cf. [7, 8, 15, 16]). L’approche constructive que nous utilisons ici
nous semble plus simple que I'approche utilisée par Nakao dans [25].

Dans la suite, on suppose que la fonction g vérifie en outre

1
r

(1.19) dr € [1,00), der, ca >0:c|z]” <g(z)| < ecglz|r if |z <1
' Ak € [0,1], Is €[l,00), Tes, cx >0: cslal* <|g(a)| < eala]® if |z| > 1.

Avant d’énoncer les résultats de décroissance de ’énergie, nous tenons a rappeler
le résultat de régularité suivant.

THEOREME 1.6. Soit {y°,y'} € H*(Q) N HI(Q) x HL(Q) et a € L>®(Q). On
suppose que la fonction g est continue, croissante, vérifie (1.19) et qu’en outre g(v) €
L*(Q), VYve HI(Q). Alors la solution y de (1.17) satisfait @ la condition:

(1.20)  y € L®(0,00; H*(Q) N H () N WH2(0, 00; Hy (2)) N W°(0, 005 L2(R)).
De plus, st on pose
(1.21) Fr = (lly' I3 + 129°)2

il existe une constante positive ¢ telle que

(1.22) IVy'(t)]|2 < cF1, |Ay(t)]2 < cFi, pour presque tout t > 0.

Nous ne démontrerons pas ce résultat; nous convions le lecteur intéressé a consulter
Haraux [10] et Lions [21]. Les résultats principaux de cette sous-section sont:
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THEOREME 1.7. Soit {y°,y'} € HY(Q) x L*(Q). On suppose que a € LE(Q)
satisfait a (1.2) pour une certaine constante ag > 0. Soit w un voisinage de I'y. On
suppose que la fonction g est continue, croissante, vérifie (1.19) avec s =1 et k = 1.
Alors on a lexistence de deuz constantes positives 1 et Ko indépendantes de E(0) telles
que

[exp(1 — %)] E(0), Yt>0 sir=1,
-

(1.23) BE(t) < { Kol1+ E(0)

7’31, Vi>0 ser>1.

THEOREME 1.8. Soit {y°,y'} € H*(Q) N HY(Q) x HY(Q). On suppose que a €
LT(Q) satisfait a (1.2) pour une certaine constante ag > 0. Soit w un voisinage de I'y.
On suppose que la fonction g est continue, croissante, vérifie (1.19) avec

0<k<1,

s>1 st N € {1,2},
(1.24) (N—-2)s <N et 2r >N —k(N—-2) s N >3,

1<s(r—1) st N > 2,

r>1 st N =1.

Alors, pour N > 2, l’énergie E satisfait

2(r—k)

(1.25) E(t) < K, (Fl“‘” L1+ F)

rs—1

=T(1+ E(O)—w—n))t—ﬁ—l, vt >0

ot Ky est une constante positive indépendante des données initiales.
Pour N =1, on a les estimations de décroissance
(1.26)
[exp(p — %)] E(0), Vt>0 ifr =1,
E(t < 2(1_—k) 2(5:1) el N p .
I{Z (1 _I_Fl(r 1) + Fls(r 1)) (1 + E(O)s(r—l))t T—T, YVt >0 ZfT > 1

ou T et Ky sont des constantes positives indépendantes des données initiales et p est
une constante positive dépendant de Fy et E(0) de maniére explicite.

REMARQUE 1.9. L’hypothese de la quatrieme ligne de (1.24) semble artificielle et
inhabituelle; cependant une hypothese de ce type a déja été employée dans la littérature
(cf. [14], p. 164). Une telle hypothese est trés utile pour mener a bien les calculs
conduisant a une estimation assez précise de la décroissance de I’énergie (voir la seconde

ligne de (3.49) ci-dessous).
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Lemmes fondamentaux

Pour démontrer les théoremes 1.1, 1.2, 1.4, 1.7 et 1.8, on aura besoin des lemmes
suivants

LEMME 1.10. (Gagliardo-Nirenberg) Soit 1 < ¢<s<o0, 1 <r<s, 0<k<m<

oo, (k et m sont des entiers positifs) et 6 €]0,1]. Soit v € W™I(Q)NL"(Q). Supposons
que

(1.27) pe N §5(m—g)—u.

s q r
Alors, v € Wk3(Q) et il existe une constante positive C telle que

(1.28) lollwse @) < Cllollfymay vl

LEMME 1.11. Soit E : [0, 00[—> [0, 00[ une fonction décroissante localement absol-
ument continue telle qu’ils existent des constantes positives (3 et A satisfaisant

(1.29) / E(t)Ptdt < AE(S), ¥S>0.
S

Alors, on a

(1.30) By < [ 1P~ 2] EO), V20 i =0,
| . A

L)Bt™5, Vt>0  sif>0.

Ce lemme réduit la démonstration de chacun des théoremes 1.1, 1.2, 1.4, 1.7 et 1.8
a la démonstration d’estimations du type (1.30). On peut trouver sa preuve dans [15,

16, 17] ou dans [7, 8].

Des maintenant, on désigne par S et 7' deux nombres réels tels que 0 < 5 < T < oo.
On écrit E au lieu de E(t).

LEMME 1.12. Soit u >0, g € (WH*(Q))Y, a € R and £ € WH(Q). On a les
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égalités

T

/ y'{2¢-Vy+aylde E*| +
Q S

+ [ (divte) = a){ly? ~ Vol } B dode
Qx]S,T]

— ,u/ o EFLE'Yy'{2q - Vy + ay}dedt+
(1.31) s

—I—Q/ E“Vy-qu.a—yd;vdt—l—
Qx]8,T] Oz,

- / ag(y'){2q - Vy + ay}E*dedt =
Qx]8,T[

Oy
= E*(q-v)(=2)%dTdt.
/F o PG

T
/ y'Eyda E] _ / (P — [Vy[?) EFded—
Q s Jax]sT]

(1.32) — /,L/ E* Y EY yédedt + / yVy - VEE!dedt+
Qx]S,T] Qx]S,T]

+ / ag(y")éyE*dadt = 0.
Qx]S,T[

La preuve de ce lemme repose sur la technique standard des multiplicateurs, le
lecteur intéressé est convié a consulter [22] ou [15].
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2. Démonstrations des théoremes 1.1, 1.2 et 1.4

Dans cette section, on aura besoin des notations supplémentaires
(2.1) w1 =4{z €w; a(z) <1}, wy ={z € w; a(z) > 1}.

Les démonstrations des théoremes 1.1 et 1.4 seront plus aisées si 'on commence
par démontrer les lemmes supplémentaires:

LEMME 2.1. Sous les hypothéses du théoréme 1.1, on a pour N < 2m,
_b_ N 2m—N P
(2.2) / ly' |?de < |E'| + cla g E @t E2nGD |E'| vt
w

et pour N > 2m,

P __N mp— —2m
(2.3) /|y'|2d:c <|E'| + cla™ [JTF0T0 B G | B 5,
w

LEMME 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 1.4, on a pour N =1,

1

. _1
/ ly'[*de < |E'| + cla™! |7 F"*D B=050 | EY|piT
w

(2.4) 1
20,112 T T o | ot S22
[y < clalf T B
Q
et pour N > 2,
b N —(N—
/ 2z < |E'| + cla=!|J7 B0 B SED | BY|5
w
(2.5) 3r—2 N(3r—2) r2—3Nr4+2N

r—2 2
271_2E 4r(r—1)

?T—Q F12r(r—1) |E/

/ a*ly')?dx < cla
Q

Preuve du Lemme 2.1. 1l est clair que pour tout N > 1, on a
(2.6) | Wweae< el
wa
D’autre part, pour 1 < N < 2m, on a par l'inégalité de Holder,
_p_ 2 T

[ Wkde <o ([ aly i)™ <

(27) w1 w1
p 2 v
<la™H |y B

15



Dans (2.7), nous avons aussi utilisé le fait que H™(Q) C L>=(Q) pour 1 < N < 2m. Util-
isant maintenant le théoreme 1.0 et I'inégalité d’interpolation (donnée par le lemme 1.10)

(2.8) Ploe < clily H@HHmm)a Ve e H™(Q)

dans (2.7), on obtient

(2_9) / |y | dz < c|a 1|p+1 m(p+1)E—2m(p+—1) |El|p+1.
Wi

Combinant (2.6) et (2.9), on trouve (2.2). Démontrons (2.3) maintenant. Il reste a
estimer la quantité fwl |y'|*dx. On a par une double application de 'inégalité de Holder,

_p_
/ |y| dr < |a_1|p+1 (/ a|y'|2+%dx> S <
Wi Wi

p+2

< a5y 5p++1 B |7,

(2.10)

La justesse de la seconde ligne de (2.10) vient du théoréme 1.0, du théoréeme d’injection
de Sobolev et de I'hypotheése sur p. Maintenant, utilisant dans (2.10), le théoréeme 1.0
et I'inégalité d'interpolation

mp—(N—2m) N
m 2 m 2
(2.11) plases < elgly "0 gl iy, Ve € H(9)
on trouve
_p __N mp—(N—2m) p
(2.12) / |y |Pdx < cla™ |t Fr@t B G |E |,
Wi

La combinaison de (2.6) et (2.12) donne l'inégalité voulue. ©

Prewve du lemme 2.2. La premiere inégalité de (2.4) ainsi que celle de (2.5) sont
déja démontrées; elles correspondent aux deux inégalités du Lemme 2.1 lorsque m = 1.
Il ne nous reste plus qu’a démontrer la seconde inégalité de (2.4) et celle de (2.5). Pour
N =1, on a par 'inégalité de Holder,

r—2
r—2 r—1
r—2 d:C) S

[ @ wids <17 ([ )
(2.13) Q Q

r—2

o

_r
r—1 |

§|ar

_2
fyr—1
>
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Utilisant dans (2.13) les inégalités du théoreme 1.0 et I'inégalité d’interpolation

1 1
(2.14) loloe < clel3 H‘PHIQ—[l(Q)y Vo € HI(Q)
on trouve
21 112 i G SR R .
(2.15) / a®y'[?dx < a7~  Fy~F|E|7=1 B0
Q

ce qui établit la seconde inégalité de (2.4). Démontrons la seconde inégalité de (2.5)
maintenant. On a par une double application de l'inégalité de Holder,

r=2
/a2|y'|2d:ﬂ < |a;’j</ aly’ 2Tr:22d:l?) = <
Q Q

_r_ R r=2 _r_
(216) S |a 77:—1 |E/ ) |a 7?7‘—2 |y/ r—12r2 S
(r—1)(r—2)
3r—2 _ _r
< |CL ?r—z |E/ %*y/ T_12r2

(r—1)(r—2)

Utilisant dans (2.16), le théoreme 1.0 et I'inégalité d’interpolation

2r2_3Nr42N N(3r—2) .
-2 2
(2.17) ol e Sclely 7 lelads, Ve e H'(Q)
on obtient
3r—2 N(3r—2) 7’— P2 -
(2.18) / a2|y'|2dx < |a Tgr—zFlzr(r—l) |E/ 27’—22E2 4r?iv_1-|;2N7
Q

ce qui prouve la deuxiéme inégalité de (2.5) et acheéve en méme temps la preuve du
lemme 2.2. ©

Démonstration du théoréme 1.1. Elle va se faire en plusieurs étapes.
FEtape 1. Appliquant (1.31) avec a« = N — 1, ¢(x) = m(x), g(s) = s, observant que
div(m) = N et utilisant (1.4), on trouve
T T
2/ Ertidge = —/ y'{2m - -Vy+ (N — 1)y}dz E*| +
S Q S
+ ,LL/ EF T E'y'{2m - Vy + (N — 1)y}dedt—
(2.19) @x1S T
— / ay'{2m - Vy + (N — 1)y} E*dzdt+
Qx]S,T]

+ / E*(m - V)(@)dedt.
I'x]s,T] v
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Puisque "énergie est décroissante, 'application du résultat de Komornik [7] donne

T
(2.20) ‘ — / y'{2m - Vy+ (N — 1)y}da E“} <4RE(0)"E(S)
Q S
et
(2.21) ‘/l/ E*YE'y'{2m - Vy + (N — l)y}d:ﬂdt‘ < 2uRE(0)*E(S).
Qx]5,T[

Par l'inégalité de Holder, on a

T
‘/ ay'{2m - Vy + (N — 1)y}E“dxdt‘ < c/ Ert3|E|zdt
Qx]8,T] s

et I'usage de 'inégalité de Young montre que

‘ / ay'{2m - Vy + (N — 1)y}E“d$dt‘ < cE(0)*E(S)+
Qx]S,T]

T
+/ Er*tldt,
S

(2.22)

Combinant (2.20)-(2.22) et reportant le résultat obtenu dans (2.19), on obtient

T .
(2.23) / EFtldt < cE(0)*E(S) + R/ E“(?—y)zdl“dt.
s 'y x]8,T] v

A ce niveau, on constate, grace au lemme 1.11, qu’il suffit d’obtenir une estimation
judicieuse du dernier terme du membre de droite de (2.23) en fonction de E(S) et

J ;ZF E#Tldt pour achever la démonstration du théoréme 1.1.

Etape 2. Soit h € (W2 (Q)N tel que
(2.24) h=v sur Ty, h-v>0 sur I, h=0 dans Q\&

ou @ est un autre voisinage de I'y strictement inclus dans w. (Pour la construction
champ de vecteur h, on peut consulter Lions [22, vol. 1] Chap. 1, Remarque 3.2.)
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Choisissons maintenant o = 0, ¢ = h et g(s) = s dans (1.31). D’apres Zuazua [36],
on sait qu’il existe une constante positive c¢g dépendant uniquement de w telle que

R/ E“(@)dedth/ E“(h-u)(@)Zdetg
Iy x]8,T[ v I ]8,T( ov

< co/ {|y’|2 + |Vy|2}E“dxdt—|—
wx]S,T[

T

(2.25) + 2R/ y'h - Vydx E“] —
Q S

— QMR/ E*1E'Yy'h - Vydzdt+
Qx]S,T]

+ 2R/ ay'h - VyE*dzdt.
Qx]S,T]

Des calculs simples utilisant I'inégalité de Young montrent que

T

‘—QR/y/h-Vydx E“] +
Q

S

(2.26) + ‘QILLR/ Er1E"Yh - Vydxdt‘ <
Qx]S,T]

< cE(0)"E(S)

Utilisant 'inégalité de Holder dans le dernier terme du membre de droite de (2.25), on
trouve

T
(2.27) ‘QR/ ay’h-VyE“d;vdt‘ < c/ E“+%|E’|%dt.
Qx]S,T] g

On déduit alors facilement de (2.27) que

1 T
(2.28) ‘ZR/ ay'h - VyE“dxdt‘ < —/ Ertldt + cE(0)*E(S).
Qx]S,T] 2 /s
Combinant (2.26), (2.27), (2.28) et reportant le résultat obtenu dans (2.23), on obtient

(2.29) /T Ertldt < cE(0)*E(S) + c/

{|y'|2 -+ |Vy|2}E“dxdt.
s T

1
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E’tape 3. Introduisons la fonction n, (construite par Zuazua dans [22, vol.

Chap. 7), qui satisfait
(2.30). newh>(Q), 0<n<1, n=1 dans &, n=0 dans Q\w.

Appliquant (1.32) avec £ = n?, on trouve

T

/ n?*|\Vy|?E*dzdt = —/ y'n*yd E“] +
Qx]S,T] Q s

(2.31) + 2ly'|? E*dxdt + EF Y EY yn*dadt—
n I n
Qx]S,T] Qx]8,T[

— 2/ nyVy - VnE!dxdt — / ay'n’yE*dxdt.
Qx]8,T] Qx]8,T[

Des calculs simples utilisant I'inégalité de Young montrent que

— | y'n*yd: E“]
(2.32) ‘ /Q”“

< cE(0)"E(S5)

T
-I-,LL/ EF By yn?dedt] <
s Qx]s,T(

et
1
‘2/ nyVy - VnE“dxdt‘ < 5/ | Vy|> E*dedt+
(2.33) 2x]5,T] Qx]5,T]
—|—20|V77|io/ ly|? E*dzdt.
wx]S, T

D’autre part, ¢ désignant la constante dans (2.29), on a

(2.34)

1 T
26/ ay’nzyE“dcht‘ < cE(0)*E(S) + —/ Ertldgt
Qx]S,T] 2 Js

Reportant (2.32)-(2.34) dans (2.31), on trouve

T
Qx]S,T] 2 /s

—I—C/ |y|2E“d;17dt—|—c/ ly' P E* dxdt.
wx]S,T] wx]8,T[
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Combinant (2.29) et (2.35), on obtient

T
/ Ertlar < cE(0)*E(S) + c/ |y|2E”d:cdt—|—
(2.36) o wx]S,T]

c/ ly' | E* dzdt.
wx]S,T[

Maintenant nous allons utiliser un multiplicateur approprié pour absorber le second
terme du membre de droite de (2.36). Pour ce faire, introduisons z(¢) € H}(2) solution

de

(2.37) { — Az = y(w)y dans

z=0sur

z
oll yv(w) est la fonction caractéristique de w. On vérifie sans peine que z' = — satisfait
X(w) q peine ¢ 7

(2.38)

2 =0 surT.

{ — Az = x(w)y' dans Q

Quelques calculs élémentaires montrent que

1
/ |Vz|2dz < —/ ly|?de, / |VZ'|2dz < bV / ly' |2 da
/VZ Vydm—/ |ly|?dz

ol A? est la premiere valeur propre de l'opérateur —A avec la condition aux limites de
Dirichlet. Maintenant, multiplions la premiere équation de (1.3) par zE*, intégrons par
parties sur Qx]S, T[ et utilisons la seconde ligne de (2.39); il vient

(2.39)

T

/ ly|? E*dxdt = —/ y' zdx E“] +
wx]S, T Q S
(2.40) —I—/ E“ylzldacdt—l—,u/ E*LEY zdedt—
Qx]S,T] Qx]8,1(
—/ ay' zE*dzdt.
Qx]S,T]

Quelques calculs simples donnent alors

(2.41) ‘—/lezd:ﬂ E“]

T
—I—/,L/ E“_lE/ylzdxdt‘ < cE(0)*E(S).
s Qx]S,T]
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Désignant par ¢ la constante dans (2.36) et utilisant les inégalités de Holder et Young,
on trouve

1 /7
(2.42) ¢ / ay'zE“dxdt‘ < cE(0)*E(S) + —/ Ertlae
Qx]S,T] 4 Js
et
1 /T
(2.43) é / E“y’z’dzdt‘ < —/ E““dt—l—c/ E*y'|?dadt.
Qx]S,T] 4 Js wx]S,T]

Reportant (2.41)-(2.43) dans (2.40), on obtient

1 T
a/ ly|? E*dzdt < cE(0)*E(S) + —/ EFtldt+
+ c/ E*y'|*dedt.
wx]S,T[
La combinaison de (2.36) et (2.44) donne
T
(2.45) / Ertldt < cE(0)*E(S) + c/ ly'|> E* dxdt.
S wx]S,T|

Pour achever la preuve du théoreme 1.1, il reste a absorber le dernier terme du membre
de droite de (2.45). Les preuves de (1.7) et (1.8) sont distinctes; en effet, on utilise des

valeurs différentes de I’exposant p dans les deux cas. Commencons par démontrer (1.7).

Pour ce faire, on choisit y = %. Grace a ce choix de p et a (2.2), on a

/ 15,11 ly'|? B dadt < cE(0)77 E(S)+

wX|S,

(2.46) L N

+ Bz tldt 4 cla™ |, F? E(S).
p s

Reportant (2.46) dans (2.45), on trouve
T N N N

(2.47) / Bt < of|a™ |, + B(0)™ ) B(S)
S

de sorte que prenant la limite quand 7 tend vers l'infini et appliquant le lemme 1.11, on
obtient (1.7). Démontrons a présent (1.8). A cette fin, on choisit u = n% et on utilise

(2.3). Il s’en suit que
c/ o ly'|2E77 dedt < cE(0)77 E(S)+
(2.48) o

p+2 [T 41 12 g
Emr™dt F37E(S).
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Combinant (2.45) et (2.48) et faisant tendre T vers U'infini dans le résultat obtenu, on
trouve

oo 2N
(2.49) /S Ewstidt < c(|a—1|§,mp + E(O)%)E(S).

Appliquant finalement le lemme 1.11, on obtient 'estimation désirée et ceci termine la
démonstration du théoreme 1.1. ©

La preuve du théoreme 1.2 est dans une grande mesure similaire a celui du théoreme
1.1; nous en donnons juste une esquisse.

Esquisse de la démonstration du Théoréme 1.2. Prenant y = 0 et procédant comme
dans la preuve du théoreme 1.1, on aboutit a 'inégalité

T
(2.50) / Edt < cE(S)+ c/ |y | dxdt.
S wx]S,T[

Grace a (1.2), on vérifie facilement que

(2.51) / ly' |*dzdt < cE(S).
wx]S, T

Reportant (2.51) dans (2.50) et faisant tendre T vers l'infini dans l'inégalité obtenue,
on trouve

(2.52) / Edt < cE(S).
S
Finalement, 'application du lemme 1.11 donne (1.9). ©

Démonstration du Théoréme 1.4. On suit les mémes étapes que dans la preuve du
théoreme 1.1 et on est alors conduit a

T T
2/ Ertiar < cE(0)*E(S) —I—C/ E“+%|ay’|2dt—|—
S S

—I—C/ |y|2E“d$dt—|—c/ ly' |PE*dxdt.
wx]S,T wx]S, T

Maintenant, il reste a absorber les trois derniers termes du membre de droite de (2.53)

(2.53)

pour terminer la démonstration du théoreme. Remarquons qu’a ’aide du lemme 2.2,
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on peut sans peine absorber le deuxieme et le dernier terme; nous nous occuperons de
ces termes plus loin. Commencons par absorber le troisieme terme. Pour ce faire, on
procede comme dans la preuve du théoreme 1.1; on utilise le multiplicateur zE* ou z est
la fonction donnée par (2.37). On est ainsi conduit apres un certain nombre de calculs

2

a

T

6/ [yl B dudt < CE(O)“E(5)+/ Ertlary
(2.54) X181 g

T
—I—C/ E“+%|ay’|2dt—|—c/ E*y'|*dedt.
s wx]S,T|

ou ¢ désigne la constante ¢ dans (2.53). La combinaison de (2.53) et (2.54) donne

T T
/ Ertldt < cE(0)*E(S) + c/ E*F3|ay’|pdt+
S S

+c/ ly' |PE*dxdt.
wx]S,T[

La démonstration du théoreme 1.4 sera terminée si 'on majore judicieusement le second
et le troisieme termes de (2.55) par une fonction de E(S) et du premier membre de (2.55).
Nous procédons tout de suite a la démonstration de (1.13) et de (1.15). Commencons
par démontrer (1.13). Pour cela, on choisit p = pg. Grace a ce choix de p et a (2.4),
I'utilisation de 'inégalité de Young donne pour tous e > 0 et 3 > 0

T
c/ {E“O+%|ay’|2—|—/ |y’|2E“°d:0}dt <
S w

1

T
5% =3 L1 oy
EE /E“O+2E4r—4|E
s

(2.55)

< cla 55 dt+

1

T p T
+c/ E"0|E’|dt+c|a_1|§+1F1“’+1)/ EFo BT B! |7F dt <
S S

Br 4 +1
< Eromidt 4+ ¢la
2'T' — 2 S

(2.56)

po(2r—4)—1

FPFTPE(0) 7= E(S)+

T
9
+ cE(0)" E(S) + /E“0+1dt+
B0 ES)+ 7 [

2ugp—1

+cla™',FF E(0)" 2= E(S).

Pour obtenir la quatrieme ligne de (2.56), on utilise la relation

(po+1)r po(2r—4)—1

E“0+%E4r1—4 = F 2r—2 F~ 4r—a
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Pour obtenir les deux dernieres lignes de (2.56), on utilise une relation similaire. La
méme technique est aussi utilisée dans la suite.
Puisque le choix de ¢ et (3 est arbitraire, la combinaison de (2.56) and (2.55), donne

T 1 2pgp—1
Erotlgt < c¢(E(0)* + a7, FF E(0) 2= )E(S)+
. / (BO) JF7E(0) %) B(S)

po(2r—4)—1

+ela| I Fr2 B(0) 5= B(S).

Prenant alors la limite lorsque T tend vers l'infini et appliquant le lemme 1.11, on
obtient (1.13). Démontrons & présent (1.15). Choisissant 4 = py et utilisant (2.5), il
s’en suit que pour tous e > 0et 3 >0

T
c/ {Em+%|ay'|2+/ |y’|2E“1d,fc}dt < cB(0)" E(S)+
S w

e(p+2)
(2.58) 2p +2
3r—2) [T
+ ﬁ( r ) / Eul-l-ldt_l_

4T — 4 S

ar—2 N(3r—2) 241 r(r—2)— N (3r—2)

JTEE, T OE(0)T =Pmar E(S).

puy—N

T 2N
/E“1+1dt+c|a_1|§F1p E0) » E(S)+
S

+ cla

Combinant (2.55) et (2.58), utilisant le fait que e > 0 et § > 0 sont choisis arbitraire-
ment, et faisant tendre 7' vers l'infini dans le résultat obtenu, on trouve

o0 2N pp1 —N
/ Emtigr < c(E(O)“O +aT2EFT E(0) 7 )E(S)+
(2.59) s
3r—2 N(237’—2) 2uq r(r—2)—N(3r—2)
+ clal,, 72 F, 77 E(0) 2r2—ar

L’application du lemme 1.11 donne ’estimation désirée et ceci acheve la démonstration
du théoreme 1.4. o

3. Démonstrations des théorémes 1.7 et 1.8

Dans cette section, on aura besoin des notations supplémentaires
M ={eeQ (1) <1}, Q={zeQ |y(z1)>1}.
Le lemme suivant simplifiera les démonstrations des théoremes 1.7 et 1.8:
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LEMME 3.1. (i). On a les inégalités

7’1?, pour presque tout t > 0

(3.1) /‘adexchaE’
Q

(3.2) (léﬁﬂyﬂm)zgqﬂ

(3.3) / alg(y)||eldx < c(/ |Vga|2dx> |E'|77, p.ptoutt>0, VYee HLHQ).
QQ 92

7‘1?, pour presque tout t > 0.

(11). Sous les hypothéses du théoréme 1.7, on a

(3.4) / aly'|*dx < ¢|E'|  pour presque tout t >0
192

(3.5) </ a2g(y')2dx> < c|E’|%, pour presque tout t > 0.
1925

(111). On suppose que les hypothéses du théoréme 1.8 sont satisfaites. Alors, pour N > 2,

on a
2(r—k) 5
(3.6) / aly'|*dz < cF, "™ |E'|7¥1, pour presque tout t >0
1935
et pour N =1,
(3.7) / aly'|*dz < cFI7F|E'|, pour presque tout t > 0.
Qs

Maintenant, on pose ~s = HVszE(O’OO;LQS(m). On a pour N > 2

(3.8) / alg(y")||Vy|dz < 673E2<51+1> |E'|7+T,  pour presque tout t > 0.
Qs

s=1
D’autre part, si N =1 et on pose ps = F°*' | alors, on a
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(3.9) / alg(y)||Vy|dz < CFLSE$|E’|$, pour presque tout t > 0.
Q2

Remarque 8.1. D’apres (1.24) et le théoreme d’injection de Sobolev, on a pour
presque tout ¢ > 0
(3.10) IVy(t)las < clly(t)llm2(e) < cFi

de sorte que v, est une quantité finie.
Prewve du Lemme 8.1. On a par (1.19) et l'inégalité de Holder,

1
r+1

(3.11) / aly'|?dz < ¢|E|2|E’
Q

et ceci établit (3.1). Les preuves de (3.2)-(3.5) découlent immédiatement de (1.19) et
de 'inégalité de Holder. Démontrons a présent (3.6). Soit 7 € (0,1). D’apres (1.19), on
a

(3.12) / aly'[Pde < c / aly' 7Dy g(y) de < ely ST 1B
192 Q> 1—r
Choisissant 7 = T_iz_—l dans (3.12) et utilisant le théoreme d’injection de Sobolev, on
trouve
2(r—k) 2(r—k)
(3.13) / aly'|*dz < ¢|Vy'|,” ™ |E’ T < cF, "t |E T4
2

et (3.6) est démontrée. La preuve de (3.7) est plus simple; en effet, puisque pour N = 1,
H} () ’injecte dans L>(Q) , on a

/ aly' Pz < cly'|\TF| ') <
(3.14) Qs
< cFI7F|E).

Montrons qu’on a (3.8). Par 'inégalité de Holder, on a pour presque tout ¢t > 0

(3.15) / alg(y)[Vylde < clag(y)isoms|Vylosr.

192
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D’autre part, on a 'inégalité d’'interpolation

(3.16) Vylstr < [Vyls T [ Vyl5F

Par conséquent, reportant (3.16) dans (3.15) et utilisant (1.19) ainsi que les définitions
de E, E' et 7,, on obtient 'inégalité voulue. La preuve de (3.9) découle de l'estimation

(3.17) / alg(y")||Vyldz < cuslag(y')|145-1 E7FT, p.p tout ¢t >0
Q9

et du théoreme d’injection de Sobolev. ¢

Démonstration du théoréme 1.7. Les étapes que l'on suit pour démontrer ce
théoreme sont les mémes que celles de la démonstration du théoreme 1.1. Nous les
reprenons ici pour la commodité du lecteur.

Etape 1. Appliquant (1.31) avec « = N — 1, ¢(x) = m(z), p = 5+, remarquant
que div(m) = N et utilisant (1.4), on trouve

T

T

2/ E%dt:—/y/{Qm-Vy—l—(N—l)y}de% +
S Q S
r—1

3

/ ETE_SE’y'{Zm -Vy+ (N — 1)y}tdadt—
(3.18) ]8T

[ agEm e Sy (N - BT dedt
Qx]S,T[

+/ E= (m - )Y )2arar.
I'x]s,T]| v

Puisque 'énergie est décroissante, 'application du résultat de Komornik [12] montre
que

T
(3.19) ‘ - / y'{2m - Vy + (N — 1)y}dz E;} < 4RE(0)"Z E(S)
Q S
et
- ]_ r—3 r—1
(3.20) T - / E= E'y'{2m -Vy+ (N — 1)y}dxdt‘ <(r—=1)RE(0) = E(95).
Qx]S,T|

Par l'inégalité de Holder, on a

(ST

T
‘/ ag(y'){2m - Vy+ (N — l)y}E%dxdt‘ < c/ Ez (/ a29(y')2dx> dt
Q5 %]S,T] Qs

S
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et

T }
st Sy -] < [ [ data) o
Q, x]S,T Q,

Par conséquent, utilisant (3.2) et (3.4) on trouve

T

321 ‘/ {Qm Vy-l—(N—l)y}ETE—ldxdt‘ SC/ E%(|E/ T}T+|E/|%)dt
Qx]S,T] <

Utilisant a présent 'inégalité de Young, on obtient pour presque tout ¢t > 0

(3.22) cEz|E'

1 T r 1 1 r—1

1 < ——F E' Ez|E'|? < ——F E(0)= |E|.
< T BB, BB < By em(0) TR
Reportant (3.22) dans (3.21) et combiniant (3.18)-(3.21), on trouve

T }
(3.23) / Edt < c(1+ E(0)= )E(S) + c/ E’“Sl(?—y)%zrdt.
s Iy x]8,T] v

A ce niveau, on remarque grace au lemme 1.11, qu’il suffit d’obtenir une estimation
judicieuse du dernier terme du membre de droite de (3.23) en fonction de E(S) et

fg ETJF1 dt pour achever la preuve du théoreme 1.7.
Etape 2. Soit h € (WH>(Q)) telle que

(3.24) h=v sur Ty, h-v>0 sax I, h=0 dans Q\&
ou w est un autre voisinage de I'; strictement inclus dans w.

Choisissons @ =0, ¢ = het u = ’";—1 dans (1.31). D’apres Zuazua [36], on sait qu’il
existe une constante positive ¢y dépendant uniquement de w telle que

c/ E’“E—l(é—y)Zdrdtgc/ E= (h- u)(a )2dDdt <
Iy x]8,T[ Ov x]8,T[ ov

T

(3.25) < co/ {|y/|2 + |Vy|2}E%d:l:dt + 26/ y'h - Vydx E=| -
wx]S,T| Q s

—(r— 1)0/ E=T "v'h - Vydzdt + 2c/ ag(y")h - VyE%d;L‘dt
Qx]S,T] Qx]S,T]

ou ¢ est la constante dans (3.23).
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Des calculs simples utilisant l'inégalité de Young montrent que

T
(3.26) 2c/ y'h - Vydz E;} < cE(0)"Z E(S)
Q S
et
(3.27) (r— l)c/ EZ E'y'h- Vyd:cdt‘ < cE(0)7 E(S).
Qx]S,T|

Utilisant l'inégalité de Holder, (3.2) et (3.4) dans le dernier terme du membre de droite
de (3.25), on trouve

T
2c/ ag(y’)h-VyErg_ldzdt‘ < c/ B3 (
Qx]S,T] S

Il découle alors de (3.11) que

(3.28) E'|7 4 |E'|?)dt.

(3.29)

r—1 2 1 T r41 r—1
zc/ ag(y’)h-VyEdedt‘ < e / E%dt+c(1+E(0)T)E(S).
Qx]S,T] 2r+2 Js

Combinant (3.25), (3.26), (3.29) et reportant le résultat obtenu dans (3.23), on trouve

(3.30) /TE%dt < c(14 E(0)=)E(S) + c/

wx]8, T

{ly')> + |Vy[?}ET dudt.
[
L’utilisation de (3.1) et (3.4) dans (3.30) donne

T
(3.31) / E™dt < ¢(1+ E(0)™=)E(S) —I—c/ IVy|?E"= dadt.
s xS, T[
Grace au lemme 1.11, il reste a se débarrasser du second terme du membre de droite de
(3.31) pour terminer la preuve du théoreme 1.7.
Etape 3. Introduisons la fonction n vérifiant

(3.32). newh>®(Q), 0<n<1, n=1 dans &, n=0 dans Q\w.
Appliquant (1.32) avec £ = n?, (nous choisissons £ = n? au lieu de £ = 1 comme dans

[24, 25] ou [36, 37] pour rendre nos calculs plus faciles & comprendre) on trouve

T

/ W |Vy|*E= dedt = _/ y'n?ydz E;] n
QX]S7T[ Q S
r—1

(3.33) + / 772|y'|2E%dxdt + / E%SE’y’ynzd:cdt—
Qx]S,T] Qx]S,T]

—2/ nyVy-VnETg_ld:Edt—/ ag(y )n2yE "= dxdt.
Qx]s5,T] Qx]S,T]
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Utilisant l'inégalité de Young, on vérifie sans peine que

T
r—1 — 1 r—3 r—1
(3.34) ‘ —/ y'n*ydz ET} —I—T - / ETE’y’yn2d$dt‘ < cE(0) 2 E(S)
Q s 2 Qx]S,T[
et
r—1 ]_ r—1
‘2/ nyVy-VnEdedt‘ < 5/ |\ Vy|?E™= dedt+
(3.35) @x]8 11 Qx]S, T
+ 20|V77|io/ |y|2ET5_1d:Edt.
wx]S,T[

D’autre part, ¢ désignant la constante dans (3.31), on a par (3.1), (3.2), (3.4) et (3.5)

, (3.
r—1 r—1 T r r+1
(3.36) 2@/ 0’|y |PE"= dadt < c(1+ E(0) = )E(S) + / E™= dt
Qx]S,T] 2(r+1) Js

et

(3.37)

r—1 r—1 ]_ T r+1
2@/ ag(y )n*yE™= dadt| < ¢(1+ E(0)= )E(S) + L/ EF at
Qx]S,T] 2(r+1) Js

Reportant (3.34)-(3.37) dans (3.33), on trouve

r—1 r—1 2 ]_ T r+1
c/ D2 |VyPE= dadt < (1 + E(0) 7 )E(S) + 2(7“711)/ EF dt+
r
—I—C/ |y|2E7;_1d:l:dt.
wx]S,T[
Combinant (3.31) et (3.38), on obtient
T r+1 r—1 r—1
(3.39) / E= dt <c¢(1+E(0)z )E(S) + c/ ly|*E = dzxdt.
s wx]S,T]

Pour éliminer le second terme du membre de droite de (3.39), on utilise la fonction
z donnée par (2.37)-(2.39). Multiplions la premiere équation de (1.17) par ZE%,
intégrons par parties sur Qx]S, T[ et utilisons la deuxiéme inégalité de (2.39); on trouve
alors

T
/ |y|2E%dJ;dt = —/ y' zdzx Erg_l} —I—/ ET;_ly’Z’dxdt—l—
wx]S,T| Q s Jax]s1]
r—1

(3.40)
+ / ETE_SE’y’Zd;Udt - / ag(y')ZE%d:cdt.
2 JaxisTy Qx]S,T]
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Quelques calculs élémentaires donnent

T

(3.41) ‘—/ y' zdx Erg_l} +
Q

S

r—1

/ ETE_SE’y'Zd:L‘dt‘ < CE(O)%E(S).
Qx]S,T]

Désignant par ¢ la constante dans (3.39) et utilisant les inégalités de Holder et Young

ainsi que les relations (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) et (2.39), on obtient

/ ag(y')zE%dxdt‘ <e¢
Qx]S,T]

¢ ag(y’)zET;_ldxdt +

Q4 x]S,T[

T
HTESdt + c/ |E'|2E3dt <
S

T
+é / ag(y')-EF drdt‘ / 1%
Q5 x]S,T s
(3 42) - 1 T ]_ T r41
' 2 dt E'|dt + = E= dt V3 >0
_r—l—l/ ve [ 1B [ n %5 > 0)
+c/ |E'|E*Z dt < ¢(1+ E(0)7 )E(S)+
s
T—I_]_ T r+1 T_I_]_ »
— E= dt - t 3= T
+2(7‘—|-1)/5 , (en prenant 8 = ( " )T
et
r—1 T 2
¢ / E 2 yzldrdt‘ <C/ E§</ a|y/|2d$> §
Qx]S,T] s Q
T 1 1 1
Sc/ E% (E¥|E/|70%0 + |E'|#)dt <
s
T L T )
§c/ E ’Wdt—{—c/ E |2dt <
(3.43) s . S
QT—I_]- 2r+2 r+1
< 2rl E= dt+cE(S
_2(r—|—1)5 /s + cE(S)+
1 r rt1 r—1 r—1
—I_Z/ E=dt+cE(0) 2 E(S)<c¢(1+E0)=)E(S)+ (Ve > 0)
s
27r+1 (T .4 .
L/ E%dt, (en prenant ¢ = ( T )ERE),
4(r+1) Js 4r 4+ 2

Reportant (3.41)-(3.43) dans (3.40), on obtient

r—1 r—1 4 T r+1
(3.44) a/ alyl? BT dedt < o(1+ B(0)T)E(S) + — 13 / B at.
2x]5,T] A(r+1)
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la combinaison de (3.39) et (3.44) donne

(3.45) /TE%dt < c(1+ E(0)=)E(S).

Prenant alors la limite quand 7' tend vers 'infini et appliquant le lemme 1.11, on obtient
(1.23); ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.7. ©

La démonstration du théoreme 1.8 étant dans une grande mesure similaire a celle
du théoreme 1.7, nous en donnons juste une esquisse.

Esquisse de la démonstraion du Théoréme 1.8. Comme dans la démonstration du
théoreme 1.7, on a

T
2/ B dt < cE(0)F B(S)+
S

(3.46) +/ alg(y)||2m - Vy + (N — 1)y|E"T dedt+
Qx]5,T[

+R / B (Y 24ra
'y x]8,T] v

D’apres 'inégalité de Holder, on a

‘/ y'){2m - Vy+(N—1)y}E75;1dxdt <
Q, x]S,T

§c/ E:z|E'
S

Esquissons & présent la preuve de (1.25). Utilisant l'inégalité de Holder, on trouve

(3.47)

T dt, (par (3.2)).

2/ lag(y")ym - Vy|ET;_1d;cdt <
Qo x]S, T

T
r=D)(s+1)+1 s
(3.48) §c*ys/ E 2G+0 |E'|7+1dt, (par (3.8))
S

T
(N — 1)/ lag(y )y|E = dedt < c/ E3|E'|+ dt, (par (3.3)).
Q2 x]S8,T] S
Utilisant l'inégalité de Young, on obtient pour presque tout ¢ > 0

cE%|E'

1 T 1
+1 < ——FE +¢|E'|, c¢E?|E'|7+1 < ——E 4 ¢cE(0
S Bt elE|, cBF|E|T < B4 cE(0)

(3.49)

(r=DG+D+L 1
cys B 2GFD |E |s-|—1 <
s+ 1

o /(1) ol V54

33



Reportant (3.49) dans (3.48) et (3.47), et combinant (3.47), (3.48) et (3.46), on trouve

(7’1)1 sr—1

T
/ EFdt < c(1 4~ E(0) + E(0) =
S

+ c/ Ei—l(é—y)mrdt.
'y x]8,7] v

A ce niveau, on procede comme dans la preuve du théoreme 1.7 et finalement, on aboutit
N
a

JE(S)+
(3.50)

s(r—1)—1
2s

(3.51) / EFdt < c(1+ F " E(0) + E(0)= )E(S), VS>0.
S

Utilisant (3.7) et appliquant le lemme 1.11, on trouve (1.25).
Démontrons (1.26) maintenant. On a (3.46), (3.47) et

2/ lag(y")ym - Vy|ET5_1dxdt <
(3.52) XISl
(r=1)(s41)42 .
<ou [ EHEE R (par (3.9)
S

L’utilisation de I'inégalité de Young donne pour tout ¢t > 0
(r=1)(s+1)+2 s ]_ r4 r—1
(3.53) cu BT B < B t oy eult T B(0)

s
Reportant (3.53) dans (3.52) et la premiere inégalité de (3.49) dans (3.47), et combinant
(3.47), (3.52) et (3.46), on obtient

/TE S dt < o(1+ E(0)= +ult T E(0)7)E(S)+

—I—c/ B (% 2ara
'y x]S,T] v

A ce niveau, on procede comme dans la preuve du théoreme 1.7 et finalement, on aboutit
N
a

(3.55) / EFdt<c(1+(1+F%F 4" YEW0) = + E(0)™= )E(S), ¥S>0.
S

(3.54)

Pour r > 1, on utilise la définition de ps et on applique le lemme 1.11, ce qui donne
la deuxieme inégalité de (1.26). Quand r = 1, I'utilisation des techniques de [3] et [17]
montre que

(3.56) E(t) < cexp(d)exp(—At), ¥Vt>0
ou ¢ et A sont des constantes positives indépendantes de Fy et E(0) et

§=c(l+F %+ F'=7 £ E(0)% )(1+ In(E(0))). o
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4. Commentaires

Dans les résultats liés au cas d’amortissement linéaire, les estimations obtenues
lorsque 1/a € LP(w), (p < o), font intervenir des normes plus fortes de sorte que
les résultats de décroissance de la solution de (1.3) semblent n’étre valables que pour
des données initiales tres régulieres. Pour des données initiales {y°,y'} prises dans
HY(Q2) x L*(Q), les seuls résultats de décroissance a notre connaissance sont obtenus
en prenant a dans LP(Q) et 1/a dans L(w). Une question naturelle est donc de
savoir si en prenant la fonction ¢ comme dans le théoreme 1.4 et les données initiales
dans H} () x L*(Q), on peut obtenir une estimation de la décroissance vers zéro de la
solution y de (1.3). Nous avons le résultat partiel suivant:

THEOREME 4.1. Soit {y°,y'} € HY(Q) x L*(Q). Soit w un voisinage de T1.
Supposons que a € L"(§) avec

(4.1)

r>2 st N € {1,2},
r 2 3N—|—\/9{4\72—16N 87; N Z 3

et a vérifie (1.1) avec

p>0 st N € {1,2},
(4.2) {pzN—Q st N > 3.

Si on pose G(t) = Hy’(t)H%{_l(m + ly(t)|3, alors, pour N =1, on a l’estimation

(4.3) G(t) < Lot 75, Wt >0
avec

_ r +19%
(4.4) Lo = {C(H =, + |ali™ )E(O)uo(”o )] .

Ho
Pour N > 2, on a l'estimation

1

(4.5) G(t) < Lit 771, Vt>0
avec

- =2 +1m
(4.6) L= {c<1—|—|a 2 4 la] )E(O)ﬂl(’“‘l )]

H1
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Pour démontrer ce théoreme, on considere la fonction u donnée par

(4.7) u(z,t) :/0 y(x,s)ds + ¢

ou  vérifie

(458) { — Ap = —ay® — y' dans Q

¢ =0surl.

Puisque ay® +y' € L*(Q) et  est de classe C?, on sait que p € H*(Q)N Hy (). D’autre
part, on vérifie que u est solution du systeme

u" — Au+ au’ = 0 dans  x (0, 00)
u=0surI'x (0,00)

u(0) = ¢ € H¥(Q) 1 H(9)

u'(0) = y° € Hy ().

(4.9)

On applique alors le théoréme 1.4 a u et on utilise le fait que v’ = y et vy’ = Au—ay
pour obtenir (4.3) et (4.5).

Un modéle de plaques. D’apres les résultats de Zuazua [35], la méthode utilisée
ci-dessus permet d’obtenir un taux de décroissance précis pour le systeme

y" + A’y 4+ ag(y') = 0 dans Q x (0, )
9y
' = — = " P
(4.10) y=5 0 sur I x (0, 00)
y(0) = y" € H3(Q)
!

(0)=y' € L*(Q)

Y

avec a et g comme dans les sections précédentes. Plus précisément, si I’énergie de (4.10)
est donnée par

(4.11) Bit) = 5 [0/ + 1 P}, Ve=0

alors, appliquant la méthode employée dans les sections 2 et 3, on obtient le résultat
suivant:
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THEOREME 4.2. On suppose que a € LT (Q) vérifie (1.2). Soit w un voisinage
de T'y. On suppose que g vérifie (1.19) avec

k=1,
(4.12) s>1 st N € {1,2},

(N-2)s<N+2 s N>3.

Alors, 'énergie E| satisfait

(4.13) E\(t) < { [exp(p1 — TLQ)] E(0), Vt>0 sir=1,

Ky(1+ E(Q)F0=0)t ™77, Vt>0 sir>1

ot 7o et K3 sont des constantes positives indépendantes de E1(0) et py est une constante
positive dépendant de Ey(0) d’une maniére précise.

Nous tenons a préciser que pour se débarrasser des termes d’ordre inférieur génants
dans la situation présente, on utilise le probléme auxiliaire

A%z = ay dans Q
(4.14) -

z=—=0surl.

:31/

L’équation des ondes avec potentiel. Considérons 1’équation des ondes avec poten-
tiel du type

y" — Ay + py + ag(y’) = 0 dans Q x (0, 00)
y=0sur I x (0,00)

y(0) = y° dans Q

y'(0) = y' dans Q

(4.15)

oup € L™(Q), p>0 p.pdans Q et

m=2s1N=1
(4.16) {

m >N si N > 2.

Pourvu que |p|y,, soit suffisamment petite, des résultats analogues aux théorémes 1.1,
1.2, 1.4, 1.7 et 1.8 peuvent étre obtenus en utilisant la méthode ci-dessus.
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L’équation des ondes généralisée. Dans cette sous-section, on utilise la convention
de sommation sur les indices répétés et 0; désigne %. Considérons I’équation des ondes
généralisée
y" — 0i(ai;05y) + ag(y') = 0 dans Q x (0,00)
y=0sur I x (0,00)

y(0) = y° dans Q
y'(0) = y* dans Q

(4.17)

ou les coefficients a;; € C’Z(Q) satisfont

(4.18) {a”:a” N i
dmg > 0: ai]‘(w)fif]‘ > mo&i&;, VE= (fl) e R, Vze.

D’apres Komornik [13], Lagnese [18] et Tcheugoué [30], on peut utiliser la méthode
ci-dessus pour obtenir un taux de décroissance explicite pour 1'énergie de (4.17) sous la
condition restrictive

Oa;;

(4.19) (aij(x) — 2my(x) .

(l‘)>€i§j >0, V¢=(&) e RY, Vaeq.
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