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4 Chapitre 0. Introduction

Introduction

La notion d’exposants pour une équation ou un systeme différentiels
linéaires caractérise 'ordre de croissance des solutions en un point singulier.
L’objectif de cette these est d’obtenir un analogue de la relation de Fuchs
(2) ci-dessous, pour un systeme différentiel d’ordre n

dX

— = AX (1)

méromorphe sur P! (C), & singularités régulidres.
Pour une équation différentielle

y(") + an_l(z)y(”_l) +...+ap(2)y=0

fuchsienne sur P'(C), c’est-a-dire a singularités régulicres, la relation de
Fuchs relie les exposants ef, ... ,e), a savoir les ordres maximaux de crois-

sance de n solutions indépendantes, en les points s € P'(C), par la formule

> (Z o - ”) ~ —n(n—1). @)

s€PL(C)

Contrairement & d’autres problemes d’évaluation d’invariants de systémes,
celui-ci ne peut se résoudre, méme théoriquement, a I'aide du lemme du vec-
teur cyclique. Ce dernier permet de ramener tout systeme dX/dz = AX
au “systeme-compagnon” d’une équation différentielle via une transforma-
tion de jauge A;p) = P~1AP — P71dP/dz, correspondant au changement
de fonction inconnue X = PZ. Mais il n’existe en général pas de vecteur
cyclique dans la catégorie holomorphe, constituée des transformations qui
ne modifient pas 'ordre de croissance des solutions.

Pour un systeme différentiel fixé, la bonne notion d’exposants en une
singularité réguliere z = s a été définie par A. H. M. Levelt comme celle
des ordres de croissance maximaux ef, ... ,e; d'un systéme fondamental de
solutions du systéme (1) par rapport a une valuation convenable. Cette dé-
finition, qui sera rappelée au paragraphe 3.1.1, est de nature locale. Aussi
nous placerons-nous au voisinage d’une singularité réguliere, disons en z = 0.



Nous noterons k = C{z}[27] le corps des germes de fonctions méromorphes
a lorigine, et R = C{z} le sous-anneau des germes de fonctions holo-
morphes. Pour un anneau S, nous noterons M, (S) l'algebre des matrices
carrées d’ordre n, et GL,,(S) le groupe des matrices inversibles dans M,,(S).

D’apres des résultats classiques sur les systemes sur £ & singularité ré-
guliere, il existe toujours un triplet (2,7, L) ou

i) Q€ M, (R),

1) la matrice T est diagonale et ses éléments diagonaux T; € Z vérifient
T = ... 2T,

iii) la matrice L € M, (C) est triangulaire supérieure, & éléments diago-
naux L;; dans la bande {z € C, Re(z) € [0,1[},

tel que
Y =Q(z)z1 2 (3)

soit une matrice fondamentale de solutions du systeme. Il faut remarquer
que les matrices €2 ont un déterminant non identiquement nul, et induisent
donc des transformations de jauge (méromorphes).

Supposons les exposants de Levelt ordonnés de telle sorte que la suite
(N;)i-1,..n des parties entieres de leurs parties réelles Re(ey) soit décrois-
sante. La définition de Levelt permet de choisir pour matrice 1" la matrice
N des éléments N;, et I'on a alors N; + L;; = eg pour tout i =1,... ,n.

Cette écriture, connue sous le nom de forme normale de Levelt donne, a
partir de la relation de Liouville d(det))/dz = (Tr A)det), et de 1'égalité
(dY/dz)Y~! = A, les équations

Tr A= i(log detQ)) + N + il (4)
dz z z

dQ 1
A= —Q '+ QN+ NLzM)Q L (5)

dz z

En prenant les résidus en 0, on déduit facilement de (4) la relation
Z ¥ — ResgTr A — ordgdet(2 (6)
i=1

ou ordg désigne I'ordre d’une fonction en z = 0. Ainsi 'ordre ordg(det2) du
déterminant de ) en z = ( mesure-t-il la différence entre la somme > 7 €?
des exposants et la somme des valeurs propres du résidu A_; de A. Comme
) est une fonction holomorphe, on a ordgdet{2 > 0, et c’est en appliquant le
théoréme des résidus sur P*(C) que Bolibrukh ([Bo3], prop. 1. 2. 3., p. 24)

démontre I'inégalité

> (Ze) < 0. (7)
) \i=1

seP(C
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En remarquant que N + 2V Lz~ est holomorphe en 0, on déduit de (5) que

ordpdet) + ordgA + 1 > 0. (8)

On voit ainsi que généraliser la relation de Fuchs revient & majorer la quan-
tité ordpdet). Or, la démonstration de I'existence de formes normales de
Levelt ne permet pas a priori de le faire.

La situation se simplifie considérablement dans le cas particulier ou la
matrice A admet un péle simple. Si la matrice A s’écrit A(z) = A 1271 +
Ag+ A1z 4+ ..., Gantmacher montre qu’il existe une matrice fondamentale
de solutions de la forme (3) ou 2(0) est inversible, et que nous appellerons
forme normale de Gantmacher. Nous sommes dans la situation favorable ou
la matrice 2 admet un inverse holomorphe. On déduit de (5), que les nombres
N;+ L;; sont alors égaux aux valeurs propres de la matrice A_1. La définition
de Levelt est compatible ici avec la construction de Gantmacher, en ce sens
que les N; + L;; de Gantmacher sont égaux aux exposants e?. Mais on ne
sait pas si 'on a mis en évidence la méme matrice €). Ici, cela ne pose pas
de probleme, puisque, pour toutes les formes normales, on a ordgdet{) = 0.
C’est ainsi que, pour un systéme n’ayant que des pdles simples (y compris
a l'infini), Bolibrukh démontre 1'égalité

> (3e) -0

sePI(C) \i=1

(¢f. [Bo3], prop. 1. 2. 3., p. 24). Les exposants sont alors définis algébrique-
ment, et le polynéme det(A_; — A\I) permet de les calculer. En revanche, si
I’'on n’a pas un pole simple, il est nécessaire de comparer les jauges 2 pour
obtenir une relation entre les exposants.

Le chapitre 1 est consacré a ’étude des réseaux des k-espaces vectoriels
a connexion qui constituent le cadre naturel pour cette étude. On introduit
le langage des connexions ainsi que divers invariants sous I’action du groupe
GL,(R).

Nous interprétons ensuite les décompositions (3) dans le cadre algébrique
introduit ci-dessus. Nous montrons que la notion d’exposants reléve natu-
rellement de la notion de réseau.

Un calcul simple montre que les exposants associés a un systeme a pole
simple (qui sont les valeurs propres du résidu) sont invariants sous GL,,(R),
c’est-a-~dire qu’ils sont bien définis, pour une connexion réguliére, par rapport
a un réseau stable. On montre de méme que le nombre —ordgA — 1 est un
invariant de la connexion sous action GL,(R). On appelle rang de Poincaré
de la connexion pour le réseau considéré, le nombre sup(0, —ordpA — 1). La
trace du résidu de la matrice A est elle aussi invariante, et les équations (6),
(8) suggerent qu’il doit en étre de méme pour ordgdet(2.



A un systeme qui n’est pas a pole simple, une forme normale de Levelt
permet d’associer un systeme a podle simple de matrice

A =QtAQ — Q*l? G S )]

z oz
et donc des exposants. Nous montrons que toutes les formes normales de
Levelt d’un systeme donné fournissent les mémes exposants, car elles lui
associent des systémes a pole simple équivalents sous GL,(R), c¢’est-a-dire
un réseau stable. Nous montrons enfin que les réseaux stables associés a
deux systemes équivalents sous GL,,(R) sont égaux.

Il en résulte que la notion d’exposants d’une connexion est définie par
rapport & un réseau quelconque, tout simplement comme celle d’exposants
du réseau stable associé. Ces résultats nous amenent a définir le réseau de
Levelt auquel est consacré le chapitre 2:

Définition 2.1. Soient (V,V) un k-espace vectoriel muni d’une connezion
réguliere, et M un réseau de V. On appelle réseau de Levelt associé a M,
et ’on note My, le plus grand réseau stable de V' contenu dans M.

Ce réseau est bien défini, et il “résume” toutes les formes normales de
Levelt. En effet, pour toute base (e) du réseau M, toute forme normale
de Levelt du systéme associé & (e) fournit une jauge €2 qui transforme la
base (e) en une base de M. Réciproquement, pour toute forme normale
de Gantmacher Y = Q(2)z7 2% dans une base (e) de My, et toute jauge
W associant & une base de M la base (e) de My, la matrice fondamentale
(W (2)2(2))2L 2% est écrite en forme normale de Levelt. De plus, on obtient
de cette maniere toutes les formes normales de Levelt a partir des formes
normales de Gantmacher sur M7,.

Le nombre ordgdetf) s’interpréte alors comme un indice [M : Mp] du
réseau de Levelt dans le réseau de départ, et ¢’est I'indice minimal parmi ceux
de tous les réseaux stables. La différence entre le résidu ResyTr A de A dans
une base quelconque du réseau et la somme des exposants correspondants
est donc la plus petite possible. Plus précisément, en utilisant les propriétés
algébriques des notions introduites ci-dessus, nous établissons que les réseaux
de Levelt vérifient la propriété suivante.

Corollaire 2.6. Soient (V,V) un k-espace vectoriel a connexion réguliére,
M un réseau de V, et v le rang de Poincaré de V pour le réseau M. Soit
M, le réseau de Levelt associé a M. L’indice du réseau de Levelt My, dans
M wvérifie les inégalités
n(n —1
ré[M:ML]é%r.

En appliquant le théoréme des résidus, on déduit de (6) la généralisation

de la relation de Fuchs que nous recherchions et qui conclut le chapitre 2.
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On introduit a cette occasion la quantité

h(A) = Z sup(0, —ord,Adz — 1),
a€P1(C)

qui mesure de combien le systeme s’écarte du cas globalement a pole simple,
dit fuchsien dans [Bo3], et nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 2.12 (Relation de Fuchs globale). Soit dX/dz = AX un
systeme différentiel a singularités régulicres sur PY(C), et soient €5, ... e’
les exposants de Levelt associés en les points s € P1(C). Alors

10Dy < Y S < -hia)

seP(C) i=1

L’inégalité de droite ci-dessus précise I'inégalité (7) de Bolibrukh. Si le
systéme est fuchsien, on a h(A) = 0, et 'on retrouve [’égalité de Bolibrukh
rappelée plus haut.

Le chapitre 3 est consacré a diverses comparaisons entre les résultats
précédemment établis sur les exposants et les formes normales, ainsi qu’avec
d’autres réseaux canoniques existant dans la littérature (réseau saturé de
Gérard et Levelt, réseau de Deligne). Nous montrons en particulier le résultat
suivant.

Théoréeme 3.1. Les exposants de Levelt sont les valeurs propres du résidu
de la connexion pour le réseau de Levelt associé.

Ce théoreéme peut étre vu comme une nouvelle définition, purement algé-
brique, des exposants de Levelt. Il permet de généraliser cette notion au cas
formellement régulier, défini en remplacant dans ce qui précede le corps k
par le corps K = C((z)) des séries formelles méromorphes en 0, et de définir
les exposants indépendamment de questions de convergence ou d’ordre de
croissance.

Ce formalisme se préte bien également a ’étude des constructions tenso-
rielles d’un espace vectoriel & connexion (V, V) donné, qui sont traitées dans
le chapitre 4. Pour toute construction C'(V') de V, (obtenue par application
finie des opérations de dualité, de quotient, et de produits, tensoriel, exté-
rieur ou symétrique), il existe une connexion canonique C'(V) induite par
V sur C(V), et si V est une connexion réguliere, toute construction C(V)
est encore réguliere. On peut donc définir le réseau de Levelt de la construc-
tion C'(M), ou M est un réseau de V. Comime la stabilité est conservée par
constructions, la propriété de maximalité du réseau de Levelt entraine que

C(M)L > C(Mg). (9)

Pour le dual de l'espace & connexion (V,V) cela conduit & introduire le
plus petit réseau stable M% contenant M que nous appelons “co-réseau de



Levelt”. Nous démontrons que le réseau de Levelt (M™*)r, associé au réseau
dual M* de M est le dual (M1)* du co-réseau M’ de M.

Pour les autres constructions, la relation (9) permet méme, en géné-
ral, d’affiner la majoration obtenue par la proposition 2.6. Ainsi, pour la
construction End(V) = V ® V* appliquée a la connexion V de rang de
Poincaré r sur le réseau M, nous obtenons I'inégalité

[End(M) : End(M)] < n?(n — 1)r.

Nous développons enfin en Appendice un algorithme qui applique les
résultats relatifs au réseau saturé de Gérard et Levelt des chapitres 3 et 4,
et nous obtenons des résultats numériques sur les exposants par ’exécution
de cette procédure sur le logiciel MAPLE de calcul formel.
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Chapitre 1

Réseaux des espaces
vectoriels a connexion

Soitt K = C((z)) le corps des séries méromorphes formelles, muni de
la dérivation = zd/dz, soient O = CJ[[z]] anneau de valuation de K
pour la valuation z-adique v, et Q}(C le K-espace vectoriel des 1-formes
différentielles sur C. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n muni
d’une connexion, c¢’est-a-dire d’une application C-linéaire

V:V — Vg Qe
vérifiant, pour tout f € K et tout v € V, I'identité de Leibniz
V(fv) =v®df + fVu.

Le K-dual de Q}ﬂc est le K-espace vectoriel Derc(K) des C-dérivations de
K. 1l est de dimension 1, et la valuation v s’étend a Derc(K) en posant
v(0) = v(f) pour tout élément J = fd% de Derc(K). Pour toute dérivation
0 € Derc(K), on note Vy la composée de V avec

VOr Qe — V
VROw — w(d)w

L’application C-linéaire Vg de V dans V s’appelle dérivée covariante le long
de la dérivation O et vérifie pour tout f € K et tout v € V

Vo(fv) = 0(f)v+ fVa(v).

On dit qu’un vecteur v est horizontal pour la connexion V si V(v) = 0.
Pour une base (€) de V', on note e; le i-eme vecteur de (e) et v = Y1 | z;e;
I'écriture de v € V' dans la base (e). On a alors

n n

Va(v) = Z A(z;)e; + Z z;Val(e;).

i=1 i=1
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Soit A = (Aj;) la matrice, notée également Mat(Vy, (e)), définie par la
formule

n
Va(ej) = _ZAijei (11)
i=1
pour j = 1,...,n.Siv €V est représenté dans la base (e) par la matrice-
colonne
z1
X —
Tn

le vecteur Vy(v) est représenté par la matrice-colonne 09X — AX. Résoudre
un systeme 0X = AX revient a chercher les vecteurs horizontaux pour une
connexion associée.

Pour une autre base (¢) de V' dans laquelle le vecteur v a pour coordon-
nées Y =" (y1,... ,yn), le changement de base de matrice P € GL,(K) de
(e) vers (¢) donne lieu au changement de coordonnées X = PY. Le méme
vecteur V(v) est alors représenté dans (¢) par Y — Ajp)Y, ol la matrice
A(p) est donnée par la transformation dite de jauge :

Ay = PTTAP — PT'O(P). (1.2)

Définition 1.1. On appelle réseau de V un O-module M engendré par une
base de V. Si (e) est une base de V, on note R(e) le réseau engendré par

©OF
Nous rappelons la définition suivante (voir [G-L], p. 164).

Définition 1.2. On dit que la connexion V est réguliere s’il existe un ré-
seau stable sous ’action de V.

Lemme 1.1. Un réseau A de V' est stable sous laction de Vg si et seule-
ment s’il existe une O-base (e) de A telle que la matrice A = Mat(Vy, (e))
soit a coefficients dans O. Cette propriété est alors vraie pour toute base de

A.

Démonstration : Comme 'anneau O est stable par 6, la propriété du lemme
découle de la formule (1.1). Cette condition ne dépend pas de la O-base de
A choisie. En effet, si (¢) est une autre base de V, le réseau R(e) engendré
par (e) coincide avec le réseau R(e) si et seulement si la matrice de passage
P de (e) a (g) est un élément de GL,,(O). D’apres (1.2), si A € M,(O), on
a bien A[p] S Mn(O)
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1.1 Valuation associée a un réseau

Pour tout réseau A de V' on définit une valuation v, sur ’espace vectoriel
V', en posant pour tout x € V

va(z) = sup{k € Z, = € zFA}.

Pour tout réseau M de V et plus généralement pour toute partie non vide
M d’un réseau, on pose

= i f
A (M) zlngA(x)’

en convenant que vp (M) = oo si M = (0).
On établit facilement le lemme suivant (voir [G-L], p. 189 et suiv.).

Lemme 1.2. Soit A un réseau de V.

1. Pour tout x € V, et toute O-base (e) de A, soit x = Y ;| xie;
Décriture en coordonnées de x dans (e). On a alors
vpA(z) = min v(z;).
i=1,...,n
2. Pour tout réseau M de V', et toute famille (e1,... ,em) de V engen-

drant le réseau M sur O, on a

vA(M) = min wvp(g).

1=1,....m

La valuation va (M) est égale a l'unique entier k € Z tel que z=*M C A
et z7F=1M ¢ A.

Définition 1.3. Un réseau M de V est dit A-centré si vp(M) = 0.
Lemme 1.3 (Propriétés de vy). Pour tout xz,z € V et tout o € K, on a
i) va(z) = 0 si et seulement si x € A.
i) va(ax) = v(a) + va(z)
111) va(z + &) = min(vp (z), vA(Z)).
Pour tous réseauz M et M de V,ona
i) vaA(M) =0 si et seulement si M C A
v) vaA(M) <wva(M) si M ¢ M

vi) vA(M + M) = min(vy (M), vp(M)).
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Démonstration :
i) i), iv) et v) sont des conséquences directes de la définition de vy.

i) Le réseau z*A est stable pour 'addition. On a par conséquent
min(va(z),v7(2)) = sup{k € Z/ x € 2"A et & € 2FA}
< sup{k €Z ) x4+ 7 € 2PA} = vp(x + 7).

vi) Par iii), on a vM]\{[—i—M) > IINIiIl(UA(M),UA(M)). D’autre part, comme
MCM+Met M C M+ M, on déduit de v) que

vA(M + M) < min(va (M), vp (M)).

¢

1.2 L’indice projectif

La puissance extérieure maximale A"V de V est un K-espace vectoriel
de dimension 1. Pour tout réseau M de V, le O-module \" M est un réseau
de \" V. Si () désigne une O-base de M, le O-module \" M, de rang 1,
est engendré par 1 A ... Ae,. En particulier, si M est contenu dans M, on
aN'"Mc \"M.

Définition 1.4. Etant donnés deur réseaux A et M de V', on appelle indice
projectif de M dans A [’entier

[A s M] = vpn o (/\ M) — noa(M).

Pour le calcul de [A : M], il suffit de se donner ¢ € Autg (V) tel que
»(A) = M, et une base (e) de A. On a alors

vara (A M) = v(det()p)
et vA(M) = min va(p(e;)).

=1, \n
Avec les notations précédentes, on a alors le résultat suivant.
Lemme 1.4. Soit P = (P;;) la matrice de ¢ dans (e). En posant
v(P) = 1£§%nv(3j)’ on a
[A: M] =wv(det P) — nv(P).
Remarque 1.1. On appelle [A : M] indice projectif car, pour tout k € Z
[A:2FM]=[A: M].

Pour simplifier la rédaction, nous dirons seulement “indice” lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité possible.
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Comme vy (27 "AM) M) = 0, il existe dans toute classe d’homothétie de
réseaux un réseau de valuation nulle dans A. On notera Ny (M) = z=a(M) pf
le réseau “recentré” de M par rapport a A.

Notations 1.5. On note L l’ensemble des réseaux de V', Ly celui des ré-
seaux Vg-stables et L Uensemble des réseaux A-centrés.

1.3 Diviseurs élémentaires dans un réseau

On peut d’apres la remarque 1.1 calculer 'indice de tout réseau M dans
un réseau donné A a partir de n’importe quel réseau homothétique & M. Par
le théoreme des diviseurs élémentaires dans I’anneau principal O, on sait que
si M C A, il existe une unique suite croissante d’entiers k1 < ... < k, et
une base (e) de A telles que (2Feq,... , zFne,) soit une base de M.

Si M est un réseau quelconque, on a z~AMAf © A, et M admet donc
toujours une base de la forme ci-dessus.

Définition 1.6. Soient A et M deux réseaux de V.

1. On appelle (abusivement) diviseurs élémentaires de M dans A les
nombres k1 = Iy +vaA(M),... ky = L, +op(M) ou 2", ... 2" sont
les diviseurs élémentaires au sens usuel de z~"AIDM dans A.

2. On appelle base de Smith de A pour M toute base (e) de A telle que
(Mey, ..., 2Fne,) soit une base de M.

3. On appelle multiplicité d’un diviseur élémentaire k; le nombre m(k;)
d’indices j tels que kj = k;i. On posera m(l) = 0 si I n’est pas un
diviseur élémentaire de M dans A.

Avec les notations ci-dessus, 'indice est donné par la formule

n

(A M=) (ki — k). (1.3)

i=1

Nous écrirons les diviseurs élémentaires sous la forme ky A (M), ... , k, A (M)
pour préciser si nécessaire les réseaux concernés, et on posera alors

EA(M) = (kia(M),... koa(M)).

Remarque 1.2. Par le lemme 1.2, il est clair que kj A (M) = vp(M). On
en déduit que le réseau M est inclus dans A si et seulement si k1 > 0, et
I'on peut alors considérer le quotient A/M.

Lemme 1.5. Soit M un réseau de V inclus dans A. Le O-module de torsion
A/M est un C-espace vectoriel de dimension finie.
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Démonstration : C’est une conséquence de [Bou|, n® 7, §4, p. 258.

¢

Remarque 1.3. On peut voir que si eq,... ,e, est une base de Smith de
A pour M, et k1 < ... < k, les diviseurs élémentaires de M dans A,
alors (e, zeq,... , 27 1ler ez, 783, ... , M2 1eg, ..., 2"~ 1E)) est une C-base

de A/M, ou € désigne la classe de e modulo M, pour tout k =1,... ,n.
Remarque 1.4. Le réseau M est A-centré si et seulement si k1 = 0.

Nous rameénerons souvent un réseau a son représentant A-centré. Don-
nons quelques définitions et résultats propres a cette classe de réseaux.

Lemme 1.6. Soit M un réseau A-centré de V. L’indice projectif de M dans
A vérifie
[A: M| = dimc(A/M).

C’est une conséquence de la remarque 1.3. On peut alors établir que
'indice décroit sur £A.

Lemme 1.7. Soient M et N deux réseaux de V supposés A-centrés. Si
NCM, ona
[A: M]<[A:NJ.

Démonstration : Par I'isomorphisme canonique
A/M ~ (A/N)/(M/N),
on a clairement

dime (A/M) = dimg(A/N) — dime(M/N).

&

1.3.1 Rang d’un réseau

Définition 1.7. On appelle rang de M dans A, et on note up (M), le nombre
de diviseurs élémentaires nuls de M dans A.

Proposition 1.1. Soit M un réseau A-centré. Pour tout automorphisme ¢
de V tel que o(A) =M, on a

pa(M) = rgc(®)

ot rgc(P) désigne le rang de application C-linéaire @, induite par ¢ sur

A/zA.
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Démonstration : Soit ¢ € Autg (V) tel que ¢(A) = M. Dans toute base (e)
de A, la matrice P de ¢ admet le développement P = Py + Pz 4+ ..., ou
les P; sont des matrices constantes. Le théoreme des diviseurs élémentaires
entraine Pexistence de deux matrices carrées @ et R dans GL,,(O), telles que
QPR = diag(zkl’A(M), e ,zkn,A(M)). Le nombre de diviseurs élémentaires
nuls de M dans A est donc égal au rang de la matrice Py. Si 'image de A
par un K-automorphisme ¢ de V' est un réseau A-centré, on peut considérer
¢ comme une application O-linéaire de A dans le sous-O-module M = ¢(A)
de A. Pour calculer le rang pp (M), il suffit alors de considérer le “terme
constant” de cette application. Plus précisément, comme zA est un réseau
inclus dans A, on déduit du lemme 1.6 que le quotient A/zA est un C-espace
vectoriel de dimension n, puisque ses diviseurs élémentaires sont (1,...,1).
Comume on a l'inclusion

o(zA) = zp(A) = zM C zA
I’application ¢ induit une application C-linéaire

P:A/zA — AJzZA

dont la matrice dans la base (e), image de (e) dans A/zA, est précisément
Py
¢

Corollaire 1.2. Soient N C M deux réseauxr A-centrés. Les rangs de M et
N dans A vérifient

pa(N) < pa(M).

Démonstration : Soient ¢, € Autg (V) tels que ¢(A) = M et )(A) = N.
Comme N =1(A) C ¢(A) = M, on en déduit que

P(A) Cp(A),

et on applique la proposition 1.1.

&

1.4 Calcul des diviseurs élémentaires et de leurs
multiplicités

Nous utilisons ici le rang pa (M) pour déterminer les diviseurs élémen-
taires d’'un réseau M dans un réseau de référence A, ainsi que leur multipli-
cité. Soit M un réseau A-centré. Pour tout entier k, les @-modules zFA et
M N 2*A sont encore des réseaux, et la fonction

Ev:7Z — N
kov—  pep(M N 2RA)
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est bien définie.

Proposition 1.3. Pour tout réseau A-centré M, la fonction &pp vérifie les
propriétés suivantes :

i) & est croissante et ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

ii) Si&n(k —1) < &ar(k), alors k est un diviseur élémentaire de M dans
A.

ii1) Avec les notations de la définition 1.6, si l'on note m(€) la multiplicité
d’un diviseur élémentaire £ on a

En(k) = _m(0)

o<k

Démonstration : Soit (e) une base de Smith de A pour M. Il existe une base
de M représentée dans (e) par la matrice

k
FALY IR

0 LI

ou k; est un diviseur élémentaire de M dans A, de multiplicité u;, et I;
désigne la matrice identité d’ordre t. Le réseau M N zFA est engendré par
une base représentée dans (e) par les colonnes de la matrice

Zhr 110 0

¢
2,

g hsiki<k
v I{JZSII{JZQI{?,

ce qui donne bien le nombre &y (k) de diviseurs élémentaires nuls de M NzFA
dans 2FA.

¢

On déduit encore de la croissance de la fonction p le lemme suivant.

Lemme 1.8. Soient M C N deux réseaux de V. Pour tout k € Z, on a

Em(k) < En(k).
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1.4.1 Amplitude relative de deux réseaux

Définition 1.8. On appelle amplitude relative de deux réseaux M et A la
quantité a(A, M) définie par

a(A, M) = ko A(M) — ky A (M).
L’amplitude vérifie les propriétés suivantes.
Lemme 1.9. Soient A et M deux réseauz de V.
1. L’amplitude relative est symétrique : a(A, M) = a(M, ).
2. [N,M]+ [M,A] =na(A,M).
3. Pour tout réseau N de V tel que N C M et vpA(N) = va(M), on a

a(M,A) < a(N,A).

Démonstration : Soit ky(M) = (k1,... ,k,) la suite des diviseurs élémen-
taires de M dans A. On a donc kar(A) = (—kp,...,—k1), et Pon trouve
alors

1. G(M, A) = k}n’]\{(A) — kl’A{(A) =—-ki+k,= a(A, M)

n n n

2. [A,M]+ [M,A] = Z(ki — k1) + Z(_kn-i-l—i + kn) = Z(kn — k1)
_ na(A7M) =1 =1 =1

3. D’apres la proposition 1.3, on a n(kya (V) = n. Le lemme 1.8 en-
traine que {n(kn,A(NV)) < Eamr(knaA(N)), d'olt Ear(kn,a(N)) = n. Par
conséquent, on a kp A (M) < k, A (N).

Comme ky A(N) = vpA(N) = vaA(M) = k1 A(M), on obtient 'inégalité
knA(M) —kia(M) < kya(N) — ki a(N).

%

Remarque 1.5. L’amplitude relative est également une quantité projective
au sens oi1 'on a, pour tout k € Z, a(A, 28 M) = a(A, M).
1.5 Invariants de V associés a un réseau

Se donner un réseau A engendré par une base (e) dans un K-espace
vectoriel a connexion (V,Vy) revient a considérer la classe d’équivalence

{8X = A[p]X, Pe GLn(O)}
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de systemes différentiels modulo action de jauge (1.2) de GL,,(O) sur la ma-
trice A = Mat(Vy, (e)). Les matrices P € GL,,(O) et A € M,,(K) admettent
des développements en série sous la forme

P=Py+Piz+ P22 +...
ou P; € M,,(C) pour tout i, et Py € GL,(C), et
A=A,z "+ ...+ A1zt + A +...
ou r est un entier, A; € M,,(C) pour tout i > —r, et A_, # 0.
La matrice Ajp) s’écrit alors, d’apres (1.2)
App = (PyTAL PRz + .. (1.4)
En particulier, la valuation r reste inchangée. Ainsi, a la différence de GL,, (K),
l'action de GL,,(O) conserve les quantités suivantes.
1.5.1 Le rang de Poincaré

Dans la théorie classique, on appelle rang de Poincaré d’un systéme sin-
gulier dX/dz = AX le nombre —v(A) — 1. Nous en donnons la définition
intrinseque suivante, correspondant au systeme exprimé avec la dérivation

0.

Définition 1.9. On appelle rang de Poincaré de la connexion V sur le ré-
seau A [’entier
T(va A) = ma‘X(Oa —UA (VG (A)))

Remarque 1.6. Le réseau A est stable sous l'action de Vjy si et seulement
sir(V,A) =0.

Remarque 1.7. Pour toute dérivation d, on a

r(V,A) = max(0, —va(Vg(A)) +v(0) — 1).

1.5.2 La trace du résidu
On peut définir la trace du résidu de la contraction de la connexion V
avec d/dz. En effet, soit A = Mat(V 4, (e)) et P € GL,(O). En notant Tr
dz
la trace d’une matrice, et Resp le résidu en z = 0 d’une fonction (& valeurs
matricielles éventuellement), on a
-1 -1 dP
TrReso(Ajp)) = TrReso(P™"AP) + Res(P d—)
2z
= ResgTr (P71AP)) +0
= ResyTr A
= TrResgA
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car P71dP/dz est sans pole si P € GL,(O).

L’application Vg induit sur 'espace vectoriel A"V une connexion natu-
relle, notée A" V, qui est réguliere (voir & ce sujet le chapitre 4). Comme
A"V est de dimension 1, tout réseau de A"V est stable par A" V (¢f. [M]).
L’application A" Vg induit donc sur le C-espace vectoriel A" A/z A" A, éga-
lement de dimension 1, un endomorphisme A"(Vy), c’est-a-dire la multipli-
cation par un nombre complexe que nous noterons encore \"(Vy). Nous
pouvons alors poser la définition suivante.

Définition 1.10. On appelle trace du résidu de la connexion V sur le réseau
A le nombre complexe

n

T(va) = /\(VO)
Lemme 1.10. Si M est un réseau A-centré, on a
[A: M]=7(V,A) —7(V,M).

Démonstration : Soit P € GL,,(K) la matrice de passage d’une base (e) de
A & une base (¢) de M. Soient A = Mat(Vdi, (e)) et B = Mat(Vdi, (€))-
En réécrivant la formule de transformation’ de jauge (1.2) sous la forme
dP/dz = AP — PB, on trouve d(detP)/dz = (Tr A — Tr B)det P. On prend
alors les résidus des deux membres, et I'on obtient

4 detP
detP

Resg =[A: M] =Reso(TrA—TrB) =71(V,A) —7(V,M).

%

D’apres la formule (1.4), 'action de P € GL,,(O) transforme une matrice
a pdle simple en une matrice a pole simple dont le résidu est conjugué du
précédent par P(0).

Définition 1.11. Soit A un réseau Vy-stable de V. On appelle résidu de V
sur le réseau A ’endomorphisme ResaV induit sur A/zA par la connexion
V.

Dans une base quotient (e) de A/zA, la matrice de RespV est le résidu
de la matrice de la connexion V 4 exprimée dans (e).
dz

Lemme 1.11. Soit A un réseau Vg-stable de V. Pour tout k € Z, le réseau
2PN est Vg-stable, et pour toute base (€) de A on a, en notant (zFe) la base
de zFA homothétique de (e),

Mat(Res,x AV, (2¥e) = Mat(Resa V, (e)) — kI,

ou I est la matrice identité d’ordre n.
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Démonstration : Soit A la matrice de Vg dans la base (e). La matrice de Vy
dans la base (zFe) est égale a

Apkn = 27FAZR 2 7R(FT) = A kI

¢

1.5.3 Le rang polaire de la connexion

Pour tout P € GL,(0O), le terme “le plus polaire” de la matrice Arp
s’obtient en conjuguant le terme le plus polaire de la matrice A par P(0).
Autrement dit, (Apj)—, = P(0)"*A_,P(0), ou r désigne le rang de Poincaré
du systéme (1). En particulier, le rang de A_, est invariant. Nous I'appelle-
rons le rang polaire de la connexion. Sa définition intrinseque est la suivante.

Définition 1.12. Soit A un réseau quelconque de (V,V) et soit r = r(V, A)
le rang de Poincaré de V sur A. On appelle rang polaire de la connexion V
sur le réseau A lentier n(V,A) défini par :

U(V A) - rngTv9’

ot, 2"V désigne, comme dans la proposition 1.1, application induite par
2"V sur le quotient A/zA.
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Chapitre 2

Le réseau de Levelt

Soit (V, V) un K-espace vectoriel de dimension finie & connexion régu-
liere, et A un réseau quelconque, fixé, de V. Nous reprenons les notations de
la page 14 concernant les ensembles de réseaux de V.

Proposition 2.1. L’ensemble des réseaux stables par Vg et contenus dans
A admet un unique élément mazimal pour Uinclusion.

Démonstration :
A étant un module de type fini sur anneau principal O, il suffit de
vérifier le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate.

¢

Lemme 2.1. Soient M et M deuz réseauz de V. Le réseau M + M vérifie
les propriétés suivantes :

1. Si M et M sont Vg-stables, il en est de méme pour M + M.
2. M+ M= M si et seulement si M > M.
On peut alors poser la définition suivante.

Définition 2.1. On appelle réseau de Levelt associé a A, et l’on note Ay,
le plus grand réseau de V' (pour Uinclusion) contenu dans A et stable par

V.

Proposition 2.2. Soit (V,V) un K-espace vectoriel de dimension finie a
connezion réguliére et A un réseau. Le réseau de Levelt A associé a A
vérifie les propriétés suivantes :

1. va(Arp) = 0, autrement dit A est A-centré.

2. Pour tout réseau Vg-stable M, on a [A : Ap] < [A : M]. De plus, si
[A:Az] =[A: M), alors il existe k € 7 tel que M = zFAy.

3. A= Y M.
MELyoNLA
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Notons que le réseau de Levelt peut également étre défini comme le seul
réseau stable vérifiant & la fois 1 et 2. Pour démontrer la proposition 2.2,
nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2. Soient M et M deux réseaux A-centrés.
1. Le réseau M + M est A-centré.
2. [A: M+ M] < min([A : M], [A : M]).
8. [A: M+ M) =I[A: M) si et seulement si M > M.

Démonstration : Les réseaux M et M sont tous deux contenus dans M + M.
D’apres la proposition 1.3, vi) , on a

vA(M + M) = min(vy(M),vp(M)) = 0,

ce qui démontre 1. Le lemme 1.7 entraine que

[A:M+M]<[A:M]et [A: M+ M]<[A: M],

ce qui démontre 2. )
Donnons-nous les O-bases (g) de M, (¢') de M + M, et (e) de A. Notons

Pe)—(f) la matrice de passage d'une base (e) a une base (f). Supposons que
[A: M+ M]=I[A: M.
D’apres le lemme 1.4, cela se traduit par
v(det Py (o)) = v(det Poy_(e)).

D’ou det P(El)_,(g) = det P(a’)—>(e) (det P(g)_)(e))il € O*. Comme M—l—M OM
on a Py € GLu(O) cest-a-dire M + M = M, dou M > M. La
réciproque est immédiate.

¢

Démonstration de la proposition 2.2 :

1. D’apres la définition 2.1, on a Ay, C A. La remarque 1.2 entraine que
va(Ar) = 0. D’autre part, si vA(Az) = k > 0, le réseau 2 FAp est
encore stable et contient strictement Ay, ce qui contredit la définition
de A L-

2. Pour tout réseau M stable sous Vyp, le réseau z "AQDN 4+ Ay est
stable par Vp et A-centré, d’aprés le lemme 2.1. Or z A Af 4 A
contient Az, done, par définition, z=AM) M + A; = Ay, dou M C Aj.
Le lemme 1.7 donne alors [A : Ar] < [A : M]. Par ailleurs, si I'on a
[A: M) =[A:Ag]alors on a [A: M] = [A: Ap + z=ABD M) et,
d’aprés le lemme 2.2, on déduit que 274N 5 Ay, d’on Pégalité
A Y
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3. Il suffit de montrer que 'expression >, M se réduit & une somme
MeLynLh

finie de modules. On sait que Pensemble Ly N LY est non vide par

hypothése. Fixons un réseau My € LyN LY. Soit M; un réseau A-centré

et Vy-stable. D’apres le lemme 2.2, on a Mg+ My SZ My si et seulement

si [A: Mo+ M) < [A: Mp]. On montre ainsi facilement par récurrence

I'existence d’un nombre fini de réseaux M, ... , M), € LoNLA, tels que

k k
S M=) Mj+M
=1 =1

pour tout M € Lo N LA 11 est alors évident que le réseau ainsi défini
est le plus grand réseau stable inclus dans A.

¢

Remarquons que si A est lui-méme stable par Vg, on a Ap, = A.

Remarque 2.1. Il existe d’autres réseaux stables canoniques (comme ceux
de Deligne ou de Gérard-Levelt). Leur construction obéit a une optique
différente. Nous les comparerons avec le réseau de Levelt au chapitre 3.

2.1 Invariants du réseau A associés a A;

2.1.1 Les exposants

Définition 2.2. On appelle exposants de l'espace vectoriel a connexion
réguliere (V, V) relativement au réseau A, les valeurs propres du résidu de
la connexion pour le réseau de Levelt associé.

Par définition, le réseau de Levelt de A est stable par Vy. Dans toute
O-base () de Ar, la matrice A = Mat(Vy, (g)) est a coefficients dans O.
Elle s’écrit par conséquent,

A:A0+A12+AQZ2+...

Les exposants de V pour A sont alors les wvaleurs propres de la matrice
Ao e M, ((C)

Remarque 2.2. Dans les termes du chapitre 1, la trace du résidu 7(V, Ap)
est égale a la somme de ces exposants.

Remarque 2.3. En un point régulier, les exposants sont tous nuls.
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2.1.2 Le rang de stabilité de A

Comme le réseau A, est canoniquement associé a A, on peut associer a
A les quantités introduites en 1.3 relatives au réseau de Levelt.

Définition 2.3. Nous noterons u(A) et appellerons rang de stabilité de A,
le nombre de diviseurs élémentaires nuls, c’est-a-dire le rang up(AL) (au

sens de 1.7) de A, dans A.

Proposition 2.3. Awvec les notations précédentes, on a

A)= max pup(M
p(h) = | maxua (M)
Démonstration : Soit M un réseau Vg-stable et A-centré. D’apres la pro-
position 2.2, le réseau M est contenu dans Ar. Il suffit alors d’appliquer le
lemme 1.2.

¢

2.1.3 Le diametre de stabilité de A

Définition 2.4. Nous noterons §(A) et appellerons diametre de stabilité de
A, Uamplitude relative a(A,Ap) de A et Ap introduite a la définition 1.8.

Lemme 2.3. Awvec les notations précédentes, on a

6(A)= min a(A, M
(4) MeLyneh (4, M)

Démonstration : Si M un réseau Vg-stable et A-centré, il est contenu dans
Ar. On conclut par le lemme 1.9.

&

Remarque 2.4. Ce lemme répond a une question de R. Schéfke. Le réseau
de Levelt de A n’est toutefois pas le seul réseau stable d’amplitude égale a

0(A) (cf. Appendice, Ex. 4, p. 74).

2.2 Relations entre invariants des réseaux et ma-
jorations

Le réseau de Levelt est d’apres la proposition 2.2 le réseau stable le
plus proche de celui de départ au sens de I'indice introduit dans 1.2. Nous
déterminons ici une borne pour cet indice. On a tout d’abord le résultat
suivant.

Proposition 2.4. Soit (V,V) un K-espace vectoriel a connexion, A un
réseau firé et r = r(V,A) le rang de Poincaré de la connexion relative-
ment a A. Soit A, le réseau de Levelt associé. Les diviseurs élémentaires
0=k <...<k, de Ap dans A vérifient la double inégalité

max (ki—|—1 — kz) <r< k‘n.

i=1,...,n—1



26 Chapitre 2. Le réseau de Levelt

Démonstration : Sir =0, on a A = A, et donc k1 = ... = k, = 0. Nous
supposerons dans la suite que r > 0. Soit (¢) une base de Smith de A pour
Ar. Nous noterons X = (x1,...,2,) un élément de Z" quelconque, z* la
matrice

2Tt 0

2% =

0 ZTn

et (2X¢) la famille (2%ey,... ,2%"&,). On notera Tr X = > | z;.

Si l'on note A = Mat(Vy, (¢)), la matrice de la connexion dans une base
(2%e) est

Mat(Vg, (2X¢)) = Apx) = (A 2%~ — 8 i) 1<ij<ne

Le réseau de Levelt Ar, de A est Vy-stable, donc A[Zg] € M,,(O) pour la suite

k= (k1,... ,ky,), ce que on peut traduire par
U(Aij) — ki + kj > 0pourl<i,j<n. (2.1)
Comme r > —v(A;;) pour tout 7, j < n, on en déduit I'inégalité

r < max (kj — ki) = kp.

1<i,j<n
D’autre part, comme [A : Ag] = > | k; est I'indice minimal d’un réseau
stable dans A, pour tout 7" = (t1,... ,t,) € Z" tel que Pon ait 0 =¢; < ... <

tn et Son it < S0 k;, le réseau engendré par (z7€) n'est pas Vg-stable.
En termes de matrice de la connexion, cela veut dire que A1) ¢ M, (O),
pour T' = (t1,... ,t,). En particulier, cela entraine l'existence d’un couple
d’indices (i(r),j(r)) € {1, .. ,n}? tels que

U(Ai(T)j(T)) = Ligg) + iy <0 (2.2)

Soit £ tel que kg1 > 1. Montrons que kg1 — k¢ < 7. On pose t; = k; pour
i<lett; =k —1pouri>{+1.1lexiste alors un couple (i,j) et ¢ = —1,0
ou 1 tels que

0>U(Aij)—ti-|—tjZv(Aij)—ki-i-kj-F&‘}&‘.

On adonci <l <l+1<jetv(A;j) =k —kj. Puisque v(4;5) > —r, on
en déduit que
keyr — ke < kj— ki <.

Comme r = —v(A), on a bien r > max k11 — k;.

i=1,....,n—1
%
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Avec les notations précédentes, on déduit de ce qui précede le résultat
suivant.

Corollaire 2.5. L’indice du réseau de Levelt vérifie les inégalités

(n*M)(n*uH)r

T<[AAL]< B

ou r désigne le rang de Poincaré de V sur A, et u le rang u(A) de Ay dans
A.

Lorsqu’il n’est pas possible de calculer p(A), on a néanmoins 'encadre-
ment suivant, plus large, obtenu en minorant p(A) par 1.

Corollaire 2.6. Avec les mémes notations qu’au corollaire 2.5, on a

rg[A:AL]ng

D’autre part, le rang de stabilité u(A) peut étre majoré directement a
partir de la matrice du systeme.

Proposition 2.7. Soit A un réseau instable de (V, V), de rang de Poincaré
r > 0. Soit n(V,A) le rang polaire de V sur A. Le rang de stabilité p(A) de
A wvérifie la relation

u(A) <n —n(V,A).

Démonstration : Reprenons les notations de la démonstration de la propo-
sition 2.4, et notons p = pu(A). Soit A_, = (AZ(»J-_T)) la matrice la plus polaire
du développement de A. D’apres la formule (2.1), on a v(A;j) > ki — k.
Comme 7 > 0, I'inégalité k; — k; > 0 entraine que AZ(-;r) = 0. Comme les k;
sont rangés par ordre croissant, la matrice A_, est strictement triangulaire

supérieure, et comme k1 = ... = k,, les p premieres colonnes de A_, sont
nulles. Le rang de A_, est donc au plus égal & n — p.

Corollaire 2.8. Avec les notations précédentes, supposons que le rang po-
laire vérifie n(V,A) = n — p(A). L’indice du réseau de Levelt Ar, de A est
alors mazimal et vaut

(n—p(A) +1)(n — p(A))

[A:AL] = 5 7.

La suite des diviseurs élémentaires de Aj, dans A est dans ce cas

ka(AL) = (0,...,0,7,2r, ..., (n— p(A)r).

m(A) fois
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Démonstration : La matrice A_, est triangulaire supérieure de diagonale
nulle, et, en notant pu(A) = p, ses p premiéres colonnes sont également
nulles. SirgA_, =n — pu, la “sur-diagonale” (A,L(';_:)l)i:#_i_l’.“ . e peut alors
contenir aucun zéro. Par conséquent, on a k;+1 — k; = r pour tout ¢ =

W, ... ,n — 1. La proposition 2.4 entraine alors ’égalité k;11 — k; = r pour
tout ¢ = p,... ,n— 1.
¢

On a également le résultat suivant, obtenu par la minoration p(A) > 1.
Corollaire 2.9. Awvec les mémes notations, sin(V,A) =n—1, on a

[A:AL] = WT.

Les diwviseurs élémentaires sont dans ce cas

kx(Ap) = (0,7,2r, ... ,(n—1)r).
Signalons encore le corollaire suivant.

Corollaire 2.10. Avec les mémes notations, si les diviseurs élémentaires
d’un réseau M dans A vérifient ka(M) = (0,0,...,0,r), alors on a

M=Aj.

Remarque 2.5. Le corollaire 2.9 suggere de préciser les liens entre les ma-
trices de diviseurs élémentaires et les transformations de “shearing” qui ap-
paraissent dans les procédures de réduction & une forme normale (de type
Fuchs ou Turrittin) dans les cas “nilpotents” ou les lemmes de Hensel-Sibuya
ne s’appliquent pas. Nous reverrons ces questions au chapitre 3.

Remarque 2.6. D’apres le lemme 1.10, 'indice du réseau de Levelt vérifie
également,

[A:AL] =7(V,A) —7(V,AL).
On peut rapprocher cette égalité de la relation (6).

Avec ces résultats, on peut majorer a prior: I’écart entre le systeme de
départ et le systeme a pole simple le plus proche. Ces majorations conduisent
a des estimations sur la somme des exposants.

2.3 Inégalités de Fuchs

2.3.1 Relation locale

Le corollaire 2.6 fournit des informations sur les exposants a partir de la
matrice du systeme différentiel donné.
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Proposition 2.11 (Relation de Fuchs locale). Soit dX/dz = AX un
systeme différentiel régulier, de rang de Poincaré r. Les exposants de Le-
velt e1,... ,e, associés a ce systéeme vérifient les inégalités

n(n —1) -

ResgTr A — Tr < Zei < ResgTr A —r.
i=1

Démonstration : Posons V = K™ et A = O™. On associe a A son réseau de
Levelt Ar. Pour toute matrice P dont les colonnes engendrent le réseau Ap,
la matrice Ajp] est a pole simple. Par définition, on a

Z e; = ResoTr Ap
i=1

= ResoTr (PtAP — P—l‘fl—P)
2
= RespTr A — v(detP)
Comme v(detP) = [A : Az, d’aprés le lemme 1.4, on conclut & P'aide du
corollaire 2.4.
%

Remarque 2.7. On peut également raffiner cet encadrement avec le rang
de stabilité p(A), mais les bornes ne sont peut-étre pas directement calcu-
lables.

2.3.2 Relation globale

Dans ce paragraphe, nous prendrons pour corps K le corps des fractions
rationnelles C(z), muni en tout point a € P*(C) de I'application de valuation
locale ord,. On note ord, A = min;<; j<n, ord,A;; I'ordre en a d'une matrice
A, et Res,—sf le résidu d’'une fonction f(z) au point z = s.

Définition 2.5. 57 la matrice A est a coefficients rationnels, on appelle
hauteur du systeme dX/dz = AX la somme des rangs de Poincaré du sys-
teme, c’est-a-dire

h(A) = Z sup(0, —ord,Adz — 1).
a€PL(C)

Lemme 2.4. Pour toute matrice A a coefficients dans C(z), on a h(A) =0

si et seulement s’il existe ay,... ,a, € C et A;,... , A, € My(C), tels que
A — Zp Ai
= 2li=1%a;-

Démonstration : D’apres la définition de la hauteur, si h(A) = 0, la forme
différentielle A dz est au plus & poles simples sur P*(C). Le résultat en dé-
coule directement (voir par exemple [Bo3], p.1).

¢
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Théoréme 2.12 (Relation de Fuchs globale). Soit dX/dz = AX un
systéme différentiel a singularités réguliéres sur P*(C). Les exposants de

Levelt €5, ... ,e5 associés a ce systéme en les points s € PY(C) vérifient
i< ¥ Y
e —— e;
2 sG]P’l((C)

Démonstration : Nous appliquons la proposition 2.11 en tous les points de
P!(C) en utilisant une coordonnée locale.

1) Sis # oo, le changement de coordonnée t = z— s transforme le systéme

dX/dz = AX en

dy
S = BOY (B)

ou B(t) = A(t + s). On a, d’apres la proposition 2.11,

n(n—1) -

Res;—oTr B — — s < Z e; < Resi=oTrB — ry
i=1
ou
rs = max(0, —ord;=gB dz — 1) = max (0, —ord,—sAdz — 1).

Comme Res;—oTr B = Res;—;Tr A, nous obtenons, pour la somme des
exposants a distance finie,

ZReSZ:sTrA — w er < Zzn:ef < Z Res,—sTr A — rs.

seC seC seC i=1 se C

2) Pour s = oo, on effectue le changement de variable ¢ = %, qui trans-
forme le systeme dX/dz = AX en

Yy
—=CY (FE
ou C(t) = —t%A(%) La proposition 2.11 donne dans ce cas
( n
Res;—qTrC — E e < Resi—oTr C' — r.

=1
Iei, oo = max(0, —ordi—oCdt — 1).
On a, d'une part, ord;—qC'dt = ord,—,,Adz, et de l'autre, par défini-
tion, Res;—oC' = Res,—A (c’est-a-dire le résidu a l'infini de Adz). 1l
en résulte que

n
Res,—ooTr A — ( Z e® < Res,—oo Tr A — 1,

i
=1
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d’ou finalement les deux inégalités
-1
Z Res,—,Tr A — M
seP1(C)

seP1(C) i=1

31
< Y Y«
seP1(C) i=1
< Z Res,—sTr A — Z T's.
seP1(C) s€P1(C)

Comme 7o, = max(0, —ord,—-cAdz — 1), on a bien 'égalité

> rs=h(A).

seP1(C)

Il suffit enfin d’appliquer le théoréme des résidus pour obtenir la relation

annoncée.

¢

Remarque 2.8. Les bornes données par le théoreme 2.12 sont optimales

(cf. Appendice, Ex. 3 et 4).
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Chapitre 3

Réseau de Levelt et autres
constructions canoniques

Dans cette partie, nous montrons que notre définition des exposants d'un
systeme différentiel régulier coincide avec celle de Levelt dans [Lel]. Nous
étudions ensuite le lien entre le réseau de Levelt défini au chapitre 2 et
d’autres réseaux canoniques, les réseaux introduits par Deligne dans [De],
et le réseau “saturé” de Gérard et Levelt (¢f. [G-L], p.166) canoniquement
associé a un réseau donné.

3.1 Compatibilité avec les exposants de Levelt

La définition des exposants introduite par Levelt est formulée dans le
cadre analytique. Nous considérons donc ici le corps k = C{z}[z7}] des
séries entieres convergentes méromorphes en 0. Le corps k est un sous-corps
différentiel du corps K = C((z)). L’étude classique des systemes & singularité
réguliere, par exemple dans [G] ou [Wal, établit la “convergence” des objets
introduits dans les chapitres 1 et 2, en particulier 'existence du réseau de
Levelt obtenu en remplacant ’anneau O = C|[z]] par 'anneau R = C{z}
des séries entieres convergentes en z = 0, ¢’est-a-dire 'anneau de valuation
dans k correspondant a la restriction de la valuation wv.

3.1.1 Rappel de la définition des exposants de Levelt

Nous suivons principalement ici la présentation de Beauville dans [Be].
Considérons un systeme différentiel

dX
dz
d’ordre n, holomorphe sur une couronne D* = {z € C, 0 < |z| < p}, ou

p > 0 est un réel arbitraire, et admettant un point singulier régulier en

z=0.

— AX (3.1)
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Soient p : D* —» D* un revétement universel de D* et log z une dé-
termination du logarithme sur D*. Pour toute matrice C' € GL,(C), on
note

log C

I'unique matrice de M,,(C) telle que eleC — (' et telle que ses valeurs

propres appartiennent a {z € C, Im(z) € [0, 27[}. Une fonction holomorphe

sur D* est dite a croissance modérée §’il existe un réel A\ tel que, pour

toute section holomorphe locale s de p, on ait limoz”\f(s(z)) = 0. On note
Z—>

Hmod(ﬁ*) I’espace des fonctions holomorphes sur D* & croissance modérée,
et 'on pose, pour f € Hyoa(D*),

0(f) = sup{k € Z tel que VA < k, Vs section de p, limoz*’\f(s(z)) = 0}.

Comme le systeme (3.1) est a singularité réguliere en z = 0, 'espace & des
solutions de (3.1) est un sous-C-espace vectoriel de (H,,oq(D*))™. On étend
la valuation ¥ a 'espace X en posant

v: X — Z
y=(fidi=t,.n — 0(y)= min o(f;)

Les ensembles X, = {y € X|v(y) > k} forment une filtration décroissante
de X. Considérons la suite des entiers N1 > ... > N,,, obtenue en répétant
dimg (X /X;41) fois entier ¢ quand ¢ parcourt Z. Il existe une base (y) de
X telle que 9(y;) = N; pour tout i = 1,... ,n et telle que la matrice G de la
monodromie du systéme exprimée dans (y) soit triangulaire supérieure (cf.
[Be], p.7). On pose L = 5-log G.

Définition 3.1. Awvec les notations précédentes, on appelle exposants de
Levelt du systeme (3.1) les nombres N1+ Li1,... , Ny + Lyy,.

On vérifie que cette définition ne dépend pas de la base (y) choisie.

La suite NVq,..., N, représente les mazima successifs de I'application ¥
([Lel], p. 375). En particulier, si 'on note )); la i-éme colonne d’une matrice
fondamentale ) de solutions de (3.1), et si 9(Qh) = ... = 0(Yy), alors
0(Y;i) < N; pour tout i = 1,... ,n (¢f. [Be], p. 7). Nous notons N la matrice
diagonale diag(Ny,... , Ny).

Le but de cette partie est d’établir le résultat suivant.

Théoréme 3.1. Les exposants de Levelt du systéme (3.1) sont égauzr aux
exposants, au sens de la définition 2.2, relatifs au réseau canonique O™, de
la connexion NV définie par (3.1) dans la base canonique de K™.
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3.1.2 Démonstration du théoréeme 3.1

Soit M T'ensemble des triplets (£2,7, L), que nous appellerons triplets
GLB dans la suite (pour Gantmacher-Levelt-Bolibrukh), ou

Q) est une matrice n x n non singuliére, holomorphe sur le disque
D = D* U {0},

T = diag(Th,... ,T),) est une matrice diagonale a coefficients dans Z,

L est une matrice constante dont les valeurs propres appartiennent au
sous-ensemble {z € C, Re(z) € [0,1[} de C.

En notant F 'anneau des fonctions holomorphes sur D*, on associe & tout
triplet (Q, T, L) le produit Qz” 2% dans I'anneau M,,(F) des matrices d’ordre
n & coefficients dans F, ol I'on note 2% = 1082,

On appelle matrice fondamentale de solutions de (3.1) (relativement &
F) tout élément Y € GL,, (F) tel que dY/dz = AY. On dit qu’'une matrice
fondamentale ) admet une factorisation GLB s’il existe un triplet GLB
(Q,T,L) tel que Y = Q272"

Définissons les ensembles MPiPle  composé des triplets GLB tels que
2T'Lz=" soit holomorphe, et Mt composé des triplets GLB pour lesquels
Ty > ... > T, et L est triangulaire supérieure, ainsi que leurs sous-ensembles
respectifs MEPE ot MET pour lesquels on impose de plus que ©(0) soit une
matrice inversible. Remarquons que Mt ¢ pMfaible o que Mot ¢ Aqfaible,

Nous rappelons, et rassemblons dans la proposition suivante, trois résul-
tats essentiels concernant les “formes normales” et la matrice N des parties
entieres des exposants (définie plus haut).

Proposition 3.2. Awvec les notations ci-dessus, on a:

i) Il existe (0, T,L) € M, o0 T = N, tel que Q2" 2" soit une matrice
fondamentale de solutions du systéme (3.1) (cf. [Bo3], p. 16).

i1) Si la matrice A admet en z =0 au plus un péle simple (c’est-a-dire
ordpA > —1), alors il existe (Q,T,L) € /\/l{)‘)rt, tel que QzT2E soit
une matrice fondamentale de solutions du systéme (3.1). De plus, les
nombres T; + Ly; sont les valeurs propres de la matrice résidu de A (cf.

[G], ch. XIV, §10, th.2, p. 157).

i) Si (Q,T,L) € M/¥ est tel que Y = Q212 soit une matrice fon-
damentale de solutions du systéme (3.1), on a v(Y;) = T; pour tout

i=1,...,n (c¢f. [Bo3], Cor. 1.2.1, p. 21).

L’application “développement de Taylor” permet de considérer A comme
une matrice a coefficients dans le corps K = C((z)), complété formel du
corps k = C{z}[z7!], et le systéme (3.1) comme une connexion réguliére
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V sur K". Le réseau de Levelt (O™)r associé a V et au réseau canonique
O™ de K™ est en fait défini sur 'anneau de valuation R de k, c’est-a-dire
(O™, = (R™)L @k K, ou (R™)L est le réseau de Levelt associé a R™ (voir
[Ma], prop 1.2). Il existe donc une matrice W holomorphe et inversible dans
M, (k), qui est la matrice de passage de la base canonique de k™ & une base
du réseau de Levelt (O")p, et telle que le systéme

iz
dz
de matrice B = W AW — W*1%W soit a poble simple. D’apres la pro-
position 3.2, il existe une matrice fondamentale ) = QzJY zL~ de (3.1) ou
(Q,N,L) € Mt ot une matrice fondamentale Z2 = QzNzE de (3.2) ou
(Q,N,L) € MPrt. Alors les N; + Lj; sont les exposants de Levelt ([Bo3], p.
16), et d’apres la prop. 3.2 (ii), les N; 4+ L;; sont les exposants de la définition
2.2.
Comme Y = WZ est également une matrice fondamentale de (3.1), il
existe une matrice C' € GL,,(C) telle que WZ = YC. On en déduit que

BZ, (3.2)

Wﬁzﬁzi = QN0 = QzNC'zC_lLC.

Dans ces conditions, e est la matrice de monodromie de Y, et €2 celle

de Z, donc de WZ = YC. On a ainsi L = C71LC, et wQ:N = Q:zNC. En
prenant la valuation des déterminants de ces matrices, on obtient la relation

v(detW) + v(detQ) + Tr N = v(detQ) + Tr N. (3.3)

La matrice ) est inversible dans M,,(R), d’ott v(detQ) = 0, et Tt N—Tr N =
v(detQ) —v(detW). Comme (22, N, L) € M, 1a matrice Q fait passer dans
k™ de la base canonique & une base d'un réseau stable N de k™ inclus dans
le réseau canonique R". La maximalité du réseau de Levelt entraine que
[R" : N = v(detQ) > v(detW), d’ott Pon déduit que Tr N > Tr N.

D’autre part, comme (Q,N,IN/) € /\/lgort, on a (WQ,N,IN,) e Mlort,
D’aprés la proposition 3.2 (iii), les colonnes Y; de Y vérifient o(Y;) > N;
pour tout i = 1,... ,n. Soit alors o une permutation qui réordonne les 1”)(571)
par ordre décroissant, de sorte que @(JNJZ) < No-1(;)- En sommant terme
a terme, on obtient I'inégalité D 1" | No—1; = i1 Nj. On en déduit que
Tr N = Tr N. Les deux suites étant décroissantes, on a N; = N; pour tout
1=1,...,n.

Par conséquent, le réseau A donné par € est égal au réseau (O™)p de
Levelt, donc zVCz=N = Q='WQ € GL,(R). On montre alors que 'action
de la matrice C' sur L permute les valeurs propres de L correspondant a des
éléments égaux de N, d’ou I'égalité,

Ni—I-Lii:Ni—f-Eii pour tout ¢t =1,... ,n,

qui acheve la preuve du théoreme 3.1.
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3.2 Formes normales et réseaux stables

L’existence, pour un systéme donné dX/dz = AX, d’une solution fon-
damentale admettant une factorisation GLB admet une interprétation inté-
ressante en termes de réseaux.

On se donne dans ce paragraphe un K-espace vectoriel a connexion ré-
guliere (V, V), une base (e) de V, le réseau A engendré par (e), le réseau de
Levelt Ap de A et une base () de Ap. Soit W la matrice de passage de (e) a
(¢). Notons A la matrice de Vdd dans (e) (a pole d’ordre r+1), et B = Apy
la matrice de V. dans (g) (& pole simple).

Rappelons qlfe les valeurs propres ey, ... , e, du résidu B_; de la matrice
B sont les exposants de V pour les réseaux A et Ar. Soit N la matrice diago-
nale des parties entieres IV; des parties réelles des exposants. Le théoreme de
Gantmacher (proposition 3.2, ii)) associe & B un triplet (Q, N, L) € Mrt.
Comme € GL,(0O), la matrice Q fait passer de la base (¢) a4 une base
(o) de Az ou la matrice de la connexion Vd est 271 (N + 2N Lz7N). En

particulier, son développement en série n’a qu ‘un nombre fini de termes.

L’existence d’une factorisation comme celle de la proposition 3.2, i),
que nous appellerons forme normale de Levelt se déduit alors du théo-
reme de Gantmacher et de I'existence du réseau de Levelt, puisque le triplet
(WS, N, L) est dans M. Mais toute question sur I'unicité de ces formes
normales requiert une analyse plus approfondie des factorisations données
par le théoreme de Gantmacher, et que nous appellerons formes normales
de Gantmacher.

Pour cela, rappelons quelques résultats sur les réseaux stables.

Proposition 3.3 (Birkhoff). Soit M un réseau stable. Si l’endomorphisme
Resp/V n’a pas de valeurs propres distinctes qui soient congrues modulo Z,
il existe une base (u) de M dans laquelle la matrice de la connexion Vg est
constante.

Supposons donnés le réseau M et une telle base (u). Soit L la matrice
constante Mat(Vy, (u)). Alors, sous ces hypotheses, on a le lemme suivant.

Lemme 3.1. Avec les notations précédentes, soit (f) une base de M. La

matrice Mat(Vy, (f)) est constante si et seulement si la matrice de passage
P de (u) a (f) est constante.

Démonstration : Soit L la matrice Mat(Vg, (f)), supposée constante. La
matrice P = Py + Piz + Po2% + ... vérifie d’apres (1.2) 1'égalité

zE = LP— PL.
dz
Cette relation équivaut au systéeme infini d’équations
0 = LPy—DBL (3.4)

kP, = LP,— P,L pour k > 1. (3.5)
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De (3.4), on déduit que L = Py 'LPy. La relation (3.5) s’écrit alors pour
tout k > 1
PPy L = (L — kI) PPyt

Par hypothese, les matrices L et L — kI n’ont pas de valeur propre commune.
L’unique solution de I'’équation XL = (L — kI)X est alors X = 0 (c¢f. [G],
ch. 8, §3). On en conclut que P, = 0 pour tout k > 1.

¢

L’intérét de réduire le systéme (1) & un systéme constant
dY/dz = z7'LY

tient a la facilité d’intégrer cette deuxieme équation, dont une matrice fon-
damentale est zF = el1°8% pour une détermination log z du logarithme.
L’énoncé de Birkhoff ([Bi], p. 451) permet ainsi de montrer que la monodro-
mie des systémes a pole simple dont le résidu A_; est “non-résonant” vaut
e?™ A1 (est en corrigeant U'erreur de Birkhoff, qui croyait ce résultat va-
lable pour tout réseau stable, sans hypothese sur le résidu, que Gantmacher
a introduit pour la premiere fois en 1947 les exposants (sans toutefois les
nommer ainsi). Le résultat suivant date des années 60.

Proposition 3.4 (Deligne). Pour toute section o de la projection cano-
nique C — C/Z, il existe un unique réseau stable A, tel que Resp, V ait
ses valeurs propres dans l'image de o.

Ces réseaux canoniques A, appelés habituellement réseaux de Deligne,
(cf. [De], 5.3, p. 94, [Sa2], 11, 1e, p. 68, voir aussi [Ka|, §12, et [M]), satisfont
au critere de la proposition 3.3. Dans la théorie analytique des exposants, il
est d’'usage de normaliser les valeurs propres du logarithme de la monodro-
mie, et de les choisir de partie imaginaire dans U'intervalle [0, 27]. Ce choix
revient a considérer la section oy telle que imoy C [0,1][. On note Ag le ré-
seau de Deligne associé a la section gy. On déduit du lemme 3.1 le résultat
suivant.

Lemme 3.2. Toutes les bases de Ay dans lesquelles la connexion Vg est
représentée par une matrice constante engendrent sur C un méme sous-C-
espace vectoriel F' de Ag, de dimension n.

Cet espace vectoriel permet d’une part de rendre compte de la nature
des exposants en termes de réseaux, d’autre part de caractériser les réseaux
stables de V.

3.2.1 Les exposants comme valuations sur V' et les formes
normales de Gantmacher

Nous reprenons les notations précédentes. En particulier, si dans une
base (w) = (w1,... ,wy) de V la matrice de la connexion Vj est constante,
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on a posé
n
F = @ (Cwi.
i=1

Sur un réseau stable de V, les exposants fournis tant par la théorie
de Levelt que par le théoreme de Gantmacher s’interpretent en termes de
valuations. Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant.

Proposition 3.5. Les exposants de Levelt de la connexion V pour un réseau
A sont les maxima successifs du sous-C-espace vectoriel F' de V' pour la
valuation va, de V définie par le réseau de Levelt de A.

La preuve de la proposition 3.5 repose sur les lemmes 3.3 et 3.4 suivants.

Soit (u) une base de F' et L = Mat(Vy, (u)). Soit H le corps engendré sur
K par les coefficients de la matrice zZ. Le corps H est un corps différentiel
indépendant de la base (u), et constitue une extension de Picard-Vessiot de
K pour la connexion V. On étend de facon unique la connexion a ’espace
Vi =V ®xk H en posant Vg = V®1+1idy, ®@d, ou d désigne la différentielle
étendue a H. On considere le H-automorphisme

Vg — Vi

défini par la matrice z dans la base (u ® 1) de Vp. Par définition, une
colonne de la matrice 2l vérifie le systeme différentiel dY/dz = 271LY. Le
sous-C-espace vectoriel X = ®(F) de Vi est égal a Pespace (Vi)V# des
vecteurs de Vg horizontaux pour la connexion Vg. Nous considérerons V'
et F' comme les sous-espaces V Qg 1 et F Q¢ 1 de V.

Soit (e) une base de V sur K et (y) une base de X sur C (composée
de vecteurs horizontaux). Soit dY/dz = AY le systéme associé a V par la
donnée de (e). L’expression de (y; ® 1)j=1,... » dans la base (e; ® 1)j=1,.. »
de V®xgH est une matrice n x n a coefficients dans H, appelée matrice
fondamentale de solutions du systéme dY/dz = AY associée a la base (y)
de X. Cette définition n’est autre que celle employée au paragraphe 3.1.2,
mais exprimée sur 'extension de Picard-Vessiot H de K (et non plus sur
l'anneau F).

Nous donnons maintenant une caractérisation des exposants qui ne né-
cessite plus que la définition de la valuation sur K (et non plus sur H ou

Honod(D*)).

Lemme 3.3. Soit A un réseau Vg-stable de V engendré par une base (e).
Soit (y) une base de vecteurs horizontaux de Vi pour la connexion Vg.
Supposons qu’il existe un triplet (2, N, L) € /\/léaible, tel que la matrice fon-
damentale de solutions ) associée a (y) dans (e) s’écrive Y = QzNzE. Alors
les €léments N; de la matrice N vérifient

N; = vA(®(y;)) pour touti=1,... ,n.
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Démonstration : Les vecteurs ®~1(y;) forment une base de F dans laquelle la
connexion Vy a, par définition, pour matrice L. On déduit de la factorisation
GLB que les coordonnées de ces vecteurs dans la base (e) sont données par
la matrice

Qh’ZNi

QmZN'L

Or Q € GL,(O) est la matrice de passage de la base (e) a4 une base (&)
du méme réseau, dans laquelle les vecteurs ®~1(y;) ont pour coordonnées
(61,721 1<j<n- On a donc vp (@7 (y;)) = N;.

¢

Corollaire 3.6. 5i une matrice fondamentale ) admet une factorisation
GLB dans M{)‘”ble, celle-ci est unique.

Démonstration : Pour définir une matrice fondamentale, il faut fixer une
base (e) de V et une base (y) de X. La matrice L qui apparait dans la
factorisation GLB de ) est alors L = Mat(Vy, ®1(y)). La matrice Q est
la matrice de passage de (e) & (27%(y)), et la matrice N est unique d’apres
le lemme 3.3.

¢

On peut alors parler de de la forme normale de Gantmacher d’une ma-
trice fondamentale, puisque Mgort C /\/lgalble.

Définition 3.2. On appellera forme normale de Gantmacher d’une matrice
fondamentale Y, Vunique écriture, s’il en existe, donnée par le théoréme de
Gantmacher (proposition 3.2, ii)), et forme normale faible de Gantmacher,
lUunique factorisation GLB de ), s’il en existe, dans M{)aible.

Nous allons maintenant chercher quelles bases de X admettent une forme
normale faible de Gantmacher. Toute autre base (7) de X est donnée dans
e® 1 par Y = YC, oit C € GL,(C). Supposons donnée la forme normale
faible de Gantmacher J) = Wz" 2% de la base (y). On a alors, pour la base

(9),
Y=WNLo=wNC0LC,

Or 29710 est 1a matrice de ® dans la base (7). Ainsi, (@~ 1(71),... , (7))
a pour matrice de coordonnées WzNC' dans (e). D’apres le lemme 3.3, pour
avoir DPécriture de Gantmacher éventuelle de ), il faut connaitre les valua-
tions vA(®71(%;)), qui se calculent dans n’importe quelle base de A. En
reprenant 'argument utilisé dans le lemme 3.3, dans une certaine base (¢)
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du méme réseau A, la famille (#71(7;))1<i<n a pour coordonnées

Cpz™M ... O™
Ho=| :
CopzM ... Cppzn

Or, comme C' € GL,(C), il existe une permutation o € S,, telle que I'on ait
Cs(iyi # 0 pour tout ¢ = 1,... ,n. On en déduit que

oA (@ (7)) < Nogi)- (3.6)

pour tout ¢ = 1,... ,n. On conclut de cette derniere inégalité que les nombres
Ny, ..., N, représentent les mazima successifs de la valuation vy sur le C-
espace vectoriel F' de V. On établit alors le lemme suivant.

Lemme 3.4. Soit A un réseau stable de V. Une base (y) de X admet une
écriture en forme normale faible de Gantmacher sur une base de A si et
seulement si ®(y) réalise les mazima successifs de la valuation vp sur les-
pace F'.

Démonstration : Dans ce cas, I'inégalité (3.6) est une égalité. 11 existe donc
une matrice £ holomorphe telle que si N, désigne la matrice obtenue a partir
de N en permutant les éléments par o, on ait

WNC = Q2N
La matrice fondamentale Z s’écrivant alors
Z — WZN02071LC — QZNo-ZcflLC
on a

detQ) = detWzT"NdetCz=TrNe
= detWdetC,

qui est inversible.

D’autre part, comme zNeC~t = Q7 12V,

on a
NeO=1LOZNe =WNLNQ

qui est holomorphe. Il s’agit donc bien d’une forme normale faible de Gant-
macher.

La réciproque découle du lemme 3.3.
¢

Ce type de bases a déja été considéré par A. A. Bolibrukh qui appelle
base faiblement adaptée 'expression “en coordonnées”, dans une base d'un
réseau A, d'une base (y) de X qui admet une écriture en forme normale
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faible de Gantmacher dans une base du réseau de Levelt de A (cf. [Bo3],
p.16, Def. 1.1.7).

Démonstration de la proposition 3.5 : Les exposants de Levelt associés a un
réseau A instable sont, d’apres le théoreme 3.1, les exposants de Gantmacher
associés au réseau stable Ar. On déduit alors le résultat de 3.5 du lemme
3.4.

¢

3.2.2 Caractérisation des réseaux stables

Définition 3.3. Soient (V,V) un K-espace vectoriel a connexion réguliére,
(u) une base de V' et T un élément de Z™. On dit que (u) est alignée avec
T si la matrice zXMat(Vy, (u))z~1 est a coefficients dans O.

Proposition 3.7. Soit M un réseau de V', et T le n-uplet des diviseurs
élémentaires de M dans le réseau de Deligne Ayg.

Le réseau M est stable si et seulement s’il existe une base de Smith (u)
de Ay pour M qui vérifie les conditions suivantes :

1. (u) est une base de F (autrement dit, la matrice de Vg dans (u) est
constante).

2. (u) est alignée avec —T.
Pour montrer ce résultat, on établit les deux lemmes suivants.

Lemme 3.5. Soit M un réseau stable. Il existe une base (¢) de M et un
n-uplet d’entiers T = (t1,... ,t,), tels que (27¢) soit une C-base de F. On

peut de plus imposer que t1 > ... = ty.

Démonstration : C’est une conséquence directe du théoreme de Gantmacher.
En reprenant les notations de I'introduction du chapitre 3, il suffit de choisir
comme base (g) la base («) donnée par la forme normale de Gantmacher,
et pour n-uplet (Ni,...,Ny). En effet, la matrice de la connexion Vg dans
(zMay, ..., 2V a,) est constante, égale & (N—‘FZNLZ_N)[ZN] = L, et comme
le triplet (Q, N, L) est dans ./\/l(f)ort, la matrice L a ses valeurs propres dans
imoy.
¢

Pour tout réseau stable M, le réseau canonique Ag admet donc une base
de Smith pour M qui est une C-base de 'espace F'. Réciproquement, on a
le critere suivant.

Lemme 3.6. Soit (u) une K-base de V', et T' un n-uplet d’entiers. Le réseau
R(z=Tu) engendré par la base (z=Tu) est Vg-stable si et seulement si la
matrice zX' Mat(Vy, (u))z=1 est a coefficients dans O.
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Démonstration : D’apres I’hypothese, la connexion Vg admet la matrice L
dans la base (u) et la matrice Lj,-r] = 2" Lz=" 4 T', dans la base (2" u).
Cela démontre I’équivalence annoncée.

La seconde assertion est immédiate si 'on remarque que ®~*(y) est don-

née dans une certaine base du résean R(z~7u) par z7.

¢

Remarque 3.1. Dans les conditions du lemme 3.6, (y) = ®(u) est une base
faiblement adaptée pour R(z~7u).

Démonstration de la proposition 3.7 : 11 suffit de rapprocher les lemmes 3.5
et 3.6 pour établir le résultat attendu.

¢

Corollaire 3.8. Les diviseurs élémentaires d’un réseau stable M dans le
réseau de Deligne Ay sont les opposés des parties entieres des parties réelles
des exposants de V pour le réseau M.

Soit M un réseau stable. Nous comparons les diviseurs élémentaires re-
latifs des réseaux A, Ap, Ag et M. On introduit les notations suivantes.
Soient

K = (ki,... ,ky) les diviseurs élémentaires de A dans A, et (e) une
base de Smith de A pour Az, de sorte que (25e) est une base de Ap;

S = (s1,...,5n) les diviseurs élémentaires de M dans A, et (f) une
base de Smith de A pour M : la famille (2°f) est une base de M;

—N = (=Ny,...,—N,) les diviseurs élémentaires de Ay dans Ay, une
base de Smith (a) de Ag pour Ar; la famille (2" a) est une base de
Ap;

T = (-T1,...,-T,) les diviseurs élémentaires de M dans A, et une
base de Smith (g) de Ag pour Az, de sorte que (2~ V¢) soit une base
de AL.

On résumera symboliquement la situation par le schéma suivant, étant en-
tendu qu’il ne s’agit pas d’un diagramme commutatif.
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Ao

z—T

Rappelons que, dans la situation présentée ci-dessus, le n-uplet N re-
présente les parties entieres des parties réelles des exposants de V pour le
réseau A et T représente 'analogue pour le réseau M.

Lemme 3.7. Avec les notations précédentes, on a
TrK+TerN=TrT+ TrS.
Démonstration : 11 existe trois matrices P, @, R € GL,,(O) telles que l'on ait
KPNQ2"TR27% € GL,(0).

On chosit en effet pour P la matrice de passage de (z¢) a (27N a), pour Q
celle de (@) & (¢) et pour R celle de (27 T¢) & (2°f).

La matrice 25 PzNQz=" Rz~ résultante garde alors A invariant, donc
on a

v(det (2K P2NQz TRz ) =Tr K+ Tt N = Tr T — Tr S = 0.

¢

Lemme 3.8. Awvec les notations précédentes, supposons que le réseau stable
M soit inclus dans A. On a alors

1. T; < N;
2. kigsi.

Démonstration : On a par hypothese M C Ap. Toute matrice de passage
d’une base de Ay, & une base de M est donc holomorphe. Il existe une matrice
P € GL,(O) (par exemple la matrice de passage de (e) a (f) dans A) telle
que 27K Pz% € M, (0), et une matrice C € GL,(C) (correspondant 3 un
changement de base de F, d’aprés la proposition 3.7) telle que zNCz=7
soit a coefficients dans O. 1l existe une permutation 7 telle que 'on ait
v(Pr;),;) = 0 pour tout i = 1,... ,n. Comme (27K P25 = P25k
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on obtient I'inégalité 2. On procede de méme avec 2N Cz =7 puisque l'on a
GL,(C) € GL,(O). On termine la preuve a l'aide du lemme suivant.

Lemme 3.9. Soient P, < ... < P, et Q1 < ... < Q,, deux suites crois-
santes. Supposons qu’il existe une permutation o telle que l'on ait P; < Q4(;)
pour tout i =1,... ,n. On a alors

P < Qi
pouri=1,... . ,n.

Les suites (k;) et (s;) sont en effet croissantes par définition. Les suites
(N;) et (T;) sont décroissantes, mais il suffit de les remplacer par (—N;) et
(—T;) pour montrer 1 du lemme 3.8.

¢

Démonstration du lemme 3.9 : On pose ¢ = {1,... ,t} pour tout entier ¢
tel que 1 < t < n. Deux cas sont possibles.

o(3¢) C S On a alors o(t) < t, d'ott P < Qup) < Q-

o(3¢) ¢ S¢. 1l existe alors [ < ¢ tel que o(l) > t. Comme o est une
bijection, cela entraine qu'’il existe m > ¢ tel que o(m) < ¢. On a alors
Pt<Pm<QU(m) <Qt

&

Signalons le corollaire suivant qui nous servira par la suite.

Corollaire 3.9. Avec les notations précédentes, pour tout réseau stable M
on a

L. T; < N;— s
2. kigsi—sl.

Démonstration : Le réseau “recentré” Ny (M) =z~ M C A a pour diviseurs
élémentaires (s; —s1)/; dans A et (—T; —s1)I"; dans Ag. On applique alors
le lemme 3.8.

%

3.3 Réseau de Levelt et réseau saturé de Gérard-
Levelt

Dans [G-L], Gérard et Levelt associent & tout réseau, et de facon cano-
nique, un réseau stable. Celui-ci fournit d’apres le paragraphe 2.2 un en-
semble d’exposants qui a priori ne sont pas ceux qu’on attend, c’est-a-dire
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ceux de Levelt. Cependant, ce réseau a 'avantage de se préter a un traite-
ment algorithmique, ce qui permet d’“approcher” les exposants de maniere
effective comme on le verra dans I’Appendice.

On reprend les notations du chapitre 1. Soit A un réseau de V, et soit
¥ € Derc(K) une dérivation de K. Pour tout k£ € N, on appelle k-iéme
saturé de A pour la dérivation ¥ le réseau

FEA) = A+ Vy(A) + ...+ VEA). (3.7)
Le résultat que nous utiliserons ici est le suivant.

Théoréme 3.10 (Gérard-Levelt). Si la connexion V est réguliére, alors
pour tout réseau A de V,le (n —1)-i¢me saturé F *(A) de A est Vg-stable.
On le notera F"~1(A) et on lappellera saturé de Gérard-Levelt de A (pour
V).

Remarque 3.2. Pour toute dérivation 9 telle que v(J) = 1, on a
F5(A) = Fg(A)

pour tout k € N. En particulier, si le réseau .7:5(/\) est Vy-stable, il est
également Vy-stable. Ce résultat (voir [G-L], p. 166, Remarque 2.1) nous
sera utile dans I’Appendice.

La comparaison de ce réseau F* 1(A) avec le réseau Ay, n’est pas aisée.
En effet, on a d'une part A C F*~1(A), c’est-a-dire seulement

NA(F"7H(A)) € Ap,

ce qui nécessite de déterminer v (F*~1(A)). D’autre part, il faut déterminer
les diviseurs élémentaires de F"~!(A) dans A. Dans une base (e) de A, le
réseau F"1(A) est engendré par les colonnes de la matrice de format n x n?
donnée par

Mz(V,(e) =Mxr(A) =T AAy ... A1), (3.8)

ou A = Mat(Vy, (e)) et ou 'on a posé pour tout k& > 0
Ay = 1 et (3.9)
Apr1 = 0A+ AAg. (3.10)

Ni la valuation, ni les diviseurs élémentaires ne sont faciles a déterminer a
priori. On a cependant le résultat suivant.

Proposition 3.11. Si V est de dimension 2, alors pour tout réseau A de
V., le saturé de Gérard-Levelt de A est homothétique au réseau de Levelt de
A. Sir=r(V,A) est le rang de Poincaré sur A, on a

Ap = 2" FH(R) = 27 (A + Vo(A)).
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Démonstration : L’assertion étant triviale si 7 = 0, nous supposerons que
r > 0. Soit () une base quelconque de A. Le réseau F*(A) est engendré par
e1, e2, Vg(er) et Vy(ez). Le rang de Poincaré r vérifie

r = min(—vp(Vg(e1)), —va(Ve(e2))),

et I'un des deux vecteurs Vy(e1) ou Vy(e2) a donc pour valuation —r, d’ot
vpA(FHA)) = .

On pose M = 2" FY(A). Les diviseurs élémentaires de M dans A vérifient
kia(M) =0 et kop(M) =1 > r, d’apres le lemme 3.8. Prenons une base
de Smith (e1, e2) de A pour M. On peut affirmer que e; et z'es engendrent
sur O le méme réseau que z"ey, z"es, 2"Vy(e1) et 2"Vy(es). Ainsi, il existe
a,b € O tels que 2"es = ae; + bzles. Comme (e1,e2) est une K-base de V,
onaa=0et bz =2". Comme v(b) >0, on en déduit que I < r, d’ou l = r.
Le réseau M est alors stable et a le méme indice dans A que le réseau de
Levelt. On déduit de la proposition 2.2 que M = Ay.
¢

La méthode de démonstration de la proposition 3.11 suggere I’énoncé sui-
vant, que nous démontrerons dans le chapitre 4, apres avoir établi quelques
résultats sur la connexion duale.

Proposition 3.12. Supposons que le rang polaire n(V,A) de la connexion
V vérifie n(V,A) =n —1. On a alors

Ap = z(n—l)rf-n—l(A).

On peut sous les conditions de cet énoncé, (et donc sans restrictions si
n = 2), calculer de maniere effective les exposants. Nous décrirons Palgo-
rithme correspondant dans I’ Appendice, et nous donnerons quelques exemples.
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Chapitre 4

Réseau de Levelt dans les
constructions tensorielles

Les constructions tensorielles d’un espace vectoriel a connexion (V,V)
s’obtiennent par une succession finie d’opérations de dualité, de quotient,
et de produits, tensoriel, extérieur ou symétrique. Toute construction C'(V)
de (V, V) est naturellement munie d’une connexion C'(V) induite par V sur
C(V), et si (V,V) est réguliere, toute construction est réguliere (cf. [M]).
On peut, grace a la définition 2.1, considérer le réseau de Levelt de toute
construction C(M), ot M est un réseau de V, et 'on a C(M) D C(Mg).

4.1 Le dual

Etant donné un espace vectoriel a connexion (V,V), la connexion V*
induite par V sur le K-dual V* de V est définie pour toute 9 € Derc(K)
par la relation, pour tout f € V* et tout v € V

(Va(£))(v) = a(f(v)) — f(Va(v)). (4.1)
Rappelons le lemme suivant.

Lemme 4.1. Soit M un réseau de V' engendré sur O par la base (e) et soit
(e*) la base duale de (e). On a alors

Homg (M,O) = Homp(M,O) = R(e¥).
On note ce réseau M* et on Uappelle réseau dual de M.

En appliquant la relation (4.1) aux vecteurs e; d'une base de V' et e}
de la base duale, on voit aisément que si la connexion V s’exprime dans
(e) comme le systeme différentiel dX/dz = AX, alors la connexion duale
s’exprime dans (e*) par le systeme

dX

— = _tAX. 4.2
Em (4.2)
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De Ia, on déduit que le rang de Poincaré du dual M™* vérifie
r(V*, M*) =r(V,M).

De plus, il résulte du lemme (4.1) que pour deux réseaux A et M de V,
la relation M C A entraine que M* O A*. On est donc amené a poser la
définition suivante, qui a un sens en vertu de la proposition 2.1.

Définition 4.1. Soit A un réseau de V. On appelle co-réseau de Levelt
associé a A, et Uon note A, le plus petit réseau stable contenant A.

Il s’agit de la notion duale de la définition 2.1. On a le résultat suivant.

Proposition 4.1. Soit A un réseau de V. Soient (ki,... ,ky) les diviseurs
élémentaires du réseau de Levelt Ar, dans A et (kY,... k) ceuzx du réseau
de Levelt (A*)r, dans A*. On a alors

1. (M%) = (A"

2. ki + k) _; < kp pour tout i =1,... ,n. En particulier k;, = ky.

La preuve de la relation 1 de la proposition 4.1 repose sur le lemme
suivant.

Lemme 4.2. Pour deuz réseauz M et M de V, on a
(M + M)* = M* N M*.

Démonstration : Soit f € V*. On a f(M + M) = f(M) + f(M).
Supposons f € M* N\ M*. On a alors f(M) C O et f(M) C O, d’oit 'on
déduit que f(M + M) C O, c’est-a-dire que f € (M + M)*.
Si fe(M+ M), alors f(M+ M) C O.Orona f(M)C f(M+ M),
d’ott f € M*. Des relations analogues vérifiées par M, on obtient que f €
M* 0 M*.

¢
Démonstration de la proposition 4.1 : 1. On vérifie a 'aide du lemme 4.2
que A = () M, et Ion raisonne comme pour la démonstration de la

ACMELy
proposition 2.2.

2. Le réseau AL est stable, et par hypothese, ses diviseurs élémentaires

relatifs & A sont (—k),...,—k]). Sa valuation dans A est donc donnée par
vA(AY) = —k = —k,. Par la maximalité de Ay, on obtient I'inclusion
NA(AL) = AL C Ap. (4.3)

Notons (¢) une base de Smith de A pour Az, et (2%¢) la base de Az, correspon-
dante. On rappelle la notation kx = (ki A,... ,kn,a). Il existe une matrice



4.1. Le dual 49

P € GLo(O) telle que la matrice z=Fa(An) pzknl=Fa(A") — (Pijzk”_k;_k")
fasse passer de la base zX(¢) de A & une base de AF. L’inclusion (4.3)
entraine que zFAAL) pohnl=ka(A%) ¢ M,,(O). On en déduit que l'on a
v(Pij) = ki + kf — kp. Comme P € GL,(0), il existe une permutation
o € S, telle que v(P;,(;)) = 0 pour tout 7 = 1,... ,n. Par conséquent, on
ak; + k;(i) < ky pour tout ¢ = 1,... ,n. Réécrivons cette inégalité sous la
forme k; < k,, — k;(i).

La suite (k,, — &k} ;_;)i-; est croissante, et la suite (k, — k;(i))?:l en est
I'image par une permutation. On déduit du lemme 3.9 que l'on a

ki < kp —kppa

pour tout i =1,... ,n.
La derniere égalité en résulte car k1 = k} = 0, puisque Ay, et (A*)7, sont
des réseaux de Levelt.

¢

Remarque 4.1. Comme A C F" 1(A), le réseau saturé F* (A) contient
par définition le co-réseau de Levelt AL de A.

Corollaire 4.2. Supposons que le rang polaire de V vérifie n(V,A) = n—1.
Le réseau de Levelt dual (A*)r, a pour diviseurs élémentaires

ka((A")p) = (0,7,... ,(n—1)r).

Démonstration : Le résultat découle du corollaire 2.9 puisque d’apres (4.2),
onan(V* A" )=n(V,A\)=n—-1.
¢

Remarque 4.2. Dans les conditions du corollaire précédent, le co-réseau
de Levelt de A est homothétique au réseau de Levelt de A.

Proposition 3.11. Supposons que le rang polaire n(V,A) de la connezion
V vérifie n(V,A) =n —1. On a alors

A = Z(n_l)T]:n_l(A).

Démonstration : Comme pour la proposition 3.11, nous supposerons que ’on
ar > 0. On procede en deux étapes.
1. On montre que vp(F""1(A)) = (n — 1)r.

Soit (e) une base de A, et A = Mat(Vy, (e)) qui admet le développe-
ment

1
A:A_rz*’ﬂ—}—...—l—A_l;—l—Ao—l—...

D’apres les équations (3.9) et (3.10), les termes “les plus polaires”
de la matrice élargie Mx(A) proviennent de colonnes de la matrice
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(A_,)" L. Comme la matrice A_, est nilpotente mais que son rang
vaut 1gA_, = n(V,A) = n — 1, la matrice (A—,)"~! est non nulle.
Ainsi, il existe un vecteur dans F*~1(A) dont la valuation par rapport
a A est exactement —(n — 1)r.

. Le réseau F"~1(A) est stable. Comme il contient A, d’apres la défini-

tion 4.1, on a F"71(A) D AL

La situation ci-dessus est décrite par le schéma de gauche, avec les
conventions du paragraphe 3.2.2; et le schéma de droite en est la ver-
sion “dualisée”.

2K 2K
AF A (A", A*
2T 2T
Fr=H(A) (Fr=HA))*
D’apresle lemme 3.8, on a pour tout ¢ =1,... ,n
ki < t;. (4.4)
pour tout ¢ = 1,... ,n. Or le corollaire 4.2 entraine que kf = (i — 1)r
d’ou
(i—Dr < t. (4.5)
pour tout : =1,... ,n.

Soit (e1,...,e,) une base de Smith de A pour F"~!(A). Avec les
notations du schéma, ci-dessus, le réseau F"~1(A) est engendré par les
deux familles

(z7teq, ..., 27 ey,),
et
(e1,.-. yen, Valer),... ,Va(en),... ,Vg_l(en)).
La famille (z("=Dr=tne; . 2(n=Dr=tig ) est une base de Smith de A

pour le réseau A-centré Ny (F"~1(A)) = 2(n=DrFn=1(A), qui a donc
pour diviseurs élémentaires ((n — 1)r —t,,...,(n — 1)r —t1). D’apres
le lemme 3.8, on a k; < (n — 1)r — t,41—; pour tout i = 1,... ,n. Par
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le corollaire 2.9, on a k; = (i — 1)r pour tout i = 1,... ,n, d’ou 'on
déduit

tn+17i < (n - i)T‘ (46)
pour tout ¢ =1,... ,n.

En rapprochant les relations (4.5) et (4.6), on obtient que t; = k; = k
pour tout ¢ = 1,... ,n. L'indice de 2"~ D" F=1(A) dans A est alors
égal & celui de Ap dans A, et 'on déduit de la proposition 2.2 que
Ap = 2D En=l(A),

¢

4.2 Puissances tensorielles d’ordre 2

4.2.1 Le produit tensoriel V; ® ;

Soient (V1, V1) et (Va, Va) deux espaces vectoriels & connexion réguliére,
de dimensions respectives nq et no, et deux réseaux A; dans V; pour i = 1, 2.
On note r; = r(V;, A;) les rangs de Poincaré respectifs, et v; = [A; 1 (A;)1]
les indices des réseaux de Levelt associés. La connexion canonique associée,
définie par

V1® Va(v1 @ v2) = Vi(v1) @ v2 + v1 @ Va(va) (4.7)

est réguliere. Le O-module A1 ®p Ao est un réseau de 'espace Vi ® Vs, et
d’apres la formule (4.7), le rang de Poincaré du produit tensoriel vérifie

T’(Vl (02 VQ, A R AQ) = max(r(Vl, Al), T(Vg, Ag))
Proposition 4.2. L’indice 11 ® vo du réseau de Levelt (A1 ® As)r associé
au réseau A1 ® Ay de Vi ® Vo vérifie

ninz

max(rq,72) < 11 Qe = [AM®A2 1 (A1®A2)1] < 5

((nl—l)rl—l—(ng—l)rg).
Démonstration : Nous posons pour ¢ = 1,2 les notations suivantes:

(el,)1<msn; base de Smith de A; pour (A;)r.

m

(k%)) 1<m<n; les diviseurs élémentaires de (A;)r dans A;.

Vv, = [Az : (Az)L}

Le produit tensoriel A1 ® Ay est engendré sur O par la base (e] ® e?n)%é?;i?

dans V; ® V4. Cette base est une base de Smith de A1 ® Ay pour le réseau
(A1)r ® (A2)r, dont les diviseurs élémentaires sont (kj + k?n)}ézszlm En
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particulier, v, or,((A1)r ® (A2)r) = ki + k% = 0. La maximalité du réseau
de Levelt entraine que

ny no
v @ < [A1®A2: (A1) ® (A2)L] = Z Z(kl + k)
=1 m=1
ni
= Z(anl + 1)
=1
= neoV1 + nia.

n;(n;—1)
2

Or d’apres le corollaire 2.6, on a v; < r;, d’ou

ning
2

V1 ® Vg < ((n1 — 1)7‘1 + (?’LQ — 1)T2).

o

4.2.2 Puissances tensorielles d’ordre 2 d’un méme espace

Dans cette partie, on suppose donnés un réseau A dans le K-espace
vectoriel a connexion (V, V), le rang de Poincaré r = r(V,A) de V sur A, le
réseau de Levelt Aj, de A, une base de Smith (e) de A pour Ay, ainsi que les
diviseurs élémentaires (ki,... ,k,) de A dans A. On posera v = [A : Ar] et

on rappelle que, d’apres le corollaire 2.6, on a v < @r.

Le carré tensoriel V&2

Proposition 4.3. L’indice v®? du réseau de Levelt (A®?)r dans A®? vérifie
r<v®? = [A®?: (A®?)] < nP(n — D).

Démonstration : On applique la proposition 4.2 au cas V3 = Vo = V.

¢

Remarque 4.3. Comme dimg V®? = n?, une application directe du corol-

. . p 2(n2-1
laire 2.6 aurait donné seulement v®? < %r.

Le carré symétrique S?V

Proposition 4.4. L’indice S?v du réseau de Levelt (S?A)r, dans S?A véri-
fie
(n+ Dn(n —1)

5%y = [S?A: (§%A)1] < 5 T.
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Démonstration : Le carré symétrique S?A admet (eiej)i1<i<j<n comme base
sur O. Cette base donne les diviseurs élémentaires de S?(Ar) dans S?A, qui
sont (k; + kj)1<i<i<n- On a également vgzp (S%(AL)) = 0. On déduit alors

de la proposition 2.2 que S?v < [S?A : S?2(AL)] = Y. (ki + kj). Par
1<i<j<n
symétrie, on a I'égalité > (k;+kj) = > (ki+k;). En sommant ces
1<i<i<n 1<j <i<n

deux membres, on obtient

2 > (kitk)= > (kitk)+ > (ki+k)=2nv+2.

1<ii<n 1<i,j<n 1<i=j<n
On en déduit que [S?A : S?(AL)] = (n + 1)v, d’'ot

(n+1)n(n — 1)7".

S%y <
v 2

&

Remarque 4.4. Comme dimg S’V = @, le corollaire 2.6 donnerait

2
seulement la majoration S%v < WT.

s s . 2
Le carré extérieur \*V

Proposition 4.5. L’indice N\*v du réseau de Levelt (N> A)p dans N\? A

vérifie
Av— AN (AN nn U7,

Démonstration : La puissance extérieure /\ A admet (el/\e])1<Z<J<n comime
base sur O. Les diviseurs élémentaires de A*(Az) dans /\ A sont donnés par
la suite (k; + kj)1<i<j<n- Ici, on a seulement Vp2 A(/\ (AL)) = k1 + ko >0,

mais on a néanmoins /\2 (Ap) C /\2 A. Par la proposition 2.2, on montre que

I'on a
1<i<j<n
Or > (ki+kj)+ > (ki+kj)= > (ki+kj). Par conséquent,
1<i<j<n 1< <i<n 1<i,j<n
ona Y. (ki+kj)=2nv—(n+1)r=(n—1)r. On en déduit alors que
1<i<j<n
[A?A: A*(AL)] = (n— v, d'ot
2 12
/\y < n(n . 1) .
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n(n—1)
2

r. Notons que pour n = 2, cette majora-

Remarque 4.5. Comme dimg /\2V = , le corollaire 2.6 donne la

majoration /\2 v < —”(n_l)(g2_n_2)
tion donne /\2 v = 0, ce qui améliore celle de la proposition 4.5. De fait, /\2 %
est la puissance extérieure maximale de V', de dimension 1, et, comme nous
I’avons vu au paragraphe 1.5.2, tous les réseaux d’'un K-espace vectoriel a

connexion réguliere (V, V) de dimension 1 sont stables.

L’espace End(V)

Comme End(V) = V ® V*, nous conservons dans ce paragraphe les
notations de la partie 4.1 relatives au dual de A et nous poserons en outre

v =[A*: (A*)L].

Proposition 4.6. L’indice End(v) du réseau de Levelt (End(A))r dans
End(A) vérifie

End(v) = [End(A) : (End(A))z] < n?(n — 1)r.

Démonstration : Le module End(A) admet la famille (e; ® €})1<;,j<n comme

O-base. Les diviseurs élémentaires de End(Ay) dans End(A) sont donc don-

nés par (ki +k7)1<i<j<n, et I'on a vpyga)(End(Az)) = k1 +kf = 0. La propo-

sition 2.2 donne End(v) < [End(A) : End(AL)l = >0 (kit+k}) = n(v+v7).
1<i,j<n

Or, d’apres la proposition 4.1, on a v + v* < nky, et], d’apres la proposition

2.4, on a k, < (n—1)r, ot I'on déduit que

End(v) < n?(n — 1)r.

%

Remarque 4.6. Comme dimg End(V) = n?, le corollaire 2.6 aurait seule-

2 2
ment donné la majoration End(r) < = (nQ 1)7’-

4.3 Puissances d’ordre supérieur.

Nous conservons ici les notations précédentes. Soit £ > 0 un entier. Les
résultats qui suivent sont les généralisations a 'ordre ¢ des résultats donnés
en dimension 2.

4.3.1 Le produit tensoriel V; ®...®V,

Soient (V1,V1),...,(Ve, Vi) € espaces vectoriels a connexion réguliere,
de dimensions respectives nq, ... ny, et £ réseaux A; dans V; pouri =1,... , L.
On note r; = r(V;, A;) les rangs de Poincaré respectifs, et v; = [A; : (A)1]
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les indices des réseaux de Levelt associés. La connexion canonique associée,
définie par
Vid...Ve(n1 ®...Q0v) = Vi(v)®...Q0 v
+11Q@Vo(12)®...Q v+ ...
U1 @@ Ve(vyp)
est réguliere. Le O-module A1 ®p . ..®0 Ay est un réseau de I'espace produit

1®...®V,, et d’apres la formule précédente, le rang de Poincaré du produit
tensoriel vérifie

r(Vi®...0 VA Qo ...00 Ay) = max(r(Vi,A1),...,7(Ve, Ay)).

Proposition 4.7. L’indice 11 ®...Qvy du réseau de Levelt (A1 ®...QAy)L
dans le réseau A1 @ ... Ay de V1 ® ... Vy vérifie
¢

ning...Ny
max(ry,...7) SV ®... Qv < — Z(nl ~ .
i=1
Démonstration : Nous introduisons pour ¢ = 1,... , £ les notations suivantes :

(el,)1<ms<n; base de Smith de A; pour (A;)L.
(K% 1<m<n; les diviseurs élémentaires de (A;)r, dans A;.

Vv, = [Az : (AZ)L}
Le réseau A1 ®...®@A est engendré sur O par la base (e}, ®.. .®e£ni)i§i§ié<m
dans V1 ® ... ® V4. Cette base est une base de Smith de A1 ® ... ® Ay pour

(A1) ®...®(Ap)r, dont les diviseurs élémentaires sont donnés par la suite

1 VAR SR . .
(Kpy + -+ Ky ) 1Sy <, - En particulier,

VA @.on, (M) @ ... @ (A)p) =kl +... + Kk =0.

La maximalité du réseau de Levelt entraine que

n1 ne
NR..u< = Z Z (Kmy + - kmy)
m1=1 me=1
ni Te—1
= Z Z (ngk:g+ug)
m1:1 mg,lzl
n
- S
i=1 j#i
Or d’apres le corollaire 2.6, on a v; < WW, d’ott
Ny .. Mg
MNe... < l+'6.22(1L1~—1)7‘i.
1=
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4.3.2 Puissances d’un méme espace

On obtient une formule commune aux espaces V&, SV et /\g V.

Proposition 4.8. Si 11V désigne l'un des espaces V¢, SYV ou /\g V, Uin-
dice v du réseau de Levelt (TI°A);, dans TI'A vérifie

Iy = [IT°A : (IT°A) ) < gdimK(HfV)(n — 1.

Les trois lemmes suivants donnent le résultat cherché pour chacune des
puissances tensorielles concernées.

Lemme 4.3. 1% = [A®': (A®) ] < &nf(n — 1)r-
Démonstration : On applique la proposition 4.7 avec V1 = ... =V, = V.
¢

n+f—1

n

Lemme 4.4. S‘v = [SA: (S°A)1] < 5 < > n(n — 1)r.

Démonstration : La famille (e;, ® e;, ® ... ® €;,)1<i <...<iy<n forme une base
de Smith de SA pour (S°A)p.

Nous démontrons le lemme plus général suivant.
Lemme 4.5. Pour tout {,n € N*, et toute suite (t1,... ,t,), on a
Y +...+t-)—<n_1+€> (it) (4.8)
1<i1 <. Sig<n ! ) " i=1 Z
Démonstration : L’application
x; :C* — C
(t1yen. o tn) — S (tiy et tiy)

1< <. Kip<n

est multilinéaire, et elle est clairement invariante par le groupe symétrique
Sp. Il existe donc un nombre T} tel que X} (t1,... . t,) =17 (O 0 ti).
En particulier, en prenant t; = ... =1t,, = 1, on trouve

> (4. 4 1) =0 dimg(SV) =T} n,

1S0<<ie<n ¢ fois

n Lfn+l0-1 n+f—1

d’ou
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Le résultat du lemme 4.4 en découle alors directement.
&

. ‘4 l
Pour la puissance extérieure A"V, on supposera que ¢ < n.

Lemme 4.6. \'v = [A\“A: (A“A)g] <3 <Z: 11) n(n—1)r.

Démonstration : On reprend la méthode précédente avec la base de Smith
de /\KA pour (/\e A)r, donnée par (e;, @ e, @ ... ® €,)1<i;<...<ig<n-

Lemme 4.7. Pour tout ¢ < n € N*, et pour toute suite (t1,... ,t,), on a

S i+t ty) = <Z:11> (gtz> (4.9)

1< <...<ig<n

Démonstration : On applique ici le méme raisonnement qu’au lemme 4.5.

On trouve qu'il existe S} tel que > (tiy + -+ ti,) = SPOor th)-
1<i1 <..<ig<n
On en déduit que

n

¢ dimg (A V) =57 n,

c’est-a-dire

&
Le lemme 4.6 est alors immédiat.

¢

Démonstration de la proposition 4.8 :

1. On a dimg V® = nf, par conséquent le lemme 4.3 donne

V4 V4
Ol < §n£(n —1)r< 3 dimg V®E(n —r.
n—1+/¢
n—1

SZu<l<n+€1>n(n—1)r = L <n+€1>n(n—1)r

2 n 2n n—1

2. Comme dimg SV = <

), on a, par le lemme 4.4,

= gdimK SV (n —1)r.
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3. Comme dimg \*'V = <Z

), le lemme 4.6 donne enfin la formule:

14

Av < % (;}:;) n(n—1)r = %é (2‘) n(n—1)r = gdimK/l\V(n .

%

Remarque 4.7. Le corollaire 2.6 donnerait la majoration plus faible

1
v < 5 dim IV (dimg IV — 1)r.
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Appendice

Nous donnons dans cette partie un algorithme qui permet, pour un sys-
téme donné, d’approcher, voire de calculer explicitement les exposants. Nous
décrivons également son exécution dans le systéeme de calcul formel Maple,
et nous illustrons la théorie précédente a l'aide de quelques exemples.

Le principe général de cet algorithme est de déterminer une O-base du
réseau saturé de Gérard et Levelt décrit au paragraphe 3.3 afin d’obtenir
I'expression de la connexion sur un réseau stable canonique contenu dans le
réseau de Levelt.

A la donnée d'un systeme différentiel

dX
e AX (5.1)
on associe un ensemble de n vecteurs-colonne engendrant le méme réseau
que les n? colonnes de la matrice Mz(fA) (voir paragraphe 3.3, relation
(3.8)), pour un élément f € K bien choisi.

Le procédé qui permet cette réduction s’appelle mise sous forme nor-
male d’Hermite de la matrice Mz(fA). Nous rappelons sa définition au
paragraphe suivant. Les conditions sous lesquelles la réduction a la forme
normale d’Hermite est effectivement réalisable par 'ordinateur déterminent
le type de systemes différentiels auquel on peut appliquer I’algorithme décrit
au paragraphe 5.2.

5.1 Forme normale d’Hermite

Soit I/ un anneau euclidien. Soient m,n € N deux entiers. On note
M, xm(E) 'ensemble des matrices a n lignes et m colonnes a coefficients
dans E. On suppose que n < m.

Théoréme 5.1 (Forme normale d’Hermite). Soit M = (M;;) un élé-

ment de Myxm(E). Il existe une matrice U € GLy,(E) telle que la matrice
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MU ait la forme suivante

0 0 mi1 my mip
0 ... 0 0 moo ... mon

MU = . . . ) . (5.2)
0o ... 0 0 0 Mpn

Comme U € GL,,(F), les n derniéres colonnes de la matrice MU en-
gendrent le méme F-module que les m colonnes de M.

Ce théoreme s’applique en particulier pour un anneau de polynomes
tel que Clz] (voir [Co], p. 69, et [Ro], ch. VI). On peut supposer de plus
que les polynémes m;; sont unitaires pour tout ¢ = 1,... ,n et que I'on a
d°my; > d°m;; pour tout j > i.

5.2 Description théorique de 1’algorithme

Nous reprenons les notations et résultats du paragraphe 2.3.2. On consi-
dére un systeme différentiel dX/dz = AX dont la matrice est a coefficients
dans le corps K = C(z), et n’ayant que des singularités régulieres sur P1(C).
On pose V = K™ et on consideére la connexion V telle V4 soit représentée
par la matrice A dans la base canonique de V. -

Pour tout pole z = a; de la matrice A, 'anneau R; = C|[z] (:—a;)» localisé
de Clz] en l'idéal principal (z — a;), est le sous-anneau de valuation de K
pour la valuation (z — a;)-adique v;. A son tour, le corps K peut-étre vu

N

comme un sous-corps du corps C((z — a;)) des séries formelles en (z — a;) &
n

coefficients dans C. On pose A; = (R;)".
Le théoreme de Gérard et Levelt 3.10 nous assure que

Vi a(FU (M) c FE ().
(2 az)dz )E

(z—a; (z—ai) 32

Le réseau F" 71
(zfai)E

A; pour la variable t; = z — a;.

(A;) n’est autre que le saturé de Gérard-Levelt du réseau

Ce procédé peut étre mené simultanément en toutes les singularités du
systeme a distance finie. Soit S = {a1,... ,a,} 'ensemble des poles dans C
de la matrice A. Posons f = (z —a1)(z —az2)...(z — ap).

Proposition 5.2. Soit ¥ la dérivation de K définie par 9 = fd/dz.

1. Le réseau Fy ' (A;) est Vi

Z_ai)d%—stable pour tout 1 =1,... ,p.

2. Il existe une K -base () de V telle que le réseau Fy 1 (A;) soit engendré
sur R; par la base (e) pour touti=1,... ,p.
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Démonstration : On a v;(f) = 1 pour tout i = 1,... ,p. Par conséquent, la
dérivation ¥ = (z — a1)(z — ag) ... (2 — ap)d/dz = fd/dz vérifie pour tout
1=1,...,p

v; (V) = 1.
D’aprés la remarque 3.2, le réseau Fj; 1 (A;) est confondu avec .7:(”;_;) . (As).
Il est donc Vy-stable et V( cmap) -stable, ce qui démontre 1.
D’apres 3.3, le réseau fgil(AZ—) est, pour tout i = 1,...,p, engendré

dans la base canonique de K" par les colonnes de la matrice

Mz(fA) =T AA ... Ay1),

Ay = [ et pour tout k >0
A1 = A+ (fA)Ay.

Les vecteurs-colonne de la matrice Mz (fA) sont indépendants de i, ce qui
démontre 2.

&

L’étape suivante consiste a déterminer la base (e) de la proposition 5.2.
Pour ce faire, nous cherchons a appliquer la réduction a la forme normale
d’Hermite. La matrice Mz(fA) est a coefficients dans C(z). Soit g € Clz]
tel que la matrice M = gMz(fA) soit polynomiale, et de valuation nulle.
D’apres le théoreme 5.1, il existe une matrice U € GL,2(C[z]) telle que
la matrice MU soit de la forme (5.2). Notons M la matrice triangulaire
supérieure formée des n dernieres colonnes de MU. On a

mi1 ... Mip

0 Man,

Le bloc formé des n premieres colonnes de M est g/, donc de rang n sur K.
Par le théoreme 5.1, la matrice M est aussi de rang n sur K.

Proposition 5.3. Sile systéme (5.1) n’a que des singularités réguliéres sur
PY(C), le systéme

dX
est a poles simples sur C, et ces péles sont des points de S = {ay,... ,a,}.

Démonstration : La matrice M est en fait la matrice de passage de la base
canonique de V vers la K-base (e) de V de la proposition 5.2. Cette base
engendre sur R; le réseau A; pour tout ¢ = 1,... ,p, puisque la matrice U
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est un élément de GLn(}gi) pour tout ¢ = 1,... ,p. Par conséquent, la jauge
donnée par la matrice M transforme la matrice A en une matrice A[M] a
pole simple en z = a; pour i =1,... ,p.

Notons H(s) I'évaluation en un point z = s € C d’une matrice quel-
conque H € M, «,,(C[z]). Si s € S, on a q(s) # 0 et la matrice M(s) est une
matrice de M,,,,,2(C) de rang n sur C. D’apres le théoréme 5.1, la matrice
U(s) est de rang n? sur C. Par conséquent, la matrice M (s) est également, de
rang n sur C. Le polynome mi1mos ... my, n’admet donc pas de zéros hors
de S. Ainsi, A N n’introduit pas de singularités apparentes supplémentaires
a distance finie.

¢

5.3 Procédure Maple

Le programme effectivement écrit est donné ci-apres, et nous y joignons
quelques exemples qui montrent comment cette procédure permet d’appro-
cher les exposants.

L’algorithme prend comme donnée “en entrée” la matrice A(z) du sys-
teme (5.1). Il donne “en sortie” les éléments suivants.

1. La matrice de la connexion & l'infini, obtenue apres le changement de
variable t = %, ainsi que son résidu. On les notera respectivement A(t)
et R*.

2. Les singularités de la matrice A, la dérivation 9 = fd/dz et la matrice
fA alaquelle on applique la procédure de saturation.

3. Le dénominateur commun ¢ utilisé pour “ramener” Mxz(fA) dans
M,,sn2(C[2]), ainsi que la matrice M polynomiale.

4. Lamatrice M qui donne la base des réseaux saturés Fjj ' (A;) en toutes
les singularités & distance finie.

5. Les facteurs invariants de la matrice M dans les anneaux locaux R;
(c’est-a-dire les diviseurs élémentaires du réseau Fj'(A;) dans (A;)),
pour tout ¢ =1,... ,n.

6. La matrice A[ ] dans cette nouvelle base.

7. La matrice a I'infini dans la nouvelle base.

8. Les résidus en toutes les singularités (y compris I'infini) et leurs valeurs
propres.

9. Si possible, les exposants.
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Il est intéressant de noter que ce programme permet également de déterminer
la nature des points singuliers du systeme. En effet, si la matrice A[ Np) @ un
rang de Poincaré non nul en une singularité a distance finie, celle-ci est
nécessairement un point singulier irrégulier. Pour décider de la nature de la
singularité & Pinfini, il faut appliquer la procédure décrite & la matrice A(t).

reddiff :=proc(A)
local n,sg,X,T,t,a,b,q,i,j,k,1,0,p,M,N,R,w,cC;
global u,sing,f,S;
with(linalg):
readlib(singular):
readlib(residue);
n:=rowdim(A(z));
C:=map(simplify,map(convert,
evalm((-1/(z"2))*A(1/z)) ,parfrac,z)):
print(‘La connexion nabla_d/dz a 1’infini a pour matrice‘,
map (sort ,map(convert,evalm(map(simplify,C)) ,parfrac,z)));
Ainf :=evalm(map(residue,C,z=0));
print(‘son residu est‘,Ainf);
print(‘les valeurs propres du residu sont‘,eigenvals(Ainf));
B:=map(simplify,A(z)):
sg:=convert (map(singular,B,z) ,set):
sing:={seq(op(2,0p(1,0p(p,sg))),p=1..nops(sg))};
print(‘singularites a distance finie ‘,sing);
X:=expand (product (z-sing[r],r=1. .nops(sing))):
print(‘La derivation consideree est tau=°,X,‘d/dz‘);
T:=array(l..n):
t:=array(l..n,1..n):
b:=array(l..n,1..n):
q:=array(l..n,1..n):
T[1] :=array(1..n,1..n,identity);
q:=map(simplify,evalm(X*B)) ;
print(‘matrice de nabla_tau=fA=°,map(convert,q,parfrac,z));
for 1 from 2 to n do
T[1] :=array(1..n,1..n):
b:=map(simplify,evalm(X*map(diff,T[1-1],z))):
t:=map(simplify,T[1-1]);
T[1] :=map(simplify,evalm(b+multiply(q,t)))
od;
M:=array(1..n,1..n72):
for k from 1 to n do
for i from 1 to n do
for j from 1 to n do
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M[i, (k-1)*n+j] :=T [k] [i,j]
od:od:od:
M:=map (simplify,M):
c:=convert (map (denom,M) ,set) :
print (‘denominateurs de M(fA)‘,c);
f:=1lcm(op(l..nops(c),c)):
if type(f,’constant’) then f:=1 fi:
print (‘un denominateur commun est‘,f);
N:=array(l..n,1..n72):
N:=map(simplify,evalm(f*M)):
R:=array(1..n,1..n72):
R:=transpose(hermite (transpose(N),z)):
S:=array(l..n,1..n):
for i from 1 to n do
for j from 1 to n do
S[i,j1:=R[4,]]
od:od:
S:=map(factor,map(simplify,evalm(S))):
print (‘une base du reseau sature et normalise est‘,S):
:=evalm(smith(S,z));
:=map (unapply,X,z) ;
H:=H(1/z);
print(‘les diviseurs elementaires de ce reseau sont donnes par ‘,K);
u:=array(l..n,1..n):
u:=map (simplify,multiply(inverse(S),
evalm(multiply(B,S)-map(diff,S,z)))):
u:=map (sort,map(convert,u,parfrac,z)):
print (‘matrice de nabla_d/dz dans cette base‘,u);
S:=map (unapply,S,z) ;
s:=map(simplify,map(convert,evalm(S(1/z)) ,parfrac,z)):
v:=map(simplify,multiply(inverse(s),evalm(multiply(C,s)-map(diff,s,z)))):
print(‘La connexion nabla_d/dz a 1’infini a pour matrice‘,map(sort,
map (convert,evalm(map(simplify,v)), parfrac,z)));
print(‘les diviseurs elementaires a 1’infini de
ce reseau sont donnes par ‘,H);
Binf :=evalm(map(residue,v,z=0));
for a in sing do
for j from 1 to n do
k[al [j]:=series(K[j,jl,z=a):
m[j] :=subs(z=x+a,k[al [j1):
m[j] :=map(simplify,convert(m[j],polynom)):
od;
print(‘les diviseurs elementaires du reseau sature et normalise
en ‘,a,‘sont ¢);

j==R



5.4. Exemples de réduction et de calcul d’exposants 65

for j from 1 to n do
print (ldegree(m[j],x))
od:
wlal :=map(residue,u,z=a):
print(‘residu en‘,a,wla]):
print(‘valeurs propres‘,eigenvals(w[a])):
od:
for 1 from 1 to n do
k[1] :=series(H[1,1],2z=0):
m[1] :=subs(z=1/x,k[1]):
m[1] :=convert(m[1],polynom)
od:
print(‘les diviseurs elementaires du reseau sature et
normalise a 1’infini sont ¢);
for 1 from 1 to n do
print (-degree(m[1],x))
od:
print(‘residu a 1’infini‘,Binf):
print(‘valeurs propres‘,eigenvals(Binf)):
end;

5.4 Exemples de réduction et de calcul d’expo-
sants

Nous considérons les systemes différentiels dX/dz = A X suivants.

Pour chacun, nous donnons les résultats de la procédure reddiff et nous

les interprétons a la lumiere des résultats précédents. Nous emploierons les
notations suivantes.

k pour les diviseurs élémentaires du réseau de Levelt dans le réseau de
départ,

Y. pour la somme des exposants,
7 pour la trace du résidu du systeme original,
v pour l'indice du réseau de Levelt dans le réseau de départ,

A pour le n-uplet des valeurs propres du résidu qui sera toujours pré-
cisé.

On identifiera les objets concernés en notant en exposant le point singulier.
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Exemple 1
1 1
o 400
A(1) (2) = = 1
0 —
V4

On obtient en sortie les éléments annoncés plus haut. En particulier :

1. La matrice & Uinfini A(t) est
_Z 4398
t

1
0 _Z
t

-1 0
0 —1|°
2. Les singularités du systéme sont S = {0, oo}, la dérivation est ¥ = zd/dz,
et la matrice élargie vaut

et son résidu R°° vaut

1
z 0 1 ~399
Mz(zAw)) = 2
0 2 0 1

4. Une base du réseau M° = Nyo(Fj~'(A%)) est donnée par la matrice

10
0 2399 |-

Les facteurs invariants de M sont 1, z399.

ot

6. La matrice (A(l))[M] est

1
z z
398
0 =2
z

Le rang de Poincaré en z = 0 vaut 7° = 399, mais la singularité est régulicre.

La dimension du systéme est n = 2. On en déduit (c¢f. proposition 3.11)
que le résean saturé de Gérard-Levelt MO est le réseau de Levelt du systéme
en z = 0. On vérifie que P'on a bien kY = 0 et kY = 399 = 0.

Les exposants en z = 0 sont €} = 1, = —398.
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Le systeme admet un pole simple & I'infini. Les exposants a 'infini sont donc
les valeurs propres du résidu.

Les exposants a I'infini sont e3® = —1,e5° = —1.

La hauteur du systeme est h(A;) = 7V + 7°° = 399.
La somme des exposants vaut X = 3 cp1 2 ed =399 = —h(Aqy).

Exemple 2
010\, 00 0\, /0 0 2 .
000)/* 00 —1/°% 0 —1 -
0 6 0 0 -3 -3
1 1 1 1
sl 01 chg |01 L
0 -1 1/)7*" 0 -1 1 )z—3

Ce systeme constitue le premier contre-exemple donné par A. A. Bolibrukh
au probléme de Riemann-Hilbert “fort” (voir [Bo3], I, p. 70, (4.1)). L’algo-
rithme reddiff(Ay)) donne les informations suivantes.

1. La matrice & Pinfini A(t) est

r 1 1 1 1 1
O T =1 -2
11 11 11 11 11 11
971 61+l 3i—2 2i—1 6i+1 3i—2 |’
11 11 11 11 11 11
i 2t—1 6i+1 3t—2 2i-1 6t+1 3t-2 |

et son résidu R*° vaut

o O O
o o O
o o O

L’infini n’est pas une singularité du systeme.

1
2. Les singularités du systéme sont S = {0,1,—1, 5}, la dérivation est

9= (2% — ; — 22 —I— z)d/dz.
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4. Le dénominateur commun est ¢ = 4z. Une base du réseau
M® = Nps (F~H(A))
pour tout s € SN C est donnée par la matrice M :
{ 1 00 ]
0 z O
L 0 0 =z J
5. Les facteurs invariants de M sont 1, z, z.

6. La matrice (A(Q))[M] est

i 1 1 1 1 1 T
0 z 241 22-1 z—1 2z—1
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1
22-1 6z2z+1 32:-1 _5271_‘_62—{—14_522—1
U S U T U O U S O
L 2z—1 6241 32z—-1 z 2z—1 6z+1 32z—1 |

On constate que l'on a obtenu un systéme fuchsien sur P*(C).

7. La matrice (A)[M} (t) a l'infini est

11 1 1 1 11 1 1 1 T
27 t1+1 9t-2 20 TTo1 212
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 1 6i+1 3t-2 211 6t+1 3t 2
o 111t o111 i1t 1
L 2t—-1 6t+1 3t—2 t 2t—1 6t+1 3t—2

La procédure de réduction a provoqué l'apparition d’une singularité appa-
rente & l'infini.

En z=1,-1,1/2, la procédure ne modifie rien. Le rang de Poincaré était
et reste 7* = 0, et le résidu est R* =0 pour s =1,—1,1/2.

Les exposants pour s = 1, —1,1/2 sont donc e] = e5 =5 = 0.

En z = 0, le rang de Poincaré pour A en z = 0 vaut r° = 1, mais la
singularité est réguliere.

Le résidu R vaut

01 O
00 O
00 -2
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Les exposants e? en z = 0 sont nécessairement des entiers, puisque seule leur
partie entiere varie suivant les réseaux stables considérés, et 'on déduit du
lemme 3.8 que

a k= (0,0,1) ot 0 < L < 1, e
b. € > —2 pour i =1,2,3.
La somme des exposants vaut

3

3
Y= Z Zef:Ze?:TrResoA—TrEO:O—E—1.
i=1 i=1

Si ¢ = 1, alors le réseau M? est égal au réseau de Levelt et 'on a
6(1)20, e%zOeteg:—Z.

Sif=0,o0na=—1. On a alors e? =—-1- Zﬁéi e? < 3, d’apres b.

Les exposants en z = 0 vérifient —2 < e? < 3.

Exemple 3
010 1 00 0 11 0 0 2 1
Ag(z)=1 00 1 |5+ 0 1 0 —+§ 0 -1 1 12+
000)" 00 -1/°% 0 —11 )1
0 6 0 0 -3 -3
1 1 1 1
-1 0 -1 1 +-10 -1 1 _
2 1
6 o 1 1)t 3 g 1 1 (z - 3)°
La procédure reddiff donne les informations suivantes sur A s).
1. La matrice & Pinfini A(t) est
i 0 1 1 4 1 4
(t+1)2  (t—2)? t—12 (t—2)
0 1 n 1 1 n 1 1 n 4 1 14 1 1 1 1 4 1
t 2@t—-12% 6(+1)?2 3(t—2)? 2t—-12 6(t+1)?2 3(t—2)2
0 1 1 n 1 1 n 4 1 1 1 1 1 1 4 1
| 2(t—1)2 6(t+1)2 3(t—2)2 t 2@t—1)2% 6(t+1)2 3(t—2)?

et son résidu R°° vaut

o O O
|

O = O

_ o O
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1
2. Les singularités du systeme sont S = {0, 1, —1, 2’ oo}, la dérivation est
1 1
9= (2% - §z3 - 22+ §z)d/dz.

3. Un dénominateur commun des coefficients de la matrice saturée Mx(A3))
est 1628 — 1627 — 2825 + 3225 + 821 — 1623 + 422

4. Une base du réseau M*® = Nps(F5~ 1 (A*)) pour tout s € SN C est
donnée par la matrice M :

K 211 8 }

| 0 —1:2(2: — (= + 1)(z — (422 - 3) i%@z_n%z+n%z_n2

~ 1
5. Les facteurs invariants de M sont 1, 52(22 —D(z+1)(z 1),

if@z—n%z+n%z—n?

6. La matrice (A(g))[M] est

3 5 5 1 3
TS O S e R O 5,924 13 99
0 2t =Tz 5% 3z+2 z—|—4z 5% ~ 1%
3 5
0 —dz+4 22, 2 -
2z + z 22 5
0 —16 4z — 4
i 11
o 11_ 3 3.1 1 0
2z z+1 22z—-1 2z-1
3 5 1 2 +7 1 117 1 1 1 1 1 1
z 2z41 2z—1 2z—-1 2z 2z41 2z—1 42z-1
0 38+ 45 n 1 6 13 1 1 1 4
L z z—1 z+1 z 2z—1 2z4+1 2z-—-1
On constate que le systéeme a un rang de Poincaré trés grand (r*° = 6)

au point a Pinfini. Il nous importe peu de déterminer la matrice (A)[M](t)
puisque le pole y était simple avant réduction.

On a en revanche obtenu des poles simples en toutes les singularités a
distance finie. Il s’agissait donc bien de singularités régulieres.

En z =0, le résidu R" vaut

W N
o

DO | =

0 —38 —6
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3 1 3 1
et ses valeurs propres sont 0, 3 + 5\/3, 5 5\/5

Le rang polaire n° de A3) (c’est-a-dire le rang de la matrice la plus polaire
en z = 0) vérifie n° = 2. Le réseau M" est alors, d’aprés la proposition 3.11,
égal au réseau de Levelt. Les diviseurs élémentaires du réseau MY en z = 0
sont en effet & —= (0,1,2) = (0,7°,2r9).

3 1 3 1
Les exposants en z = (0 valent € = 0, €] = 3 + 5\/5, ey = 5 5\/5

La somme des exposants vaut e + €3 + €} = —3. Les valeurs propres de
Resg(A(z)) sont 0, —1, 1. On a bien

e +ed+el = TrReso(A(3)) — Tk

Le triplet des parties entieres décrit au paragraphe 3.2.2 vaut alors

N° = (0,0, -1).
En z = —1, le résidu R~! vaut
0 -3 0
5 1
0 —2 _=
2 2
0 1 L
2

On vérifie que n~! = 2. On fait le méme raisonnement que pour z = 0.

3 1
Les exposants en z = —1 valent efl =0, 651 =3 + 5\/5, egl =

DO o
|
DO =

Le triplet des parties entiéres est
N1t=(0,-1,-1).

En z = 1, le résidu R' vaut

0 -1 0
7 1
0o - —=
2 2
13
0 45 ——
L 2
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Comme n' = 2, on obtient encore les exposants.

3 1 3 1
Les exposants en z = 1 valent e% =0, e% =3 + 5\/ 10, e;lj =35~ 5\/ 10.

Le triplet des parties entieres est
N =(0,0,-1).

;. 1
Fn z = %, le résidu R2 vaut

1
On a encore 72 = 2.

1 1

Les exposants en z = 1 valent ef =0, eJ = —1, e; = —2.

[

Le triplet des parties entieres est
Nz =(0,—1,-2).

La hauteur du systeme vaut h(A()) = 4. La somme de tous les exposants
en toutes les singularités vaut

3
=YY= 12= @hm(g)),
seS i=1

avec n = 3. La borne inférieure de 'encadrement du théoréme 2.12 est donc
atteinte.
Exemple 4

Dans cet exemple, nous allons également exploiter les propriétés du co-réseau
de Levelt. On consideére le systeme de matrice

0 0 0
_1o1 1 1
A (2) 2z 2-12  20z-12 |
1 | 1
0 -S4 -
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ainsi que le systeme dual dont la matrice est

t
Aa) (2) = =A@ (2).
La procédure reddiff donne sur Ay et sur A’(*4) les informations suivantes,
notées comme précédemment, avec un “*” pour celles concernant AZ‘4).

1. La matrice & Pinfini A(t) est

[0 0 0 i
1 2 1 1
2z 2(z—1)2 2(z —1)2 ’
0 2 1 1 n 1
L 2z 2(z—1)2 z  2(z—1)% ]
et son résidu R* vaut
0 0 O
01 0
0 2 -1

Le point a I'infini est un pole simple pour le systéme donné par Ay et,
par construction, pour le systeme dual, I'expression de la connexion duale a
Iinfini est A*(t) = —tA(t).
Les exposants a 'infini valent
e’ =0,e=—-1,er=1
et
eio’* =0, ego’* =1, ego’* =—1.

2. Les singularités de chacun des deux systemes sont S = {0,1,00}, et
on utilise la dérivation ¥ = z(z — 1)d/d=.

3. ¢ = 2z(z — 1) est un dénominateur commun aux coefficients de la
matrice saturée Mz (A(y)) ainsi qu'a ceux de M]:(Aa)).

4. Une base des réseaux M* = Njys(F5~H(A%)) pour s = 0,1, est donnée
par la matrice M :

Une base des réseaux M** = N(ps)- (F51((A%)*)) pour s = 0,1, est
donnée par la matrice M* :
z—1 0 0
0 z 0
0 —z z2(z—1)
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5. Les facteurs invariants de M sont 1, z — 1, z(z — 1), et ceux de M*
sont 1, z(z — 1), z(z — 1).

6. La matrice (A)[M] est

-1 1 -
- 0 0
z z—1
1
oy b1
z z 2(z—1)
1 1 1
Z 0 =-—
L z z (2—1) ]

r 1 1 1 0 7]
z—1 z z-—1
2 2 1
0 _z _z _
z z+ 2(z—1)
0 0 !
| (z—1) i

-1 0 0 0 -1 0
RO=| 1 =10 RY™*=10 -2 =2
1 0 1 0 0 0

Leurs valeurs propres respectives sont
M= (~1,-1,1)
et \>* = (0,0, -2).

Les diviseurs élémentaires de M° dans A? valent (0,0,1). Comme il
ne peut pas y avoir de réseau plus grand strictement contenu dans A°
(cf. corollaire 2.10, p. 28), on en déduit que

M? = (A%);.

Les exposants de A(y) en z = 0 valent e =—-1,e)=—1,¢e) = 1.
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En z =1, les résidus sont

10 0 11 0
1 \

R'=| o 0 R*=1 0 0 =

0 0 -1 0 0 -1

Leurs valeurs propres respectives sont

M= (-1,-1,0)

et A" = (—1,-1,0).
Les diviseurs élémentaires de M?* dans A! valent (0,1, 1) et sont égaux
a ceux de MY* dans AL*. On peut tout de suite remarquer que l'un
des deux réseaux n’est pas le réseau de Levelt correspondant puisque

ces deux suites de diviseurs élémentaires ne vérifient pas la condition
2 de la proposition 4.1.

La hauteur des systémes est h(Ay)) = h(AZ‘4)) = 2.
Dans la remarque 4.1, nous avons vu que le co-réseau de Levelt vérifie
(AHE c F=HAh).

Le dénominateur commun valant ¢ = z(z—1), il est clair, d’apres les explica-
tions du paragraphe 5.2, que les diviseurs élémentaires du réseau F ' ((A1))
dans A! sont (—1,0,0). Avec I'argument déja vu, comme il n’existe pas de
réseau stable plus petit contenant A!, on en déduit que I'on a

(AHE = Fy 1A,

Les mémes relations sont valables ici avec le réseau dual (A1)*, comme le
montrent les calculs effectués sur la matrice AZ‘4), d’ou

(AH")E = F3=H(Aah).
Par dualité, on obtient 1’égalité
(F5HADM) = (A" = (AN
La connexion est donc représentée dans une base du réseau de Levelt (A1)
par la matrice (*t(A*)[M*])[z(z—l)I} = —t(A*)[M*] — I, d’ou 'on déduit les
exposants.

Remarquons enfin que Pamplitude a(A!, M!) = 1 = a(Al, (A!)L) mais
que MY # (AY)r (cf. Remarque 2.4).

Les exposants de A4y en z = 1 valent et =0, el =0, eé = —1.
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On peut en dire de méme pour le dual.

Les exposants de A’(“4) en z = 1 valent e}’* =0, eé’* =0, eé’* = —1.

Remarquons que (A1) et (A')% sont nécessairement homothétiques puis-
qu’ils ont méme indice dans Al.
La somme des exposants en toutes les singularités pour le systeme A )

vaut
3
D= e =-2=—h(Ay),

seS i=1

ce qui montre que la borne supérieure du théoreme 2.12 est aussi atteinte. Ce
résultat correspond & la situation ot le rang de stabilité du réseau pu(A?) = 2
est maximal (cf. corollaire 2.5).

Pour le systeme dual (A(4))*, on dispose des faits suivants:

a. =3 ief:ZO—I—El—I—EOO:EO—l—I—O.
s€s i
b. X0 = TrResoAyy — Trk =0 —Trk .
c. 1< Tk < 2, par la minimalité de 'indice du réseau de Levelt.
d. ) > —2 pour i =1,2,3 (lemme 3.8 appliqué a \%*).

Des relations a, b et ¢, on déduit que —3 < X < —2. Par d, on obtient
I'encadrement suivant.

Les exposants de Aa) en z = 0 vérifient —2 < e?’* <2, pouri=1,23.

Exemple 5

Dans ce dernier exemple, on considere le systéeme de matrice

Ly
z z
0 0O 0 O
A(5)(Z) = 1 )
0 2
0 % 0 O
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ainsi que le systeme dual de matrice Azo(z) = —'A(5)(2). La procédure
reddiff donne sur A et sur A’(*5) les informations suivantes, notées comme
a I'exemple précédent.

1. La matrice & Pinfini A(t) est
-1 1 -
t

t
0 0 0 0
0o -5 o o0

[1—1 0 0]
0 O 0 O
6 0 o o

Le point & I'infini est un poéle simple, donc une singularité réguliere pour

A(5) et A?5)'

et son résidu R*° vaut

Les exposants a I'infini valent

e’ =—1,e=0,e3°=0,et ef° =1
et
ecfo’* =1, €<2>o,* =0, ego’* =0, et eZO’* =-1

2. Les singularités des deux systémes sont S = {0, 00}, la dérivation est
¥ = zd/dz.

3. Un dénominateur commun des coefficients de la matrice saturée M z(A)
est 2%, 11 vaut également pour Mz (A*)

4. Une base du réseau M® = Nyo(Fj 1 (A")) est donnée par la matrice

M :
20 00
0 282 0 0
0 0 1 0
0 0 0 =z

Une base du réseau M?* = N‘(AQ)*(fgil((AZ)*)) est donnée par la

matrice M™:

20 0 0
01 0 0
0 0 28 0
0 0 0 27
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5. Les facteurs invariants de M sont 1, z, 28, 28, et ceux de M* sont 1,

27, 28, 28.

6. La matrice (A)[M] est

-9 1 -
— - 0 0
z oz
0 8 0 O
1 1
0 0o - -
z oz
1 1
0 - 0 —
L z z
La matrice (A*)[M*] est
S -
— 0 0 0
z
1
210 0 -
z
o 0 — 0
1 7
0o 0 —— —
L z z
En z =0, les résidus sont
-9 1 0 0 ] =7 0 0 0 7
0 -8 0 0 0 0 0 -1
RV = RV =
0 0 1 1 0 0 -9 0
. 0 1 0 —1 | L 0 0 -1 -7 ]

Leurs valeurs propres sont respectivement
M= (=9,-8,—1,1)
et A0 = (=7,-7,0,-9).
La hauteur des systemes est h(Ag)) = h(A’(“5)) =T.

En reprenant un raisonnement vu a I’exemple précédent, comme le dé-
nominateur commun vaut ¢ = 28, les diviseurs élémentaires du résean

FyH A0 = 25 M°
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dans A" sont (—8,—7,0,0), et ceux du réseau
fg_l((AO)*) — Z_SMO’*

dans (A°)* sont (=8, —1,0,0). Comme les réseaux sont réflexifs, en dualisant
on obtient du lemme 3.8 les inégalités :

a. K < (0,0,1,8)
ax. et B <(0,0,7,8)

ou la relation < s’entend terme a terme.

D’apres la proposition 2.4, on ne peut pas avoir B = (0,0,0,8), puisque
I'on aurait alors k§ — kJ = 8 > 70 = 7. Par conséquent, on a B = (0,0,1,8)
et on a établi que

(A% = (F5 7 (A%))".

La connexion est donc représentée dans une base du réseau de Levelt (A%)r,

par la matrice (—t(A*)[M*])[(ZSI] = —t(A*)[M*] — 81, d’ou T'on déduit les
exposants.
Les exposants de A5y en z = 0 valent e? = -8, eg = -1, eg =—1, eg =1.

Pour le dual, la relation ax prouve que le rang de stabilité p* vérifie p* > 2
(cf. prop. 2.3). On en déduit que I'on a

b. T=r"<v* < ww = 21 (cf. corollaire 2.5).
La somme de tous les exposants vaut
c. X =30% 4 300 = 30x (voir A%),

De b et ¢, on déduit que
=21 <Y T

D’autre part, la somme X% vérifie
d. ¥0" =Ty ResgAs) — T = Tk = v

Or on a (0,0,1,8) <& < (0,0,7,8). On a alors —15 < £* < —9. De la

valeur de \%*, on déduit que eg’* > —9, d’ou '’encadrement suivant.

Les exposants de A’("5) en z = 0 vérifient —9 < e?’*

<09
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