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Introduction

L’utilisation des battages a permis de donner une description de certains objets homo-
logiques et algébriques. Ces permutations ont été introduites, au début des années 1950,
par S. Eilenberg et S. MacLane, pour donner une description explicite de 1’équivalence de
complexes du théoreme d’Eilenberg-Zilber. Les battages ont ensuite été utilisés, de maniere
implicite, par G. Hochschild et J-P. Serre pour construire une identité générale permettant
de comparer 'homologie d’un sous-groupe et 'homologie du groupe.

Du coté algébrique, dans les années 1960, M. Sweedler décrit le coproduit de 1’algebre de
Hopf tensorielle d’un espace vectoriel V', comme une somme sur des battages d’une repré-
sentation du groupe symétrique, associée au tressage qui échange deux termes de V. En
1995, M. Rosso a montré que le produit de ’algebre cotensorielle d’un bimodule de Hopf
peut étre décrit comme une somme sur des battages d’une représentation du groupe des
tresses, associée a un tressage défini par S.L.. Woronowicz. Cette somme est appelée produit
des battages quantiques. Plus généralement, pour tout tressage o d’un espace vectoriel V,
M. Rosso a défini un produit des battages quantiques ¢, sur 7'(V).

Dans cette these, je vais utiliser les battages pour décrire les structures de certaines algebres
de Hopf inhomogenes construites par P. Podles et S.L.. Woronowicz (chapitre 2), puis pour
montrer que le produit des battages quantiques peut se factoriser par ’application des bat-
tages du théoreme d’Eilenberg-Zilber (chapitre 3). Ceci permet alors de définir une théorie
homologique, pour les algebres de Hopf, généralisant la construction de I’homologie des
groupes abéliens d’Eilenberg-MacLane (chapitre 4). Cette homologie sera ensuite utilisée
pour décrire un invariant des 3-variétés défini par D. Altschuler et A. Coste (chapitre 5).
Le premier chapitre contient des résultats classiques d’homologie simpliciale et de théorie
des algebres de Hopf, qui seront utilisés ultérieurement.

Les chapitres 3,4,5 sont indépendants du chapitre 2.

Groupes quantiques inhomogénes

Les espaces de Minkowski munis d’une action du groupe de Poincaré sont étudiés en
théorie quantique des champs. Cette théorie ne tient pas compte des effets gravitationnels,
il semble qu’un cadre adéquat pour les prendre en compte est I’ensemble des espaces quan-
tiques. C’est-a-dire qu’au lieu de considérer des fonctions sur ’espace temps, on considere
des éléments sur des algebres non commutatives. En 1997, P. Podles et S.L.. Woronowicz
ont introduit dans ce cadre les groupes de Poincaré quantiques. Pour étudier ces groupes,
ils ont construit des algebres de Hopf inhomogeénes a partir d’un groupe quantique et de
translations. Plus précisément, & une algebre de Hopf H, une matrice A a coeflicients dans
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H, compatible avec le coproduit de H et une famille finie d’éléments (p;), ils ont associé
une algebre de Hopf ou le produit d’un élément ps; par un élément ¢ € H est donné par:
ps-a =7+ @s(a), ot v est un élément du H-module a gauche libre engendré par la famille
(ps) et pour tout s, ¢ est une application de H dans H. L’associativité et la compatibilité
du produit avec le coproduit induisent des conditions sur les applications ;.

Le but du deuxieme chapitre est de donner d’une part un cadre cohomologique naturel a
la composante inhomogene et, d’autre part, une description explicite des structures de ces
algebres inhomogenes. Pour cela je définis a partir de la matrice A et des conditions impo-
sées sur la famille (ps) un H-bimodule de Hopf I'. A ce bimodule de Hopf est alors associé

le bicomplexe suivant (Hompy (I' @ H®, H®7), dgj), D;i))m, ol

DY : Hompy (I © H® H®) - Homp (I @ H®', H®+1)

est la différentielle ddéduite de la structure de H-bicomodule de I' et de cogebre de H, et
ol
dY) : Homy (T @ H®, H®) — Homy (I' © H®+ HY)

est la différentielle du complexe de Hochschild du H-module Homy (I, H®7).

La famille d’applications ¢, s’interpréete alors comme un élément ¢ de Homy(I' @ H, H).
Les conditions sur les applications ¢ sont alors exactement celles disant que ¢ est un 2-
cocycle du complexe total associé au bicomplexe. Dans le cas ol ¢ = 0 on retrouve ’algebre
tensorielle Ty (') du H-bimodule de Hopf I'.

Cette interprétation permet de voir que si on ajoute a ¢ 'image d’un élément de Hompg(I', C)
par D(()l) odéo) alors I'algebre de Hopf inhomogene obtenue est isomorphe, en tant qu’algebre
de Hopf, a celle associée a .

Soient H une algebre de Hopf et M un H-bimodule de Hopf. Afin de décrire la structure
de produit de I’algébre inhomogene associée & H,M , on munit 'espace H @ T'(M*) d’une
structure d’algebre croisée utilisant la structure naturelle de A-module algebre & droite de
M*. Pour étudier la structure de coproduit, je définis un tressage (morphisme qui vérifie
I’équation des tresses) o de MY par

o Mo ME — M@ M*
v v — UEO) RQue UEl)'
oil e est la structure naturelle de H-module & droite de M’. Via ce tressage et les battages

T(M") est un H-comodule cogebre & droite. L’espace H ®@ T(M¥) est alors une cogebre
croisée. Avec ces structures, je montre que pour ¢ =0

Théoréme I ’espace Ty (M) est isomorphe, en tant qu’algébre de Hopf, a H @ T(M%).

Ce théoréme me permet ensuite de décrire les structures d’algebres de Hopf inhomogenes
pour ¢ # 0.

Produit tordu de complexe de Hochschild

Dans cette partie, je considere des algebres munies d’un tressage inversible o vérifiant
des conditions de compatibilité avec le produit.Ces algébres sont appelées algebres tressées
o-commutatives. Soit A une telle algebre. Le complexe de Hochschild (C,,(A)), de A est
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alors une algebre avec le produit des battages quantiques ¢, associé a o. Le but du troisieme
chapitre est de montrer qu’il existe une différentielle sur le produit tensoriel de (C,,(A)),
par lui-méme, telle que @, est un morphisme de complexes.

Pour les algebres tressées o-commutatives on peut définir un produit tensoriel d’algebres,
tordu par o, noté ®,. Les objets du théoreme d’Eilenberg-Zilber, appliqué a la construction
Bar de A, sont alors munis d’une structure de A ®, A-bimodule, telle que les morphismes
du théoréeme sont des morphismes de bimodules. En particulier "application des battages
de ce théoréme est un morphisme de bimodules et de complexes. Alors en composant ce
morphisme par des morphismes de complexes, je montre d’une part que le produit des
battages quantiques de T'(A) peut se factoriser par l'application des battages, et d’autre
part que pour M est une algebre de produit g munie d’une structure de A-bimodule et de
regles de commutation avec A, le diagramme suivant est commutatif:

P MaoM) oA @A — 7 Mg A
pt+g=n
Pn 541
P MoMea®” @A) 12, pg Ao
p+g=n—1

ou les fleches verticales sont des différentielles. En particulier &' est la différentielle du
complexe de Hochschild de A & valeur dans M. La différentielle p permet alors de définir
une différentielle tordue, pour le produit tensoriel d’un complexe de Hochschild par lui-
méme. On a alors le résultat

Théoréme Soit A une algébre lressée o-commulative. Avec la différentielle tordue et le
produit induil par ¢, , le complexe de Hochschild de A est une algébre différentielle graduée.

En considérant la version duale de ce théoréeme je montre ensuite une identité du type
Hochschild-Serre pour les algebres tressées o-commutatives:

Théoréme Soient A une algébre tressée o-commutative de dimension finie et M un A-
bimodule. Alors il existe une différentielle p,, telle que le diagramme suivant commute :

]

Homy (A", M) P Homg(A®, Homg(A¥", M))

p+g=n—1

Kn Pn

Homy (A®", M) P Homx(A®", Homg (A®", M))

pt+g=n

ot @ est le transposé du produit des battages quantiques et k., la différentielle définissant la
cohomologie de Hochschild.

En particulier 'algebre d’un groupe munie du tressage de S.L. Woronowicz on retrouve
I’identité générale d’Hochschild-Serre.
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Cohomologie quasi-abélienne

L’homologie d’un groupe G est donnée par le complexe: (C,(G),d,), ou C\(G) est le
groupe abélien libre généré par les éléments [zq,...,z,] avec (z1,...,2,) € G*", et la
différentielle ¢,, est donnée par

Opl21y ey xn] = (21, ..o, Tn]+ Z[ml, ey T, TiT g1y ey T+ (1)@, T ]
=1

Soit F' un groupe libre. Un élément [zy, ..., z,] de C,,(F) est appelé générique si chaque z;
est soit 1, soit un produit de générateurs de F, et si chaque générateur apparait au plus
une fois dans un des produits z;. Ces éléments forment un sous-complexe de (C},(F),d,),
appelé sous-complexe générique. L’homologie (H,(F)),du sous-complexe générique d’un
groupe libre F a la propriété suivante:

H,(F)=0 pour n > 2. (P)

Par contre, si on considére le sous-complexe générique d’un groupe abélien libre ce n’est plus
le cas. Afin de construire une théorie homologique, pour les groupes abéliens, ayant la pro-
priété (P), S. Eilenberg et S. MacLane ont associé a un groupe abélien un complexe, construit
en itérant une construction. Cette construction associe a une algebre différentielle graduée
augmentée C' une nouvelle algebre différentielle graduée augmentée C'! définie comme suit :

- en tant qu’espace vectoriel C'! est I’espace tensoriel T(C),
- la différentielle de C* est la somme de deux différentielles d et D.
- Iapplication d est donnée pour un élément [w!|...|w"] de C', avec w' € C,
(1 <i<mn), par

n

dlw'| ... Jw") =Y (D)7 [w']...[0@w")]...|w"],
=1
ou 0 est la différentielle de C' et ¢; =14+ 1+ 1 +---{;.

- lapplication D est celle du complexe de Hochschild de 'algebre augmentée
(C,¢,a), a valeur dans K le corps de base, ou ¢ et a sont respectivement le
produit et "augmentation de C'.

- Le produit ¢! de C* est défini pour [w!]...|w"] € C1 et [3]...|37] € C* par

(e I T N A B S N G S L R B e

wesn,n-l-r

ol Sy, n4r est I'ensemble des (n, n 4 r)-battages, |w| la signature de la permutation w
et [yY...|7""] le battage des n lettres [w!]...|w™] avec les r lettres [BY]...|57].

L’homologie associée au complexe, obtenu par itération, vérifie bien (P).
Toute algebre de Hopf peut étre munie d’une structure d’algébre tressée o-commutative ou
o est le tressage défini par S.L.. Woronowicz. Dans ce cas, la compatibilité du produit des
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battages quantiques avec la différentielle de Hochschild, établie au chapitre précédent, m’a
permis d’adapter la construction d’Eilenberg-MacLane au cadre des algebres de Hopf. Pour
A une algebre de Hopf, I'espace vectoriel du complexe obtenu est le quotient de I'algebre
bitensorielle T'(T'(A)), par les éléments stables par I'action adjointe de A. La différentielle
est la somme de deux différentielles, 'une déduite de celle du produit tensoriel tordu du
complexe de Hochschild de A par lui-méme, et ’autre de celle du complexe de Hochschild
de T'(A), ou T(A) est une algébre avec le produit des battages quantiques associé & o. L’ho-
mologie de ce complexe, aprés normalisation, est appelée homologie quasi-abélienne. Si on
considere I’homologie quasi-abélienne de I’algébre d’un groupe abélien, on retrouve celle dé-
finie par le complexe issu de la premiere itération de la construction d’Eilenberg-MacLane.
Dans le but d’étudier des invariants de 3-variétés, j’étudie dans la fin du chapitre 4 la
cohomologie multiplicative associée a I’homologie quasi-abélienne d’une algebre de Hopf co-
commutative A. Pour cela, on considére I’ensemble des morphismes de ’algebre bitensorielle
T(T(A)), a valeur dans une algébre commutative, inversibles pour le produit de convolution.
En particulier les 3-cocycles quasi-abéliens d’un groupe G a valeur dans C* sont donnés par
des couples d’applications (f,Q) ot f: G X G x G — C et Q: G x G — C*, vérifiant pour
l,g,h,ke G

(=Ygl 17 R, 17 kD) = f(g, b k),  QU~igl,I"'Rl) = Q(g, h),

1) f(g ,h DM g, hy kl)f(g,h k)=1,

( 1 h,k)f(h, &k, k~\h"tghk) = Q(g, hk) f(h, b 'gh, k),
k7hk) = Q(gh, k) f(g, b k) f(k, k= gk, k= hk).

Pour montrer que la théorie homologique obtenue est non vide, je donne ensuite un exemple
non trivial d’un 3-cocycle quasi-abélien du groupe diédral D3 obtenu en utilisant le pro-
gramme Maple.

Invariants des 3-variétés

En 1993, J. Mattes, M. Polyak, et N. Reshetikhin ont utilisé la cohomologie des groupes
abéliens d’Eilenberg et MacLane pour construire des invariants des 3-variétés. A partir
d’un 3-cocycle de la cohomologie d’un groupe abélien G, ils ont associé un poids a chaque
diagramme planaire d’un entrelacs de rubans, coloré par GG. En sommant les poids sur toutes
les colorations possibles par G, ils ont construit un invariant des entrelacs de rubans. Cet
invariant se prolonge ensuite a un invariant des 3-variétés.

On connaissait déja une autre construction d’invariants associés a la théorie cohomologique
des groupes. Ainsi, a un 3-cocycle normalisé w d’un groupe G quelconque a valeurs dans
U(1), R. Dijkraaf, V. Pasquier et P. Roche (1991) ont associé un double de Drinfeld tordu
DY (@), qui est une quasi-algebre de Hopf de rubans. Par ailleurs, & partir de la catégorie
des représentations de dimension finie d’une quasi-algebre de Hopf de rubans, D. Altschuler
et A. Coste (1992) ont défini un foncteur qui, évalué sur un diagramme d’un entrelacs,
définit un invariant des entrelacs de rubans. C’est une version non associative de 'invariant
de Reshetikhin-Turaev associé a des catégories strictes rubanées. A D" ((G), on peut alors
associer un invariant des entrelacs qui peut s’étendre a un invariant des 3-variétés.

Or un 3-cocycle abélien est défini par un couple d’applications (w, 2) ot w est un 3-cocycle
classique. Donc le couple (w, 2) permet de construire ces deux invariants. Le but du chapitre
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5 est de comparer, dans un cadre plus général, les deux invariants des 3-variétés obtenus.
Pour cela, je commence par associer & un 3-cocycle de la cohomologie quasi-abélienne de
I’algébre d’un groupe un invariant des entrelacs de rubans, noté Z, qui généralise celui
défini par J. Mattes , M. Polyak N. Reshetikhin. Pour définir cet invariant, je colorie un
diagramme planaire de ’entrelacs de rubans par un groupe G. Par construction, se donner
une coloration d’un tel diagramme revient a se donner un morphisme de groupes du groupe
fondamental de I’entrelacs dans . Puis a un 3-cocycle quasi-abélien est associé un poids
des diagrammes colorés. L’invariant Z s’écrit alors:

Z(L): Z < (DL)p>

p€Hom(II, (L),G)

ou < (Dy,), > est le poids du diagramme Dy, de I'entrelacs L, associé a la coloration définie
par p.

En utilisant une décomposition du deuxieme mouvement de Kirby par des diagrammes a
point triple (construction due a O. Viro), je montre que pour prolonger Z aux 3-variétés, une
condition suffisante est de considérer des colorations des diagrammes par des morphsimes
de groupes du groupe fondamental de la 3-variété dans GG. L’invariant Z obtenu s’écrit :

Z(Mp) = > < (D1), >
peHom(IIy (ML),G)

ol Dy, est un diagramme d’un entrelacs définissant la 3-variété My, par chirurgie.

Un 3-cocycle pour la cohomologie quasi-abélienne est défini par un couple d’applications
(w, ) ol w est un 3-cocycle classique. Donc le couple (w, 2) permet de construire la quasi-
algeébre de Hopf D" ((). La construction de R. Dijkraaf, V. Pasquier et P. Roche se réin-
terprete alors avec 'identité générale de Hochschild-Serre. Ceci permet de remarquer que
DY (@), construit grace a (w, §2), peut étre vu soit comme une quasi-algebre de Hopf, soit
comme une algebre de Hopf. Dans ce cas, cela permet de calculer l'invariant des entrelacs
de rubans de N. Reshetkhin et V.G. Turaev, noté Fr, associé & une algebre de Hopf de
rubans.

Théoréme Si DY (G) est muni de sa structure d’algébre de Hopf de rubans, Fr est donné
pour tout entrelacs L a n brins par:

Fr(L) = |G["[Hom(I1 (ML), G)],
ot |?] est le cardinal de ’ensemble 7.

La valeur de l'invariant des entrelacs F', obtenu lorsqu’on voit D¥((G) comme une quasi-
algebre de Hopf est alors égale & Fr modulo des produits de valeur de w et de Q sur des
éléments fabriqués avec des éléments de . En utilisant un parenthésage standart de la
forme 7®@ (7® (---® (?®) --+)), je montre que les produits de valeur de w proviennent
uniquement des changements de parenthésages nécessaires au calcul de F. Je prouve ainsi
le théoreme suivant

Théoréme Soient (w,Q) un 3-cocycle quasi-abélien normalisé, L un entrelacs ¢ n brins.
Alors
P(L) = |G["Z(L)

ou Z est Uinvariant associé au 3-cocycle quasi-abélien (w1, Q71).



Chapitre 1

Rappels et notations

Dans toute cette thése, K désigne un corps. Les espaces vectoriels considérés seront des
K espaces vectoriels. Les algebres considérées seront des K algebres associative et unitaire.
Soit f : A — B un morphisme d’espaces vectoriels, pour n > 1 et 1 < 1 < n, on définit
I’application linéaire f; : A®" — A®™' @ B® A®"™" par:

filad®-a)=d' @ 2d'e fla)@adT @ @ d,

Par exemple, si A est le coproduit d’une cogebre C, alors A; (1 << n) est I'application
linéaire de C®" dans C®""" définie par Iapplication de A sur la i*™€ composante.

1.1 Structures cohomologiques

Dans cette partie, on donne les résultats de base de la théorie simpliciale, de fag a pour
pouvoir énoncer le théoreme de normalisation des complexes simpliciaux dans le cadre
des espaces vectoriels et dans celui des groupes abéliens & loi multiplicative. Les objets
et les opérateurs simpliciaux ont été introduits dans le cadre des groupes abéliens par
Eilenberg et MacLane ([EML53]) sous le nom de FD opérateurs. On transporte facilement
les preuves des résultats énoncés aux cadres des espaces vectoriels et des groupes abéliens
a loi multiplicative.

On énonce ensuite le théoreme d’Eilenberg-Zilber et on construit ’homologie de Hochschild
d’une algebre a partir de la résolution Bar de cette algebre.

1.1.1 Catégorie simpliciale A et objets simpliciaux

Pour tout entier n, on note [n] ’ensemble {0,1,...,n} des entiers naturels compris entre
0 et n. Une application f : [n] — [m] est dite monotone si f(i) < f(j) pour 0 < ¢ < j < n.
On définit alors la catégorie A en prenant pour objets les ensembles [n] pour n > 0 et pour
morphismes les applications monotones.
L’application monotone &* = 52 : [¢ — 1] — [¢] définie comme étant 'injection qui oublie i
(0 < i< q), est appelée face.
L’application monotone n* = né : [q] = [¢ + 1] définie comme étant la surjection qui envoie
v et ¢+ 1 sur ¢, est appelée dégénérescence.
Ces applications permettent de décomposer les applications monotones:
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Théoréme 1.1 Pour toute application monotone f : [n] — [m] il existe une unique décom-
position

f=eh . gyt
avec 0 <1 < - <s<n, 0< << n<metm—t+s=n.

On peut alors donner une présentation des morphismes de A par générateurs et relations.

Corollaire 1.1 I’ensemble des morphismes de A est présenté par les générateurs €', 0 <
1< netn', 0<t<n avec les relations

gled = glgt™! 7 <,
nind — pinttl ; ;
nn=nn J <,
N gl j<i,
n'e! = Id[n] j=t7=14+1,
gyt j>i4+ 1.

On peut alors définir un objet simplicial d’une catégorie C comme étant un foncteur contra-
variant de A dans C. C’est donc une famille (5,,) d’objets de C munie de deux familles de
morphismes de C:

ar = S, — S, Vn > 0,Vie(0,..,n],
st S, — Spm Vn >0,Vie(0,..,n].

telles que:
di b odi =diT] odf i<, (1.1)
s?‘l o5} = s;:ll os! t < g,
s?__ll od? 1 < 7,
d?"'los?: Idg, 1=, 1t=7+1,
s?_l od! 1> 7+ 1.

Les morphismes d' et s sont respectivement appelés les opérateurs faces et dégénérescences.

Définition 1.1 Soient S et T des complexes simpliciaux associés aux foncteurs de méme
nom. Une application simpliciale A : S — T est une transformation naturelle du foncteur S
vers le foncteur T.C’esl-a-dire que A esl une suile de morphismes de degré 0 A\, : S,, = T,
vérifiant d;h, = A,—1d; et s;0,, = Apq18; pour 0 <@ < n.

Remarque : un objet pré-simplicial S de la catégorie C est une famille (S,,) d’objets de C
et une famille de morphismes de C :

ar = S, — Sh_1 Vn > 0,Vie(0,..,n],

vérifiant (1.1).

En particulier un objet simplicial est un objet pré-simplicial.

De la méme maniére on définit des objets (pré)-cosimpliciaux d’une catégorie C par un
foncteur de A dans C. On a alors aussi une notion d’application cosimpliciale.
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Soit C la catégorie des K espaces vectoriels. On peut alors associer & tout objet pré-simplicial
de C un complexe.

Définition 1.2 Ftant donné un objet pré-simplicial S de C, on définit le complexe simplicial
K(S) qui lui est associé par:

n

K(S)n="5.  6a=) (-1)'dr

=0
Par définition des d7, on voit facilement que:

Lemme 1.1 Ona d0dé=0.

Remarque : Si on considere un objet pré-cosimplicial (5,&2) dans la catégorie Cm des
groupes abéliens avec une loi multiplicative, on lui associe de maniere duale un complexe
cosimplicial multiplicatif. La différentielle s’écrit alors &,, = [Ty (d?)(=D", ot (d7)(=V'(g) =
(d*(g))=Y)" pour tout g € S,. On a alors 604 = 1.

1.1.2 Opérateurs (co)simpliciaux et normalisation de complexe
(co)simplicial

Opérateurs (co)simpliciaux
Soient n, m deux entiers naturels.

Définition 1.3 Un opérateur (co)simplicial I' de la catégorie C est une famille de mor-
phismes I's : S,, = S, définie pour tout complexe (co)simplical S de C qui est naturelle au
sens ou Ay, I's = 't A, pour toute application (co)simpliciale A : S — T.

La composition de deux opérateurs simpliciaux est un opérateur simplicial. En particulier
les morphismes s; et d; ainsi que leurs compositions sont des opérateurs simpliciaux.
Soit § : [n] — [m] une application monotone. On définit un opérateur (co)simplicial 3* par
B% = F(B) si le complexe (co)simplicial S est défini par le foncteur F. Cet opérateur est
appelé opérateur (co)simplicial monotone. De fagon analogue au théoréme 1.1, on a:

Théoréme 1.2 Pour tout opérateur simplicial monotone 3* il existe une unique décompo-
sition
F(ﬁ) = 8, .- -Sildjt .. 'djl : Sm — Sn

avec 0 <1 < - <<, 0< << n<metm—t+s=n.
Pour tout opérateur cositmplicial monotone 3* il existe une unique décomposition

F(ﬁ):djl'--djtsh"'sis Sn—>5m
avec 0 <1 < - <is<n, 0< << <metm—t+s=n.
On peut alors montrer

Corollaire 1.2 Tout opérateur (co)simplicial S,, — S, peut étre décomposé de maniére
unique comme une combinaison linéaire a coefficients entiers d’opérateurs (co)simpliciauz
monolones.
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En particulier, si opérateur (co)simplicial est de degré n, alors chaque opérateur simplicial
monotone composant la décomposition est de degré n.

Remarque : Dans le cas d’un opérateur cosimplicial de la catégorie Cm, on montre que tout
opérateur cosimplicial s’écrit de maniere unique comme un produit de puissances entieres
d’opérateurs cosimpliciaux monotones.

Normalisation de complexe (co)simplicial

Soit S un complexe simplicial de la catégorie C. Les propriétés de commutation des faces
avec les dégénérescences permettent de définir un sous-complexe D(S) de S engendré par les
éléments dégénérés de S. Cest-a-dire que D(S),, est le sous-groupe de S,, engendré par les
si(en) (0 < i< n)etec, €8,. Le quotient Sy = S/D(S) est appelé le complexe normalisé
de S.

Théoréme 1.3 Soient S un complexe simplicial de C el Sy le complexe normalisé. Il existe
des applications de complexes [ : S — Sy, g : Sy — S el une homotopie de complexes ¢
de S lels que:

(i) fg=1d, 66+ 66 = gf — 14,
(ii) les applications ¢ et gf sont des opérateurs simpliciauz,
(iii) ¢g =0 et fo =0.

De maniere duale, pour S un complexe cosimplicial de la catégorie Cm, on pose
D(S), =iy ker(s;). C’est un sous-complexe de S appelé complexe normalisé.

Théoréme 1.4 Soient S un complexe cosimplicial de Cm et D(S) le complexe normalisé.
Il existe des applications de complexes f : S — D(S), g : D(S) — S et une homotopie de
complexes ¢ de S lelles que:

[ —1d, §¢.66 = gf.1d™1, ou Id7(¢c,) = ¢! pour ¢, € S,
g ) g ) n P )
(ii) les applications ¢ et gf sont des opérateurs simpliciauz,

(iii) g =1 et f¢p = 1.

1.1.3 Théoréme d’Eilenberg-Zilber

Les objets (pré-)simpliciaux considérés sont des objets de la catégorie C. Les résultats

énoncés dans cette partie peuvent étre retrouvés, par exemple, dans le livre de MacLane
[ML95] et celui de Loday [Lod92].

Définition 1.4 Soient A et B des objets simpliciaux. On définit le produit cartésien,noté
A X B, de A par B par:

(AX B)n :An®Bn7

d? :(AxB), — (AxB),1
a®b — 7 (a) ® d7(b),

s? 1 (AxB), — (AXB)u
a®b — 57 (a) @ sP (D).
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Proposition 1.1 5S¢ A, B sont des objets simpliciauz, alors A x B est un objet simplicial.

Le complexe qui lui est associé est donné par :

Remarque : Afin d’alléger les notations, le complexe associé a un objet simplicial sera
noté de la méme maniere que I'objet. De plus, on omettra les exposants dans les opérateurs
faces et dégénérescences.

Le produit tensoriel de deux complexes de K espaces vectoriels (C, §) et (C’,4'), noté

(C®C', D), est défini par:

Cec.= @ C¢ec,
pt+g=n
Dp= ) 6 @ld+(-1)P1d @6,
ptg=n

Théoréme 1.5 (Eilenberg-Zilber)
Sotent A et B des objels simpliciauz. Il y a équivalence de complexes enlre A X B el
A ® B, c’est-a-dire qu’il existe deux familles (f,), (gn) de morphismes pour lesquelles les
diagrammes suivants sont commutatifs :

(AxB), —" + (A®B), (A9B), — 4 (AxB),
In Dy, Dy, In
Ax By — ' (4@ B),, (A@B. — s (Ax B,

et telles que, pour tout n € N, f, 0g¢, et g, o f, sont homotopes a l1d.

Preuve : La famille de morphismes (f,) est donnée par:
foi (AxB), — (A®B),
a@b — Y digro...0dy(a)® (do)'(h).

1=0

La famille (f,,) est appelée I'application d’Alexander-Whitney.
La famille de morphismes (g,,) est donnée par:

gn : (A® B), — (A X B),,

ot pour a € A®” et b€ A®? avec p+q =n:

gn(a®b) = Z (—1)|V|sy(p+q)_1 0. .08y (p41)=1(a) @ Sy(p)—1 0.0 8,1)-1(b).
vESp n

La famille (g,,) est appelée I'application des tressages. a
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1.1.4 Résolution Bar et homologie de Hochschild d’une algebre
Soit A une algebre.
Définition 1.5 La résolution Bar(A, A) est l'objet simplicial défini par:
Bar,(A,A) = A® A" @ A.

Si on note afa' | -+ - | a™]b les éléments de Bar, (A, A), les opérateurs sont donnés par :
dofafa! |+ | a”1b) = aa'[a? | -+ | a"p,
di(ala* | -+ | a™]b) = a[a' | ---| a’a’t | ---| a™]b Vie[l,..,n—1],
du(alat | -+ | @) = afa? | -+ | a*"]a",
si(alal |-+ | a"b) =ala' |-+ @ [ 1a] @t ]| a"]b Viel0,..,nl.

L’espace Bar, (A, A) est un A-bimodule, la structure est donnée par I’action sur le premier
et le dernier terme, c’est-a-dire:

a.a'lat |-+ ]a")b=ad[a'|---]a"]b,
a'lat |-+ a"]b.a=d'la' |- | a"]ba,
pour a € Aet a'[al | ---| a"]b € Bar, (A, A).
A Tobjet simplicial Bar(A, A) est associé un complexe défini par:
bufalal |-+ | a"]p) = aalla’ |- [@" o+ Y (=D)afa’ || @@ 0D
=1
+(=1)"a[at | -+ | a®1]a"b.

Il est clair que les d; sont des morphismes de A-bimodules, donc §, est un morphisme de
A-bimodules.

On note ®4_4 le produit tensoriel de deux A-bimodules. Pour M et N des A-bimodules, il
est défini par:

M@A_AN:(M®N)/I,

ol [ est engendré par: e.m@n—m@n.a, m.a@n —mQ a.n.
Remarque : Si f : N! — N? est un morphisme de A-bimodules, on peut étendre f de
maniere naturelle & M ®4_4 N par:

d@f : M @44 N' -5 M ®4_4 N*.
Comme &, est un morphisme de A-bimodules, on peut poser:

Définition 1.6 Le complexe de Hochschild de l'algebre A, a coefficients dans le A-bimodule
M, est défini par:
Cn(A, M) =M Q@a_4 Barn(A, A), Id ®6,,.

La différentielle est donnée pour m @ afa' | ---| a"]b € C,,(A, M) par:
Sp(m@afat |-+ | a™]b) = b.m.aa' @ 14[a? |-+ ] a"]14
n—1
+Z(—1)ib.m.a® Lafal |-+ | @ttt - ] a1y
=1

+(=1)"a"b.m.a® 1a[a* | -+ -] " 1]14.
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Lemme 1.2 Pour tout n € N, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels :
M ®4_4 Bar, (A, A) ~ M @ A®".
Preuve : L’isomorphisme est donné par:

M ®@a_a Bar,(A,A) — M@ A®"

m@a[a1|...|an]b s bma®ad @ ®ad”,
M@ A¥" — M ©4_4 Bar, (4, A)
ma®---@a* — m®1A[all"'|an]1A.

a

Via cet isomorphisme, le complexe de Hochschild de A a coeflicients dans M peut étre vu
comme:

M@ A®",
la différentielle &/, étant donnée pour m ® ad®---®a*e M@ A®" par
57’1(m®a1®---®a”): m.al ®a® -®a”
+Z Ym@d @ ---@ddt' @---@d

—I—( 1) A mRa ®---® a1t
Dualement on définit la cohomologie de Hochschild d’une algébre A & valeurs dans un

A-bimodule M.

Définition 1.7 La cohomologie de Hochschild de A a valeurs dans M est [’homologie du
complexe suivant:

Homy (K, M) 2 Homg (A, M) 5 ... 22 Homyg (A®", M) 2 Homg(A®™, M) — -,
avec, pour toul n > 1,

do(f)(a) = a.f(1) = f(1).a,
dn(f)(al®"'®an+1): al.f(a2®...®an+1)

+Z ®a2 2—|—1®”'®an+1)

(- )”“f( S ®an).atth

1.2 Structures algébriques

Apres avoir introduit les notions d’algébre de Hopf de rubans ([Dri87],[RT90]) et de quasi-

algeébre de Hopf de rubans ([Dri90], [AC92]) qui nous serviront a construire des invariants
de certaines 3-variétés, on énonce une caractérisation des A-bimodule de Hopf due a Woro-
nowicz [Wor89].
On rappelle ensuite la construction du coproduit de I’algebre tensorielle d’un espace vecto-
riel ([Swe69]) et de I'algebre tensorielle d’un bimodule de Hopf ([Nic78]). Puis nous énoncons
la définition de Blattner, Cohen et Montgomery [BCM86] du produit croisé (respectivement
du coproduit croisé) d’un A-module algebre a droite (A-comodule cogebre a droite).
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1.2.1 Algebre de Hopf de rubans et quasi-algebre de Hopf de rubans

Pour tous V, W des K espaces vectoriels, on définit ’application linéaire T par:

T Veow — WeV
VR W wR®w.

Remarque : L’application 7 est souvent appelée flip.

Définition 1.8 Une algebre de Hopf A est dite quasi-triangulaire s’il existe un élément
inversible de A ® A tel que pour tout a € A :

T7A(a) = RA(a)R™1,
(A®Id)(R) = Ry13Ra3,
(Id ®A)(R) = R13R13.

A toute algebre de Hopf quasi-triangulaire on associe ’élément u = >, S(53;)a; ou

R=73",a;® 0. On a alors la définition

Définition 1.9 Une algébre de Hopf A est dite de rubans si A est quasi-triangulaire et s’il
existe un €élément ceniral v € A tel que

v? = us(u), s(v) = v, e(v) =1,

A(U) = (R21R12)_1(U &® ‘U).

Définition 1.10 Une algebre A est dite quasi-algébre de Hopf s’il existe des morphismes
d’algébres A : A > AR A el € : A = K, un antimorphisme d’algébres S : A — A el des
éléments inversibles p € AQ AR A, p,q € A tels que:

(i) A est quasi-coassocialif. C’esl-a-dire que pour loul a € A
(14 ©A)A(a) = 6(A @ 1d)A(a)g™",
(ii) ¢ vérifie
(1@ 1d ©A)(6).(A© 1@ 1d)(9) = (14 © 6).(1d©A © 1d)(6).(6© L),

(iii) € vérifie
(e®@Id)A =1d = (Id ®e)A,
(IdRe@1d)(¢) =14 ® 14,

(iv) pour tout a € A
> Slagypagy =cl@)p, > auyqS(aw) =<(a)q,
(v) sip=3.X;QY;@Z; et 7' =5 . P, ®Q; ® R; alors

ZXZ'S(YZ')Z?ZZ' =14, ZS(ZH)PQZ'S(RZ') =14.
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De méme que pour les algébres de Hopf on peut définir une quasi-algebre de Hopf quasi-
triangulaire.

Définition 1.11 Une quasi-algébre de Hopf A est dite quasi-triangulaire s’il existe un €élé-
ment inversible R € A® A tel que

7A(a) = RA(a)R™! VaeA,
(A®1d)(R) = ¢a12R13073, 239,
(Id @A) (R) = ¢ay R130213 1297

A toute quasi-algebre de Hopf quasi-triangulaire on associe les éléments vy € AQ Aetu € A

v =22;(5®8) (TA(F))) .(S(Bi)pCi © S(Ai)pDs).A Q45 (R;))
U= El,j 5(Q;9S(R;) S(B)pau P,

U R=3,u®p,¢7' =3, P0Q;® R et

(6®14)(A@ld@ld).¢™ =) A;® B @C; @ D;.

K3

Définition 1.12 Une quasi-algebre de Hopf A est dite de rubans si A est quasi-triangulaire
et s’il existe un élément central v € A tel que

v? = us(u), s(v) = v, e(v) =1,
Afwr™) =771 (S @ 9)(y21)) (wo™! @ wv ™)
1.2.2 Bimodule de Hopf
Soit A une algebre de Hopf.

Définition 1.13 Un A-bimodule de Hopf M est un A-bimodule muni de structures de
A-comodule a gauche b1, et a droite §p qui vérifient:

O0r est un morphisme de A-bimodules,
01, est un morphisme de A-bimodules,

o7, et dp commutent au sens suivant :
(Id ®5R)5L = (5L &® Id)&R.

Cette notion a été utilisée par Woronowicz [Wor89] sous le nom de bimodule bicovariant.
Si on considere 'espace de coinvariants  droite MT = {v € M|6gr(v) = v ® 14}, on peut
donner une caractérisation de ces objets:

Théoréme 1.6 (Woronowicz) Soient (M, dr,,6r) un A-bimodule de Hopf et (w;);c; une
base de M. Alors

i) pour tout v € M il existe une unique famille (v;);c; d’éléments de A telle que :
p q € q

m = E VW5

el
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(ii) il existe des formes linéaires f; ; (1,5 € I) sur A telles que:

Voe A, Viel wb= Zfivj(b(l))b(Q)wj7
jel

pour tous 1,5 € I el a,b € A elles salisfont a:

Jijlaby =" fia(a) f;(b) (1.2)
lel
Jij(1a) = &i(75)- (1.3)

(1ii) il existe des éléments A; ; (i,j € I) de A tels que:

Viel ép(w;)= ZAJ@M]
jel

De plus, pour tous i,j7 € I et a € A, ils salisfont a:

A ]) = ZAM &® Al,ja (1.4)
lel
£(hig) = 50), (1.5)
ZAZ [(Z fl,] Zfz Al,] (16)
lel lel

Inversement, soient M un A-module a gauche libre engendré par (w;)icr, (fij)ijer une
famille de formes linéaires sur A vérifiant (1.2) et (1.3), et (A; ;)i jer une famille d’éléments
de A vérifiant (1.4), (1.5) et (1.6). L’espace M peut étre muni d’une structure de A-bimodule
de Hopf. Soit (v;)ier une famille d’éléments de A. La structure est donnée par:

(Z vmy) b= Z Uifi,j (b(l))b@)w] Vbe A,

i€l ijel
oL (Z ini) = Z vi(1)Ai,j ® vi)wy,
i€l ijel
) (Z ini) = vigywi ® viga).
i€l iel

Remarque : La condition (i) revient & dire que M ~ A ® M®. La condition (ii) dit alors
qu’il existe un antimorphisme d’algébre f : A — End(MR) tel que pour tout w € M"
et @ € Aonaw.a =Y apf(aq))(w). La condition (iii) signifie que M* est un A-sous
comodule & gauche. L’égalité (1.6) s’écrit alors

> e ® ag) flae) (we) = Y ae) (f(a@) (@) 1) @ ag) (f(aq)) (@) o)
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1.2.3 Algebre tensorielle
Représentation du groupe des tresses et battages

On note X, le groupe symétrique de {1,2,...,n}, et pour tout 7 € [1,..,n] par s; la trans-
position (7,74 1). L’ensemble des (p,n) battages, noté S, ,, est ’ensemble des permutations
v de X, telles que:

v(l)y<---<v(p) et vip+1l)<---<wv(n).

Le groupe des tresses a n brins est noté B,, et pour tout i € [1,..,n], v; est le i-éme
générateur. Soit o : VRV — V@V une application linéaire vérifiant ’équation des tresses:

(Id®o) (o @ 1d)(ld ®o) = (o @ 1d) (Id ®0) (0 @ 1d).
On peut alors définir une représentation 7, du groupe des tresses B, dans V®" par:
Ty (vi) = oy Vie[l,..,n—1].
En particulier, si w € 3, admet comme décomposition réduite w = s;, ...s;, alors
To(w) =04 - 04, .
Constructions tensorielles

Soit V un espace vectoriel. On désigne par T'(V) I’algebre tensorielle :
T(V)=ve.
n>0

On pose pour tout n > 0 T(V), = V&".
L’algebre T'(V') est une bigebre ([Swe69]) avec pour tout n > 1, a € Ket v € T'(V),, :

Alo) = a®1,
A)= 1@v+Y > T(w)(v)+val,

p=1 wESp n
a?
e(v)= 0,

otl pour w € S, ., on voit T, (w™!)(v) dans V& @ V&,
En fait, le coproduit est obtenu en posant :

Ala) = a®l Vaek
Alv)= 1@v4+v®l YveV.

et on étend A a T'(V) en imposant que ce soit un morphisme d’algébres.
Remarque : En posant S(a) = a pour @ € K et S(v) = —v pour v € V, la bigebre T'(V)
devient une algebre de Hopf.



20 Rappels et notations

En s’inspirant de cette construction, ([Nic78]) a défini une structure de bigebre sur ’algebre
tensorielle d’un A-bimodule de Hopf M. Cette construction tensorielle est notée T4 (M).
Soient Ny et Ny des A-bimodules, on définit le A-bimodule N1 ® 4 Ny par la suite exacte :

wr®ld—Id®e;,
Rk

47V1®A®17\72 17\71®47V2—>N1®A47V2—>0

En tant qu’espace vectoriel on a alors:

Ta(M) =P M¥%,
n>0

ot M®4 = A. On notera Vn >0 Tu(M), = M®4. Cet espace est muni d’une structure
d’algebre avec pour tous p,g > 1, a,b € A, v=v'@---vP € Ty(M), et v € To(M'),:

a.b= ab,

av= (avl)® - -@vP,

v.a = v1®---®(vpa),

v’ = v,

lryony = la.

De méme que pour l'algébre tensorielle d’un espace vectoriel, la structure de cogebre est
définie sur T4 (M)g et sur T4(M), par:

Afa) =3 aq) @ agy) Va € A,
A(v) = 3 v(-1) @ v() + 20 v(0) ® V() Yo e M,
£(a) = ea(a) Va € A,
£(v) =0 Vv e M,

puis elle est étendue a tout 7'4(M) en demandant que A et ¢ soient des morphismes d’al-
gebres.

1.2.4 Produit croisé et coproduit croisé
Produit croisé
Soit M un A-module & droite muni d’une structure d’algebre.

Définition 1.14 On dit que M est un A-module algébre a droite si le produit et 'unité
sont des morphismes de A-modules a droite. C’est-a-dire, si pour tous v,v' € M et a € A:

(vv').a = E(U.a(l))(v’.a@)),
1M.a = 8(&)1]\4.

Soit M un A-module algebre & droite. La structure de module algebre & droite de M permet
de munir l'espace vectoriel A @ M d’une structure d’algebre ([Mon93]) définie pour tous
a,be Aetv,v'e M par:

P(a@v) @ (b® ) = abiy @ (vba),
’17(1) =14® 1.

[’espace A ® M muni de cette structure est noté A4 M.
Remarque : On définit de maniére analogue le produit croisé M § A d’un A-module algebre
a gauche.
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Coproduit croisé

Soient M un A-comodule a droite muni d’une structure de cogebre et v € M. Les éléments

(A®1d)dr(v) et 6pA(v) de M @ M ® m ® A sont notés:

(A®1d)dr(v) = 32 v(0),) @ V(0)(py © V(1)
SRA(v) = Ev(l)(o) ® Y(2)(0) ® V(1)) Y(2) 1y

Définition 1.15 On dit que M est un A-comodule cogébre a droite si le coproduit et la
counité sont des morphismes de comodules. C’est-a-dire, st pour tout v € M :

22 0(1) 0 D U2) 0 © V(1) V2) 1) = 22 Y(0)) D V(0) ) @ V(1)
2e(w)la =X e(ve))vq)-

Soit M un A-comodule cogebre & droite. La structure de comodule cogebre a droite de M
permet de munir I'espace vectoriel A@ M d’une structure de cogébre ([Mon93]) définie pour
touta € Aetve M par:

Ala®@v) =3 (a) @ vay,) @ (e@)va),, @ ve),
gla®@v) =¢e(a)e(v).

L’espace A @ M muni de cette structure est noté A ¥ M.
Remarque : On définit de la méme maniere le coproduit croisé M ¥ A d’un A-comodule
cogebre a gauche.
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Chapitre 2

Groupes quantiques inhomogenes

Dans ([PW97]), Podles et Woronowicz ont donné une construction de groupes quantiques
inhomogeénes a partir d’une algebre de Hopf A et d’un A-bimodule de Hopf M. La com-
posante inhomogene de ces groupes est déterminée par une famille d’applications. Afin de
mieux comprendre cette construction, on construit un bicomplexe associé & A et & M. Apres
avoir relié la cohomologie de degré 1 du complexe total aux extensions scindées de bimodules
de Hopf, on réécrit la construction des groupes quantiques inhomogénes dans le langage des
algebres de Hopf et des bimodules de Hopf. La composante inhomogeéne est alors un 2-cocyle
du complexe total. De plus, les groupes quantiques inhomogeénes ainsi obtenus ne dépendent
que d’une certaine classe de 2-cocycles. Puis on explicite les structures de bigébres de ces
groupes quantiques inhomogenes en terme de produit croisé de module algebre et de copro-
duit croisé de comodule cogebre.

Ce chapitre est totalement indépendant du reste de la these.

2.1 Algebre de Hopf inhomogene

Apres avoir donné un cadre cohomologique, qui permet d’interpréter la composante inho-
mogene du produit en terme de 2-cocyle du complexe total du bimodule M, on montre que
si on ajoute a la composante inhomogene un certain cobord, cela ne change pas la structure
d’algebre de Hopf inhomogene.

2.1.1 Bicomplexe associé a un bimodule de Hopf

Soient A une algebre de Hopf, M un A-module a gauche. On va d’abord écrire un complexe
de Hochschild qui utilise la structure d’algebre de A et de A-bimodule de M. Ensuite
on définit un complexe utilisant la structure de cogebre de A et de A-bicomodule de M.
C’est une construction duale a celle du complexe de Hochschild. Ces deux complexes nous
permettent alors de définir un bicomplexe utilisant les structures d’algebre de Hopf et de
bimodule de Hopf.

Soit N un A-module & gauche. On définit Hom4 (M, N) par I’ensemble des morphismes de
A-modules a gauche de M dans N. Le corps K est muni de la structure de A-bimodule
triviale.
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Cohomologie de A-bimodules

Afin de calculer la cohomologie de Hochschild (1.7) de A & valeur dans Hom 4 (M, A®™)
pour (n > 0 fixé), on munit P'espace vectoriel A®" de la structure de A-bimodule diagonale.
Alors Hom 4 (M, A®™) est un A-bimodule défini pour
J € Homy (M, A®™) a € A et ve M par:

(a.f)(v) = f(v.a),
(f.a)(v) = f(v)a.

Pour réécrire ce complexe en termes d’espaces vectoriels isomorphes

Hom 4 (M @ A®™, A®P),
on munit I'espace M ® A®™ d’une structure de A-module & gauche par:

or: A®M® A®P s M® A%P
aQURdd @ - Qd® — avd @ @ adPl.

On a immédiatement I'isomorphisme d’espace vectoriel ci-dessous :
Proposition 2.1
Vn>0,Yp >0, Homs(M ® A®" A®P) ~ Homg(A®", Hom 4 (M, A®P)).
L’isomorphisme est donné par:
Hom4 (M @ A®" A®P) —s
f —

avec Fa! @ - @ a™)(v)= fv@a @@ a"),

Homy (A®", Hom 4 (M, A®P))

B!

Homg (A®", Homy (M, A®?)) — H
F — f

avec f(v@a' @ - -@a")=F(a' ®---@a"™)(v).

om (M @ A®" A®P)

Soit F,, = Homu (M @ A®P, A®%). En transportant par cet isomorphisme le complexe de
Hochschild associé & Hom4 (M, A®™), on obtient le complexe (F.,, d®)) suivant :

4 4t (p)
Hom 4 (M, A®P) 25 ... 22 Homy (M @ A®", A®P) oy Hom (M @ A9 A®P) — ...

avec pour tout n > 1:

dP(fvoa) = f(v.a) = f(v).q
dgzp)(f)(’v Ra@--@dt)= frdde- @

_}_Z(_l)if(v@al@”_@aiai-}—l®_‘_®an+1)
=1

+(:1)”+1f(v ®a @ -@a").a"t
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Cohomologie des A-bicomodules

Soit M un A-bimodule de Hopf.
Soit Dy 'application définie par:

Dy: Homy(M,K) — Homy(M,A)
f — (Id@f)&L—(f®Id)5R.

Comme M est un A-bimodule de Hopf, on a bien Dy(f) € Homy4 (M, A).
De maniere plus générale on pose, pour tout n > 1:

D, : Homy(M,A®") — Homy(M,A®" 1)
P e (1 D S IAS + (1) (S @ 1)

=1

La structure de A-bimodule de Hopf montre que ces morphismes sont bien définis. On peut
maintenant préciser la cohomologie des bicomodules.

Proposition 2.2 La suite
Hom 4 (M, K) —2% Hom 4 (M, A) - - - Hom (M, AZ") 27y Hom 4 (M, A"y Dbty

est un compleze.

Preuve : Pour montrer que Do D = 0, on a besoin du lemme suivant qui se montre par
récurrence grace a la coassociativité du coproduit.

Lemme 2.1 Pour toutn > 1, on a:

Yo (At oAl <.
1<i<n
1<3<n+1

O

Soit p > 0. Le A-module a gauche M ® A®P est muni de la structure de A-bicomodule du
produit tensoriel de A-bicomodules, qui est compatible au produit & gauche:

S M ® A®P — AQM @ A®P
0Bl @ @l Buenaq) ) @ Vo) @ ap @ @ agy,
dp: M@ A®P — M@A®PQ A

v®a1®‘_'®ap — EU(O)®a(11)®-..®a?1)®’U(1)a(12)...a2(72).

Comme la construction du complexe nécessite uniquement une structure de A-module a
gauche et de A-bicomodule, on peut appliquer la proposition précédente & M @ A®P; on
obtient ainsi pour tout p > 0 un complexe (F, , D)),

Il est clair que pour tout p > 0, (Fp,, (—1)pD.(p)) est un complexe que l'on note encore

(Fp.., D).
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Bicomplexe associé a un A-bimodule

A tout A-bimodule de Hopf on va associer un bicomplexe en combinant les complexes
obtenus précédemment.

Proposition 2.3 F,, muni de D(p) et d ) forme un bicompleze.

D<(10) 1\ Dt(ll) 1\ D<(Zp) W‘

FIC) gl
Homu (M, A®?) —— Homus(M ® A, A®?) —— ... Homu(M @ A®P, A7)
Dgo) Dgl) Dgp)
4 Fie)
Homy(M,A) —— Homs(M ® A, A) —— --- Homa(M @ A®? A)
D(()O) D(()l) D(()P)
) )
Homy(M,K) —— Homxs(M® A,K) —— --- Homu(M @ A®? K)

Preuve : Il faut montrer que pour p < 0et ¢ <0 on a:
+1 +1 —
d"tY o DIP) 4 DI+ 6 4l1) = . (2.1)

1. Si p=0et g =0, I’égalité provient de la compatibilité des structures de A-bimodule
de Hopf de M.

2. Sip=10et g <1, (2.1) découle de la compatibilité des structures de A-bimodule de
Hopf de M et de A; morphisme de A-modules a droite.

3. Sip<letqg=0,(2.1)se montre grace a la compatibilité des structures de A-bimodule
de Hopf de M et a IdM ®m; morphlsme de A-bicomodule ou m; : ATy 4B gt
le produit de A de la jeme of § 4 jeme composante.

4. Sip <1let <1,’égalité provient de la compatibilité des structures de A-bimodule de
Hopf de M, de A; morphisme de A-modules a droite et de Idy; ®m; morphisme de
A-bicomodules.

a

A ce bicomplexe on associe un complexe, appelé complexe total associé & M, on le note
(Tot,0) avec:

q P

Tot, = @ Homu (M ® A®P, A®9) et 6, = Z D®) 4 g,

ptg=n ptga=n
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2.1.2 Extension de A-bimodules de Hopf

On donne une interprétation des objets cohomologiques définis précédemment en termes
d’extensions scindées de A-bimodules de Hopf.
Soient M un A-bimodule de Hopf tel que M* est de dimension finie n et (wi)19~§n une base
de M®. Par le théoréme 1.6 la structure de A-bimodule de Hopf M est entierement donnée
par des matrices f € M, (A*) et A € M, (A) vérifiant (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) et (1.6).
On note M’ une extension scindée de M par A. On a alors la suite exacte scindée:

0 yA—A M P M > 0. (2.2)
Dans ce cas M' ~ M @ A en tant que A-bimodule de Hopf.

Définition 2.1 Soient M’ et M" des extensions scindées de M par A. On dit que M' est
une extension congruente a M" s’il existe un morphisme 3 de M' dans M" tel que

0 — 5 A Mo Moy 4

SR

0 — 5 A Moy Moy

Par le petit lemme des cinqg, le morphisme 3 est un isomorphisme. La relation de congruence
est donc reflexive, symétrique et transitive.

Les coinvariants & droite d’une extension scindée de M par A sont entiérement déterminés.
En effet

Lemme 2.2 M'E~ ME @ Kly,.

Preuve : Par I'isomorphisme de A-bimodules de Hopf précédent on a M'F ~ (M @ A)F.
Soit a € (M @& A)f. On doit avoir Y a(1)S(a(2)) = aS(14). Donc a = £(a)14.
D’ou (M & A)R = MR @ Kly. Le lemme est done démontré. O

D’apres le théoreme 1.6, M’ est alors obtenu comme un A-module a gauche libre de base
(€i)1<i<nt1 Ol ep41 = 14, tel que (e;) est une base de 'espace vectoriel M'E. Le morphisme
14 est donc le morphisme de A-modules a gauche donné pour tout a € A par

iala) = aepyr.

Le morphisme pps est le morphisme de A-modules a gauche défini sur les éléments de la
base par:

pumle) =w; sii€[l, .., n],

pym(€nt1) = 0.

~—

Il reste maintenant & déterminer le produit a droite et le coproduit a gauche de M’.
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Structure de A-module a droite
Le produit a droite ¢y de M’ est donné par une matrice f' € M, 41 (A):

n+1

Z Ji4( a(2)€;-

Les morphismes de la suite exacte 2.2 doivent étre des morphismes de A-bimodules. Or, par
définition, ce sont des morphismes de A-modules & gauche. De plus, ce sont des morphismes
de A-modules a droite si et seulement s’ils vérifient :

P © Pr(ei) = pr(w;) pour 1 < i < n,
Pr(ent1 ® a) = aepy1.

Ces conditions impliquent que f’ est de la forme
’ [ om
r=(a )
ol p € (A")".

Pour que cette matrice définisse un A-module a droite, il faut que pour tous a,b € A et
i,j € [1,..,n] on ait f/.(ab) = St (@) f];(b) et fl.(14) = 6;(j). Ainsi on obtient la

condition suivante :
Va,be A, Vie[l,.,n], ni(a.b) ZfZ b) + n;(a)e(b). (2.3)

Il n’est pas nécessaire de demander 7;(14) = 0, car I’équation (2.3) pour @ = b = 14
implique que 7;(14) = 2n;(14).

On va relier ces conditions & la cohomologie du complexe (F. o, d(©)).

Se donner une famille (7); revient a se donner un morphisme de Hom4 (M ® A, K). En effet
a (n); on associe le morphisme «,, défini pour ¢ € [1,..,n] et a,b € A par:

g (b; © a) = £(b)mi(a).

Inversement a un tel morphisme, on associe la famille (Ui)lﬂiﬁn d’éléments de A* défini
pour tout 7 € [1,..,n] par n;(a) = a(w; ® a). Via cette identification, dire que 5 vérifie (2.3)
signifie que a,; est un 1-cocycle pour le complexe (F. g, d.(o)) construit précédemment :

HOHIA(M,K) —>H0mA(M®A,K) — "'HOmA(M®A®n,K) e

Proposition 2.4 L’ensemble des classes de congruence des extensions scindées de bimo-
dules de M par A est isomorphe a Hq(F p, dfo)).

Si on note n un représentant d’un élément de Hy(F o, d..(o)), la structure de module a droite
de M @ A est donnée par:

@R(wi @ ) El fit ( ) ywi + 772( a1 ))(1(2)1A Va € A, Vi€[l,..,n],
evr(la®a) =aly Ya € A.
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Preuve : D’apreés la discussion précédant la proposition, il est clair qu’a une extension
scindée on associe un représentant d’une classe de Hy(F o,d(?) et inversement. Il reste &
montrer que deux représentants d’une méme classe donnent deux extensions congruentes et
reciproquement.

Soit 6 € Hom4 (M, K). On a d\”(8)(w; @ a) = 37, fit(a)8(w;) — e(a)8(w;).

Soit 7 un représentant d’une classe de Hy (F o, d.(o)). L’espace M & A est alors muni de deux
structures de A-bimodule, 'une donnée par n et 'autre donnée par 7 + déo)(ﬁ). On note
(M & A)g le A-bimodule avec la structure associée a 1 + déo)(H) et wyy1 = 14.

Soit ¥ le morphisme de A-modules a gauche suivant :

UV: MaA — (Mo Ay
w; — w;+ 0(w)w,41 Vi E[L, .., n]
Wnpt1 2 Wpt1.

Alors Vi € [1,..,n+ 1], VY(w;.a) = VY(w;).a. L’application ¥ est donc un morphisme de
A-bimodules. De plus il est clair que ¥ est inversible, d’inverse:

U=t: (MgA)y — MaA
w; — w; — O(w)weyr ViEL .., n]
Wn41 — Wp41-

On a donc montré que deux représentants d’une classe de Hy(F p, d.(o)) donnent deux ex-
tensions congruentes.

Inversement, soient M’ et M" deux extensions scindées congruentes de bimodules de M par
A. On note 7, respectivement 7’ les 1-cocycles définissant la structure de A-module & droite
de M’, respectivement M"”. On pose (€;)1<i<n41 une base de M'F et (€)1<i<n+1 une base
de M//R

Comme M’ et M" sont congruentes il existe un isomorphisme de A-bimodules ¥ : M’ ~ M"|
et un morphisme de A-modules a gauche 6 : M — A vérifiant

U(e;) = el +0(wilel,,, 1<i<n
V(enq1) = €;z-|-1

De plus on a pour 1 <t <mnetaec A V(e.a)=¥Y(e).a. Donc
ni(a) = ni(a Zfzz 2)€(0(wr)) — e(6(wi))e(a).

D’ou  — 1 est un cobord et donc ils définissent la méme classe de Hy(F g, d.(o)). a

Structure de A-comodule a gauche

On va déterminer la structure de A-comodule a gauche de M’. Elle est donnée par une

matrice A" € M, 41(A):
n+1

= ZA;J & eg.
=1
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Les morphismes de la suite exacte 2.2 doivent étre des morphismes de A-bicomodules. Il
est clair que ce sont des morphismes de A-comodule & droite. Ce sont des morphismes de
A-comodules a gauche si et seulement s’ils vérifient :

(Id ®@par) 7 (e;) = ér.(w;) pour 1 < i < n,
07 (ent1) = 1a @ enyr-

Ces conditions impliquent que A’ est de la forme

A€
0 14
ol £ € A™.

De plus, pour que A’ définisse une structure de comodule, il faut que pour tous
1,5 € [Lynt 1, AA] ) = S AL @ A
et que £(A; ;) = 8;(5), ot §;(j) = 1 si i = j sinon &;(j) = 0. C’est-a-dire:

Viel,mnl, AG) =) Auio&+&©7y. (2.4)
=1

En appliquant ¢ @ Id & I’équation (2.4), on obtient que Vi € [1,..,n], £(&) = 0. On va
relier ces conditions & la cohomologie du complexe (Fy_, D).

Se donner £ € A" revient a prendre un morphisme de Hom 4 (M, A). En effet, a £ on associe
le morphisme de A-modules a gauche 3¢ défini par:

Vi€ [17 ..,’I”L], ﬁf(el) = 52

Inversement & 3 € Hom4(M, A) on associe un élément de A™ & = (8(e;))iep,...n- Via cette
identification, dire que & vérifie (2.4) signifie que f¢ est un 1-cocycle pour le complexe de

bicomodule (Fy_, D)) :
Homy (M, K) — Homy (M, A) — --- — Homy (M, A®™) — --.

Proposition 2.5 L’ensemble des classes de congruence des extensions scindées de modules
a gauche et bicomodules de M par A est isomorphe a Hy(Fy,, D.(O)). Si on note & un repré-
sentant d’un élément de Hy(Fy,, D'9), la structure de A-comodule  gauche de M @& A est
donnée par:

5L(w2) = E?:l Ai,l & wy + f(wz) ®1ly Vie [1, ey n],

5L(1A) =14®14.

Preuve : La discussion précédant la proposition montre que 'on associe a toute exten-
sion un représentant d’une classe de Hq(Fg,, D.(O)) et inversement. Il reste alors & montrer
que deux représentants d’'une méme classe donnent deux extensions congruentes et recipro-
quement. Ceci se prouve de la méme maniére que dans la preuve de la proposition 2.4.
O
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Structure de A-bimodule de Hopf

Pour que le A-bimodule et A-bicomodule M’ soit un A-bimodule de Hopf, il faut que ces
structures soit compatibles. Par construction dg et ¢7, sont des morphismes de A-modules a
gauche et on voit facilement que §r est un morphisme de A-modules a droite. Il reste donc
a voir que &7, est un morphisme de A-modules & droite, c’est-a-dire:

n+tl n+1
VZ,] E [17 aey n+ 1]7 Va E A ZA;7ZG(1)fI,7](a(2)) - Z fz-/’l(a(l))a@) ?7]
=1

=1

Comme les matrices f et A composant f’ et A’ vérifient (1.6), I’égalité précédente se réduit
a:

Viell,.,n],Va€ A, &(e).a=371_, firlaq)apéle) — 2L Aiaqyn(e @ agy))
+ 2 n(e: @ agry)ay).-

Avec les différentielles du bicomplexe associé a M, cette égalité devient dél)(f)—}—D(()l)(n) =0.
Cela revient encore a dire que (£, 7) est un l-cocyle du complexe total associé a M.
Grace aux propositions 2.4 et 2.5, on a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Soit M un A-bimodule de Hopf, d’espace des coinvariants a droile de di-
mension finie n. L’ensemble des classes de congruence des extensions scindées de bimodules
de Hopf de M par A est isomorphe a la premiére cohomologie du complexe total associé a

M.

2.1.3 Détermination des algebres de Hopf inhomogeénes

A partir d’une algebre de Hopf A et d’un A-bimodule de Hopf M, Podle$ et Woronowicz
ont construit une algebre dont le produit est rendu inhomogene par une famille d’applica-
tions, appelée composante inhomogene. Pour que cette algebre soit une algebre de Hopf, la
famille d’applications doit vérifier une série d’égalités. En interprétant cette construction
comme un quotient d’algebre libre, on va montrer que la composante inhomogene s’inter-
prete de maniere naturelle dans le complexe total de M.

Construction

Soit M un A-bimodule de Hopf dont I’espace des coinvariants a droite est de dimension
finie. Notons (e;);es une base de M?". La structure de A-bimodule de Hopf est alors entie-
rement déterminée par la donnée d’une matrice f € M, (A*) et d’une matrice A € M,,(A)
vérifiant (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) et (1.6). Considérons le complexe total (1'0t.,0.) associé a
M :

Hom (M, K) — Hom (M, A)®Homa(M® A, K) = -+ @) Homa(M®A® A¥) - ...,

+j=n

on va associer & un 2-cocycle de ce complexe une algebre de Hopf inhomogene.
Dire que ¢ € Hom4(M ® A, A) est un 2-cocycle de (Tot, §) signifie que ¢ vérifie pour tous
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a,be Aetiel:

$lei @ ab) = fuul $(er @ b) + d(e: ® a)b, (2.5)
lel
A(dlei @ @) =Y Aisaq) @ der @ az) + $le: @ a)) @ oy, (2:6)
lel

En prenant ¢ = b = 14 dans la premiere égalité, on obtient ¢(e; ® 1) = 0. De la deuxiéme
égalité on déduit que £(¢(e; ® a)) = 0 (en appliquant € o (¢ ® Id)).
Ces égalités nous permettent de calculer I'antipode de ¢(e; @ a).

Lemme 2.3

VieI,YVace A S(¢(e;® a)) ZS Do(er ® agz))S(ag))
lel

Preuve : Comme £(¢(e; ® a)) = 0 on a pour m le produit de A:

D mo (S@Id)o A(d(ps ® ar))) ® S(agz) = 0.
En appliquant m a cette égalité on obtient :

D S(a i) o(er1 ® ag))S(ag)) + S(¢(e: @ a)) =

lel
a

Soit By ’algebre libre engendrée par A et MT o le produit de deux éléments de A est
donné par le produit de A. Notons A4 le coproduit de A et €4 la counité de A. On vérifie
facilement le lemme suivant :

Lemme 2.4 Soient A : By — Bo® By et € : Bp — K les morphismes d’algébres définis par :

Aa) = Axla) Va € A,

e(a) =ec4(a) Va € A,

Ale)) =) A @e+ee1 Yiel
lel

8(62')20 Yieel.

A et € munissent By d’une structure de bigebre.
De plus By, est une algebre de Hopf, Uantipode élant complétement délerminée par

S(e;) = =2 1er S(Aiy)er pour tout i € 1.

Afin d’ajouter une composante inhomogene au produit d’un e; par un élément de A, on
construit un quotient de By. Soit < r > 'idéal a gauche de By engendré par les éléments:

Tiq = €0 — Z Jialagy)agyer — ¢le; @ a).
lel

Lemme 2.5 L’idéal a gauche < r > est un idéal bilatére ainst qu’un coidéal bilatére.
De plus S(<r>) C<r >.
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Preuve : Le fait que < r > soit un idéal bilatére et un coidéal bilatere résulte respectivement
de (2.5) et (2.6) satisfaites par ¢.
Pour I’antipode on a pour tout 2 € [ et ¢ € A:

S(ria) = —Y_S(@)SA)pr+ > S(a@)S(Ai)éler @ agm)S(ag)

lel lel
+ ) fuilag)S(Arg)edS (ag)
ltel
— Z S(a Aiy (6[(1(2) - ¢l ® a(2))> 5(0(3))
lel
+ Y S (fualag)agie) ageS(aw)
ltel
- Z S(a Aiy (eza(2) - ¢la® “(2))) S(ag)
lel
+ZS Aisaqyfela)) aedS(aw)
ltel
—ZS zlrla()S(a(S))
lel

On a donc la proposition suivante :

Proposition 2.6 Le quotient By/ < r > est une algébre de Hopf. On le note B et on
Uappelle algebre de Hopf inhomogéne associée au couple (M, ¢).

Remarque : L’algébre de Hopf inhomogene B est exactement celle construite par Podles
et Woronowicz.

Cas particulier ¢ =0

Dans ce cas, on a < r > qui est engendré par e;a = 3 fii(a(y))ag)er, c’est-a-dire

eia = pp(e; @ a) ou gp est le produit & droite de M. D’ou la proposition :

Proposition 2.7 L’algébre de Hopf B est isomorphe a Ta(M).

Preuve : L’isomorphisme entre B et T4(M) est donné par les morphismes d’algébres ¥ et
U1 définis par:
V: B — TsM)
a +— a VYac€A,
e = e Yieel.
Comme tout élément de M s’écrit de maniere unique comme v = ), a;e;, on peut définir
le morphisme d’algébres U~1 par:

Ya € A,

U=t T4(M) — B
a
v  Yve M.

—
v —

On a bien YU~ =1d et U1 = Id.

On vérifie facilement que ce sont des morphismes d’algebres de Hopf. a
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Changement de composante inhomogéne

On va montrer que si on ajoute a la composante inhomogéne un certain cobord cela ne
change pas la structure d’algebre de Hopf.
Dans le bicomplexe associé a M, on a:

(1)
Hom 4 (M, A) N Homy (M ® A, A)
o | o |
40
Homy(M,K) —— Homa(M @ A,K)
Soient K = d{") o DI”)(Hom (M, K)) et Z = {¢ € Hom (M @ A, A)|63(¢) = 0}.
Soit ¥ € K. 1l existe donc p € Hom4 (M, K) tel que:

v =-D{" o d (p) = dy) o DY (o).

Par construction ¢ est un 2-cocycle pour (7'ot.,8), donc K C Z. On peut alors considérer
le quotient Z/K.

Théoréme 2.2 Soit M un A-bimodule de Hopf, tel que M® est de dimension finie. I’ al-
gébre de Hopf inhomogéne associée a (M, ¢) ne dépend (a isomorphisme preés) que de la
classe d’équivalence de ¢ dans Z/K.

Preuve : Soient ¢ € 7, 0 € K, < r > I'idéal a gauche associé & ¢ et < r’ > 'idéal & gauche
associé & ¢ + 6. Pour prouver le théoreme il faut montrer que:

Bo/ <r>~By/ <r' >,

en tant qu’algébre de Hopf. Par définition de 6, il existe p € Homy4 (M, K) tel que:

VieI,Va€ A, b(e; ®a) = Zfz JayArp(er) — Zfz 2)p(e1)
tlel lel

+plei)a = 3 ep Aigap(er).
Soit W : By — By le morphisme d’algebres défini pour tout ¢ € I et a € A par:

Ue;) = e+ D Aipler) — ple)la,
U(a) = a.

On vérifie facilement que ¥ est un morphisme de cogebres et donc de bigebres. Or

SoW =VoS§ donc ¥ est un morphisme d’algebres de Hopf.

De plus Vi € I, Va € A, ¥(ri,) =r{,. Donc ¥(<r >) C<r’>.On peut alors étendre ¥
en un morphisme d’algebres de Hopf de By/ < r > dans By/ < r' >.

De méme on construit un morphisme d’algébres de Hopf ¥=! de By/ < ' > dans By/ < r >
tel que pour tout ¢ € I et a € A:

Ule) = e = 22 Avapler) + plei)la,
U~1(a) = a.

On a bien VoWVl =Idet U1 oW = Id. O
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2.2 Structures de bigebres des algebres de Hopfinhomogenes

Afin de mieux comprendre la structure d’algebre de Hopf inhomogene de B, on étudie
d’abord le cas de la composante inhomogeéne nulle. Dans ce cas, le produit de B (respec-
tivement le coproduit) s’interpréte comme un produit croisé (respectivement un coproduit
croisé) de I'espace A ® T(MFT). On retrouve ainsi un isomorphisme d’algébres obtenu par
Lepowsky et Wilson. Pour étudier le cas de la composante inhomogeéne non nulle on s’inspire
du cas précédent pour donner un isomorphisme d’algebres de Hopf entre les espaces B et

A T(M"Y).

2.2.1 Structures des algébres de Hopf inhomogeénes: cas ou ¢ est nul

On montre dans ce cas que ’algebre B est isomorphe au produit croisé de A avec T(ML).
Puis on montre que cet isomorphisme est un morphisme de cogebres lorsqu’on munit
A®T(MY) de la structure de cogebre du coproduit croisé de A par T'(V), le coproduit de
T(V) étant obtenu par un tressage de V.

Isomorphisme d’algébres

Soit M un A-bimodule de Hopf. On note M¥* les coinvariants & gauche de M.
L’espace M* est muni d’une structure de A-module & droite ([Swe69]) pr définie par action
adjointe :

Yo e M \Vac A, ¢r(v®@a)=vea= ZS(CL(I))‘U(L(Q).

On va construire un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués entre T4 (M) et AR T(M?T).
Pour n = 0, on a l'isomorphisme naturel entre A et A @ K.
Pour n =1, on a l'isomorphisme suivant ([Swe69]) :

U, M  — AeMF
v 202 O 5(v-n))v)
ity AeMt — M
a@u — av.
Pourn=2 onaM®s M~M®es(AQM")~Me M~ Ax Mo M~.
Plus généralement pour n > 0, on définit ¥, : M®42 — A ® (M1)®" par:

\I}n(vl ® e ® 'Un) —
20 gy Uy O (S (‘”3—1))330)) Ul n) @ @ S (v vy,

v
Ly

Avec la structure d’algébre naturelle de 7'(M*™) on a la proposition suivante:

Proposition 2.8
(i) L’algebre T(M') est munie d’une structure de A-module algébre a droite avec :

vrla®@a)=aea=c¢(a)a Va € A, Va € K,
pr(v@a) =vea=v'eay @ ---Qvea, Yn>1,VYaeA,
Vo=0vl®- v € T(MY),.

Donc A4T(M"Y) est une algebre.
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(ii) L’isomorphisme W décrit plus haut est un isomorphisme d’algéebres.

Preuve : La premiere partie de la proposition est immédiate.
Il reste a montrer que ¥ est un morphisme d’algebres. Soit a,b € A. On a:

Wo(a)Wo(b) = (agl)(bgl)
= ab(l) ﬁ(l [ ] b(2))
=abfl = Yq(ad).
Soient n > 0, v € T4(M),, et a € A. On note ¥,,(v) = > vafvm.
Avec cette notation on a:

V(@) Wn(v) = (af1)(2vatom)

8
=D (avy()) Bl @ va@)).vm
E(QUA)ﬁUM Wy, (av).

Vo (0)Wn(a) = 3 o(vadoa)(adl)
=Y vaan)iun @ agy = Y, (va).
Soient p >0, ¢ > 0, v € T4(M), et v € T4(M),. Notons ¥, (v) =Y v fom et
U, (v) =Y v dvh,. On a:
Wy (0) W, (v') = (2o vadonm)(3ov) dviy)

= E'UA'UAQ) d(vn @ '021(2))7"?\4 =Vppq(v @ V).

Structure de cogébres sur 7'(V)

Soient V' un espace vectoriel et ¢ : V@ V — V ® V une application linéaire vérifiant
I’équation des tresses. On étend o a T'(V'). Soit & I'application de T'(V) @ T'(V), telle que
5(V®p ® V®q) C V@' @ V¥ définie par

Vo € K, Yw € V&, Fla®w)=w®d a,
Vo € K, Yw € V@, Fw®a)=a®w,
Vp,g > 0, Vw € V&, V' ¢ V&
Glwew)=(0p...01)(Opt1...02) ... (Opyqg_1...04)(w @D W)
Soit ¢ le produit de T'(V'). On va munir T'(V) d’une structure de cogebre en utilisant o.
Pour cela, on demande que ce coproduit soit un morphisme d’algebre tordu par &.

Proposition 2.9
(i) T (V) est munie d’une structure de cogébre définie par récurrence :

Va € K, Ala) =a®1,
Vv eV, Alv)=1@v+v®1,
Vp,q >0, Yw € V& Vo' ¢ V&*
Alw@w') = (p@ @) (Idryy @6 @ Idryy) (A @ A)(w e w'),

Va € K, gla) =«
Vn >0, Vw € V&, e(w) = 0.
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(ii) Pour toutn>1etvc V®" ona:
A(v _1®v—|—z T, v)+v® L.
p=1 wESp n
ot pour w € S, ,,, on voit T,(w™")(v) dans V& @ V&

Preuve : Pour la premiére partie, il est clair que € est une counité. Il reste a voir que A est
coassociative. On va le montrer par récurrence. Pour n = 0 et n = 1, c’est clair. Supposons
le résultat vrai pour tout p < n 4 1. Soient w € V&" et v € V.

Lemme 2.6
Vpell,.,n—1,YV71 € Sp,, (Id@T,(7))o(w @ v) = 6162(T6(T)(w) @ v).

Preuve : Soit [ € [1,..n— 1]. On a:

O4+101...0p, =01...0]-10]410[0[41...0p
=01...0]-10]01410]0142...0p
=01...0,0]
Le lemme s’en déduit en utilisant les définitions de T,(7) et de 4. ]

On a les égalités suivantes :

AR IA(weY) = (90 ¢)5n(AR AR )5 (AR A)(wev)
= (p® ¢ ® )5 (1d” @A @ 1d%)53((A ® 1d)A © A)(w @ v)
= (P 9® @) (Lwn®1@we d1© W) @ v)
+HP® e ® p)o, (Id® DA @ 1d%)53(3 w1y ® w) @ wis) @ v)

= (p @9 ® ¢)54(1d° BA @ A)5s(A® A)(w v)

= (@ p @ ¢)54(1d% BA @ 1d¥")53(A ® (Id @A) A) (w & v)

= (PR P) (T wn)®1Qwe @18 ws ©v)
+He®p®)a (Ew ®1®w()®w(3)®v®1)
+He ® ¢ © ¢)54(1d" ®A®Id® )52(3o w1y @ wey@ve1©1)

(Id @A) A(w @ v)

Or par le lemme on a:

73(1d%° @A © 1d%°)53(X w(r) ® w(e) @ w) @ v) =
204(210 ®1®w() (3)®v®1)
+a40203(ld QA @ 1d%° ) (X w) ) ®@ve1®1)
20'4(210 ®1®w() (3)@’0@1)
+a4(ld® QA @ 1d9*)5, (3 W) @ wmy Qv 1@ 1)

D’otu la coassociativité pour n + 1. Pour montrer la deuxieme partie, on fait une récurrence
sur n. Le cas n = 2 est immédiat.
Supposons 1’égalité vraie jusqu’au rang n.
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Soit p < n. Pour tout w € S, ,, on a soit w(n) = n et dans ce cas la restriction de w
a {l,...,n — 1} est dans S, ,_1, soit w(p) = n; dans ce cas on a une action de w sur
{1,...,n}\p qui est dans S, 1 ,_1. Alors pour v € V®" et v' € V on a:

Awe ) =(poe)Ides e )AL o AW)
—1®vv +o@v+v'@1401...0,(v V)

Y nwe e

p=1 wESp n

+(p @ ©)( Id@a@]dz YT )@ v ®1

p=1 wESp n

_1®vv’+v®v’+vv’®1—}—01...0n(v®v’)

+Z Y. (e heev)

= wGSp n+1
'w(n-l-l)_'n-l-l

Y nwhwer)
p=1 w€Spi1,n4t1

w(p+1)=n+1

Ceci nous montre que 1’égalité est vraie pour n + 1. |

Remarque : Si on prend o(v ® w) = w ® v pour v,w € T(V), on retrouve le coproduit
habituel de T'(V').
Isomorphisme de cogébres

Soit M un A-bimodule de Hopf. L’espace M " est un sous-comodule 3 droite. On munit
T(M") d’une structure de comodule & droite par :

dr(a) =al®1 YVa € K,

SR(v! @@ V") = vig) @+ @ vg) @ vy -+ Vi,

avec n > Let v' € MP (i € [1,..,n]).
Remarque : En particulier pour n > 1, w € T(ML)n eta € A, on a:

woa Zw ®ay ®S( ag )) (1)%(3)- (27)

Soit ¢ 'application linéaire définie par:

o: Mteo ML — ML g ME
v v — Zv(o)@)vov(l).

Cette application vérifie ’équation des tresses (car M est un A-bimodule de Hopf). On en
déduit 'application & qui est donnée pour p,q > 0, w € T(MF¥), et w' € T(M"), par:

w®w Zw ®wow)
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Proposition 2.10

(i) L’espace T(M™) muni de la structure de coproduit induite par o et du coproduil a
droite Sr est un comodule cogébre a droite.
Donc A ¥ T(MV) est une cogébre.

(ii) L’isomorphisme d’algébres W entre To(M) et A ® T(MY) est un isomorphisme de
cogebres:

T4(M) ~ AXT(MPY).

Preuve : Il est clair que € est un morphisme de comodules a droite.
I reste a vérifier que le diagramme suivant commute:

Mty —— 2 5 7ML eT(ML)

Sr Sr

ARld

T(MY)® A T(MYYe@T(M") @ A

On va montrer par récurrence que ce diagramme commute pour tous les éléments de T'(V)
de degré quelconque n > 0. Pour n = 0 et n = 1 c’est clair.

Supposons que le diagramme commute pour tout p < n. Soient w € T(Ml)n etve MY En
utilisant I’égalité (2.7) on a:

SrA(w @ v) = Z(w(l)(o) ® v(l)(o)) ® (w(2)(o) ® V(1)) © 'U(Q)(o)) @ W(1) (1) W(2) (1) V(1) (2) Y(2) (1) -

En appliquant I’hypothese de récurrence a w et a v on obtient :
SRA(W@ ) =} (w(o),) @ Vo)),

C’est-a-dire pA(w @ v) = (A ® Id)dp(w @ v).

Pour prouver la deuxieme partie de la proposition, on raisonne sur ¥~!. On va montrer par
une récurrence sur le degré n des éléments que U1 est un morphisme de cogébres.

Pour n =0 et n =1 c’est clair.

On suppose que ¥~ restreint & A ¥(T4(M)), (p < n) est un isomorphisme de cogebres.
Soient w € T(M¥),, et ve M. On a:

) ® (W(o)) ® V(0) 1y, @ V0))) @ W) U(1)-

Ala¥(w@v)) = Eal)%( 1)) '(o)) (2)10(1)1 1) X w(z) @ v(g)
+ 2 a) X wy, @ae ) K(wiz) @ v).

Or dans T4 (M) on a Vw!, w? € M, Va € A, w1a®w2 = w' @ aw?. Donc:

(TP HA(X(wev) = Ylawwu)e, @ vo) @ ¢y, W)
20wy @ (U)W we) O v.

Notons pour 2z € T4(M), A(z) = 3200 ® 22, Avec cette notation on a, en appliquant
I’hypothese de récurrence a 1 % w:

Zw(l) @ w? = Zw(l)(o) @ W(1),,W(2)-
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Donc:
(T @V A ¥ (w©v) = T(enyw™M) @ ve) @ agyw®ug,
+ X agye™M @ (agyw® @)
=AU Ha ¥(w @ v)).

On a ainsi le corollaire suivant:

Corollaire 2.1 L’espace A ® T(ML) est une algébre de Hopf avec la structure d’algebre
croisée de A-module algébre droite et de cogébre croisée de A-comodule cogébre droite. Elle
est isomorphe a Ualgébre de Hopf T4 (M).

Remarque : De maniére analogue, on montre que T(MR) ® A est une algebre de Hopf
avec la structure d’algebre croisée de A-module algebre gauche et de cogebre croisée de
A-comodule cogebre gauche. De plus elle est isomorphe a ’algébre de Hopf 17'4(M).

Lepowsky et Wilson ([LW96]) avaient déja obtenu un résultat analogue pour la structure

d’algebre:

Théoréme 2.3 Soient A une algébre de Hopf et V un espace vectoriel. Considérons lal-
gebre A engendrée par A et V et Uaction adjointe de A sur A. C’est un A-module algébre
a gauche avec:

Vae A, Vw e A, o¢rla®w)= Za(l)wS(a@)).
Alors:

(1) le A-sous-module A.V de A engendré par V est naturellement isomorphe au A-module
d gauche libre sur V,

(ii) la sous-algébre de A engendrée par A.V est naturellement isomorphe a Ualgébre tenso-

rielle T(A.V),

(iii) en tant qu’espace vectoriel, A est naturellement isomorphe au produit tensoriel
T(AV)®A. Lespace T(A.V) est un A-module sous-algébre de A. Avec celle structure
Ualgebre A est isomorphe au produit croisé T(A.V) ® A.

On retrouve ce résultat en considérant le A-module & gauche MF = A.V et le A-module &
droite, A-comodule & droite trivial et A-module & gauche diagonal M = M @ A. L’algebre
libre A est alors isomorphe a T'4(M). En restreignant la remarque du corollaire 2.1 a un
isomorphisme d’algebre, on trouve T4 (M) ~ T(M®) 4 A. D’ou I'isomorphisme du théoréme.

2.2.2 Structures des algébres de Hopf inhomogeénes: cas ou ¢ est non nul

Afin d’avoir une expression plus maniable de la structure de bigebre de B, on va établir
un résultat, analogue au corollaire 2.1, pour le cas d’une composante inhomogéne non nulle.
Pour cela, on donne un isomorphisme entre 5 et un espace tensoriel C, puis on étudie la
structure de bigebre de C'.
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Algebre tensorielle inhomogéne

Soit B l'algebre de Hopf inhomogene associée a un couple (M, ¢). Notons (e;)ier [I| = N
(N < +o0) une base de MF, f € My(A*) et A € My(A) les matrices donnant la structure
de A-bimodule de Hopf.

Pour n > 1, on note I,, 'ensemble 1*" et Iy = {0}. Soit Z = U,50 In-
Soit C' le A-module a gauche libre de base (Px)ker avec Pr = €r, @ ... ® e, pour
K= (kl,...,kn) et PO = 1A.
On pose C), le A-module libre de base (Px)ker, et FC,, = @p<n Cp.
OnaC=@HC, =] FC,

n>0 n>0
Soient Cx le K espace vectoriel de base (Px)xer et 7 : C @ Cxk — C 'application linéaire
définie pour a € A par:

aPr, si K =0,
aPr w1, sinon.

m(aPx @ Pr) = {
Pour munir C' d’une structure d’algébre, on va définir par récurrence une famille (A,)n>0
d’applications linéaires :

Al : Cl QA — FC’l
ae; @b — Ele[ afi7l(b(1))b(2)ez + aqb(ei ® b),

A CL® A — FC,
a(Pr @ €;) @ b+— Z T (An—1(aPx @ fi1(b1))bz) @ €1) + Ao (aPx @ ¢(e; @ b)),
lel

ol K € I,,_4.

Soit ¢ ’application linéaire de C' @ C' dans C définie par:
pla®b) = ab Va,bc A,
p(a ®bPk) = abPk Va,be A, Vn > 1,VK € I,,
p(aPx @ b) = A (aPk ®@b) Va,be A, Vn > 1,VK € I,,
plaPg @bPL) =7 (A (aPr @b)® Pr) Va,be A, Vn,p>1,VK € 1,,YL € I,.

Théoréme 2.4 L’espace C muni de ¢ est une algébre avec pour unité 14. De plus elle est
tsomorphe en tant qu’algébre a B.

Preuve : Nous allons construire un isomorphisme ¥ entre B et C' qui envoie le produit ¢
de C sur le produit m de B, c’est-a-dire tel que le diagramme suivant commute:

BoB — Y ., cecC

B - C

Le produit de B étant associatif, on en déduit I’associativité de .
Pour montrer que 14 est I'unité de ¢, on utilise le fait que pour tous ¢, 7 € I ona ¢(e;@14) =
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0et f;;(1a) =6;(5). On voit alors que VK € I,, ¢(aPk ® 14) = aPk. Les autres cas se
montrent facilement.

Afin de construire I'isomorphisme, on définit 50: 14 et pour tout n > 0, K € I, on note
P élément de B donné par: py= €fy -+ €l

Par construction de B, il est clair que (51‘»)1(61 engendre B comme A-module a gauche.
Soit W le morphisme de A-modules & gauche défini pour tout K € 7 par:

v B —
Pk +— FPk.

Ce morphisme est bien défini car Vi € I, Va € A, U(r;,) = 0.

Or, comme les (Px)ker forment une base du A-module libre & gauche | ils sont linéaire-
ment indépendants; il en est donc de méme pour les (5B) Ainsi ils forment une base du
A-module a gauche B. Le morphisme W envoie alors une base sur une base, c’est donc un
isomorphisme.

Il reste a vérifier que ¥ est compatible avec les structures de produits, c’est-a-dire que

Va,be A,VK, LT, ¢(P@WU)(apx @bpy)=Um(apg @bpy).

Pour b = 14 et tous K, L € 7 c’est clair. Il en va de méme pour le couple (K =0,L € 7)
et tous a,b € A. Pour le couple (K € I,,, L € 7) et tous a,b € A, on fait une récurrence sur
n. Si n =1 on a pour tout ¢ € I:

(@ W)(ae; @b py) = afii(buybee ® Pr+ ade; @ b) Py,
=Um(ae; @b 5,:)

Supposons que le résultat est vrai pour n alors pour tout K € I, et 1 € I on a:

PPV ((apge)@bpr) =Y 7 (A1 (aPx @ fia(ba)b(a) @ (e @ PL))

1
+7 (Ap—1(aPk @ ¢(e; @ b)) @ Pr)
= o(V@U)(a pg @fi1(b))byer br)
1

+e(V @ V) (a pr @(e; @b) pr)
= " Um(a px ®fia(ba))beer pr)
l

+Um(a pg @p(e; @ b) pr)
=Um(a px €, @b pp)

D’ou la compatibilité de ¥ avec les produits. a

En transportant par ¥ la structure de cogebre et ’antipode de B sur €', on munit C' d’une
structure d’algebre de Hopf. On a donc par construction

Corollaire 2.2 Les algebres de Hopf B et C sont isomorphes.
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Remarque : La structure de cogebre sur C' est donnée par:

Ac(ab) = Ea yFo @ a)F Va € A,
Ac(e) = ier Z,ZPO ® e -I- 6P Viel,
A¢ morphisme d’algebres,

ec(abPy) = ¢(a) Va € A,
SC(ei)IO Vi € 1,
¢ morphisme d’algebres.

Remarque : De maniere intuitive ’algebre de Hopf C' peut étre vue comme ’algebre de
Hopf tensorielle T4 (M), ot M est le A-bimodule valant M comme A-module & gauche et
ayant comme ”produit a droite” v.a = pr(v ® a) + ¢(v ® a). On a bien un A-bimodule car
¢ vérifie (2.5).

Structure de bigébre croisée inhomogéne

On va construire un isomorphisme d’espace vectoriel entre C' et A ® T(M'). Ceci per-
mettra de transporter la structure d’algebre de Hopf & A @ T(M¥) et ainsi de mieux les
comprendre. Pour cela, on construit une filtration de A ® T(ML) et un isomorphisme de
A-modules & gauche filtrés entre C et A @ T(MF).

On définit F(AQ T (M%) = AT (ML), FIAQT(M%)), = AT (ML), @ Ao T (ML),

et F((A® T(MY)), = A® (P T(M"),).

=0
Ona F(AQT(M*)o C F(AQT(M%), C---C F((A®@T(M*")), C ...,
et A@ T(ML) =, F(A®T(ML)),.
Pour tout n > 0, on va construire des isomorphismes de A-modules a gauche
I',:FC, — F(A® T(ML))n tel que pour tout I < n, I'), restreint a F'C} est égal a [';.
Pour n = 0, on définit T : FCy — F(A® T(M¥*))o par:

lo(aPo)=a®1 Va € A,
JHa®1l)=aPy Vac A.

I est clair que ['g est un isomorphisme de A-module a gauche.
Pour n = 1, on définit I'y : FC; — F(A® T(M%Y)), par:

Fl(aP ) = Fo(apo) Ya € A,

[y (ae;) = Ean (ei(_l))ei(o) Viel,Va e A,

IT'eel)= ( ® 1) Va € A,
ITa®v) = ( ®v) Yo € ML, Va € A.

Remarque : Tout élément w de C est de la forme » a;p;, donc Yw € Cy :
Ii(w) = 32 w(—g) ® S(w(_1))w(o)-
Pour n > 2, on définit I, : FC,, = F(A® T(M")), par:

(w) Yw e FCp,_q,
() Ywe F(A@ T(MY)), 4
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On définit pour tout a € A, (K,i) € I, et v} @ --®@v" € T(M%), [, et I';! par:

T (aPg ® €;) = (Thoy ® 1) Aoy ® 1d) (145" ®T) (aPx @ €),
IHegvt@--@u)=po (I, 0ld)(e@ vt ®@-- @ 0").

Proposition 2.11 Pour toul n, les applications I',, et I';1 sont des isomorphismes de

A-modules @ gauche entre FC,, et F(A® T(M%Y)),.

Preuve : Montrons que pour tout n > 1, I’application I'!T,, restreinte & C), est I'identité.
Pour n = 1, c’est clair. Supposons n > 2, on a:

70, = oAy @ 1d)(1d®" 7 @Iy).

Le morphisme (A,_; ® Id) s’appliquant & des éléments de C,,_; ® T(A ® M*)1, on a pour
tout a € A, (K,i) € I,:

I, (aPk @) = o(p®@1d)(1d®" @I'1)(aPx @ e;)
n—1 n—1
= ¢(Id¥ @p)(1d”" @) (aPk @ €;)
=gp(aPg ®e;) =1d.

Donc I';1T, = Id.
Pour montrer que I',I';! = Id, on montre d’abord que pour n > 2, w € FC,_1 et v € M":

A1 @Id)(Id @) p(w@v) = w® v.
Tout v € M¥ gécrit v = >, ate;. On a donc:

(A—1 @ Id)(Id @) p(w @ v) =
- (An—l b Id)(ld ®F1)(Et A77,—1(71) ® at) & et)
2

=) o1 ® 1) Ao @ 1% ) (w @ a @ €4, @ S(ex_ )ery))
tel

= (M1 @1d)(1d@p @ 1d) (w @ a; @ e, ® S(er_,) )er))
tel

= (An- 1®Id)(2tw®at€t ®S(€t ) t())

Or (Id®61)0r(v) =14 ® 14 @ v donc:

A1 @Id)(ldel')p(w@v) = (A1 @1d)(w® 14 @ v)
=w®uv

Montrons par récurrence que I',I'-! = Id. Pour n = 1, c’est clair. Supposons le résultat
vrai pour n alors:

Lopilyyy = @1d)(A, @ 1d) (17 @) e(I; ! @ 1d)
=,eld)[I;'eld) =1d

De plus il est clair que I' et I'"! sont des morphismes de A-modules & gauche. Ils forment
donc un isomorphisme de A-modules a gauche. a
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Via cet isomorphisme, on munit A ® T(ML) d’une structure d’algébre de Hopf.

Explicitons la structure d’algebre de A ® T(M¥) ainsi obtenue.

Proposition 2.12 Pour tout v,v' € M¥, w,w' € T(M') et a,b € A, le produit de
A®T(MV) est donné par:

(a®1).(b@w)=ab® w,
(a®v).(bav') = Eab(l) ®vob(2) @ v+ ag(v®b) @V,
(e@w).(lew)=a wew'.

Preuve : La premiere égalité est évidente.

— 1 __ .
Posons v =3, jaie; et v' =3 . ;bje;. On a alors:

pM @I N ((a@v)@ (b@ ) = Y aaifi(baybjn )be)bie et @ €+ Y ad(v @ bbj)e;
i€l jel
On montre alors grace a ’égalité (2.5) que:
PO (@@ v)® (bov)) =Y aaifii(baybin )b@bin e @ ¢+ ad(v ® b)bje;
iljel jel
+ > aaifir(bay)beyéler @ bie;

0,l,0€T
=TI(a®v).(ba ).

Par définition du produit de A @ T(M¥), on a pour w € T(ML), et w' € T(ML), avec
n,p2>1:
(a@w).(1@w)=Tel e w) @ T (1ew)).

Par définition de I'"! et de 'associativité du produit de C' on a alors:
(a@w).(1ouw)=TT""a® (weuw)) =a®wew.
D’otu la proposition. a

Remarque : Ona (a®v).(b@v') = (afv).(b4v') + o(v @ b) @ V.

On peut alors définir le produit de A ® T(ML) par récurrence. En effet on a pour n,p > 1,
aQv'®@ @t e AQT(MY), et b@ v @ - @vP € AQT(MY),:

(a@v'@ - @v").(ba v - @ uvP) =
=@ @ ).(10v").0ev).1ev?® - - @ uv'P)
=Y (a@v' @ - @v" ) .(by)@v" e by @V ® - @ V7)
+(@@v' @ - @v" (v ®b) @@ - @ V')

Le produit de A ® T'(V') est donc donné par le produit de A§7 (V) auquel on a ajouté une
composante inhomogene.

Explicitons la structure de coproduit de A @ T(M¥).
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Pour cela, il suffit de donner le coproduit sur A @ K et sur A® MY, En général pour n > 2
le coproduit est alors défini sur A @ T(M"),, par récurrence :

A(a®01®---®v”):A(a®v1®---®v”_1).A(1®v”),

vec { Ala®1) =3 (aq) @ 1) ® (az) @ 1),

Ala®v) =3 (aq)®1) @ (a) @ v) + X(a@) @ v() @ (a)va) @ 1).
De méme que le produit, on remarque que le coproduit est donné par celui de A ¥ T(V)
auquel on a ajouté une composante inhomogene.
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Chapitre 3

Produit tordu de complexes de

Hochschild

Le but de ce chapitre est d’établir, sous certaines conditions sur les tressages et sur les
algebres, que muni du produit des battages quantiques, le produit tensoriel du complexe de
Hochschild d’une algebre est une algebre tordue différentielle graduée. Dans la premiere par-
tie, on établit une version tordue, par un tressage, du théoreéme d’Eilenberg-Zilber appliqué
a la construction Bar. Pour cela, on munit les espaces du théoréme d’Eilenberg-Zilber de
structures d’algebre et de bimodule tordues, de telle maniére que les morphismes deviennent
des morphismes de bimodules. Dans la partie suivante, on donne, grace a la partie précé-
dente, une factorisation du produit des battages qui permet de munir un produit tensoriel
tordu de complexes de Hochschild d’une structure d’algebre différentielle graduée. Dans la
troisieme partie, on applique les résultats précédents a des cas connus. En particulier, on
donne une généralisation aux algebres de Hopf de I'identité générale de Hochschild-Serre.

3.1 Extension du théoreme d’Eilenberg-Zilber

On va, dans un premier temps, définir des produits tordus d’algebres et de bimodules.
Ensuite, on étudiera la compatibilité des différentielles et de ’application des tressages du
théoreme d’Eilenberg-Zilber, appliqué a l'objet simplicial Bar(A, A), avec ces structures
tordues.

Dans le but de rendre plus claires les démonstrations des parties suivantes, on représente
les applications linéaires f: V!®@---@ V® - W! @ ---®@ WP par des diagrammes du type:

|V1®...®Vn |V1... |Vn
f = f
¢W1®---®Wp *Wl *Wp
Le symbole = entre deux diagrammes signifie que les morphismes correspondants sont

égaux. La composition f o g des morphismes f, g est représentée par la concaténation des
diagrammes correspondants:
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V
|V g
fog = Z
" d

W

Le produit tensoriel f ® g des morphismes f, g est représenté par la juxtaposition des
diagrammes:

|V®W |V |W

f@g | = f g

+V1®I/V1 *‘/1 ¢W1

L’identité d’un espace vectoriel est représentée par : lv

Soient f, g des applications linéaires. L’égalité f®@ g = (f@1d)(Id ®g) = (Id ®¢)(f @ 1d) est
représentée par:

V | W | V W
R g !
f g = =
f g
* Vi Wi Vi + Wi

Ces égalités sont fondamentales dans les démonstrations a venir. Elles permettent d’étirer

ootw

les diagrammes afin de se ramener a des parties de diagrammes connues.
Cette technique a été introduite par Reshetikhin et Turaev [RT90], [RT91], par Freyd et
Yetter [F'Y89], [F'Y92] ainsi que par Kassel [Kas95].

3.1.1 Produit tensoriel tordu d’algebre et bimodules
Produit tensoriel tordu d’algébre

Soient (A, m,14) une algébre et 0 : A® A - A ® A une application linéaire. On va
chercher les conditions pour que A ®@ A muni du produit (m @ m) o o3 soit une algébre.

On représente le produit m par: )\

A A
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L’associativité du produit de A est représentée par : —

A A A A A A
AN
L’application ¢ est représentée par: X\
A A
Posons m, = (m ® m) o 03. Le diagramme de m, est: \
AA AA

On vérifie facilement le lemme suivant :

Lemme 3.1 L’élément 14 ® 14 est l'unité de A ® A pour le produit m, si et seulement si

ola®1y) =14 @a, (3.1)
o(la®a)=a®1y.

Lemme 3.2 Le produilt m, est associatif si et seulement si o satisfail auz conditions:

o10(m®Id) = (Id ®@m) o 01 0 09, (3.3)
or0(ld@m) = (m®Ild) ooy 004.

Preuve : Supposons que m, soit associatif. En écrivant I’associativité pour
1a®a®14@b® c® 1y (respectivement 14 ® a@b® 14 @ c® 14) , on trouve les égalités
(3.3) et (3.4). Inversement, supposons (3.3) et (3.4) vérifiées, alors

(Id@m)ooyo(ld@dm®ld)ocos = (m®Id) ooz 0 (Id@m ®@1d) o oy.
Donc

m®@m)o (Idem®Id)ooso (Id®2 @m @ Id) o oy
m® m) o (Id®2 @m®lId)ooyo (Id®2 Qm® Id®2) 004
=(m®m)oozo (Id®2 ®@m @ m) ooy

=m, o (Id®2 ®@my )

me o (me @ 1) = (
= (

a

Remarque : Ces contraintes sont analogues avec celles définissant une catégorie tensorielle
tressée, cf [JS93].
Par définition, les égalités (3.3) et (3.4) sont respectivement représentées par:
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5% 5K

A AA A A A AA A A A A

De maniere graphique la réciproque du lemme 3.2 est alors:

Ao )

A AAA A A AAA A A A AA AA A A AA AAAA A A A A AA

L’espace A ® A muni de la structure d’algebre précédente est noté A @, A.

Si l’application o est inversible, son inverse o~! vérifie encore les égalités (3.3), (3.4), (3.1)
t (3.2). On peut donc munir I'espace A ® A d’une structure d’algébre tordue par o~}
Pour alléger les notations, le produit de cette algebre (respectivement ’algebre) est noté
me: (respectivement A @,/ A).

De maniere graphique o~ est représentée par: /\\

A A

Les égalités 0 o 07! = Id et 0! 0 0 = Id sont représentées respectivement par:

De plus les égalités (3.3) et (3.4) pour o1 sont respectivement :

ERTR

A A A A AA AAA AA A

Bimodule sur A ®, A

On munit les espaces du théoréme d’Eilenberg-Zilber de structures de A ®, A-bimodule.
On a vu précédemment que pour tout p € N, Bar,(A4, A) est un A-bimodule. Pour tous
p,q € N, on va munir Bar,(A, A) ® Bar,(A, A) d’une structure de A ®, A-bimodule via les
morphismes :

¢, 1 AQ, A® Bar,(A, A) @ Bary,(A,A) — Bar,(A4,
¢r @ Bar,(A,A)®Bary(A,A)® A®, A — Bar,(A4,
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définis respectivement par:

oL =(m® e RQm R Id®q+1) 00p43...09,
YR = (Id®er1 Qm R 1d®** ®@M) 0 Opt3...0ptqt4a-

Les morphismes ¢y, et @R sont représentés par:

<

A A AAA A A A A
I |

| L
q+2 pt2 q+2
PL ¥R
Lemme 3.3 L’espace Bar,(A, A) @ Bar,(A, A) muni de 1, pr est un A ®, A-bimodule.

Preuve : Soient w € Bar,(A, A),w’ € Bar,(A, A). En utilisant (3.1) et (3.2), on voit
facilement que:

pr(la®lauwew) =wew,
PrRlWRUW ®14@14) =wew.

Pour la structure de module a gauche, il faut voir que gpLo(Id®2 ®er) = @Lo(mg®ld®p+q+4).

\ | | |

pt+2 q+2

'y v
Y } Y \\ Yy 'y

AAAAAA AAA A AA A A AA AAA A
On a donc muni Bar,(A, A) ® Bar,(A, A) d’une structure de A ®, A-module a gauche.

Pour la structure de module a droite, il faut voir que:

pro (pr@1AY) = pp o (Id

®Ptatd

®@me ).
Or:
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Yoy

.

Yy vy
A AAA A A A A AA A AAA A A A A AA

II reste a vérifier que les structures de module a droite et de module & gauche sont compa-

tibles. C’est-a-dire que:
5 R /
|y |

AA AA AA A A AAA AA AA AA A AA AA AA AA AA A AA A A

| | L |
p+2 q+2
On a donc montré que Bar,(A4, A) ® Bar,(A, A) est un A ®, A-bimodule. O

pro (¢ ©1d%°) = g 0 (1% pn).

Pour cela, on a:

-

De méme que pour la structure d’algebre de A ® A, l'espace Bar,(A, A) ® Bar,(A, A) (p >
0,¢ > 0) est muni d’une structure de A ®, A-bimodule en considérant c=! & la place de o.
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Les structures de produit a gauche et de produit a droite sont respectivement représentées
par:

p

AA A A AAA A A AAA AAAA
\

] | | L ] | |
p+2 q+2 p+2 q+2
YL YR
Remarque : Par définition du produit cartésien de Bar(A, A) par lui-méme, quel que soit
n € N, (Bar(A, A) X Bar(A, A)),, est un A ®, A-bimodule avec les mémes structures ¢y, et

PR-

3.1.2 Extension du théoréme d’Eilenberg-Zilber

On montre dans cette partie que les différentielles et ’application des tressages du théo-
reme d’Eilenberg-Zilber, appliqué a I’objet simplicial Bar(A, A), sont des diagrammes de
A ®, A-bimodules.

Proposition 3.1 L’application des tressages g du théoréme d’Filenberg-Zilber est une fa-
mille de morphismes de A ®, A-bimodules.

Preuve : Par définition, pour tous n,p, ¢ € N tels que p+ ¢ = n, w € Bar,(4, A),
w' € Bary(A, A), on a:

gnlw®w) = Z (—1)|”|sl,(p+q)_1 0. .. 08y (p41)=1 (W) @ Sy(p)—10...0 sy(l)_l(w’).
VESp.n

Pour montrer que g, est un morphisme de A ®, A-bimodules, il suffit de voir que, pour
tous ¢, j vérifiant 0 <7 < p, 0 < 5 < g, les applications 14®"" ®s; et 5, @ 1d®*" sont des
morphismes de A ®, A-bimodules.

Par définition, il est clair que 149"’ ®s; est un morphisme de A ®, A-modules a gauche et
que $; ® 1d®*** est un morphisme de A ®, A-modules & droite.

Comme I’action & gauche et s; ® [4®** n’agissent pas sur le terme de gauche de
Bar,(A, A) ® Bar,(A, A), on peut se restreindre au cas ¢ = 0. Soient afa' | --- | aF]d’ €
Bar,(A, A), b[ |0’ € Barg(A,A) et a® f € ARQ, A. On a:

(@ B).(s; @ 1% ) (alal | -+ | a”]a’ @ B[ ]1)
=(a®@p).(ala" | ---]a [1a ]| a’]a’ @ B[]V
= m@d®"” @m @ d® Vopys...o0(@@B@alal |- a |14 ]| aPla’ @ B[ |')

Comme o vérifie (3.1), on a:

Opra---oa(a@B@ala |-+ |a|1a] -] aPla’ @b[]b)
= (5; @ 1d®")(0pys...00) (@@ B @ alal | ---| aP]a’ @ b] ]b).
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D’ou:
(0@ B)-((5: ®14°) (afa" | -+ | ”]e’ @ V[ )
= (147 ©5; 914%™ (@ @ B).(ala’ | -+ | @?]e’ @ [ 1').

Donc s; ® 1d®*? est un morphisme de A ®, A-modules a gauche.

De la méme maniére, on voit que si o vérifie (3.2), alors 147" ®s; est un morphisme de
A ®, A-modules a droite.

Donc g, est un morphisme de A ®, A-bimodules. a

I faut encore étudier les différentielles 0 et D. Celles-ci sont définies pour

w®@w' € Bary,(A, A) @ Bary(A, A) par:

l%+Aw@9wU=:}:(—1Yd4w)@HJ-FEZ(—1V+%W8de57

=0
et pour w @ w' € Bar, (A, A) ® Bar, (A, A) par:

n

On(w @) =D (1) (d; @ ") 0 (14%"" @d;) (w @ ).

1=0

Ainsi, si les d; ® Id et Id ®d; sont des morphismes de A ®, A-bimodules, alors D et 0 le
sont aussi.

Proposition 3.2 Les morphismes d; @ 1d et 1d ®d; sont des morphismes de A ®, A-
bimodules.

Preuve : Fixons n € N et p, ¢ tel que p4+g=n. Soient 0 <t <pet0<j<yq.
1°" Cas: d; ® Id.

I est clair que d; ® Id est un morphisme de A ®, A-modules a droite.
L’application dg ® Id est un morphisme de A ®, A-modules a gauche si et seulement si

(do @ 1d®"™**) 0 o, = 1, 0 (1A% @dp @ 1d®*?).

Y \i\'.. Yy v \ij"' Yy v Y R R E AR |
|

AA AA AAA A AA AA AAA A AA A A AAA A

p+2 q+2
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Pour 1 <1 < p, on doit avoir:

(d; © 1% ) 0 o1, = @1, 0 (1d®° @d; ® 1d®).

(

AA AA AA AAA A AAA A AA AAA A

Or:

-

1+ 2
Les morphismes d; ® Id sont donc des morphismes de A ®, A-bimodules.

2¢me Cas: 1d @d;.

Il est clair que Id ®d; est un morphisme de A ®, A-modules a gauche.
Pour 0 < 5 < ¢ — 1, on veut montrer que:

(10”2 @d;) 0 op = @r o (145" @d; @ 1d%°).
Or:

Y
A AAA AA A A A AAA AA A A A
|

p+i+4
De plus, pour j = ¢, on doit vérifier que:
IdP*? ®d,) o YR = QRO e’ Rd, @ 1d®%).
q q
Or:
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Les morphismes Id @d; sont donc des morphismes de A ®, A-bimodules.
La proposition est donc démontrée. a

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 Les différentielles et 'application des tressages du théoreme d’Eilenberg-
Zilber, appliqué a l'objet simplicial Bar(A, A), sont des morphismes de A ®, A-bimodules.

Soit M un A ®, A-bimodule. En notant ® le produit tensoriel ® ag, 4 4g, 4, on déduit du
théoreme précédent le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 S5i A est une algebre et o : AQA — A® A une application linéaire vérifiant
(3.3), (3.4), (3.1) et (3.2), alors le diagramme suivant commute pour tout n € N :

P M&(Bary(4,4) @ Barg(4,4)) 2%

ptg=n
1d®D, ‘ Id ®8n

D M&(Bary(A,4) @ Bary(4,4)) —2%  M&(Bar(4, A) x Bar(4, A))u_,
p+g=n—1

M&(Bar(A, A) x Bar(A4, A)),

Remarque : Si ¢ est inversible, on peut considérer dans le corollaire les structures induites
par 0~! & la place de celles induites par o.

3.2 Produit tensoriel tordu de complexes de Hochschild

Le but de cette partie est d’établir une factorisation du produit des battages quantiques
par 'application des tressages Id ®g. On montre alors que le produit des battages munit,
sous certaines conditions sur le tressage et ’algebre, le complexe de Hochschild d’une al-
gebre, d’une structure tordue d’algebre différentielle graduée. Afin d’obtenir ces résultats,
on compose, a gauche et a droite, le morphisme Id ®g par des morphismes de complexes.
Dans cette partie, on suppose que o vérifie (3.3), (3.4), (3.1) et (3.2) et qu’il est inver-
sible d’inverse o~!. L’espace A @ A (respectivement (Bar(A4, A) x Bar(A, A)),) est muni
de la structure d’algébre (respectivement A ®,, A-bimodule) induite par o~1. L’espace
Bar,(A® A, A® A) est muni de la structure de A ®,/ A-bimodule de la résolution Bar.

3.2.1 Résolution Bar de A ®, A
On veut construire un morphisme de complexes
P M&(Bar, (A, A) @ Bary(A, A)) — M& Bar, (A @y A, AR, A).
ptg=n

Pour cela on définit un morphisme de complexes entre Bar(A4, A) x Bar(A4, A) et
Bar(A ®, A, A @, A) qui est compatible avec les structures de A ®@,+ A-bimodule de ces
espaces.
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Supposons que o vérifie I’équation des tresses g9 001 009 = 01 009 0 07.

Soit T, la représentation du groupe des tresses B, dans A®" associée a 0.

Pour 1 < ¢ < p < n, on note v, , la permutation définie par v, , = v,...v,_1 avec v; la
permutation qui échange (¢,¢41). On note 1), ;, = T, (vp,4). On définit alors pour tout n € N
I’application linéaire

¥y, @ (Bar(A, A) X Bar(A, 4)), — Bar,(A®, A, A®, A),

par ¥, (w @ w') = 02,42 0 Top42.2, 0 T2n+1,2(n_1) o...0oTpyg40T432(w@W).

On a donc ¢, = 02,420 (02,02,41) © ... 0 (04 ...0p13) 0 (02...0pny2).
Le morphisme 1, est représenté par:

Remarque : En particulier lorsque o est le flip qui envoie ¢ ® b sur b ® a, on a:
Uplala* |-+~ a™]d’ @b[b' | --- | b"]0) =a@bla' @b | ---| " @b"]d @ V.
On note 49 la différentielle du complexe Bar, (A ®, A, A®, A).

Proposition 3.3 Pour tout n, le diagramme suivant est commutatif:

(Bar(A, A) x Bar(4, A)), —— 5 Barn(A @y A, A @gr A)
I 59
(Bar(A, A) x Bar(A, Aot ——"" s Bary_1 (A @y A, A, A)

Preuve : Les différentielles proviennent de la structure d’objet simplicial. Pour démontrer
la proposition, il suffit donc de montrer que pour tous n,t € N vérifiant 0 < < n, on a:

Gpo1 0 (dF @ dP) = (148" @my @ 1d® ) 0 ..
Pour df}, on doit vérifier que:

Yno1 0 (df @ df) = (mer @ 1O ) 0 ¢y,
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V\)V

AAAA A AAAA AAAA A AA AA AAA

Y
AAAA AAA AA AAA

Pour le cas 1 <t < n — 1, on doit montrer que

bnoy o (dF @ d7) = (15" @myr @ 1d®" ) 0 4.,

| Y ..
A‘AA AA AA AAA A A
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Pour 7 = n, on doit avoir 1,_1 0 (d} @ d}) = (Id®2n @Mg1) 0 Py
Or:

AA A A A AAA AA AA A AAA AA AA A AAA
(I

n4+ 2

Proposition 3.4 Le morphisme 1, est un morphisme de A ®, A-bimodules.

Preuve : Pour que %, soit un morphisme de A ®,/ A-modules a gauche, on doit avoir:
Yn o gL = gr 0 (1% @1,).

Or:

\

Al \ Y

AA A A A A AA AA AA A A AA AA A A A A AA
(I

n+2

Pour que %, soit un morphisme de A ®, A-modules & droite ,on doit avoir:

, ) 2
VYn09r = pro (¢, @1d%).

Or:

v

BA
A A A A AAAA
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La proposition est donc démontrée. a

Définition 3.1 Soient A une algébre et 0 : AQ@ A — A® A une application linéaire
inversible vérifiant Iéquation des lresses et les équations (3.3), (3.4), (3.1) et (3.2). Une
telle algébre est appelée algebre o-tressée.

Soit M un A ®, A-bimodule. On déduit des deux propositions précédentes le théoreme:

Théoréme 3.2 St A est une algébre o-lressée, alors, pour tout n € N le diagramme suivant
commule :

M&(Bar(A, A) x Bar(4, A)), ——=¥" M@ Bar, (A @y A, ARy A)
d®8, 1d ®6%®

Id@y¥n-1

M&(Bar(A, A) x Bar(A, A))n_1 M®Bar,_1(A®y A, A @y A)

On note encore @ le produit tensoriel @A, A-A,, A- En composant avec I"application des
tressages g, on obtient, grice aux théorémes précédents:

Corollaire 3.2 Si A est une algébre o-tressée, alors, pour tout n € N le diagramme suivant
commule :

D MEBary(4, 4) @ Barg(4,4)) 2% G Bar, (A @y A, A @, A)
pt+g=n

1d®D,, 1d @69

P MEBary (A, 4) © Bary(4,4)) T2 & Bar, 1 (A ©0r A, A0 A)
p+g=n—1

3.2.2 Produit de I’algebre des battages

Dans cette partie on étend a droite et a gauche le diagramme du corollaire précédent par
des morphismes de complexes. On établit ainsi une factorisation du produit des battages
quantiques. On rappel que ce produit est défini pour V un espace vectoriel muni d’une
application linéaire ¢ : V@ V. — V @ V vérifiant ’équation des tresses. Alors ’espace
tensoriel 7'(V') est une algebre avec le produit des battages quantiques ¢, défini pour
e @uPe T(V) et we---Qule T (V) par:

@U(v1®...®vp®w1®...®wq): Z (—1)|V|TU(V)(U1®---®UP®’U)1®---®wq).

VESp ptq

Remarque : M. Rosso a prouvé que cette somme sans le signe est associative (Cf [Ros98]).
Comme le signe d’une permutation est un morphisme de groupe, on en déduit que ¢, est
encore associatif.

Soient A une algebre o-tressée et M un A ®, A-bimodule.
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Structure de complexe de @, ,= M @ AP @ A?

On va étendre le diagramme précédent & gauche, grace & un isomorphisme entre
M®@(Bar, (A, A) @ Bary (A, A)) et M @ A®P @ A®9.
Soient ala' | --- | af]a’ € Bar,(A, A), et b[b' | --- | b7]b’ € Bar,(A, A). Si on pose:

Up+q_|_1...Up+201...Up_H(al®---®ap®a’®b®b1®---®bq)
=Y. wew e  euvere.. . ffon,
alors, par définition de la structure de A®,s A-bimodule de Bar,(A, A) @ Bar,(A, A), on a:
ala | [ a’)a’ @b |-+ |07 =) (a@wy).(1[w} |- | W L@ 1[r] || 7]1).(n @ ¥).

On a ainsi "isomorphisme d’espaces vectoriels Q défini par:

Q : M&(Bar,(A, A) @ Bar,(A, A)) — M @ A% @ A®",

avec
Qa@ala' |-+ | a*]a’ @0 |- | b"]b)
=Y (neb)a@w)u! @ @uertte ol
L’inverse est donné par 'inclusion de A®? @ A®? dans Bar,(A, A) @ Bar, (A4, A).
En transportant la différentielle de @,4,= M @ Bar,(A, A) ® Bar,(A, A) par I'isomorphisme
2, on munit @pye= M @ AP @ A? d’une différentielle p. qui en fait un complexe.
Par construction le diagramme suivant commute :

—1

P MeA” A% L (D M&(Bary(A,A) ® Barg(A, A))

pto=n pte=n

on 1d®Dn,

P MoAaTea®” L (P MEBar,(A A)© Bar,(4, A))

p+g=n—1 p+g=n—1

La différentielle p est donnée par: p, = Z Pp,q OU
prg=n

Pog i M @AY @ A 5 (M@ A% @ A% @ [M @ A% @ A®" ],

avec
pp7q(a®a1®...®ap®bl®...®bQ):
=a.(d'®@14)0ad*®@---@a’ @b @ @ b

p—1
—I—Z(—l)ia(g)al@---@aia“l®---®ap®b1®---®bq
=1

+(__1)pzi(n®1A)'a®a1®"'®ap_1®7}1®"'®T2-q

+(-1)PY 0 (la@w)Qul @ @u! @b @ - @bl
g—1

+ (—1)i+pa®a1®...@ap®bl®,,.@bibi+1®m®bq
=1

+ _1)p+q(1A®bq)_a®a1®...@ap@)bl@...@bq—l’
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ol on a noté:
op...o(@@@ @)= .70 0rfen,
o1...0p0(a' @ @a" Q)= w0, @w} @@ wr.
Factorisation du produit des battages
On a l'isomorphisme d’espaces vectoriels induit par la construction Bar:
I': M&Bar,(AQy A, AQy A) ~ M @ (A @, A)®".
I est facile de vérifier la proposition suivante :

Proposition 3.5 L’isomorphisme précédent est un isomorphisme de complexes, c’est-a-
dire que le diagramme suivant commute :

M® Barn(A ®G" A7 A ®0' A) #} M ® (A ®a’l A)V@n
Id@s% 58
M@Bar,_1(A®y A, AR,y A) —— %+ M@ (A, A"

Si on pose © =T o (Id ®¢) o (Id ®g) 0o 27!, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.3 Le diagramme suivant commute :

P Mea”ea® — 2 Mo (A8, A
ptg=n
Pn 82
P MoAT oA — 2 M (Ag, A
p+g=n—1

On note m®" le produit de A tensorisé n fois.
Pour p+q¢=mn,et v € 5,,, on pose:

9v = Sy(n)—1 -+ = Su(p+1)—1 © Sy(p)—1 - - - Sy(1)—-1-

Alors g=3,cs . (=1)g,,. \

Par définition, s; place I’élément 14 & la (i + 2)®™€ position. Soit s/ le morphisme de A®”
dans A®""" qui place 14 A la (i + 1)éme position, on a alors s; = Id ®s! @ Id. Par abus
de notation s! est noté s;. On peut voir de la méme maniére g, comme un morphisme de
A®" ® A% dans A®" ® A®". De plus, pour w,w’ € A®", on a:

Un(La[w]lg @ 14[w']14) = 14 @ La[¢p—2(w @ w')]14 ® 14.

~ . 2n . ~
Donc, dans ce cas, ¥, peut étre vu comme un morphisme A®™" dans lui-méme.
Avec ces conventions, on peut écrire le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 Pour tous n,p € N tels quen >2,0<p<n, etveES,, ona:
T,(v) =m®" o, 0g,. (3.5)
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Preuve : Pour n {ixé, si p = 0 ou p = n, on voit facilement que ’égalité est vérifiée.

On va prouver par récurrence que, pour tout n > 2, 1 < p<n—-1etv € 5,,, I'égalité
(3.5) est vérifiée.

Pour n =2 et p=1, 5; 2 a deux éléments: Id et v;. Dans le cas Id, pour a,b € A, on a:

m& o ogu(a®d) = (m® oy)((a® 1A) ® (14 ®D))
=a®@b="T,(d)(a®b)

Pour v; :
m® oog, (a@b) =m¥ oy((la®a)© (b@1a))
—o(a@b) =, (@@ )

Le théoreme est donc vrai pour n = 2.

On suppose qu’il est vrai pour » — 1. Montrons par récurrence qu’il est vrai pour n.
Solent p,g € Ntelsque 1 <p<n—-1,p+g=netves,,. 1l yadeuxcas: v(1) =1, ou
vip+1)=1.

Supposons que v(1) = 1. Définissons alors v’ € S,_; ,_1 par V/(¢) = v(i + 1) — 1.

On a alors pour QRPN Qb € A® @ A®

T, @ -debe---0b)=d T,V ((a*® - @d) @ (b @ - @ b)),
De plus:

gy((a1®---®ap) ® (bl®...®bq))
= Sy(n)—1-- .sy(p_H)_l(al Q- ® (Lp) @ Sy(p)-1 - - -Sy(2)—1(1A lle---® bq)
=a' ® Sy(n)—2 - - .sl,(p+1)_2(a2 ®--@aP)@14® Su(p)—2 - - .81,(2)_2(1)1 ® - @ bY)
=a! b Sl/‘(n—l)—l .- 'Sy’(p)—l(a2 @ ap) ®1a® Sl/’(p—l)—l .. -SV’(I)—I(bl Q- bq)

Donc par ’hypothese de récurrence:

m®nozbogy((al@...@ap)@)(bl@...@bq))
=a'@(m® " 0og (i@ @a’) @ (B @ - @ b))
=ad @T,W)((*® - @) (b @ - @ b7))

Dans le cas ou v(p+ 1) = 1, on définit v/ € S, ,_1 par

V(i) =v(i) -1 1<u<p,
Vi)=v(i+1) -1 p+1<i<n-1.

Pour (¢! ®---®@a?) @ (b' @ ---@b7) € A®" ® A®? on pose:

01...Up(a1®---®ap®bl):Zwi®w}®'--®wf.

Avec cette notation, on a:

Lw)(a'e 2d)o@® e b)) sz@@T w; @ @w) @ (@ @b7).
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De plus:

gy((a1®---®ap)®(bl®---®bq))
=14® Sy(n)-2 - - ‘Sl/(p+2)—2(a1 ®--@a)® bt ® Sy(p)-2 - - -511(1)—2(52 ® - ®b7)
=14® Sy (n—1)—1 - - .sy/(p+1)_1(a1 Q- ® ap) ® bt ® Sy (p)—1 - - .Sy/(l)_l(bQ K- & bq)

D’ou, par (3.1) et ’hypothese de récurrence:
m® ogog, (@@ --@d)® (e
= 3w ® (m" ovg,((w}@
=2 wi @ T, (V) ((w; @ @u)) @ (* @ - b))

Le théoreme est donc démontré par récurrence. a

Soit a®a1®---®ap®b1®---®bq€M®A®p®A®q,on a:

Qla@d @ - @b - @b)=a®@lgla || aP]la @ 146" | -- -] b]14.
De plus, par définition de ¢ et de g, I'image de 14[al | -+ | aP]14 @ 14[b' | -+ - | b9]14 par
Pogestdelaforme Y ;(1a@ 1)t @d! || T @d"T) (14 @ 124).

L’image purOdea@a @ - @a? @b @ --® b? est donc de la forme:

Y oav(ded)e o od™).

Le morphisme O est donc l'identité sur M; il existe alors un morphisme

0, : P A% ® A% - (AR, 4)%",
ptg=n

tel que: © = 1d ®©O'.

Corollaire 3.4 Si on note ¢, le produit de l’algébre de battages, on a pour tout n € N
légalité :

,m‘gn fe) (—);7‘ = 990_.
Preuve : Le produit ¢, est défini par:

cpg(al(@---@ap@bl@---@bq): Z (—1)|V|Tg(l/)(a1®---®ap®b1®---®bq).

VESp ptq

Pour n =0 et n = 1, le corollaire est évident.
Le cas n > 2 résulte du théoréme précédent. a
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3.2.3 Produit tensoriel tordu de complexes de Hochschild

On va montrer qu’en tordant la différentielle du carré tensoriel d’un complexes de Hoch-
schild d’une algebre tressée o-commutative,i.e. commutative pour ce tressage, le produit
des battages quantiques munit ce complexe d’une structure d’algebre différentielle graduée.

Soient M un A-bimodule, oy : AQM — M® A et O'M : M®A —- A® M des morphismes
d’espaces vectoriels. On note ¢y, et ¢r les produits a gauche et & droite de M.

Définissons les morphismes d’espaces vectoriels 50}4 (AR A) QMM - M @M et
W MOM® (AR, A) = M @ M par:

¢r = (1 ® ¢r)(Id ®oy @ 1d),
©r = (pr © ¢r)(ld @0}, @ 1d).

Déterminons les conditions sur oz et cr}w pour que M ® M soit un A ®, A-bimodule. Pour
cela il faut que:
¢ 0 (1% @¢h) = ¢l o (mer @ 1d%°).
Or, ceci est équivalent a I’égalité:
(1d @pr) (om)1(1d @1 @ 1) (0m)s = (1 @ pr) (oa)2(1d @m @ 1A Yoy, (3.6)
On doit aussi avoir pour v € M :
om(lg®@v)=v® 14. (3.7)
Pour la structure de module a droite, il faut que:
Yo (¢h ® %) = gho (1% @m,).
Or ceci est équivalent a I’égalité:
(¢r @1d)(0hr)2(¢r @ or @ 1d)(0hy)2 = (9r @ ¢r)(04)2(1d” @m @ Id)oy . (3.8)
On doit aussi avoir pour v € M :
oyv®@14)=14®v. (3.9)
Pour la structure de bimodule, il faut que:
P o (¢, ® 1d%°) = ¢ o (1% @¢f).
Or ceci est équivalent a:
(o @ 1d)(0h1)2(1d @1, @ 1d) (oar)1 = (14 @) (oa0)1 (4 9pr © 1d)(Ghr)e.  (3.10)
On a donc montré le lemme:

Lemme 3.4 Soient A une algébre o-tressée, M un A-bimodule muni de morphisme oy :
AQM > M@Aetoy : M@ A— A® M vérifiant (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10).
Alors M @ M muni de 99}4 el de 993% est un A @, A-bimodule.

Exemple: Soit A une algebre o-tressée. Le A-bimodule A trivial muni des morphismes
o4 =01 et oy = o7! vérifie clairement les relations (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10).
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Si M est une algebre de produit u, considérons:
p@m® c MOM®(AQy AP — M@ A%,

et cherchons & quelles conditions @ m®" est un morphisme de complexes. Il faut et il suffit

que:
8! ou®@md” :,u®m®n_1 0d!®.
Or, pour a @@ (@' @)@ @ (@) e MM @ (A® A)®", on a:

p@m® " 0 a@fe (@ eb)e-© (@ b)) =
—u((a®ﬁ) (a'®0h)) @ (a®?) @ - @ (a"b")
~1)(e
(

® (a'0") ® -+ @ m(mo((a' @) @ (@ @ bH))) @ - @ (a”b")
HED (@ 9 7). (0@ B) @ (@B © - (1),
Slou@m® = (af).(a'!) @ ad?? @ - @ a"b"

+§:(—1)iaﬁ @a'bt @@ (a')). (T @ - @ a"b"

=1
+(=1)"(a"®).(aB) @ a'b' @ - - - @ a1
C’est-a-dire qu’il faut que pour a,b,c,d€ Aet o, € M:
({08 )68 d) = mloc i),

u(( b). (a® p)) = (ab).(ap),
p((a® B).(a®b)) = (af).(ab).

Ceci équivaut a:

moo ™t =m, (3.11)
po @ =wpro(mep), (3.12)
powr=wpro(L®m). (3.13)

Remarque : Une algebre o-tressée qui vérifie en plus (3.11) est dite algébre tressée o-
commutative.

Des théoremes précédents, on déduit le théoréeme:

Théoréme 3.4 Soient A une algébre tressée o-commutative, M une algebre munte d’une
structure de A-bimodule et de morphisme opp : AQM — M ® A et
oy M® A — A® M vérifiant (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10), (3.12) et (3.13). Le

diagramme suivant commute :

P MeoM oA @A I Mg A
ptg=n
Pn 541
P MeoMeAT @A — L2 M AT

pt+g=n—1
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Si op est inversible, on a alors pour tous p, ¢ un isomorphisme II:
IM: (M@ A®)® (M@ A®") — (Mo M) A®" @ A%,

oull = (oamr)ps1---(onm)2.

Via cet isomorphisme on transporte la différentielle p de @p+q:,(M ®@M)® A®" @ A®? en
une différentielle A sur le complexe @pyq= (M @ A®p) ®@ (M ® A®q). On définit le produit
tensoriel tordu du complexe de Hochschild par:

Définition 3.2 Soient A une algébre tressée o-commutative, M un A-bimodule,

o A@M — M ® A un morphisme bijectif tel que op vérifie (3.6), (3.7), (3.8), (3.9),
(3.10), (3.12) et (3.13) (en posant o'y, = oy} ). On définit le produil tensoriel tressé tordu
du complexe de Hochschild de A a coefficient dans M par le complexe suivant :

( P (Mo A¥) & (M @ A¥), A,) :
ptq=.

Alors, en définissant le produit des battages quantiques de M @ T'(A) par ITo (1 ® ¢,), on
a le corollaire :

Corollaire 3.5 Avec le produit tensoriel tordu de complexes, et le produit donné par le
produit des battages quantiques de M @ T(A), le complexe de Hochschild (M @ A%, ') est
une algébre différentielle graduée.

Preuve : Par construction le diagramme suivant

HO(.“‘@WO’)

(M ® A®") @, (M @ A%")], M@ A%
Ap b
M@ A®")®, (M © A®")],_ Holubee) o pp g A"
n—1
D’ou le corollaire. O

3.3 Application

On donne des exemples d’applications du corollaire précédent. On I’applique d’abord
pour définir le produit tensoriel de ’homologie de Hochschild d’une algébre tressée o-
commutative. En particulier pour le tressage donné par le flip 7, on retrouve I’homologie de
Hochschild d’une algebre commutative. On montre ensuite une identité du type Hochschild-
Serre pour les algébres tressées o-commutatives.
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3.3.1 Produit tensoriel de I’homologie de Hochschild d’une algebre

Soit A une algebre tressée o-commutative.
On considere M = A. Dans ce cas la structure de A ®,s A-bimodule de A ® A est celle
donnée par la structure d’algebre. Les conditions (3.12) et (3.13) sont clairement vérifiées;
on peut donc écrire le diagramme commutatif:

P (A A) @A A% T, AQ AT
ptg=n

Pn 641
P UeA)eAT @A T AT
p+g=n—1

La différentielle p est donnée par:

pra((0@B)@a*®@ - Ra?b @---@b7) =
:(Oz@ﬁ) ((L ®1A)®(12®"‘®Qp®bl®---®bq

+Z Ya@pf)ed @ - @dd™ @ Qb @ @b

(- )Z(na@ﬁ)@al®---®ap—1®rf®---®ff
+(-1)PY(a@fw)@uw! @ - @uw' @b Q- @b
g—1

(-)*P(a@pf)0d @ -0 b @ - @bttt @@ b
=1
F(=1)PH (14 R09).(008)0d @ Rd b @ - @b,

—+

avec
04...01(a" RV @ @)=, 7t®-0rlemn,
o1...0pa' @ @a" @)= w,@uw @@

Or comme o est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on a pour tout p I'isomorphisme :
Or.0pt AY @A — A AP

En utilisant les représentations en diagrammes des p + ¢ + 2 morphismes composant p, ,
et la représentation de l'isomorphisme oy...0, on montre que via cet isomorphisme, la
différentielle p devient :

pral(e@d ©@---@a?) 0 (BRV @ @)=
=(aadl®a?® - -0a?) @ (BRI D---2b7))

p—1
‘l‘Z(—l)z(a@al@ ®(ZZ 2+1®®ap)®(ﬁ®bl®®bq)
=1
+(-1)P Y (ra®d @@ )R (rerte- a1
+(-)P(a®ad @ - @a)@ (B @02 @ - @ b7)
g—1
+> (= )H_p( Qd @ --2d)0 B @b e---@b)
=1
+(_1)p+qziwi®w}®"'®wf®wgﬂ®b1®...@bq—l’
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avec
Opi1-..01(PRPBRV @@= 7le7te -orlen,
U;il...al_l(bq(@a@al®---®ap) =Y wRu @ @ @uw.
Preuve : Par exemple, le dernier terme de p, , est défini par le morphisme
AQ (AR A) @ AT @ AP 5 (AQ A)@ A% @ A
VR @) aWeWw s (Idem)o (a8 W e W',

Alors, le morphisme obtenu via I'isomorphisme précédent est représenté par:

)

e

C’est le morphisme

AA A AA A AA A

ARAQA @ A A% 5 AR A% @ A® A%
@aaW)BeaW) +— Y, weW,u. W,

oﬁU];_ﬂl...al_l(bq@a@W):Eiwi@)Wi@wg. O
En définissant le produit tensoriel du complexe (H (A, A),d’) par lui-méme, par:

(A9 A®) @, (A0 A¥)), = P (A0 A¥) @ (A A%,

pt+g=n

avec la différentielle p.
On a le théoreme suivant :

Théoréme 3.5 Soil A une algébre tressée o-commutalive. Le diagramme suivant commule :

(A® A®) @, (A® AP)), —F7 o AgA®"
p. 85
(A®A®) @y (A® A )y —— 7 4 AgA®™

ot ¢! est le composé (Id ®oy .. op @ Id®q) om® Y.

Remarque : Dans le cas ou 0 = 7, on retrouve le résultat classique (voir par exemple
[Lod92],chap 4)

Corollaire 3.6 Soit A une algebre commutative. Le produit des battages induit sur [’homo-
logie d’Hochschild de A, a coefficient dans A, une structure d’algebre commutative graduée.
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3.3.2 Identité générale de Hochschild-Serre

Dans ([HJPORS84]) Habegger, Jones, Pino Ortiz et Ratcliffe réinterprétent le morphisme
de l'identité générale de Hochschild et Serre ([HS53]) en terme de battages. En fait, ce
morphisme est le dual du produit de battages. Grace & cette observation, on va montrer une
identité du type Hochschild-Serre pour les algebres tressées o-commutatives. En utilisant
un tressage défini par Woronowicz [Wor91], on munit toute algebre de Hopf d’une structure
naturelle d’algebre tressée o-commutative. On étend ainsi I'identité générale d’Hochschild et
Serre aux algébres de Hopf. En particulier pour ’algebre d’un groupe, on obtient exactement
Iidentité initiale.

Soient A une algebre et M un A-bimodule. On note x, la différentielle définissant la coho-
mologie de Hochschild 1.7. On a alors I'identité du type Hochschild-Serre suivante

Théoréme 3.6 Soient A une algébre tressée o-commutative de dimension finie el M un
A-bimodule. Alors il existe une différentielle p,, lelle que le diagramme suivant commute :

Homy (A®""", M) e

@ Homp (A®", Homyg (A", M))

pt+g=n—1

Kn Pn

Homy (A®", M) P Homx(A¥, Homg (A¥", M))

pt+9=n

ot ® est le transposé du produit des battages quantiques.

Preuve du théoréme 3.6

La preuve est la preuve duale du théoreme 3.4. On va donc montrer le théoréme en
mettant cote a cote des diagrammes commutatifs.
Soient V et W des A ®, A-bimodules. On note Homg (V, W) I'espace des morphismes de
A ®, A-bimodules.
Notons ﬁ@ la différentielle définissant la cohomologie de Hochschild de A ®,/ A a valeurs
dans M ou M est muni de la structure de A ®,+ A-bimodule suivante :

(a®b).n=abn Va®be AQ A, Vne M,
n.(a®b) = n.ab Va®be AQ A, Vn € M.

Lemme 3.5 Le diagramme suivant est commutatif :

1(¢°9)°Fn—1

Hn—1

Homy (A ®, A)®" ™" M) P Homg(Bar, (A, A) @ Bary (4, A), M)

ptg=n—1

ng’ D, ‘

Homg((A ®qr A)®", M) (Yog)oTn €D Homg (Bar, (A, A) ® Bary(4, A), M)
p+g=n
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ot, pour tout n € N, I';, est l'tsomorphisme d’espace vectoriel déduit de la structure de

A @, A-bimodule de Bar,(A®y, A, A®, A)
Homg ((A @y A)®", M) ~ Hom 5(Bar, (A®, A, ARy A), M).

Preuve : D’apres le corollaire 3.2, le diagramme commutatif suivant est composé de mor-

phismes de A ®,+ A-bimodules :

@ Bar,(A, A) ® Bar, (A, A) SN Bar, (A ®, A, A®, A)
prg=n
D 5%
D Bary(4,4) ©Bary(A,4) —— 5 Bar,_1(A®y A, AQ, A)
p+g=n—1

Par définition de la cohomologie de Hochschild (1.7) et en dualisant le diagramme ci-dessus,
on obtient le diagramme du lemme. a

On note A, la transposée de m®".

Lemme 3.6 Le diagramme suivant est commutatif :

Homg (A", M) — =1 s Homg((A®, A)®" ", M)
Kn H%
Homy (A®", M) ——2" 4+ Homg((A®, A)2", M)

Preuve : Pour f € Homg(A®" ™' M) et w= (' ®b)®---@ (a"®@b") € (AR A)®", on a:
An o ki (f)(w) = albl. f( Q- ®db)
+ Z (a W .@adbadt it @.. @ a”b")
+(— ) fa'ht @ - @ ab ).,
De plus
k20 X,_1(w) = a'bl. f( Q- ad"b")
+Z f@'0' @ @momy(d @b @dT QbY@ - @ d"b")
(— )”f( W@ @d ) .ambm.

Or mo mg/(ai Qb Raadtl @ bi‘H) = aibiai"'lbiH, car A est o-commutatif.
Le lemme est donc démontré. O
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En composant les diagrammes des deux lemmes précédents, on a le diagramme commutatif:

Hompy (A®"™", M) woglolod, @ Homg (Bar, (A, A) @ Bar,(A, A), M)
pt+g=n—1
o tDp (3.14)
Q" t(¢pog)oloA
Homg(A® , M) ——F— @ Homg (Bar, (A, A) ® Bar,(A, A), M)
ptg=n

En dualisant la construction de I'isomorphisme Q (voir partie 3.2.2), on construit un iso-
morphisme d’espaces vectoriels entre Homg (Bar, (A, A) ® Bar,(A, A), M) et Homg (4%" @
A®T M); par abus on le note aussi 2.

Pour (¢! ®---®@a?) @ (b'®---@b7) € A" @ A®" et f € Homg(Bar,(A, A)®Bar, (A, A), M),

Q est donné par:

Q'@ @)@ (0@ @b7) = f(lala' | - | ] @ 1a[b! | -+ | 07]14).
Réciproquement, pour afa! | --- | aPla’ @ b[b | --- | b7]0’ € Bar,(A, A) @ Bar,(A, A) et
f € Homg (A®" @ A®* M), Q7! est donné par:
Q! (N)(ala! |- [ @l @B |- [6) =D awif(w}© @)@ (] @ @),
ol

O'p+q+1...O'p+20'1...O'p+1((11®---®ap®a,®b®b1 ® @ b7)
=Y wQuw; Q- Qu T @1 @™
De plus, si A est de dimension finie, pour tous p,¢ € N, on a un isomorphisme d’espaces
vectoriels A, entre Homy (A%” @ A®* M) et Homg (A®?, Homy (A%, M)).
On a le lemme:

Lemme 3.7 [l existe une différentielle p telle que le diagramme suivant commule :

@ Homg (Bar, (A, A) @ Barg(A, A), M) BELLEN EB HomK(A‘g)q,HomK(A@p, M))
ptg=n—1 p+g=n-—1

tDn ‘ Pr
—_—

@ Homg (Bar, (A, A) ® Bary (A4, A), M) EB Homg (A%°, Homg (A®”, M))
p+g=n p+g=n

Preuve : Via €, on transporte la différentielle D A :
@ Homg (A% @ A®", M).
ptg=.
On note encore !D_ la différentielle obtenue par extension; elle est de la forme:

tDn — Z tDp,qv

pt+g=n
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ot, pour f € Homg(A®” @ A®* M) avec p+q=mn—1,'D,, est donnée par:
Dy, (f) € Homg (A% ©@ A% M) & Homyg (A% @ A®™ | M).

Pour (' @ -+ ®@a"*™) @ (0' @ --- @ b?) € Homg (A®"" © A®° M), on a:
p,q< D(a' @ ®ap“> ®0e- ®bq)> =
a' f(( ‘® ap“) ® (0 e---®b7)
P
+) (-1 c@dat @@t e (B e---@b7)

=1

+(= )p“ Yiflld'®--®d)e(r e -er1)m
avec ..o (P @b @ @)=Y te.- @l @mn.
Pour (¢! ®---®@a?) @ (b' @ --- @ b9T!) € Homg (A®" ® A®q+1,]\/l)7 on a:
'Dpo(N((@' @+ @aP) @ (b1 @---@bTH)) =
= (P f(wp @ @u])o (7@ @bt
+Z P f((d' e @d)e @' @ @b bt @ @bt
_|_( 1)p+q+1f(( ...@ap)@(bl®...®bq))_bq+l7
avec 01 ...0p(a' @@’ @) =Y w;R@w! @ - @ w!.
Via 6, on transporte la différentielle D en une différentielle p. de
@ Homy (A%, Homg (A%, M)).
p+g=.
Par définition de !D, p. est de la forme:
Z Pp,qs
pto=n
ot pour f € Homg(A®", Homg (A®*, M)):
P f) € HomK(A®er1 , HomK(A®q, M))® HomK(A®p, HomK(A®q+l ,M)).
Poura' @ - @aPtl € A" et bl @...@b c A®? on a:
,Op,q(f)(al R --® ap-l-l)(bl R bQ) =
= (1)1 wif(@® @ @a* ) (w] @ @ w])

Z H‘qfa ® - @aiai‘H@...@ap"‘l)(bl@...@bq)
=1

+(- 1)p+q+1f( -®ap)(b1® ...@bq)_apH7

avecal...aq(b1®---®bq®a):Eiwi@)w}@---@w;}.
Pour ¢! @ ---®@ a? € A®" et b1®---®bq+1€A®q+l,on a:

Pp,q(f)(al®'--®ap)(b1®...®bq+1) _
_blf( - ®ap)(b2®...®bq+1)

+Z c@a)P e @b @ @bt

+(—1>q+1 > f(T} @7 )b @@ b).7,

3
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avec Up...al(bq+1®a1®---®ap):EiT}@-"@Tip@Ti.

Montrons maintenant que le morphisme ® = ©oQo’(¢og)ol' o) est le transposé du produit
des battages quantiques. Alors, en composant le diagramme (3.14) et celui du lemme 3.7,
on aura montré le théoréme.

Soient f € Homg(A®", M) et p,q € N tels que p + ¢ = n.

Comme dans la preuve du théoréme 3.4, pour w = a' ®@ --- @ aP € A" et

W =b'@--- @b € A% on a:

O(wW)(w) =Qo (Yog)oToA(f)(e'® - RaP R @ - @ b9)
=' (Yog)oloA(f)(Lala’ |-+~ [ aP[la @ La[bl | -+~ | b7]14)
=LoA(f)(Yog(lala' || ala@ 14" @ - @ DI]14)
:/\(f)(l,/)Og(al@---@ap®b1®---®bq))
:f(m®no¢og(a1®---®ap®b1®---®bq))
Y. WMo L e o @b 90 b
vESpn

Le morphisme ® est donc le transposé du produit des battages quantiques.

Application au tressage de Woronowicz

En appliquant le théoreme 3.6 a ’algebre d’un groupe, on va retrouver, de maniéere non
calculatoire, I'identité générale d’Hochschild-Serre.
Soit A une algébre de Hopf de dimension finie. Son antipode est alors inversible. On note
0:AQA— A® A le tressage défini par Woronowicz ([Wor91]). Pour tous a,b € A il est
donné par:

ola®b) = Z b(l) ® &db(Q) a,

ot ad,b =3 S(agbay).

On note ad; b =Y a(2)bS_1(a(1)). Avec cette notation, I'inverse de o est donné par:

-1 _ -1
o (a®b) = Zada(2)b® a(1)-

Il est facile de vérifier que o est une solution de I’équation des tresses et des équations (3.3),
(3.4), (3.1), (3.2) et (3.11). L’algebre A est donc une algebre tressée o-commutative.
La structure d’algebre obtenue sur A ® A est donnée par:

(a®b).(c®d) =) a.adb—(; ¢ ® byy.d.
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Soit H une sous-algebre de A stable par 'action adjointe. En appliquant le théoréeme 3.6,
on a:

Corollaire 3.7 Le diagramme suivant est commutatif:

Homy (A®"™", M) 2 P Homy (A% Homx(H®", M))
p+g=n—1
Rn Pn
Homp (A", M) 2 P Homx(A®", Homz(H®", M))
ptg=n

Preuve : Soit f € Homg (A", Homg (H®", M)).
Poura' @ - - ®adt! € A9 ot hl@...@h? ¢ H® on a:

pep(Na' @ - @a™) (R @ @ RP) =
:2(_ )p 1 (a2®"'®aq+1)(3da(12)h1®--'®ada1 hp)

(p+1)
+Z Z”fa ®--@ddT @ @a™ (' @@ W)
+( 1)p+q+1f( ce@a) (M@ @ AP).at T,
Poura1®---®aq€A®qeth1®---®hp+1€A®p+1,ona:
( ® - ®aq)(h1®---®hp+1):
= fld' @ --@a)(h?®- - @ hrth)
+zp:( 1)if(a1®...@aq)(hl(g)...@hihiﬂ@...@bhﬂ)

1
1)p+t Ef(a(ll) ®--® a‘(ll))(hl Q- ® hp)'a‘da(12)~~~aq [Rass

(2)

De plus, comme H est stable par ’action adjointe, pour tout p + ¢ = n,
f € Homg (A®*  Homg (H®", M)) et ' @ ---® a? € A®":

i) les formules ci-dessus montrent que le morphisme p,(f)(a' ®---® a?) est un élément
de Homy (H®", M),

ii) le morphisme ®(f)(a' ® ---® a?) peut se restreindre & Homy (H®", M).

D’ou le corollaire. O

Remarque : Soient G un groupe, H un sous-groupe normal et M un G-module. L’espace
K[M] est muni d’une structure de bimodule sur 'algébre du groupe G avec le produit a
gauche donné par la structure de G-module de M et le produit a droite trivial. En appliquant
le théoréme précédent a ’algebre du groupe G, a la sous-algebre engendrée par H et & M
muni de la structure de bimodule précédente, on obtient 'identité générale d’Hochschild-
Serre énoncée dans ([HS53]).
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Chapitre 4

Cohomologie quasi-abélienne

Pour établir une théorie homologique adaptée aux groupes abéliens, Eilenberg et MacLane
([EML50] et [EML53]) ont définit, en itérant une construction, un complexe. Dans cette
théorie, les 3-cycles sont entierement déterminés par I’homologie de la premiere itération. En
utilisant la structure naturelle d’algebre tressée o-commutative des algebres de Hopf, induite
par le tressage de Woronowicz, on adapte la construction d’Eilenberg-MacLane aux algebres
de Hopf. De cette maniére, le quotient de 'espace bitensoriel T(T(A)) par les éléments
stables par ’action adjointe est un complexe noté B(A). On aura ainsi entierement déterminé
les 3-cycles, qui pourront alors étre utilisés, dans le chapitre suivant, pour déterminer des
invariants des 3-variétés.

Dans la deuxieme partie, grace aux structures de complexes simpliciaux sous-jacentes a la
construction de B(A), on normalise ce complexe. On note By (A) le complexe obtenu.

Si on applique cette construction a l’algebre d’un groupe abélien, on retrouve la construction
d’Eilenberg et MacLane. Munit du tressage o définit par Woronowicz, 1’algebre d’un groupe
est o-commutative, on peut dire qu’elle est quasi-abélienne. On appelle alors I’homologie
du complexe B(A) 'homologie quasi-abélienne.

Dans la derniére partie, on donne une version multiplicative de la cohomologie associée a
I’homologie quasi-abélienne. Puis on donne un exemple non trivial d’un 3-cocycle de cette
cohomologie pour le groupe diédral d’ordre 3.

4.1 Construction d’Eilenberg-Maclane pour les algebres de
Hopf

Le but de cette partie est d’adapter la premiere itération de la construction d’Eilenberg
et MacLane aux algebres de Hopf. Pour cela, on utilise la structure d’algebre différentielle
graduée o-commutative, induite par le produit des battages quantiques, qui a été introduite
dans le chapitre précédent. On définit alors un espace vectoriel gradué B, puis on le munit
d’une différentielle.

4.1.1 Structure d’algebre différentielle c-commutative graduée

On décompose la différentielle du produit tensoriel tordu de complexe en somme de deux
différentielles.
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Soient A une algebre de Hopf, d’antipode inversible, et o le tressage défini par Woronowicz.
On a déja vu que A est alors une algebre tressée o-commutative. On étend o a des éléments

de A®" ® A. Soit (a1®---®an)®b€A®”®A. On pose:

o((a1®@ - ®ap)@b) =o01...04((a1 @ @a,) @)
= Eb(l) ® adb(Q)al ® - --®adb(n+1)an.

Posons w = a; @ - -+ @ a, € A®™; on écrira I’action adjointe diagonale de A sur A®" par

adpw = Z adb(l)al Q- ® adb(n) Ay,

Remarque : Pour a,b € A et w € A®", on a: adyadyw = adp,w.

L’espace K est muni de sa structure d’algebre triviale. La counité € de A permet de munir
K d’une structure de A-bimodule. Pour tout ¢ € A et @ € K, définissons les applications
linéaires o : AQ K - K® A et Uk:K@A%A@Kpar:

orla®@a)=a®a Uﬁ{(a(@a):a@a.

Comme (¢ @ €)o = € @ ¢, les applications og et of vérifient alors les équations (3.7),
(3.8), (3.9), (3.10), (3.12) et (3.13). On peut donc appliquer le corollaire 3.5. En utilisant
I'isomorphisme K ® A ~ A, on a alors le diagramme commutatif:

P AT oa e
prg=n

Pn dy (4.1)
D AToar = g
prg=n—1

ol ¢, est le produit des battages associé a o.
La différentielle d_ est la différentielle de ’homologie d’Hochschild de A & coeflicient dans
K. Elle est donnée pour tout n > 1 par:

d, : Ag” — A"
Ad®@-@d — gdV)a? @@ a”

n—1

_I_Z(_l)ial ®-- ‘®aiai+1 ® - ®a"
=1

+(=1)"e(a™)a' @ - @ a" .

La différentielle p. est donnée pour tout n > 1 par:
Pn = Z Pp,qs

ptg=n

avec

Pog A@P ® A®q . [A®P—1 ®A®q] @ [A®p ®A®q—1]’
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ou

pp7q(a1®... 2ap®bl®...®bq):

=c(aVa’®  QaP Qb @@ b
+p_1(_1)ia1®"'®aiai+1®---®ap®b1®---®bq
—I-Ez—ll)pe(ap)al@---@ap—l Qb @@ b
+(_1)padb(11)a1®"'®adb%p)ap®b2®---®bq
—I—qz_i(—l)i_"pal@"'®Qp®bl®---®bibi+1®---@bq

i=1

_|_(_1)p+q€(bq)a1 R QPR ---® b1,

Afin de réécrire cette différentielle comme somme de deux différentielles, on introduit la
notation: pour tout r-uplet (Iy,...,l,) € N' (r > 1) et ¢ € [1,...,7] tels que I; > 1, on
note W®a; @+ ®a;, @ W I’élément de A ... .® A®lr, ou W e A®h @ ... @ A®L-1,
W' e A®Lit1 ®...®A®lr et a1 @ - ®ay € A®L

Définition 4.1 Pour tout I; > 0, 0 <[ < [; on note 5} Uapplication définie par
5; :A®ll ®®A®lr _>A®ll ®_”®A®li—1 ®”'®A®lr’
el:

SWRa @ @a, ®W) = e(ayr))ade, , W ®az @ - @ a;; @ W’

' =ad, WRa @ @a;, @ W,
SWea@ - @aqeW) =Woae Qagepn @ - Qa@W 1< -1,
6;L(W®al®®alt®wl) :g(ali)W(@al®"'®ali_1®wl‘

On pose alors pour tout I; > 0:
d%] :A®ll ®”,®A®lr — A®l1 ®_”®A®li—1 ®”_®A®lr
définie par:

l;
dWeoas 0aow)=3 (- EiWeas -0 oW

J=0
Remarque :
i) Sil; =0 on pose dg] =0.
ii) Si¢=1,o0n a

dgi]((h R @a, W)= ela)aa®@ - Qa, W’
-1

Y@@ @y @@ a, ©W
p=1

+H(=Dle(ay)ag @@ a1 @ W'
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Les applications d[¥ sont de degré —1. On a la proposition :

Proposition 4.1
i) Pour tout 1 <i<r, (A®h @...@ A%, d[i]) est un complexe pré-simplicial.
En particulier pour i € [1,...,r], on a d¥dl = 0.

ii) Pour tous 1,5 € N*, on a didl] = qUlqlil,
Preuve : Pour la premiere partie de la proposition, il faut montrer que pour 0 < 5 <1 < {;:
561 = 51,5,

Sij=0etl=1,celase déduit de o1(Id ®@m) = (m @ Ild)oq0,.
Sij=0et!>1,c’est clair.

Pour 1 < j <I; —2et j <, I’égalité se déduit de 'associativité de m.

Les cas j = [; — 1 et [ = I; sont obtenus grace a o1 (m ® Id) = (Id @m)o;03.
La deuxieme partie du lemme se ramene alors & montrer que pour 7 < j

A qll = glil gl

Avec la structure pré-simpliciale, cela revient & montrer que 5;5{; = 5{;5;.
Les égalités:

5368 = 8468

56(% = 5;;5(]) se déduisent de I’équation des tresses vérifiée par o.

st s 8l

51J51i = 5l¢5lj . B

Pour I € [1,...,1; — 1], Pégalité &6} = 6!6; est obtenue en utilisant
o1(m®Id) = (Id @m)oi0;.

Pour p € [1,...,1; — 1], ’égalité 5]]9‘5;; = 5;;5]]9‘ se déduit de oy (Id @m) = (m @ Id)oz04.

Les cas: ' '
i )5t st 80

l<psiy 579-50. - 50.5P sont immédiats. O
1<p<l;;1<I<l;—1 &6 =46d

Les morphismes p, , définissant p s’écrivent alors:
Ppg = dE] + (_1)pdz[;2]-
(1]

De plus, pour tout n, on a ’égalité de différentielle d,, = d;,". Le diagramme (4.1) devient
alors:

@ A®P & A®Y Yo s A®n

ptg=n
> d 4 (—1)rd] il (4.2)
ptg=n

@ A®P & A®1 i y  A®n-1

p+g=n—1
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4.1.2 Définition de la construction

La commutativité de ce diagramme permet d’adapter au cas des algebres de Hopf la
premiére étape de la construction d’Eilenberg-MacLane ([EML50], [EML53]). On munit
I’espace bitensoriel de deux différentielles. L’une, notée D, utilisant la structure d’algebre
de A et 'autre, notée D', utilisant la structure d’algébre de T'(A) donnée par le produit des
battages quantiques. On montre alors que la somme D + D’ est une différentielle de ’espace
des coinvariants, par I'action adjointe de A, de B'(A).

Soit B'(A) = T'(T'(A)) l'espace vectoriel bitensoriel de A. Cet espace est gradué par:

(1) les éléments de degré 0 sont o = [a] ot « € K|

(ii) les éléments de degré n > 0 sont les combinaisons linéaires de [w!|...|w"] tel que
L+ 41l +r—1=nolpour toutie[l,...,r] wt e A%k,

Dans la suite, si w € A®! alors , on notera |w| = [.

Soit W = [w!]...|w"] € B'(A). Pour tout i € [1,...,r], on pose g; (W) = |w!|+- - -+ |w'|+1.
Quand il n’y a pas ambiguité on écrira plus simplement &;.

Soit D : B'(A) — B'(A) 'application linéaire de degré -1 définie par:

r

D([w!]...[w]) = S (-1 d (w] . |w7)).

=1

Remarque : Pour a € K on a D([a]) = 0. En utilisant la proposition 4.1, on obtient alors
la proposition :

Proposition 4.2 L’espace bitensoriel B'(A) muni de D est un complexe. C’est-a-dire D o
D =0.

Pour définir la différentielle D', on munit I’algebre T'(A) d’une augmentation 7 : T(4) — K
définie par:
0 si Jw| > 1,
n(w) = { w si |w| = 0.

On note alors 6; : B'(A) — B'(A) les applications linéaires de degré -1 définies pour les
éléments de degré non nul par:

1 N ’U(wl) r=1,
Oo([w’]...[w ])—{ n(wl)[w2||wr] >,
b;([w]...Jw"]) = [w]...|w ey (w' @ w )| ... |w"] r>1,1<:<r—1,

1 ry — n(w') r=1,
X PO TR O -

n(w")[w!]...|w r> 1.
Proposition 4.3 Soit D' : B'(A) — B'(A) Uapplication linéaire de degré -1 définie

i) pour les éléments de degré non nul par:
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ii) pour les éléments o € K de degré 0 on pose D'([a]) = 0.
Le couple (B(A), D) est un complexe pré-simplicial.

Preuve : Par définition de D', il suffit de montrer que les applications v; = (—1)%~%6; ont
une structure pré-simpliciale, c’est-a-dire qu’elles vérifient pour ¢ < j, v;7v; = vj—17:. Cela
revient & voir que pour [wl|...|w"] € B'(A)

0,0, ([w!]...|w"]) = 6,_16;([w]...|w"]).

Par définition de I'augmentation 7, on montre facilement les cas 6,0, et 6;0,.
Les cas restants 1 < ¢ <r—2,¢ < j < r—1 se vérifient grace a "associativité de ¢,. O

On définit alors ’application linéaire D de degré —1 par la somme des différentielles D et
D'

Remarque : Si on considere ’algebre d’un groupe abélien, on retrouve alors la différentielle
de la premiére itération de la construction d’Eilenberg MacLane [EML50] .

Grace aux propositions 4.1 et 4.3, on a

DoD=DoD +D'oD.

Contrairement au cas des groupes abéliens, D ne vérifie pas D o D = 0. En effet pour

a,be A:

DoD

D([a @ b]) = 32 D([br) @ ady, a]) + D'([adya[1]) — D'(e(b)[a[1])

= e(a)[b] — [ab] + (b )[] [adba] [ab] — &(a)[0]
= £(b)[a] - [adya]

Afin de voir D comme une différentielle, on va quotienter B’(A).
Soit I le sous-espace vectoriel de B'(A) engendré par:

{ad,W — (@)W | a € A, W € B'(A)},
oll ad,[w!|...|w E[ada(l)w1| - Jady W],

"=
On pose B(A) = B'(A)/I; c’est I'espace des coinvariants de B'(A) pour l'action adjointe de
A.

Proposition 4.4 [’application D passe au quotient par I. C’est-a-dire que pour tout ¢ € A
et W e B'(A), ona:
D(ad W) = ad,D(W).

Preuve : Pour montrer que D commute a 'action adjointe, on va montrer que D et D’
commutent a celle-ci. Pour cela, on a besoin du lemme suivant , qui se montre facilement

Lemme 4.1 Le tressage o commute a Uaction adjointe. C’est-a-dire pour tous a,b,c € A

Z o(ad, a® ade, b) = ad.(o(a®@D)).
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Montrons que D(ad W) = ad.D(W) pour tout ¢ € A et W € B'(A).
Si W est de degré 0, c’est clair. Supposons que W = [w!]|...|w"] de degré supérieur ou égal
a 1; on va voir que pour tout ¢ € [1,...,r] et j € [0,.., |w"]:

5§(adc[w1| CLw')) = adc5§([w1| o w').

On déduit du lemme (4.1) que & est invariant.

Comme Eadc(l)aj.adc(Q) aj41 = adc(aj:aj+1), 5} est invariant pour 1 < j <; —-1.

De plus, l'invariance de ’application 5}1, est immédiate. Ainsi les morphismes dl sont inva-
riants. On a donc D invariant par I’action adjointe.

1l reste a voir que D'(ad. W) = ad.D'(W) pour tout c € A et W € B'(A).

Si W est de degré 0, c’est clair. Supposons que W = [w!|...|w"] est de degré supérieur ou
égal & 1 on a n(ad.w') = p(wl), donc Gy et 6, sont invariants.

D’apres le lemme (4.1), ad. commute avec o; on a alors pour v un battage

{ { {
Z Ty (v)(ade,yw' @ ade, wipr) = ad To(v)(w' @ w .
D’ou l'invariance de 6; pour 1 < j < r — 1 et l'invariance de D’. a

On note encore D, D, D', 5;-, 0; et d les applications obtenues sur B(A) par passage au
quotient. Les applications D et D' sont encore de carrés nuls. On a alors le théoréme

Théoréme 4.1 L’espace vectoriel B(A) muni de D est un compleze.

Remarque : Dans la théorie d’Eilenberg et MacLane, les autres étapes de la construction
sont obtenues par itération. Plus précisement, la premiere étape consiste a associer au com-
plexe de Hochschild, définissant ’homologie d’un groupe, muni d’un produit compatible a
la différentielle (le produit des battages défini par le flip qui échange deux termes), un nou-
veau complexe muni d’un produit compatible & la différentielle de ce complexe. Les étapes
suivantes consistent a appliquer cette construction au complexe obtenu au cran précédent.
Dans notre cas, il faudrait munir le complexe B(A) d’une structure d’algebre tressée com-
mutative, ou le produit serait donné par le produit des battages quantiques, défini par un
tressage de B(A) @ B(A) induit par le tressage de Woronowicz o. Le fait que o # Id ne
permet pas, en I'état actuel, d’adapter la construction de la seconde itération d’Eilenberg
et MacLane.

La construction du complexe B(A) permet tout de méme de définir entierement les 3-cycles
d’une possible homologie construite par itération. En effet les itérations suivantes, si elles

existent, ne modifient pas les 3-cycles (la péme itération modifie les g-cycles avec ¢ > p+2).

4.1.3 Preuve du théoréme 4.1

Il faut voir que Do D'+ D’oD = 0. Pour prouver cela, on va d’abord simplifier cette somme
par une série de lemmes. On se ramene ainsi a une égalité qui découle de la commutativité
du diagramme 4.2.

Soit W = [w!|...|w"]. On pose g; = ;(W).
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Pour un élément du type [w], c’est clair. On suppose donc r > 1. On a:

DD'([w'] ... |w]) :Z_:( 1)%~ 1 dl6y ([w 1|---Iw”])+Z_:(—l)”“ﬂ‘ldm@r([ﬂwll---IW“])
+Z 37 (—yyEte-r e (w!] L w))
=1 1<5<1

+30 > (yEreTdlle (W fw).

i=1 i+1<5<r—1

Par ailleurs :

D'D([w!]...|w"]) = Z(—m—leod[ﬂ([ww e )+ Z(—l)sf—ﬁ“_l()rd[j]([w1| L Jw'))
30 Y (p ([ )
j=21<i<j-1
+3° 3 (nEreladl([w) . fw')).
j=1j<i<r—1

Lemme 4.2 On a les égalités suivantes:

S o [ ) = Yo (-1 d ] ),
S () ) = Y (), ]

Preuve : Si |w!| > 2 la premiere égalité est claire, car les deux membres de I’égalité sont
nuls.

Si |w'| =1, on a d([w!]...|w"]) = 0, d’ot égalité.

On vérifie facilement le cas |w!| = 0.

Pour la deuxieme égalité, si |w"| > 2, les deux membres de ’égalité sont nuls.

Si |w"| = 1, le membre de droite est nul, le membre de gauche vaut

0, (adyr[w'] ... |w 1] — e(w™)[w!]...]w" "1[1]) = 0 car on est dans B(A).

Le cas |w”| = 0 se calcule facilement. O
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On a donc:
r—1
(DoD'+ D'oD)([w']...Jw]) =YY (~1)ts=1dllg;([w']...|w"7])
=1 1<5<1

+30 > (n readi(w]fw])

_|_z_: Z (_1)sg—1+s¢—10id[j]([w1| N |w7’])

Lemme 4.3 Pour2<i<r—1etl<j<i, onadlf(w!...|w]) =6d([w]...|w]).
Pour1<i<r—2eti<j<r—1,onadl(w]...|lw]) =0di+tI([w!|...|w).
Preuve : La premiere égalité se montre facilement.

Grace au lemme 4.1, on voit que 'action adjointe commute a ¢,. Ceci montre la deuxiéme

égalité. a
On a alors:
r—1 r—1
(—1)=ete=tdlilg;([w!]...|w]) = (—D=te=tgd([w!]. . |wT])
=1 1<5<1 1=2 1<5<1
r—1 )
+3 (=)t glilg
=1
De plus
r—1 4 r—2
(D=t dbl([w] '] =) (—D==+a g dl ([0 fw))
7=1 5<i<r—1 7=1 74+1<:<r—1
r—1
+> (=) 0dP [w'] . w]),
=1
et
r ‘ r—1 ‘
(D=t g di) [0 e = Y (D= t=gd ([0 Jwr])
J=21<i<j-1 J=21<a< -1
r—1
3 [w] )
=1
D’ot, en utilisant le lemme précédent, DD’ + D'D devient :
r—1
(DD + D'D)([w'] ... [w]) = (=) 19 ([ +Zo A ([wl] L w'])
1= 1

+Z 1 =1, ([w!] ... |w™)).
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Lemme 4.4 Pour touti € [1,...,r — 1], on a:
dg; ([w] ... |w") = 6;d I ([w?] ... |w]) + (1) 1g; a1 ([w!] .. .|w"]).

Preuve : Il suffit de prouver le lemme pour r = 4 et ¢ = 2, les autres cas se montrant de
la méme maniere. Les cas ot |w?| = 0 ou |w?| = 0 sont évidents. On peut donc supposer
|w? = p > 0 et |w®] = ¢ > 0. Comme toutes les applications sont linéaires, il suffit de
montrer le lemme pour w? =a' @---@aP et w =b' @ --- @ b?. Cest-a-dire que:

A0, ([w]w? 0 w']) = 624 ([w]w ] w']) + (~1)P0d® ([e]w?|w®]w).

Par définition de 6, et de ¢,, on a grace a la décomposition de S, 4, en réunion des
permutations qui envoient 1 sur 1 et de celles qui envoient p+1 sur 1:

02 ([w]w?|w?|w]) = [w]ps(w? @ w?)|w']
= Y WMld ed oo dtT ]
VESp_1,4
+ 3 )Ml @dl e @ drt ],
VESpq-1

ot Yel @ 0dM T =T,()((*e- o) (B -0 b))
Do o &t =Ty, (0 0d) o (e o b)),
C’est-a-dire:

b ([l w?w?o)) = [wla @ ¢, (2O ") & w?)u
(1 [elblyy © ¢oladyy, (0?) © (12 © -+ )]

Donc, par définition de d!?, on a:

A6, ([w]w?|w?|w'])) = [adw]e, (6@ - @ aP) @ w3)|w']

pt+g—1
+ )~ [wla! © (@ - © a?) © w?)|w]
=1
+ )yttt hwla @ o) @ - © B |u]
VESp_1,q
+ 3 (= 1)rlady, wles(ady w? © (02 @ -+ @ b)) ]
pt+g—1

2 Ty © o (ody, (6) © (020 - © b))

+ Z <—1>q+'”'e<d£+q‘1)[wlbh) ®d,® - @ dr 2w,

VESitp,g—1
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De plus
(@ 1 (1 d ) ([wlwlw?w]) = [adawla? © - © a?lww]
+ 3 (- 1a?wlu? )
HCNpe@)ulal - @ @]
H1)P Slady, wladyy w0 @ 1]
S D]
HCPr ) el @ - @ b ]

Apres composition avec 63, on voit que 8y (d!? 4 (=1)PdB]) ([w|w?|w?|w']) et
d20, ([w|w?|w?|w']) ont en commun les termes:

[adyiwle, (a2 @ - © a”) @ w?)[w],
S (= 1Plady, wloo(odyy, w? & (12 @ b)) |

Les termes restants de 8y(dl® + (=1)7dP) ([w|w?|w®|w']) et de dl8,([w|w?|w?|w']) sont
égaux. En effet le diagramme commutatif 4.2 signifie que:

a9, ([w?w®)) = 8 ([ [w%]) + (~1)76:d? ([w?]w?)).

De méme que précédemment, on montre que les termes contenant e(al) (respectivement
g(b)) se simplifient. En tensorisant les termes restants, & gauche par w et & droite par w’,
on trouve ’égalité souhaitée. Le lemme est donc démontré. a

On en déduit que DD’ + D'D = 0. Le théoréme est donc démontré.

4.2 Normalisation du complexe B(A)

De méme que pour la construction d’Eilenberg et MacLane, on va montrer que 1’on peut
normaliser le complexe (B(A), D). Pour cela, on utilise le théoréme 1.3 de la normalisation
de la théorie de I’homologie simpliciale sur le complexe (B(A), D’). Puis on montre que le
quasi-isomorphisme obtenu est compatible a la différentielle D.

Soit N le sous-espace de B(A) engendré par les éléments dégénérés, c’est-a-dire les éléments
[wl|...|w"] ol au moins un w* vaut 1.

Lemme 4.5 Le sous-espace N est stable par D.

Preuve : Comme d([w']...[w'~!1]...[w"]) =0, on a D(N)C N.

De plus 1 est I’élément neutre du produit ¢,, donc pour tout 7 € [1,...,r] on a
D'([w']...|wY1|...|w"]) € N.

La différentielle D laisse donc le sous-espace N stable. a
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On note By(A) le complexe obtenu par quotient de B(A) par N. Les applications obtenues
par passage au quotient de D, D’ et D sont encore notées D, D’ et D.

Remarque : En particulier les applications (%m induisent par passage au quotient des
morphismes de By (A).

Théoréme 4.2 Soient H(B(A)) 'homologie du complexe (B(A),D) et H(Bn(A)) celle de

(Bn(A), D). Les espaces vectoriels suivants sont isomorphes :
H(B(A)) = H(Bn(A)).

Preuve : L’objet pré-simplicial (B(A), D) peut étre muni d’une structure simpliciale. Les
faces sont données par v; = (—1)%7%¢;. Pour 7 € [0, ..., 7], les dégénérescences sont données
par

si([wh]...Jw") = (=) [w!]...|w' 1w .. |w].

Il est facile de vérifier qu’avec v; et s;, B(A) est un objet simplicial.

De plus les éléments de N de degré n sont les images des éléments de degré n — 1 de B(A))
par les dégénéresences.

Le théoreme 1.3 se réécrit alors:

Théoréme 4.3 Pour les complezes (B(A), D) et (By(A), D), il existe des morphismes de
complezes f: B(A) — By(A) et g : Bn(A) — B(A) et une homotopie ¢ de B(A) telle que :

fg=1d D'¢+o¢D' =gf—1d.

Les morphismes (gf), et ¢, sont des opérateurs simpliciaux. Comme ¢ est de degré 1, les
opérateurs simpliciaux monotones de la décomposition de ¢ (Corrolaire 1.2) sont aussi de
degré 1. Chacun de ces opérateurs simpliciaux monotones se décompose de maniére unique
en une forme canonique

Sip e S Ve eV

De plus, comme elles sont de degré 1, chacune de ces décompositions canoniques contient
un nombre impair d’applications (caronan —t+r=n+1).

De la méme maniére, comme ¢ f est de degré 0, chaque décomposition canonique des opé-
rateurs simpliciaux monotones composant gf contient un nombre pair d’applications. De
plus

Lemme 4.6 Pour tout i € [0,...,7], on a: Do~;([w!]...|w"]) = —v; 0 D([w!]...|w"])
Dos;([wl]...|w"]) = —s; o D([w!]...|w"])

Preuve : Les cas Doy et D os; sont immédiats. Le cas D o, découle de
adg[w'] ... |w 1] = e(a)[w]...|w" "' |1] = 0 pour tout a € A.

Le cas Do; (1 <¢<r —1) se montre grace au lemme (4.4). O
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Comme il y a un nombre impair d’applications dans la décomposition des opérateurs sim-
plicaux monotones de ¢,,, on a, d’apres le lemme, D¢+ ¢D = 0. Donc Do+ ¢D = g f — Id.
Le méme raisonnement pour ¢gf montre que Dogf =gfo D.

Par définition, f est la projection du complexe B(A) dans By (A); donc en particulier

Do f = f oD.

Comme g =gfg,ona Dog=gfoDog=goDo fg=goD.

D’otl f et g sont des morphismes de complexes pour D et pour D’ et donc pour D.

Les morphismes f, g et ¢ sont donc compatibles avec la structure de complexe induite par
la différentielle D. Le morphisme ¢ est alors une homotopie du complexe (B(A), D) entre
les morphismes ¢ f et 1d.

Donc les homologies H(B(A)) et H(Bn(A)) sont isomorphes. o

Définition 4.2
Soit A une algébre de Hopf d’antipode inversible, munie du tressage de Woronowicz.
L’homologie quasi-abélienne de A est ’homologie associée au complexe (By(A), D).

La différentielle de I’homologie quasi-abélienne de A se réécrit:

D] w]) = Y0
+ z_:(—l)si [wh]. .. Jw' e, (w' @ w )| ... |w].

=1

4.3 Cohomologie multiplicative

Dans cette section, on donne une version multiplicative de la cohomologie associée a I’ho-
mologie précédente. Pour cela, on définit tout d’abord un analogue multiplicatif au complexe
(B(A), D), puis a ’homologie quasi-abélienne.

Rappelons que si C' est une cogebre cocommutative et M une algébre commutative. L’en-
semble Homg (C', M) est muni d’un produit de convolution # par:

[xg=mu(f®g)Ac.

Ce produit a un élément neutre: 1p7e¢.

Suivant Sweedler [Swe68], on note Reg(C', M) le groupe abélien des morphismes inversibles
pour le produit de convolution de Homg (C', M).

On a un foncteur contravariant Reg(., M) des cogebres cocommutatives dans les groupes
abéliens. En effet on vérifie facilement que si 8 : C' — D est un morphisme de cogebres,
alors 3 = Reg () définit un morphisme de Reg(D, M) dans Reg(C, M) par B(g) = gof.
L’inverse de B(g) est B(g_l) ot ¢g71 est I'inverse de ¢ pour *.
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4.3.1 Définition de la cohomologie multiplicative de B'(A)

On va montrer que si A est une algebre de Hopl cocommutative, le sous-groupe des
applications stables par I’action adjointe de Reg(B'(A), M) est un complexe. La différentielle
est une version multiplicative de la différentielle de la cohomologie associée au complexe

(B, D).

On suppose dans la suite que A est une algebre de Hopf cocommutative.

On munit B’(A) de la structure de cogebre donnée par le produit tensoriel de cogebres. Cette
structure de cogebre respecte la graduation. C’est-a-dire que le coproduit d’un élément de
degré n est un produit tensoriel d’éléments de degrés n.

Comme le foncteur Reg(., M) vérifie:

Reg(C' & D, M) = Reg(C, M) & Reg(D, M),

le groupe Reg(B'(A), M) est gradué de maniere naturelle par la graduation induite par celle
de B'(A). On note Reg(B'(A), M),, les éléments de degré n. On utilise les notations de la
définition de dl¥ pour définir un analogue & D.

Comme A est cocommutative, les applications 5; sont des morphismes de cogébres. Soient

5; leurs images par le foncteur Reg(., M), ce sont des applications de degré 1 de
Reg(B'(A), M) dans lui-méme.

On définit les applications dl de Reg(B'(A), M) dans lui-méme, pour des éléments de degré
supérieur ou égal a 1 par:

si|w'] > 0: dU(f)[w!]. . Jw] =8« (61f) " x. .. % (5fwi|f)(—1)|wi|[w1| cow']

= 00 B e w (F g SO )
si|w'] =0:dI(f)[w']...Jw] =1ye(w!]...|w]).

avec 1 € [1,...,r].

Comme A est cocommutative et M commutative, on a di(f x g) = dl(f) * dl(g) et donc
dil(f)=t =dll(f).

De méme que dans la partie 4.1.2, on peut alors définir pour n € N

[) : Reg(B/(A)v M)n — Reg(B/(A)vM)n-H par.

D) ('] ]y = dMf o dP DT v d (DT ([ L],

Remarque : L’application D vérifie D(f * g) = D(f) * D(g).
Proposition 4.5

i) Pour tousi,j, on a

J[i](z[i](f) = lye,

Jlil gl — gl gli).

i) L’application D est une différentielle de Reg(B'(A), M). C’est-a-dire Do D(f) = 1p¢
pour tout f € Reg(B'(A), M).
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Preuve : Afin d’établir la premieére partie, on rappelle que dans la proposition 4.1 on a
montré que si j < [, alors

6%0] = 6[_105.
Donc 5;5; = 5;5}_1 pour j < I. En particulier J[i]d[i](f) = 1M€.- ‘ N
De méme, on a vu dans la preuve de cette proposition que §;6; = &76;. On en déduit que
816} = 8361, Et donc dldlil = dlilqlil,

Pour la deuxieme partie, de méme que dans la preuve de la proposition 4.2, on voit que

pour un élément de la forme [w']...|w"] le morphisme D o D(f) est égal & :
r ot—1 r—=1 r r
k sk JUIGH DTy sk sk GG p(-DTT T sk Gl G (= 1)ttty
X, T e Jr X E AV ) x X dUdE(S )
En utilisant alors la premiére partie, on obtient alors D o f)(f) = 1pz¢e. a

On va définir un analogue a D'.
Pour tous p,q¢ > 1, et v € S, p1q, To(v) : A% @ A®* — A®" @ A®" est un morphisme de
cogeébres (car A est cocommutative). On peut donc définir les applications de degré 1

0; : Reg,, (B'(A), M) — Reg, 41 (B'(A), M),
par

6:(N)([w] .. oo ey = K OO [l LT () (w e fwr),

VESp ptq

ot 1 <i<r—1,|w|=p, |wt|=q. Les cas i =0 et i = r sont définis par:

~ 1 e oe([w] . w1 sir>1et|w! >0,
bo () ([ - w']) = { wlf([w2||w7’]]\§ sir>1let|w!=0,
~ 1 o oe(w] w1l sir>1et|w'| >0,
T R B S L Rt W

.
On a 0;(f * g) = 6:(f) x i(g) et 6:(f) ™" = 6;(/ 7).
On pose alors

D': Reg, (B'(A), M) — Reg, . (B'(A), M) définie par:

r—1

D'(f)([w']...|w]) = bof %0y fCD " s w0 fEVTT w0, fEDT ([ L w"]).

Remarque : Comme A est cocommutative et M commutative D'(f x g) = D'(f) * D'(g).

Proposition 4.6 Le couple (Reg;(B'(A), M), D) est un complexe pré-cosimplicial mulli-
plicatif.

Preuve : Il faut montrer que pour j < %, on a 6; 0 = 0 02 1-
Les cas 6; 00 et 0 0 se déduisent de la définition de 00 et 0
11 resteavmrlescas@@ avec 1 <7< <r—1.
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Sij <i—1, cest clair.
Sij=1i—1,0n apour |[wt =p, |w|=gq |wt]=r:

0:0;_1 () ([w!]...|w"]) =
* * e ) T () ([0 e )

TE€Sq,qtr VESp,ptatr

éi—léi—l(f)([w1| e w']) =
* * o pEOMI T TE() ([w!] e e e e))

TESp,pt+q VESptq,ptatr

Comme A est cocommutative et M est commutative, I’égalité entre les deux termes se
démontre de la méme maniére que 1’associativité du produit des tressages. a

Posons Df = Df « D'f. De méme que dans le chapitre 4.1.2 Iapplication D n’est pas une
différentielle. Pour remédier a cela, nous allons restreindre D.

Lemme 4.7 Soit I le sous-groupe de Reg(B'(A), M) défini par
I={ feReg (B, (A), M) telle que ((foad,) * fT)(W)=e(a)e(W)ly Vac A, YWeB (A)}.

On aD(I) C 1.

Preuve : Comme A(ad,(W)) = 3 ada, W(1)@adg, Wa), 'ensemble I est un sous-groupe
de Reg(B’(A),]\é’).~ ) o } o _

Pour montrer D(I) C I, on établit que D(I) C I et D'(I) C I. Dans la preuve de la
proposition 4.4, on a vu que pour tout i € [1,...,r] et j € [0, .., |w[]:

5;(ada[w1| e = ada5§([w1| o w').

Donc Sé(f) C I, cest-a-dire D(I) C 1.
Or, on a aussi vu dans cette preuve que si v est un battage:

Z T, (v) (adc(l)wl @ adg, wiy1) = ad.T,(v)(w' @ w't?).
Donc 6;(I) C I, c’est-a-dire D'(I) C I O
Notons Reg;(B'(A), M) ce sous-groupe.

Théoréme 4.4 Le groupe Reg; B'(A), M) est muni d’une structure de compleze avec D.
C’est-a-dire pour tout f € Reg;(B'(A), M)

DoD(f) = 1ye.
Preuve : D’aprés les propriétés de D et D’ et les propositions 4.5 et 4.6, on a
DoD(f) =DoD(f)*DoD'(f)* D' oD(f)+D"oDf)
=DoD'(f)«x D" oD(f).

Il faut donc montrer que

DoD'(f)* D' o D(f) = 1py¢ (4.3)
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Pour cela, de méme que dans la preuve du théoreme 4.1, on se rameéne par une série de
lemmes & une égalité qui découle de la commutativité du diagramme 4.2. On a I’équivalent
des lemmes 4.2 et 4.3:

Lemme 4.8 On a les égalités suivantes:

r—1 r
* God 707 (W] Ju']) = K dG I ([w!) L)),
]: ]:
r=1 -1 r A~ 1~ er—l+4e,_
8, dUL YT L)) = UG, fENTTTI T ([ ).
J= J=

Preuve : La premiere égalité se montre de la méme maniere que celle du lemme 4.2.
La deuxieme égalité découle de la propriété des applications de Reg;(B'(A), M)

V[ € Reg;(B'(A), M),Va € A, YW € B(A) (foad, * [~)(W) = (a)e(W)1p.

O
Lemme 4.9 Pour2<:1<r—-1el<j<1,0na:
6:d f([w']...|w]) = dT6; f([w!] ... |w])
Pour1<i<r—-2eti<j<r—1,ona:
B ([ . ) = dUG () ).
Preuve : La premiere égalité est évidente.
Pour la deuxieéme égalité, le cas |w’/| = 0 découle de (¢ @ )0 = (¢ @ €). Les autres cas
découlent du lemme 4.1. O

En décomposant Do D'« D' o D de la méme maniére que dans la section 4.1.3, on a, grace

aux lemmes précédents, sur un élément de la forme [w!|...|w"]:
o o r=1 |wi|—1 r—=1 |wi| r—1 B
DD'(f)* D'D(f) = _>_{<1 Oid[l]f(—l) « _>_I<1 d[l]gif(—l) X _>i<1 d[2+1]9¢f.

L’égalité 4.3 est alors une conséquence du lemme suivant :

Lemme 4.10 On a l’égalilé suivante :

2
[w?]

G () (o)) = A8, (1) A8 £ ([ )
Preuve : On pose |w!] = m, [w?| = p, [w?] = g et [wi] = n. On a alors:
o)) ([ ]) =
£ F OO 270 (o 0|,

VESp,ptq i=0
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et

@0, (f) * d¥@, (£ w0 1w |w?|w]) =
* kel

1=0VESy—_1,ptq—1
q
_1)l7i+
* % b3 f( il JTC[TQ](T)(S?([w1|w2|w3|w4]).
J=07ESp ptqg—1
Comme A est cocommutative et M commutative, le méme raisonnement que pour la preuve
du lemme 4.4 permet de montrer le lemme. a

D’ou le théoréme. O

4.3.2 Normalisation du complexe (Reg;(B'(A), M), D)

On va définir la normalisation du complexe Reg;(B’'(A), M), en dualisant la normalisation
du complexe (B(A),D).
Les dégénérescences s; (sans le signe) définies dans la section 4.2 sont des morphismes
de cogebres. Soient &, leurs images par le foncteur Reg(., M). Ces morphismes peuvent se
restreindre & Reg;(B'(A), M). On note Regy (B'(A), M) le sous-groupe de Reg;(B'(A), M)
défini par:

Regn (B'(A ﬂ ker §!
C’est I’ensemble des applications f de RegI(B’(A), M) vérifiant
F(wt] .. Jw]) = e(w]...|w" )1y, si il existe 7 € [1,..r] tel que |w'| = 0.

De méme que dans la section 4.2, la différentielle D se restreint & Regy (B/(A), M).

Théoréme 4.5 Soient H(Reg;(B'(A), M)) I’homologie du complexe (Reg;(B'(A), M), D)
et H(Regy (B'(A), M)) celle de (Regy (B'(A), M), D). Les sous-groupes suivants sont iso-
morphes :

H(Reg(B'(A), M)) ~ H(Regy (B'(A), M)).
Preuve : De la méme maniere que dans la preuve du théoréme 4.2, 'objet pré-cosimplicial
(Reg;(B'(A), M), D') peut étre muni d’une structure cosimpliciale. Les faces sont données
par 7;(f) = 6;(f*"7"). Les dégénérescences sont données par & (f) = & (f~17).
Le théoreme 1.4 s’écrit alors:
Théoréme 4.6 Pour les complezes (Reg;(B'(A), M), D') et (Regy (B'(A), M) D", il

) et

existe des morphismes de complezes f : Reg;(B'(A), M) — Regy(B'(A), M
G : Regn(B'(A), M) — Reg;(B'(A), M) et une homotopie ¢ de (Reg;(B'(A) tels que:

fg=1d  D'¢(6) x D' (6) = g/ (0) x 67",
pour toul § € Reg;(B'(A), M).

Les applications §f et ¢ sont des opérateurs cosimpliciaux. Ils s’écrivent de maniére unique
comme produit d’opérateurs cosimplicaux monotones. Les opérateurs cosimplicaux mono-
tones intervenant dans Décriture de ¢, respectivement de §f ce décomposent chacun en un
nombre impair (respectivement pair) d’applications ¥; et §;. On termine alors la preuve de
ce théoreme de la méme maniere que pour celle du théoreme 4.2. a
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4.4 Application a P’algebre d’un groupe

On définit une cohomologie quasi-abélienne d’un groupe G qui est isomorphe a la co-
homologie quasi-abélienne de I’algébre de G. Puis on montre, grice au programme Maple,
qu’il existe des 3-cocycles quasi-abéliens non triviaux du groupe diédral Ds.

4.4.1 Cohomologie quasi-abélienne d’un groupe

Apres avoir défini la cohomologie quasi-abélienne d’un groupe & partir de la cohomologie
quasi-abélienne de son algebre, on étudie les cocyles de la cohomologie a valeur dans K.

Soient G un groupe, K[G] 'algébre de Hopf cocommutative du groupe et M une algebre
commutative. On note M" le groupe abélien des éléments inversibles pour le produit de M.
On appelle éléments homogenes de B'(K[G]) des éléments du type [wl]...|w"] avec, pour
touti € [1,..,r],w* = g1®- - -®gj, avecl; > 0. Soit B'(G) I'ensemble des éléments homogenes.
Cet ensemble est un groupe avec la structure produit de groupe. La graduation de B'(K[G])
induit une graduation sur B'(G).

Soit C'(B'(G), M") I'ensemble des applications de B'(G) dans M” vérifiant

Jady([w'] ... [w"]) = f([w']...|w"]),
pour tout g € G et [w!]...|w"] € B'(G).
Théoréme 4.7 [l existe sur C(B'(G), M") une différentielle ? telle que les complezes

(C(B'(G), M"),?) et (Regy (B (KIG]), M), D) sont isomorphes.
Preuve : Par construction les éléments f de Regy (B'(K[G]), M) sont entierement définis
par leurs valeurs sur les éléments homogenes. De plus comme A(g) = ¢ ® ¢, on a pour tout
[wl]...|w"] € B(G)

F7H e = ('] o) T
et donc f([w!|...|w"]) € M". La restriction de B'(K[G]) a B'(G) induit alors un isomor-
phisme entre Regy (B'(K[G]), M) et C’(B’(G)7 M.
Soient f € Regy (B'(K[G]), M) et [w!]...|w"] € B'(G). On définit le morphisme de groupes
¥ : Regy (B'(K[G]), M) — C(B'(G), M") par:

('] Jw]) = F([w] . Jw"]).

Inversement pour f € C(B'(G), M"), il suffit de définir W~1(f) sur les éléments de B'(K[G])
du type [w!|...|w"] avec pour tout i € [1,..,r] w' =gl @ - ®gi avec [; > 0. En effet ces

éléments forment une base de B/(K[G]). Pour un élément [w?|...|w"] de cette base on pose:
1 1 e ([t wT]) si pour tout ¢ € [1,..r] [; > 0,
N e D_{ I8 sl existe 7 € [1,..r ]telque l;=0.

Il faut encore vérifier que W1(f) est inversible. On définit (¥=1(f))~! sur les éléments de
la base par :(¥~1( /)" ([w?]...|w"]) = (¥H()([w!]...|w"])) " . Cette définition est valide

car [ est a valeur dans M". On montre facilement qu’avec ces définitions

U () = Ly,



96 Cohomologie quasi-abélienne

La structure de complexe de C'(B'(G), M") est obtenue en transportant la différentielle D
par V. a

On applique cette structure au cas M = K muni de la structure de bimodule triviale. On a
alors M" = K*.

Les 1-cocycles sont les applications f de G dans K* vérifiant pour g, h € G
J(htgh) = fg),  F(R)f7H(gh)f(9) = 1.
Les 2-cocycles sont les applications f de G X G dans K* vérifiant pour g, h, k,a,b € G

Sk gk, k7 hE) = f(g,h),  f(h, k)™ (gh, k) f(g,hk) [~ (g, h) =1,
f(a,b) = f(b,b~"ab).

En utilisant la premiére égalité, la derniere égalité se réduit a f(a,b) = f(b,a).

Les 3-cocycles sont les couples (f,Q) avec f: GXG xG — K* et Q: G x G — K* vérifiant
pour l,g,h, ke G

S gL IR IR = [(g, koK), QgL 17T = Q(g, h),

S(h, kD) f~ (gh k1) f(g,hk, 1) f~ ( h kL) (g, h, k) = 1,

Q(h~gh, k) g, h)Qg, h) S (g, h. k) - (h h=gh, k)f(h k k™R ghk) = 1,
Qg, k)2 gh, k)Q(h k) f~ (g, ko k) f g,k k™ RE) f~1 (R, k gk, k™1 RE) = 1.

Proposition 4.7 Soient [ : GXGxG — K* et Q : GxG — K* vérifiant pourl,g,h, k€ G :

JUT gl 7 R 7 kL) = f(g, by k), (44)

J(h, k) [~ (ghy k) f (g, hk, D) [ (g, by K1) (9,0, k) =1, (4.5)

Qb7 gh, k)27 (g, hk)Qg, k) f(g, ko k) f7H(hy W gh k) f(h kR ghk) = 1, (4.6)
g, )~ (gh, k)R, k) [~ (g, ko k) (9, b, kT hk) f7 (R, k™ gk, k™ hE) = 1. (4.7)

alors (f,Q) est un 3-cocycle. C’est-a-dire Q{7 gl, 17 hl) = Q(g, h).
Preuve : Gréace a (4.6) et (4.7), on a:
QUYL 17 ) = Q(g, h) f(I gl 174 D) f7H(I7Y g, B F(I7Y AL TR ghl)
J7YH(h,h7gh 1) (R, 1,17 th=1ghl)
FHRT gh D) (AL LT ghl) fL( TR 1 g hl)
F(g, 1,17 D) 10,171, 1)

7R gl e g LY
F(hy =2 0) 7 (R, 1, R0 (1, 1 1701

J gl mh L g).
En utilisant I’égalité (4.5), le produit de f se simplifie en:
QU gl 17 Rl = Q(g, h) I AL TR I gRl) f (R, BT ghR).

Donc d’apres (4.4) Iégalité voulue. ]



Cohomologie quasi-abélienne 97

4.4.2 Exemple explicite de 3-cocycles non triviaux du groupe diédral D3

On montre 'existence de 3-cocycles non triviaux pour le groupe diédral Ds.
Soit D3 le groupe diédral d’ordre 3. On a D3 = {e, a, a?, b, ab,a?b} avec a d’ordre 3, b d’ordre
2 et ba = a?b.
Un 3-cocycle de la cohomologie quasi-abélienne de D3 a valeur dans C* est un couple de
fonction (f, Q) avec f: D3 x D3 x D3 — C* et Q: D3 x D3 — C* vérifiant (4.4), (4.5), (4.6)
et (4.7).
Trouver un 3-cocycle de la cohomologie quasi-abélienne de D3 a valeur dans C* revient alors
a résoudre dans C* un systéme d’équation dont les inconnues sont les f(g, h, k), (g, h) avec
g,h,k € D3 (il y a2%6%+ 2+ 6% équations et 6>+ 62 inconnues).
En fait, on va exhiber des 3-cocycles qui vérifient de plus une condition de normalisation

fle;g,h) = f(g,e,h) = flg,h,e) = Qe, g) = Qg,e) = 1.

Proposition 4.8 Il existe, pour le groupe diédral D3, des 3-cocycles quasi-abéliens norma-
lisés non triviauz (qui ne sont pas des cobords).

Preuve : L’existence de tels 3-cocycle non triviaux est obtenue en résolvant le systeéme
d’équation obtenu par le programme Maple.

Pour cela, on commence par rechercher toutes les applications f possibles. Cela revient a
résoudre le systeme d’équation obtenu par les équations de normalisation et par les condi-
tions (4.4), (4.5) (feuille de calcul diedral.mws). Les 4 types de solutions (feuille de calcul
solution3u.mws) ainsi trouvées sont :

1°T cas les f trouvées ne contiennent pas des racines 3¢™€ de l'unité. Elles dépendent de

4 constantes z,s,t,m € C*. Soit f; une telle solution. Alors f; définie par

f2 (aibv ajbv akb) = _fl (a’ibv ajbv akb) v iv jv ke {07 17 2}7
Ja= N sinon,
est encore une solution. On appelle f; une solution du type 1.1.7 et f; une solution

du type 1.2.7.

98Me cas les f trouvées contiennent des racines 3™ de l'unité. Elles dépendent de 4

constantes z, s, ¢, m € C*. Soit f; une telle solution. Alors f, définie par
f2 (aibv ajbv akb) = _fl (aibv ajbv akb) v iv jv ke {07 17 2}7
Ja= N sinon,
est encore une solution. On appelle f; une solution du type 2.1.7 et f; une solution

du type 2.2.7.

Ensuite on cherche les applications € telles que (f, ) est un 3-cocycle normalisé avec une
des solutions précédentes. Cela revient a résoudre, pour les f trouvées précédemment, les
équations (4.6) et (4.7) (feuille de calcul script.mws). Les 6 types de solutions (feuille de
calcul solution 3ga.mws) ainsi trouvées sont :

1€T cas les Q correspondent aux f du type 1.1.7. Elles dépendent des constantes s,t € C*.
Soit 2; une telle solution. Alors €2, définie par
Qa(a'b, a’b) = —Qy (a'b, a’b) Vi, j€{0,1,2},
Q= sinon,
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est encore une solution. On appelle €; une solution du type 1.1.1 et €25 une solution
du type 1.1.2.
28Me cag Jes O correspondent aux f du type 1.2.7. Elles dépendent des constantes s,t € C*.
Ces solutions sont appelées solutions 1.2.1.
38Me cag les O correspondent aux f du type 2.1.7. Elles dépendent des constantes s,t € C*.
Soit 2; une telle solution. Alors €2, définie par

Qy(a'b, a’b) = —Q4(a’b, a’b) Vi, j€{0,1,2},

Qy = sinon,
est encore une solution. On appelle ©; une solution du type 2.1.1 et €23 une solution
du type 2.1.2.Ces solutions sont appelées solutions 2.2.1.

48Me cag les O correspondent aux f du type 2.2.7. Elles dépendent des constantes s,t € C*.

En fait, de méme que pour les solutions?.1.1 et7.1.2, on peut vérifier (feuille de calcul
soluce.mws) qu’il y a 2 autres types de solutions.

58Me cag soit Q; une solution du type 1.2.1. Alors Q, définie par
Qy(a'b, a’b) = —Q4(a'b, a’b) Vi, j€{0,1,2},
Qy = sinon,

est encore une solution. On appelle €25 une solution du type 1.2.2.

6%Me cag soit Q; une solution du type 2.2.1. Alors Q5 définie par
Qy(a'b,a’b) = —Q4(a'b, a’b) Vi, j€{0,1,2},
Q= sinon,

est encore une solution. On appelle €25 une solution du type 2.2.2.

Par la suite, on recherche si les solutions trouvées sont des cobords (feuille de calcul co-
bord???. mws). C’est-a-dire pour (w,) un 3-cocycle quasi-abélien de Ds, s’il existe une
application n : , D3z x D3z — C* telle que pour g,h, k € Ds:

w(g, hy k) = n(h, k)n~"(gh, k)n(g, hk)n~" (g, h),
Q(g,h) = n(g, h)n(h, h~'gh).

Les calculs effectués permettent de dire que les solutions du type 1.1.1 sont des cobords
et que les solutions du type 2.1.1, 2.1.2, 2.2.1 et 2.2.2 ne sont pas des cobords. Pour les
solutions du type 1.1.2, 1.2.1 et 1.2.2, on ne peut pas conclure.

On donne en annexe les feuilles de calcul Maple ainsi que les valeurs des solutions f et Q
sur les éléments de Ds. |

Remarque : La complexité des solutions trouvées ne semble pas permettre de donner une
écriture simple de ces fonctions.
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Chapitre 5

Invariants des 3-variétés

A partir d’un 3-cocycle abélien normalisé au sens d’Eilenberg-MacLane (Cf [EML50])
d’un groupe abélien GG, Reshetikhin, Mattes et Polyak (Cf [MPR93]) ont associé a chaque
entrelacs coloré par GG, un poids. En sommant les poids sur toutes les colorations possibles
par (G, ils ont construit un invariant des entrelacs. Cet invariant se prolonge ensuite a un
invariant des 3-variétés.

Par ailleurs, a un 3-cocycle normalisé d’un groupe a valeurs dans U (1), Dijkraaf, Pasquier
et Roche (Cf [DPR90]) ont associé un double de Drinfeld tordu, qui est une quasi-algebre
de Hopf. A partir de la catégorie des représentations de dimension finie d’une quasi-algebre
de Hopf de rubans, Altschiiler et Coste (Cf [AC92]) ont défini un invariant des entrelacs, qui
est une version non associative de I'invariant de Reshetikhin et Turaev (Cf [RT90]) associé
a des catégories strictes de rubans. L’invariant obtenu grace au double de Drinfeld tordu,
peut s’étendre a un invariant des 3-variétés.

Or un 3-cocycle abélien définissant implicitement un 3-cocycle, il permet donc de construire
ces deux invariants pour chaque groupe abélien. On va comparer les deux invariants obte-
nus, dans une situation plus générale.

Tout d’abord, grace aux 3-cocyles quasi-abéliens, on va généraliser la construction de I’in-
variant des entrelacs de Reshetikhin, Mattes et Polyak, & un groupe non abélien.

Un 3-cocycle (w, ) pour la cohomologie quasi-abélienne définit implicitement un 3-cocycle
classique w. A partir de (w,€2), on pourra donc refaire la construction de Dijkraaf, Pas-
quier et Roche. Aprés avoir compris cette construction au moyen de l'identité générale
d’Hochschild-Serre (Cf [HS53]), on remarquera que le double de Drinfeld tordu construit
grace & (w, ) peut étre vu soit comme une quasi-algébre de Hopf, soit comme une algebre
de Hopf. Ceci permettra de calculer explicitement I'invariant d’Altschiiler et Coste associé
a (w, ). On pourra ainsi montrer, qu’a inverse du 3-cocyle (w, Q) pres, cet invariant est le
méme que celui obtenu par la généralisation de la construction de Reshetikhin, Mattes et
Polyak.

Si on admet la construction de 3-cocycle quasi-abélien d’un groupe, ce chapitre peut étre
lu indépendamment des autres.
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5.1 Invariant de Reshetikhin, Mattes et Polyak généralisé a
un groupe non abélien

A partir d’un 3-cocycle quasi-abélien, on généralise la construction de Reshetikhin, Mattes
et Polyak (Cf [MPR93]) & un groupe G fini, qui n’est pas forcément abélien. On construit
d’abord un invariant des entrelacs, qui généralise en tout point la construction de Resheti-
khin, Mattes et Polyak. Ensuite on étudie les conditions pour que cet invariant s’étende a
un invariant des 3-variétés. On définit ainsi un invariant des 3-variétés 7.

Terminologie
Tous les groupes considérés seront finis.

On dira qu’un croisement est positif (respectivement négatif) s’il est isotope a x

(respectivement a X ).

Quand on considérera un entrelacs, cela signifie que 'on prend un entrelacs de rubans de
S3 orienté. On note Dy un diagramme planaire représentant L. Deux diagrammes de L
different par des mouvements de Reidemeister.

(

1% mouvement 2¢M€ mouvement 3¢ mouvement

ou les brins prennent toutes les orientations possibles.

On rappelle qu’un entrelacs de rubans est un entrelacs de S® équipé d’un champ de vecteurs
normaux non-singuliers. Le framing d’un entrelacs L est alors une classe d’homotopie des
champs de vecteurs normaux non-singuliers de L. Equiper un entrelacs L d’un framing
revient a associer & chaque brin de L un entier (voir par exemple [Lic97])

5.1.1 Invariant des entrelacs

Apres avoir coloré les diagrammes d’un entrelacs par des éléments d’un groupe G, on
associe a un 3-cocyle quasi-abélien de G, le poids d’un diagramme. On montre ensuite que
la somme des poids sur toutes les colorations possibles d’un diagramme est un invariant des
entrelacs.

Soit Dy, un diagramme d’un entrelacs L, chaque brin est décomposé en composantes par
les croisements qui coupent le brin. Par exemple, le diagramme & deux brins ci-dessous a
un brin a une composante et "autre & 4 composantes.
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4

On colorie chaque composante par un élément de GG, en imposant la regle ci-dessous.

g h g h
e X
N v
h - h7'gh ghg™ g

Les composantes connexes du complémentaire de la projection dans le plan de ’entrelacs
sont coloriées par les éléments du groupe de la maniere suivante : on colorie la composante
connexe extérieure du diagramme (celle qui entoure D) par l'identité du groupe, puis on
colorie de la droite vers la gauche par la regle suivante :

gh| h g th | h

g g

Proposition 5.1 Soient Dy, le diagramme d’un entrelacs L et G un groupe fini. Se don-
ner un coloriage de Dy par G revient a se donner un morphisme de groupe du groupe
fondamental de L (noté 11y (L)) a valeurs dans G.

Preuve : Le groupe fondamental d’un entrelacs de rubans L est par définition le groupe
fondamental du complémentaire de I’entrelacs dans S®. Une présentation de ce groupe a
été donnée par Wirtinger (voir par exemple [Lic97], [Rol90]). Si Dy, est un diagramme de
L, cette présentation est obtenue en prenant pour générateurs les composantes de chaque
brin du diagramme et pour relations les égalités obtenues en imposant des conditions sur
les croisements des diagrammes, qui sont exactement celles décrites plus haut.

Lemme 5.1 Si on considére un autre diagramme D' de L, la présentation oblenue est
tsomorphe a la précédente.

Preuve : Si D} est obtenu & partir de Dy, par un mouvement de Reidemeister, il est clair
que les présentations obtenues sont isomorphes. Comme deux diagrammes de L different
par une suite finie de mouvements de Reidemeister, on a montré le lemme. a

Il est donc clair qu’une coloration de Dy, est un morphisme de groupes du II; (L) dans G.
Inversement, on se donne un morphisme de groupes du Il;(L) dans G, obtenue par un
diagramme Dry,. Soit D} un diagramme obtenu a partir de Dy, par un mouvement de Rei-
demeister. Il existe un unique coloriage de D par des éléments de G tel que la coloration
de Dy, et de D} soit la méme pour la partie du diagramme inchangée. Ainsi, si Dy, est un
diagramme de L, a tout morphisme de groupes du II; (L) dans G, on associe une unique
coloration de Dy,.

On a donc montré la proposition. a
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Soit (w, Q) un 3-cocycle de cohomologie quasi-abélienne de GG a valeurs dans C. C’est-a-dire

w: C[G] @ C[G] @ C[G] — C* et Q : C[G] ® C[G] — C* vérifiant pour tous z,g,h, k€ G:

w(z gz @2 he @ 27 ka) = w(g @ h ® k), (5.1)
Qz gz @ 27 ha) = Qg @ h), .
w(ig@h@k)w Hghekot)w(ge hk@w (¢goh@k)w(h@kat) =1, (5.3)
w(g@h@k)Qgh® k)wke k™ gk @ k™ hk) =

=QUkw(gek® k' hE)QR k), (5.4)
Qoo hk)wh®h'gho k) =
=Qgoh)w(g@h@k)Qr 'gh@ k)w(h® k@ (hk) " ghk). (5.5)

A un diagramme coloré et un 3-cocycle (w,), on associe un poids < >. Pour cela, on

définit une application linéaire B : C[G] @ C[G] ® C[G] — C* par:
Blgoh®k)=w(ghok)Qgah)w (R h tgh® k).

Le poids de chaque croisement est défini par:

g h g h
N / S p o1
< \Ik>—>B(g®h®k), p L — B YghgT'@g®k).
h - h'gh ghg™' g

Le poids d’un diagramme coloré sera par définition le produit des poids de ses croisements.
Remarque :
i) Nous verrons plus tard que cette définition du poids a été suggérée par les relations de
compatibilité induites pas les mouvements de Reidemeister ainsi que la compatibilité
des croisements avec des points triples.

ii) Si on demande l'invariance des poids par le deuxiéme mouvement de Reidemeister, il
suffit alors de définir le poids pour le croisement positif; celui du croisement négatif
découle de 'invariance demandée.

Afin de définir un invariant des entrelacs, on étudie ’action des mouvements de Reidemeister
sur ces poids. Les mouvements de Reidemeister pour les diagrammes colorés sont donnés
par:

kd k)z« k g%\hpk'(q\khk
> N A

O

k=

7~ N\
N—
E

O

g

@
@

@
Pl

1% mouvement 2€1M€ mouvement 3°1€ mouvement
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ou les brins prennent toutes les orientations possibles.

Lemme 5.2 Le poids d’un diagramme est invariant par les mouvements de Reidemeister
des diagrammes colorés.

Preuve : L’invariance par les premiers et les deuxiémes mouvements est due au fait que
B(g®h®Fk) est inversible pour tous g, h, k € GG. Par exemple, pour des fleches descendantes,
les égalités correspondant aux diagrammes de ces mouvements sont respectivement

Bl (g@g@k)Blg@g®k) =1,
Blgoh@k)B (g h®k)=1.

Pour les troisiemes mouvements, il suffit de vérifier que les poids sont invariants pour le
diagramme avec les fleches descendantes, les autres s’obtenant comme composition des mou-
vements précédents. L’égalité correspondant a ce mouvement est

Blg@h@pk)B(h™'gh@p@ k)B(h®@p@p ' h~ ghpk) =
=Bh@p@k)Blg@p@p ' hpk)B(p”'gp@p ' hp @ k). (5.6)

Afin de la vérifier, on commence par montrer en utilisant les égalités de 3-cocycle quasi-
abélien de (w, ) que pour tous g, h, k,p€ G:

w(g, by kp) B(gh, k,p) = B(h, k,p)B(g, k, k™ hkp)w (k™ gk, k™ hk, p).
Puis on montre 5.6 grace a cette égalité et a la stabilité par ’action adjointe de Q. O

Via l'identification de Hom(Il;(L), ) avec une coloration d’un diagramme de L par des
éléments de G, on note (Dy), une coloration de Dy, par le morphisme p € Hom(1l;(L),G).
On pose alors Z(L) la somme du poids de (Dr), sur toutes les colorations p possibles de
I’entrelacs Dy,. C’est-a-dire:

Z(L) = > <(Dr), > .

p€Hom(II, (L),G)
Proposition 5.2 La somme Z est un invariant des entrelacs de rubans.

Preuve : Soient L un entrelacs, et Dy, un diagramme de L. Il faut montrer que Z ne dépend
pas du choix du diagramme. Notons D’ une représentation de L obtenue & partir de Dy,
par un mouvement de Reidemeister. Si p est une coloration de Dy, on sait alors qu’il y a
une unique facon de colorer D} par p.
Or, d’apres le lemme précédent, on a pour p une coloration de Dy, < (Dy), >=< (D}), >.
Donc

Z(L) = > < (Dp), >= > < (DY), > .

p€Hom(II, (L),G) p€Hom(II, (L),G)

La somme Z ne dépend donc pas du choix du diagramme. D’otu la proposition.
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Remarque :

i) Sion choisit de munir chaque croisement d’un poids (c’est-a-dire d’une application de
B:G x G x G — C), les deux premiers mouvements de Reidemeister nous imposent
que B(g, h, k) est un élément inversible de C pour tous ¢, h, k € G. Nous verrons dans
la suite qu’en fait B est nécessairement de la forme f(g,h,k)x(g,k)f(h,h~1gh, k) ot
[:GXxXGXxGE—Cety:GxGE—C.

ii) Cet invariant généralise la construction de Reshetikhin, Mattes et Poliak au sens ou,
si on considere ’algebre de Hopf d’un groupe abélien GG, 'invariant obtenu est le méme
que celui qu’ils ont construit [MPR93].

5.1.2 Invariant des 3-variétés

Apres avoir rappelé quelques notions sur les 3-variétés obtenues par chirurgie le long d’un
entrelacs de S, on montre qu’en restreignant la somme Z & des morphismes du groupe
fondamental de la 3-variété, & valeurs dans un groupe G, on obtient un invariant des 3-
variétés.

Chirurgie le long d’un entrelacs

Toutes les 3-variétés considérées dans la suite sont des 3-variétés fermées connexes orien-
tées.
Toute 3-variété (fermée connexe orientée) peut étre obtenue par une chirurgie sur un entre-
lacs de rubans non orienté de S® (Cf [Tur94]). Plus précisément, & tout entrelacs de rubans
non orienté & n brins de S3, on associe un voisinage tubulaire plein, composé de n tores
Uy, ..., U, de telle maniére qu'un des bords des brins de rubans est sur les dmes des tores
et 'autre bord des brins de rubans est sur les bords des tores. Ces tores sont vus dans $3
qui est le bord de la boule B* de dimension 4. On colle alors des 2-anses B? x B? sur B*
le long du voisinage tubulaire en identifiant pour tout p € [1,...,n] U, avec dB? x B%. On
obtient ainsi une variété de dimension 4. La variété associée a ’entrelacs est le bord de cette
4-variété.
Soient L un entrelacs et My, la variété qui lui est associée. On note L, le bord de L situé
sur I’ame des tores et Ly le bord de L situé sur le bord du voisinage tubulaire.

==
A

NZa
\;/

La construction de My, permet d’obtenir le groupe fondamental de My, comme un quotient

du groupe fondamental de L. Par définition Il;(L) est le groupe fondamental du complé-
mentaire de L, dans S3. Le collage des 2-anses sur B? le long des voisinages tubulaires,
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implique que le groupe fondamental de M, est 1, (L) quotienté par les classes, dans I1; (L),
de L, (Cf [PSO7]).

Kirby a montré (Cf [PS97]), que deux entrelacs de rubans de S produisent la méme 3-variété
si et seulement s’ils peuvent étre obtenus I’un de ’autre par une suite finie de mouvements,
appelés depuis mouvements de Kirby.

Le premier mouvement de Kirby consiste a ajouter ou a enlever un brin, non entrelacé avec
les autres brins, de framing +1.

Le second mouvement consiste a changer un brin par I'opération suivante : on coupe le brin
puis on pousse une extrémité le long d’un autre brin pour la recoller sur ’extrémité restante.
Au niveau des diagrammes planaires ce mouvement se dessine :

& A8

Décomposition du deuxiéme mouvement de Kirby

Pour que application qui a My, associe Z(L) soit un invariant des 3-variétés, il faut que
Z soit stable par les mouvements de Kirby et qu’il ne dépende pas de l'orientation choisie
sur I’entrelacs.

De méme que dans (Cf [MPR93]), afin d’étudier I’action du deuxieme mouvement de Kirby
sur Z, on décompose ce mouvement, au niveau des diagrammes planaires, grice a des
diagrammes & point triple :

g h gh

gh g h

Un tel diagramme a par définition trois composantes. Le coloriage se fait de la maniere
suivante : en tournant dans le sens des aiguilles d’une montre, on fait le produit des couleurs
des composantes qui vont vers le point triple et de 'inverse des couleurs des composantes
qui partent du point triple; ce produit doit étre égal a I'identité du groupe.

Afin de décomposer le deuxieme mouvement de Kirby, on demande que ces diagrammes
soient compatibles avec les croisements au sens suivant :
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g hp g hp g hp g hp
k N J
: . / 1" type
\k = k / k — Q k
g h gh g h gh

L’utilisation du premier et du deuxieme mouvements de Reidemeister nous permet d’obtenir
les diagrammes du premier type avec toutes les directions de brins possibles.
A un 3-cocycle quasi-abélien (w, ) on associe les poids des diagrammes a point triple:

g h gih
E — wg®h®k) k— wl(gehek)
¢ VAN
gh g h

Remarque : Si on demande que les poids soient compatibles aux mouvements précédents
il suffit alors de définir le poids pour un des points triples; le poids du second se déduit de
la compatibilité avec les diagrammes du second type.

Lemme 5.3 Le poids d’un diagramme est invariant par les mouvements de compatibilité
précédents.

Preuve : L’invariance par les mouvements du second type se déduit de l'inversibilité de
w(g, h, k) pour tous g, h, k € G.
Les égalités des diagrammes du premier type se traduisent par:

w(g@p@qk)Blgp@q@ k) =

=B(p@q¢@k)B(g®q®q 'pgk)w(q ' gg® ¢ 'pg @ k),
w(g@p®qk)B~ (gpap~ g™ @ gp@ k) =

=B (pap' @ p@k)B  (gpap~ g @ g @ pk)w(g @ p @ k).

Ces égalités se montrent en utilisant (5.3) et (5.4) pour la premieére et (5.3) et (5.5) pour la
deuxieme. a

Remarque : Inversement, si le poids du diagramme a point triple est donné par une
application [ : G x G x G — C et le poids d’un croisement par une application B :
G x G x G — C, les conditions dues aux mouvements de Reidemeister et de compatibilité
des points triples avec les croisements entrainent que f(g, h, k) et B(g, h, k) sont inversibles
pour tous g, h, k € G et que
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flg@h@k)B(ghg™ @ g@k) [ (ghg ' @ g @ k) =
= flg® h @ pk)B(ghg™" @ g @ pk) [~ (ghg™" @ g @ pk),
SN g®h@ pk)Blg @ h @ pk)f(h® h™'gh® pk) =
= lgp@pthp@ k)B(p lgp@p thp @ k) f(pthp @ p AT ghp @ k).

La premiere égalité permet de dire que pour tous g,h,k € G
Flg@h@k)Blghg™' @ g@ k)F~'(ghg™ ' @ g @ k)
est indépendant de k. Notons x(g, k) sa valeur en g, h. L’application B est alors de la forme

Bl(g,h, k) = f(g,h,k)x(g,h) [~ (h,h™ " gh, k).

La deuxieme égalité nous montre de plus que y est stable par "action adjointe.
Ceci nous a conduit a définir les poids associés a un 3-cocycle (w, ) de la cohomologie
quasi-abélienne, en prenant f = w et y = €.

Grace a ces diagrammes, on peut donner une décomposition du deuxieme mouvement de
Kirby. Par exemple :

g

Dans toute la suite on choisira toujours de pousser le brin a contresens de l'orientation de
I’autre brin.

Afin de décomposer totalement le deuxieme mouvement de Kirby, il faut encore effectuer
I’étape suivante:

\ATRD) .\,

On appellera cela ’étape de séparation. Pour pouvoir faire cette étape, les couleurs du
diagramme doivent étre compatibles, c’est-a-dire étre du type:
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gh

h
gh

~

Si on note Ly le brin qui est poussé a contresens le long de Ly il faut étudier un diagramme
du type

X

Pour savoir si on peut séparer les brins, il faut donc connaitre la couleur £ de la composante
du brin Ly qui arrive au point triple. Afin de différencier le brin Ly du brin Ly lors des
croisements dans le tressage, on note formellement X la couleur de Ly a ’entrée du tressage.
On peut ainsi supposer que la coloration de Ly ne fait pas intervenir la couleur X. On va
étudier les changements de couleurs de L;.

Lemme 5.4 La couleur k de la composante de Ly a Uétape de séparation est un conjugué
de X par un élément 7 de G qui est un produil de couleurs intervenant dans L.

Preuve : Les croisements qui changent la coloration de Ly sont ceux ou Ly est poussé sous
une composante de Ly (on dit que Ly est coupé). Il y a alors deux types de croisements
possibles: L; est poussé soit sous une composante de Ly déja doublée par L; (une telle
composante est appelée composante doublée), soit sous une composante non doublée. Dans
ce dernier cas on peut avoir:

hXh1 hXh1 g thXh g
-1 _—
gz9 -2 -
- z
hXh=tgzg™t hXh tgzg™! \
g g -
g thXh™lgz
hXh1 hXh1 ghXh=1g™!
1 —
g_ =g - B
- z
hXh tg=lzg hXh=tg=lzg ™
g g ‘

ghXh™lg 'z
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ou les composantes de Ly sont en traits fins et celles de L, en traits épais.

La couleur de L; change donc par une conjugaison par une couleur intervenant dans L.
Si Ly est coupé par une composante de couleur g et si X est conjuguée par h avant le
croisement, il est conjugué aprés le croisement par gh si le croisement est positif ou par
g~ 1h si le croisement est négatif.

Si Ly a été doublé, d’apres le cas précédent et le cas suivant, on voit que les couleurs des
brins sont du type:

— = hXA!
~— LXh'lg

Dans le cas ou L est poussé sous une composante doublée, on peut avoir:

EX k1 hXh=z hXh 'z
. EXE™! 2k Xkt
- —Y —
EXE 1z lyz EXE 2y - <o Y
hXh_l hXh—l
2k Xk 127ty
hgh™! hXh™!
hgh=! g ) vt
j » \ Xk cURX Rz
- -— Y _
kgk™'zyz""! EXEk=lzyz1 - T Y
hgh™"z hXh—1z
2V Xkmzy

On voit que tous les changements de couleurs de L; se font par une conjugaison par une
couleur intervenant dans L. Plus précisément, ’élément qui se rajoute dans la conjugaison
de X est la couleur initiale (avant le doublage) de la composante de Lg, avec la méme
convention de signe que pour le cas non doublé.

Le lemme est donc démontré. a

Invariant des 3-variétés associé & un 3-cocycle quasi-abélien

Le groupe fondamental d’une 3-variété étant un quotient du groupe fondamental d’un
entrelacs, a chaque élément de Hom(I1; (M), G), on peut associer une coloration d’un dia-
gramme de l'entrelacs.

Proposition 5.3 Soient I un entrelacs orienté, Dy, un diagramme planaire de L et My, la
variété qui lui est associée par chirurgie. La somme

Z(L) = > < (Dp), >
peHom(II, (ML),G)

ne dépend pas du choix de Dy, et est invariante par le deuxiéme mouvement de Kirby. En
particulier on peut effectuer ’étape de séparation.
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Remarque : La somme Z(L) est encore un invariant des entrelacs.

Preuve : Il est clair que Z(L) ne dépend pas du choix du diagramme. On va démontrer la
deuxiéme partie de la proposition pour une coloration d’un diagramme Dy, de I'entrelacs
L, par des éléments de TI;(Mp). Il en sera alors de méme pour une coloration issue d’un
p € Hom(1ly (Mp),G).

La preuve se fait en deux étapes. On va d’abord montrer qu’avec une coloration par des
éléments de I1; (M), on peut décomposer totalement le deuxiéme mouvement de Kirby par
les diagrammes a point triple du premier et du deuxieme type. Puis on montre que Z(L)
est invariant par le deuxieme mouvement de Kirby.

Soient Ly et Ly deux brins distincts de Dy,. En gardant les notations du lemme précédent,
il faut montrer que 1’élément 7 qui conjugue X est 'identité de I1y(My). Pour cela, si U,
est le voisinage tubulaire de L, servant a la construction de My, Ly, le bord de Lj situé
sur I’ame de Uy et Ly le bord de Ly situé sur le bord de U;, on va montrer que 7 est dans
la classe de Ly dans Iy (L).

Pour calculer la classe de Ly, on se fixe un point base, puis on parcourt le brin Ly dans
le sens de l'entrelacs. Par définition, la classe sera le produit, dans ’ordre de rencontre,
des couleurs des composantes C; telles que Ly effectue un tour autour des C; dans le sens
positif, ou de I'inverse des couleurs si Ly, tourne autour dans le sens négatif.

Au niveau de la représentation planaire on fixe comme convention que le brin fait un tour
autour d’une composante si et seulement si dans la représentation planaire il est coupé par
cette composante. En effet, a isotopie et mouvement de Reidemeister prés, on a:

- /R

Remarque : On aurait aussi pu prendre comme convention que le brin fait un tour autour
d’une composante si et seulement si dans la représentation planaire il coupe cette compo-
sante.

Donc, calculer la classe revient & multiplier, dans 'ordre de rencontre, les couleurs (respec-
tivement les inverses) des composantes qui ont coupé le brin parcouru, en un croisement
positif (respectivement négatif).

Par exemple, pour le noeud ci-dessous en partant de A, on fait 2 fois le tour de ¢ en sens
négatif, puis on fait le tour de h en sens positif, puis de g en sens positif, et pour terminer
de k en sens positif; la classe est donc g~ 2hgk.

k h
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Or on a vu dans la preuve du lemme (5.4) que pour déterminer 1’élément 7 de 114 (L) qui
conjugue la couleur de la composante de Ly on fait exactement ces opérations. Donc 7 est
dans la classe de Lq de I1;(L), c’est-a-dire que 7 = e dans I1; (M), ou e est I'identité de
1y (Mz). On peut donc totalement décomposer le deuxieme mouvement de Kirby grace aux
diagrammes & point triple.

Il reste a voir que Z(L) est invariant par ce mouvement. Soient L’ I'entrelacs obtenu a
partir de L par ce mouvement. Comme Z(L’) ne dépend pas du choix du diagramme, on
peut prendre comme diagramme de L’ celui obtenu, a partir du diagramme Dy, apres la
décomposition du deuxiéeme mouvement de Kirby par des points triples. Dans ce cas on
passe de Dy, a Dy par une suite finie de mouvements avec point triple.

Si D) est obtenu & partir de Dy, par un mouvement avec point triple, il y a une unique
facon de colorer D} a partir de la coloration de Dy. On a vu que pour cette coloration
< Dy, >=< D} > (lemme 5.3). Donc, a toute coloration p de Dy, on associe une unique
coloration p’ de Dy de plus, pour cette coloration, on a < (Dr), >=< (Dr/),» >. D’ou
Z(L)=Z(L"). O

Afin de montrer que Z(L) est indépendant du choix de 'orientation de L, on demande
au croisement de vérifier les égalités de normalisations suivantes valables pour toutes les
orientations possibles :

1G lg lg 1G

ou 1l est 'unité de G.

Le poids B doit donc vérifier B(lg @ g @ k) = B(g ® 1¢ ® k) = 1 pour tous ¢,k € G.
Dans le cas d’un poids provenant d’un 3-cocycle (w,2) si on impose a w d’étre normalisé,
c’est-a-dire que w(g1,9g2,93) = 1 dés qu'un des g¢; vaut 1g. Alors par les relations de 3-
cocycle quasi-abélien, on a Q(g1,¢2) = 1 dés que un des g; vaut 1. D’ou, par définition de
B ’égalité des poids souhaitée.

Lemme 5.5 Soient M une 3-variété et L un entrelacs qui permel d’oblenir M. La somme
Z(L) ne dépend pas du choiz de Uorientation de L.

Preuve : On choisit une orientation de L. Soit p un coloriage d’un diagramme Dy, de L.
On étudie le changement d’orientation d’un des brins de L et donc de Dy,. Soit L; un brin
de L. On note L’ I'entrelacs obtenu en changeant I’orientation de L;. Le brin L; est de la
forme

1ghn 1
h;tghn

hi'ghy \



112 Invariants des 3-variétés

Soit (Dg), un diagramme de couleur g~ d’un brin non entrelacé sans framing de sens
opposé a celui de L;. Notons (Dgy1,), le diagramme coloré obtenu par juxtaposition de Dy
et de L, tel que D soit situé a coté du brin L;. Il est clair que < (Dzuz), >=< (Dr), >.

-
A

Par un raisonnement analogue a celui utilisé pour le deuxiéme mouvement de Kirby, on
obtient apres avoir poussé Dy le long de L;:

hag=thy! bg—_l\hfil
1
= /

hig~Thi*
Apres avoir poussé Dy le long de L;, on remarque que L; est coloré par 1. Et donc, par
hypothese de normalisation des croisements, on a:

—17-—1 _ _ hn—lg_lh;il
hng™"h hng=th;t /—\
1o = R
"N NN
G
hig~Th hig=Thi! \

On obtient ainsi un diagramme de L’; notons le Dy. Il est clair que de cette maniere on
associe a une coloration p de Dy, une unique coloration p’ de D} . On a donc une bijection
entre les colorations de L et celles de L’. De plus, comme les étapes précédentes préservent
le poids des entrelacs, on a

< (DL)P >=< (DEI—I L)p >=< (DL')p’ > .

Via la bijection précédente, on a:

> < (Dp), >= > < (Dp)py >= > < (Dp), > .

peHom(II, (ML),G) peHom(IIy (ML),G) pEHom(I1y (M ,),G)

Le lemme est donc démontré. O
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Théoréme 5.1 Soil (w, Q) un 3-cocycle quasi-abélien normalisé (au sens précédent). L’in-
variant 7 induil par le poids associé a ce 3-cocycle est un invariant des 3-variélés. Si M
est une 3-variélé obtenue par chirurgie le long d’un entrelacs L, on note Z(M) = Z(L).

Preuve : Il faut voir que Z est stable par le premier mouvement de Kirby.

Soit L un entrelacs. On va montrer que Z(L) est invariant si on ajoute un brin £, de framing
41, non entrelacé avec L. Notons L U L U'entrelacs ainsi obtenu.

Par définition de L la seule coloration possible de Dy par G est 1g. D’ol, comme Dy, et
D/ ne sont pas entrelacés:

> <(LuL),>= > <L,>< Ly, >= > <L,>.

pEHom(I1y (MLyuz),G) p€Hom(II, (ML),G) peHom(I1, (ML),G)

On fait de méme pour montrer que Z est invariant si on enléve un brin non entrelacé de
framing +1.

Donc Z(M) ne dépend pas du choix de l'entrelacs permettant d’obtenir M par chirurgie.
D’ou le théoreme. a

Remarque : Dans le cas G abélien, Z est un invariant des 3-variétés, car 1’élément qui
conjugue se simplifie automatiquement, et on peut tout de suite séparer les brins. Pour
avoir la stabilité par rapport au premier mouvement de Kirby, il faut ajouter un coefficient

devant Z (Cf [MPR93)).

5.2 Invariant d’Altschuler et Coste

Dans [Roc91] et [DPRI0], Dijkgraaf, Pasquier et Roche ont défini & partir d’un 3-cocycle
normalisé w, une structure tordue sur le double d’un groupe. Ils obtiennent ainsi une quasi-
algeébre de Hopf, notée D" (g). On va voir que cette construction peut étre expliquée avec
'identité générale d’Hochschild-Serre. Grace a cela, on montre que si (w, §2) est un 3-cocycle
quasi-abélien normalisé, DY () peut étre munie d’une structure d’algébre de Hopf, ou
d’une structure de quasi-algebre de Hopf. A partir de ce 3-cocycle, on peut donc construire
I'invariant d’Altschiiler et Coste [AC92] associé a une quasi-algébre de Hopf, ainsi que
I'invariant de Reshetikhin et Turaev [RT90] associé & une algebre de Hopf. Apres avoir
démontré que 'invariant construit a partir de ’algebre de Hopf est trivial, on montre que
Iinvariant obtenu avec la quasi-algebre de Hopf peut étre retrouvé a partir de 'invariant

Z.

5.2.1 Structure d’algebre de Hopf tordue

Soient @,7 des applications ensemblistes de G X G X G dans C*. On veut modifier la
structure de bigébre du double de Drinfeld D(G) par:

5,0%.6,0Y = §,(zha™1)6,02Y0(g, z, y),

A((Sg‘@-r) = Z 5p®33 & 5q®$’y(m,p, q)7

pPa=g
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avec z,y € G, et (6y)4eq la base duale de C[G]*, avec §,(h) = { (1) :in}(l)n: g
Le produit ainsi défini est associatif si et seulement si:
0(g,z,y)0(g, 2y, 2) = 0(g,z,y2)0(x gz, vy, 2). (5.7)
Le coproduit est coassociatif si et seulement si:
v(@,p,@)v(z,pg, ) = v(z, ¢, 7)v(2, P, qr). (5-8)

Pour que D(G) soit une algebre unitaire et une cogébre counitaire, il faut que v et # soient
normalisées. Cette structure forme une bigebre si et seulement si:

v(zy,p, )8(pg, z,y) = v(z,p, )7 (y, 2" 'px, 2" q2)8(p, x,y)8(q, z, y). (5.9)

Double complexe et structure d’algébre de Hopf tordue

Le morphisme de Hochschild-Serre (section 3.3.2) est un morphisme entre un complexe et
un complexe total. Apres avoir réécrit le bicomplexe associé a ce complexe total de maniere
multiplicative, nous allons interpréter les conditions (5.7), (5.8) et (5.9) en termes de cocycle
de ce bicomplexe.

Soit G un groupe. On pose C?(G,C) = Reg(C[G]%",C), alors CP(G,C) est un groupe
abélien pour le produit de convolution.
On peut donc définir pour tous p,q € N:

C?(G,CYG, €)) = Reg(C[G]", CIC*(G, O))).
La différentielle verticale du bicomplexe multiplicatif est donnée pour tout ¢ € N par:
DY . PG, CUG, Q) — CPHYG,CYG,T))
;o= D)

avec
DI (N0 ® - © gpy1) (1 @ ... @ hy) =
= (2@ ... @ gp41) (97 ' h1g1 @ ... @ g7 Thygn)

p .
H f(_1)1+q(gl ®..®6IGi1®...0 gp+1)(h1 ®...Q hq)
G1®...0g)(h1®...®hy),

ot la notation f~! (1 ®...®@9gp)(h1 ®...® hy) signifie 'inverse dans C de
(1 ®...®@¢,)(h1 ®...® hy); cet inverse existe car f € Reg(G, C).

La différentielle horizontale du bicomplexe multiplicatif est donnée pour tout p € N par:

dP . crG,CcG,0) — CP(G,CTYG, Q)
Fo— dP)



Invariants des 3-variétés 115

avec

dP()g1®. . ©g) (I ©® ... @hey) =
=flg1®...09p)(ha®...® hgy1)

q .
.Hf(—l)z(gl @ @g)(h1 @ @ hihig1 @ ... hgt1)
=1

SN @ @g,)(h © ... 0 hy).
Le bicomplexe C"(G,C"(G,C)) s’écrit alors:

(G, 0
p{

(3)
C(G,0) —2 . G, CYG,0)

p{® DV

42 o)
C2(G,0) — C*G,CNG,0) — (G, C3(G,T))
p(® p® D ‘[

(1) (1)
cl(G,0) —2 ., oG, CHG,0) B UG, CHG,0) —Z 5 CYG,C(G,0))

p(® RIS p® )[ IS )[

al®) 400 40
c — C'(G,0) — C*(G,0) — C*(G,0)

L’application @ peut étre vue comme un élément de C*(G,C1(G, C)) par

b(z ®@y)(g) = 6(g,z,y) pour tous z,y,g € g. Dans ce cas, la condition (5.7) revient & dire
que 6 est 2-cocycle pour D.(l).

L’application v peut étre vue comme un élément de C1(G,C?*(G, C)) par

v(z)(g@h) = v(z,g,h) pour tous g, h,z € G. Dans ce cas, la condition (5.8) revient a dire
que v est 2-cocycle pour d.(l).

Dans ce cadre la condition (5.9) devient d(12)(0) = D§2)(7).

D’ou le lemme :

Lemme 5.6 L’espace D(G) muni des structures de produil et de coproduil tordues est une
algebre de Hopf si et seulement si (1,7,80,1) est un 3-cocycle normalisé pour le complexe

total Tot' (G, G; Q) associé au bicompleze C*(G,C(G, C)).
Preuve : On a déja vu que D(G) est une bigebre. L’antipode est donnée par

S((Sg®$) = 51:_1g—11:®37_10_1(g_17 €, w_1)7($7gvg_1)'

On peut généraliser le lemme. Soient w € C3(G, C) et e I'unité de . On pose:
b= Z w_l(p ®q@r)d,eeQ d,0eQ b.0¢,

p7q7r

p= Z,%@e q:Zw(g@g‘l(X)g)tsg@e.
geG geG
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Proposition 5.4 L’espace D(G) muni des structures de produit, de coproduit tordues,
de lassociateur ¢ et des constantes p,q est une quasi-algébre de Hopf si et seulement si
(w,~,0,1) est un 3-cocycle normalisé pour le complexe total.

Preuve : Comme pour le lemme, on montre que D(G) est une algébre et que le coproduit
est un morphisme d’algebres.
Les égalités
(14 @A) A(5,52) = 6(A © [)A(5,02)6™",
(deld@A)(¢)(A@ldeld)(¢) = (1©® ¢)(ld A @ 1d)(¢)(¢ @ 1)
découlent respectivement de dgl)('y) = D(()S)(w) et de dgo)(w) =1.

En prenant comme antipode celle du lemme 5.6, on vérifie immédiatement que D(G) est
une quasi-algebre avec ¢, p et ¢. a

Identité générale d’Hochschild-Serre et quasi-algébre de Hopf

On va donner une interprétation de la construction de la quasi-algebre de Hopf D¥(G),
en terme d’identité générale d’Hochschild-Serre.

Le morphisme de Hochschild-Serre ¢ appliqué a C*(G, C) s’écrit pour tout n € N:

on : CYMG,Q — To™(G,G;C)
f — (f07...7fn)

ol f; € C(G,CH(G,C)) pour i+j =mn et

fi= I o)™ .
7€55n ClG1¥ o C[G)*

Remarque : ' ' ' '
i) Onécrit f(a!®@ - @a) M@ 0h)=fA o W @d® - ®ad)
”) fo:fl(c[G]@n

fn:f

L’identité générale de Hochschild-Serre s’écrit alors:

Théoréme 5.2 L’application ¢ est un morphisme de complexe. C’est-a-dire que, pour tout
n € N le diagramme suivant commute :

cG,e — . oG, Q)

©n Pnt1

Tot,(G,G;C) — P o 7o (G, GO

oil dx D(f) = d(f) * D(f).
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L’image (w,wy, w2, w) d’un 3-cocycle w normalisé des groupes par ce morphisme est donc
un 3-cocycle normalisé pour le complexe total. Or, comme pour tout n € Net f € C"(G,C)

(»)

on a dy ' (f) =1, cela est équivalent de dire que (w, wy, wq, 1) est un 3-cocycle normalisé
du complexe total. D’apres la proposition 5.4, 'espace D(() est alors une quasi-algebre de
Hopf avec le produit donné par 8(g, z,y) = wa(z @ y)(g) et le coproduit par

Y(z,g,h) = wi(z)(g, k). Cest-a-dire

0(g,2,y)=0,(z@y) =wg@zyuwtz@as gz @ywz oy y ta"tgay),
Y(z,9,h)=7:(9@h) =w(g@h@z)w gz @ tha)w(z @ 27 gz @ 2~ ha).

C’est exactement la quasi-algebre de Hopf D" (') définie par Roche [Roc91]. Elle est définie
par

en tant qu’espace vectoriel, D" (G) = F(G) @ C[G] ou F(G) est le dual de C[G].
La structure d’algebre est donnée sur les générateurs par:

(6,0).(6,8Y) = &,(zha™1)8,02Y0,(z @ y).
La structure de cogebre est donnée par:

A(Sye2) = Z (6p87) @ (6,8%)7:(p © ).

Pg=g
L’antipode est donnée par:
S(8,8%) = bpmgizae 0 L (e @27 )y (g @ g7h).
C’est une quasi-algebre de Hopf avec:

¢ =2k 0 (9@ h@k)(5,0€) ® (3ho€) @ (Sree),
o7t =3, rw(g @ h @ k) (5,0€) @ (Oroe) @ (Sree),
a=1 =3 wlg®g ' @ g)iee.

La R-matrice et son inverse sont données par:

R = Z((Sp‘@e) ® (8,9D), R = Z(‘;p@e) @ (5q®p_1)9;q1p_1(p ® p_l)-

P P
De plus D" () est de rubans par:

(9097 ®9)deg7Y,
g0 g7t @ g)eg".

Grace a l'antipode, on peut calculer 'action de C[GG] sur le dual de DY (G):

u
v

D, w
D w

-1

6,02 Wy, =W, o1 o 0p (27 g7 @) 01y, (27 afy)Og__ll (z,2 Y7 9,97

ot (U, 5)gzeaxa est la base duale de (6,0%), zeaxa-
En particulier, si v est une application de G dans C, on a:

Z v(p)(6p0€). Wy = 7(h_1)\ph,y'
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3-cocycle quasi-abélien et algébre de Hopf

On montre que 'algébre D" (G), munie du coproduit habituel, construite a partir d’un
3-cocycle quasi-abélien, peut étre vue soit comme une algebre de Hopf, soit comme une
quasi-algebre de Hopf.

Soit (w,€) un 3-cocycle quasi-abélien normalisé. On peut voir 2 dans C*(G, C1(G, C)); on
pose alors:

0,(r@y) = DIV(Q)(z@y)(9) = 0 (27 gz @ ) QA9 @ 2y) 2 (g © 2),
Yalg ® h) = d{(Q)(2) (9@ h) = Q(h © )2 (gh ® 2)Qg © ).

En utilisant les propriétés de 3-cocycle de (w,$2), on retrouve les applications définies a
partir du 3-cocycle w:

hy(z@y) =w(gQroy)w (@2 gz @y w(z @y y e gay),
Ye(g@h)=w(g@h@z)w gz @ar the)w(z @ 27 1gz ® 2~ ha).

Remarque : Les structures de D"(G) (sauf 8 et I'associateur ¢) sont alors entierement
déterminées par €2. L’associateur ¢ et § sont déterminés par w.
Dans ce cas, l'action de C[G] sur le dual de D" (G) s’écrit :

dg0x. Wy, = \Ilg_17$y5h(x_lg_1x)9_l(g_l @zy)Qz g e @) g @ 2).
On va voir que DY () peut étre aussi vue comme une algebre de Hopf.

Lemme 5.7 Soient p € N et w € CP(G,C) stable par conjugaison. On a:

Preuve : Comme w est stable par conjugaison, on a pour des éléments de G :

DPw) (W) (' ®...0¢") =wV (b lgh®. .. @ h tgh)w V" (g 8. .0 g)
= 1.

O

Proposition 5.5 Soit (w,$) un 3-cocycle quasi-abélien normalisé. L’algebre D™ (G) est
une algébre de Hopf de rubans avec la structure de cogébre et Uantipode de DV (G) et

R= Ep,q (6p0€) ® (6,8P)2(q ® p) R = Ep,q (6p8€) @ (340p~ ") ¢ ® p_l)a
U=v= Ep Spep~1Q(pepTh).

Preuve : Pour que D¥(() soit une algebre de Hopf, il faut et il suffit que (1,7,8, 1) soit
un 3-cocycle normalisé pour le complexe total (lemme 5.6). Or, par l'identité générale de
Hochschild-Serre, (w, 7, 8, 1) est un 3-cocycle pour le complexe total. Par le lemme précédent
ceci entraine que (1,7, 6, 1) est un 3-cocycle du complexe total. D’ou la structure d’algebre
de Hopf.

On vérifie ensuite facilement qu’avec les structures de la proposition, D" (G) est une algebre
de Hopf de rubans. a
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5.2.2 Invariant dans le cas algebre de Hopf

Si on voit DY((G) comme une algébre de Hopf de rubans, on peut appliquer le foncteur
Fr défini par Reshetikhin et Turaev [RT90], restreint a la représentation réguliére gauche
de D¥(G) sur lui-méme. On montre alors que l'invariant obtenu est trivial.

Tout entrelacs admet pour diagramme planaire la fermeture d’une tresse (Cf [Tur94]):

ol la boite est une tresse. Cette tresse est appelée tressage de l'entrelacs. Dans la suite,
quand on parlera d’un diagramme d’un entrelacs, on prendra le diagramme obtenu par la
fermeture d’une tresse. Pour calculer la valeur du foncteur Fr sur les entrelacs , on a donc
uniquement besoin des valeurs suivantes :

Fr( )
(0,82) @ (6p2Y) — T(R.((6,07) @ (8,0Y)))
= ( ghg_l@gy) ® (557‘ )2 (h ® y)Q(gh!]_l ® gy),

Pr( X))

(6,97) ® (8r2Y) = T(R3; - ((6,97) ® (8,2Y)))
= (5h®y) ® (Op-1gheh~ ) (g @ 2)QA™ gh® h™ '),

Fr( Q)

1 = Eg,z ‘Ilgvl' ® u_l‘v((sg®$) = Eg,z \Ilgvl' ® (59®$)7
Fr(())
U, @ (0,0Y) — W, - (8,0Y) = 6,(h)d:(y).

Lorsqu’on applique le foncteur Fr, on munit la i*™€ sortie du tressage d’une couleur §,,8%;,
puis & chaque croisement on Change les couleurs selon la regle:

a gh@h 1 5ghg_1®g$
\/ \/
N\
®5€ 0L0Y 5g®:c 0L0Y

me

A Dentrée du tressage, la i€ entrée a une couleur de la forme 5H‘g H_1®H2-xn. pour
igridl;

certains éléments H; € (G et ou ¢ — r; est I'inverse de la permutation associée a la tresse. Le
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foncteur Fr appliqué a la fermeture de la tresse donne donc des conditions sur les couleurs :
gi = Hig,,H " et 2, = H;z,,.

La valeur de Fr sur un entrelacs L dont le tressage a p entrées s’écrit donc comme une
somme, sur 2p éléments de G vérifiant certaines conditions, de produit de valeur de Q sur
des éléments fabriqués avec ces 2p couleurs. On note (g1, ..., ¢p, Z1,...2;,) les conditions
sur les couleurs et xq(¢1,. .., gp, Z1,...2,) le produit de Q. C’est-a-dire

Fr(L) = Z 51y s gpr 1,y Tp)X (G5 s Gpy 21, Tp).

Lemme 5.8 Soit L un entrelacs dont la tresse contient p entrées. Alors

Fr(L) = Z g1y Gpy T1y .. Tp).

g1,y gp€G

Preuve : Chaque croisement fournit le produit en €2:

dn-1gnoh ™tz

x Qg @2)Q(h'gh @ h™'z)

(Sg®l' (Sh®y

)

ghg—1©9T

AN ) )
Q' (h @ y)Qghg™" @ gy)

N

(Sg®-?7 (Sh®y

Par convention, on choisit d’associer ces produits en 2 a la composante qui est coupée du
croisement.

En suivant chaque brin de I’entrelacs, on va montrer que le produit en €2 qui en découle vaut
1. On choisit un brin de 'entrelacs et on part d’une de ces sorties du tressage (sa couleur est
notée 6,8). Si le brin de la tresse n’est pas coupé avant l’entrée du tressage, il n’apparait
pas de €. En suivant la boucle du brin de ’entrelacs, on arrive sur la fermeture du tressage
puis sur une nouvelle sortie. On recommence alors le raisonnement.

On suppose maintenant que le brin de la tresse est au moins coupé une fois avant la sortie
du tressage. Au premier croisement qui le coupe, on comptabilise un Q7!(g ® z) et un
Q(HgH~'® Hz). Si le brin est de nouveau coupé, il apparait alors un Q= (HgH '@ Hz) et
un Q(KHgH 'K~'@ KHz). On peut alors simplifier Q(HgH '@ Hz)Q ' (HgH '@ Hz);
il ne reste donc plus que Q7 (g @ 2)Q(KHgH'K~! ® KHz). En recommengant le méme
raisonnement, on voit que le produit en € obtenu a l’entrée du tressage est un produit
d’éléments de la forme Q7' (g ® 2)Q(HgH ' ® Hz). On a alors deux possibilités : soit les
conditions sur les couleurs imposent HgH 1 =get Hx = z (c’est le cas si en remontant la
i®™M€ gortie on arrive sur la (™€ entrée), on a alors la simplifiaction du produit en €. Soit
on obtient des conditions HgH ™! = ¢’ et Hz = 2’ avec ¢ # ¢' et @ # 2/, qui entrainent
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au prochain croisement rencontré une simplification du méme type que précédemment de
termes en 2.

En recommencant le raisonnement précédent, on montre que le produit en Q obtenu pour
le brin de ’entrelacs considéré vaut 1. D’ou le lemme. a

Par construction de conditions sur les éléments de la somme de Fr, et par construction du
groupe fondamental d’un entrelacs et d’une 3-variété qui lui est associée, on voit que les
relations sur les g; sont celles permettant de définir le groupe fondamental de ’entrelacs
(présentation de Wirtinger), et les relations sur les z; sont celles permettant de définir le
groupe fondamental de la variété (démonstration du lemme 5.3).

D’ou la proposition :

Proposition 5.6 Si D" (G) est munie de sa structure d’algebre de Hopf de rubans, Uinva-
riant de Turaev qui lui est associé, est donné pour tout entrelacs L a n brins par:

Fr(L) = |G|"|Hom(I11(Mp),G)|.

Preuve : Le coefficient |G|* provient des conditions sur les z;. En effet, si un brin de
Ientrelacs fait p fois le tour du tressage (notons z1,...,z, les p couleurs des sorties de ce
brin numérotées dans leur ordre d’apparition de la gauche vers la droite), les conditions
obtenues sur les z; s’écrivent alors

5I1 (H1$2) .. '51’17 (Hp$1).
Ces conditions sont équivalentes a
51@(H1 .. .I{p)(sz2 (H2 .. -prl) .. -‘5zp(HPx1)-

De plus
N b, (Hy. . Hyay).. .8, (Hpay) = |G,

T1,...2pEG

Donc, comme les conditions précédentes sont les seules conditions de la somme Fp (L) faisant

intervenir les z1,...,z,, chaque brin de l'entrelacs fait apparaitre un |G|. Les conditions

restantes sont celles définissant les morphismes de Hom(I1;(Mz,), G). D’ou la proposition.
a

5.2.3 Invariant dans le cas quasi-algebre de Hopf

Si on voit D¥(() comme une quasi-algebre de Hopf, on peut appliquer I'invariant d’Alt-
schiiler et Coste [AC92], restreint a la représentation naturelle de D (G) sur lui-méme. On
montre que l'invariant ainsi obtenu est égal (& inverse du 3-cocycle quasi-abélien pres) a
Iinvariant Z.
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De méme que pour le cas algebre de Hopf, on a uniquement besoin des valeurs suivantes de

F:

F( L)
(6,0%) @ (8p8Y) = T(R.((6407) @ (6,8Y)))
= (Oyng-189Y) ® (8,02)Q7 1 (h @ y)Q(ghg™' @ gy)2~(ghg™' @ g),

F( X))
(6,97) @ (8r8Y) = T(Ry,-((8,9%) ® (8,9Y)))
—5h®y®(5h 1heh~12)QH g ® 2)Q(A gh @ A 2)Q(g © h),

F(Q))

l— Eg@ \I}g,a: @ ’u,_l‘US(ﬁ) (59®$) = Eg,z; \119727 @ (‘5g®$)7
FOOY)
U, o ® (0n0Y) = U, . (6,0Y) = 6, (h)6.(y),
F(| ¢ 2
(( g®$ ® 5h®y)) ® (5k®2’) — Q. ( é ®£L‘) ((5h®y) ® ((Sk@Z)))

= 0 (g ® h @ k)(5,82) © ((5:29) © (5452)).

Par la formule donnant I’action de C[G] sur F(G), on peut calculer la valeur de ’associateur
pour tous les sens des fleches. Par exemple :

\L T \L (6,02 @ Uy ) ® (8402) = w (g A @ k) (5,00) ® (V) @ 6,02).

Remarque : On a les égalités suivantes entre F et Fr:

F( JZ)((8,87) @ (5499)) = Fr( 3/ ) ((6,87) ® (5:29)Q7 (ghg ™ @ g),
F(XO)(8,92) @ (0n5w)) = Pr( X )((0,92) © (6,29))2g @ h),
F(R_))W)=Fr( X)),

FON ) (W ® (5:89)) = Fr( (7)) (Wge © (6,99)).

De méme que dans la section précédente, quand on calcule F sur un entrelacs L dont le
tressage a n brins on obtient une somme, sur 2n éléments de G vérifiant certaines conditions,
de produit de valeurs de w et de €2 sur des éléments fabriqués avec ces couleurs. On note
5(g1, -+, gns *1, ..., Ty) les conditions imposées sur les 2n couleurs (g1, ..., gn, 1, ..., Tp) €
G*? Xw(g1y -y Gny T1, - -, T,) (respectivement xq (g1, .-, Gn, @1, ..., 2,)) les produits de
valeurs de w (respectivement de valeur §2) sur des éléments fabriqués avec ces couleurs. La
valeur de F sur D’entrelacs L est alors:

F(L)= Z g1y ey Gnr @1y oy Tn)Xw (G1y -y Gy T1y ooy Tn) XQ(G1y - oy Gy T1y e ey )
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Les conditions sur les éléments de la somme sont exactement celles obtenues dans le cas
du foncteur Fp. Elles permettent donc de colorer tous les diagrammes planaires de L par
des morphismes de Hom(Il; (M), G). On peut ainsi associer a une famille de 2n éléments
(G151 Gns T1y -y Ty) € GX?7 vérifiant les conditions §(gy,...,gn, 21,...,%,), le poids
< (DL) (g1, gnsz1,zn) > du diagramme Dy, de L.

Proposition 5.7 Soient g1,...,9, € G et x1,...,2, € G.

5(917"'7gn7w17"'7xn)Xumglv"'7gn7x17"'7$n)XQ(glv---vgnvxlv---vxn)::
= 5(.917 s Gny Ty - ey xn) < (DL)(gl,...,gn,zl,...,lfn) >u}_1,ﬂ_1

0t < L(g1, .. gy &1y -y ) >yt g1 est le poids associé au 3-cocycle (w™,Q7Y), de Dy,
coloré par les g; et x;.

Preuve : Se donner des éléments gy,...,9, € G et x1,...,2, € G revient a se fixer une
couleur de sortie pour chaque brin du tressage: d,,©%; avec le parenthésage

\Ilghfl ® (\I}gzwz ® ( - ® (\Ilgn@n ® 4 n®‘r”) - ) ® 592®$2) ® 591®‘r1' (5'10)

Pour évaluer F sur les croisements du tressage, il faut changer a chaque croisement le
parenthésage. En effet, supposons que le croisement s’effectue entre d,,®%; et &y, 8Tit1, le
parenthesage a la sortie du croisement doit étre de la forme

@ (0g,0Ti @ by OTid1) @ - - -

Le parenthésage a I’entrée du croisement est de la méme forme. Afin d’effectuer ces change-
ments de parenthésage, on peut toujours choisir de passer par le parenthésage, appelé dans
la suite le parenthésage standard :

qlglwl ® (\Ilgzﬂfz ® ( - ® (qlgnwn ® (5gn®x” ® ( - ® (592®‘r2 ® 591®‘r1) e )

On prend alors comme convention qu’un croisement part d’un croisement standard et arrive
a un parenthésage standard. Cette convention entraine que la valeur du foncteur F est
multipliée par un produit de w. Plus exactement, pour effectuer un croisement entre les
brins z et ¢ + 1, on part d’un parenthésage

qlglwl ® (\11927@ ® ( - ® (5gri®'r7’i ® (5

Iriqn

BLrigy @ (- @ (05,0T2 @ 64,0T1) .. ).
Il faut ensuite passer a

Yoo @ (Ygpz, @ (- © ((5gri®x7’i ® 90 rig1 BTrig1) @ (- @ (89,872 @ 6y, ©%1) ...).
Pour cela il apparait un w(g,;, ® g,.,, ® gr;\y - - gr,). Apres le croisement, on a soit

\Ilghl‘l ® (\I}gzwz ® ( - ® ((5 —189rilrip @ 59” ®x“) ® ( - ® (592®m2 ® 591®m1) - ')7

Irigrig19r;

si le croisement est positif, soit

\Ilghl?l@(\pg%l?@(.”@(((s BTrip1 @0 -1 ®g;}-1xré)®('"®(692®x2®691®$1) )7

Iriy1 Irip19ri9riq
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si le croisement est négatif.
Il faut ensuite passer & un parenthésage standard. Il apparait alors dans le premier cas

w_l(gmgm+1gr_il ® gr; @ Grigo " 'grn)

et dans le deuxiéme cas

w_1(97’¢+1 ® g;ilgrigri+l & Grips " “Grn)-

Pour évaluer F sur les changements de parenthésage d’un croisement, on a donc besoin de
connaitre les brins qui sont situés a droite du croisement. Pour cela, de la méme maniere
que pour I'invariant de Reshetikhin, Mattes et Polyak, on colorie les composantes connexes
du complémentaire de I'entrelacs de la droite vers la gauche, en donnant la couleur 14 a la
composante connexe la plus a droite et en ne tenant compte que de la premiere variable g
de 6,0%. De cette maniere la couleur attribuée & une composante connexe est le produit des
couleurs des brins a sa droite.

La valeur d’un croisement par le foncteur F' est alors donnée par :

AN
F(AH
(6,87) @ (8,0Y) = (Syng-199Y) @ (8,07)Q(ghg™ @ gy) X (R @ y)Q (ghg™' @ g)
wig®@h@k)u ' (ghg™' @ g @ k),

F( Xk)

(8,92) @ (3h8Y) = (3h8Y) @ (Sp-1500h~ 1) (g © )R gh @ K™ 2)Qg @ h)
w(g®@h® k)w_l(h ®@h~lgh® k).

Avant de pouvoir évaluer F sur ces croisements, il faut encore passer du parenthésage (5.10)
a un parenthésage standard; pour cela, il apparait un produit de w dépendant des couleurs
des brins sortant du tressage; notons ce produit ¢(¢1,...,gn, 1, .., Zn).

De méme, pour pouvoir appliquer F sur la fermeture du tressage, il faut passer d’un paren-
thésage standard & un parenthésage du type (5.10)

\I}hlyyl ® (qjhmyz ® ( - ® (\I}hnyyn ® 5hn®yn) - ) ® 5}12 ®y2) ® 5h1®y1'

Cela revient a multiplier par ¢~ (hy,..., by, Y1, -, yn). Or, lorsque qu’on applique la fer-
meture du tressage, on obtient pour tout i les égalités g; = h;, ; = y;. D'ou les ¢ se
simplifient.

La valeur de F sur I’entrelacs coloré L est donc uniquement déterminée par la valeur des
croisements du tressage. De plus, d’aprés ’étude du cas algebre de Hopf, deux des trois
termes en €2 provenant de chaque croisement s’annulent entre eux. La valeur d’un croise-
ment se ramene donc a:

AN
F( LK
(6,60) @ (5159) = (,15-189Y) © (5,02)27 (ghg™ @ g)
w(g@h@k)w(ghg ' @g® k),

F( Xk)

(640%) @ (6,0Y) = (0n%Y) @ (6p-14n0h12)g @ h)
w(g®@h® k)w_l(h ®@h~tgh @ k).
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Or le poids d’un entrelacs associé au 3-cocycle quasi-abélien (w™!, Q1) est donné par le
produit des poids des croisements. Ces poids valent :

ghg™ g
y k — BlghgT'@g@k)=w(ghgT' @ g @ k)Y (ghgT @ g)w(g @ h @ k),
¢ 0
h h=gh
x E B g0hok) = w(geho k0 hut(he h-lgho k),
g
La proposition est donc démontrée. a

D’ou le théoréme:

Théoréme 5.3 Soient (w,Q) un 3-cocycle quasi-abélien normalisé, L un entrelacs ¢ n
brins. Alors

B(L) =|G["Z(L)
ou Z est Uinvariant de la premiére parlie associé au 3-cocycle quasi-abélien (w™1,Q71).

Preuve : D’apres la proposition précédente, on a pour un entrelacs dont le tressage contient
p entrées

F(L)= Z 6(g1, s Gpy 1,y xp) < (DL)(g1y v s Gpr Ty v oy Tp) Syp-1 01 -

Le poids de L est composé de produits de w et €2 ne faisant pas intervenir de z;. On peut
appliquer le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 5.6 pour montrer que

F(L) = |G| > < Ly >y 1= |G"Z™(L).
peHom(I1,(ML),G)

L’invariant des 3-variétés associé a F est donné par ([AC92]):
F(M) = |GI7"F(L)

ol M est une 3-variété qui peut étre obtenue par chirurgie le long de ’entrelacs L a n brins.
On a donc montré le corollaire :

Corollaire 5.1 Soit (w,2) un 3-cocycle quasi-abélien normalisé.
L’invariant des 3-variétés F' associé€ a la quasi-algébre de Hopf D" (G) est égal a Uinvariant
des 3-variétés Z associé au 3-cocycle quasi-abélien normalisé (w=1,Q71).
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Annexe

On donne ici les valeurs des 3-cocycles quasi-abélien de Dj ainsi que les feuilles de calcul
Maple ayant servi a prouver ’existence d’un 3-cocycle quasi-abélien non trivial de Ds. Les
calculs ont été effectués par XMaple V sur cartan.u-strasbg.fr (Hewlett-Packard, modele

9000/735).

Solutions 1.1.1, 1.1.2, 1.2.1 et 1.2.2

Soient € = 1 et v = +. Si £ = 1, on obtient les solutions de type 1.1.1 (y = 1) et 1.1.2
(y = —1);si e = —1, on a les solutions de type 1.2.1 (y =1) et 1.2.2 (y = —1).

La fonction © : D3 x D3 — C* est donnée par:

Qa,a)=1 Qa,a?) =1 Q(a?,a) =1

Qa?,a?) =1 Q(a,b) = st Q(b,a) = (st)1

Q(a, ab) = st Q(ab,a) = (st)™1 Q(a, a®b) = st
Q(a?b,a) = (st)~! Q(a?,b) = st Q(b,a?) = (st)7!
Q(a?, ab) = st Q(ab, a*) = (st)™1 Q(a?, a®b) = st
Q(a?b,a?®) = (st)™1 Q(b,b) = 'ye(l_:)m Q(b,ab) = 76(1_46)”
Q(b,a%) = 'yeL_ffM Q(ab,b) = ve = Q(ab,ab) = ve 2 -
Q(ab, a*b) = 'yeil__;M Q(a?b,b) = ve Ea Q(a?b, ab) = yle 5
Q(a?b, a®b) = 'ye(l_ffm

La fonction f: D3 X D3 x D3 — C* est donnée par :

f(avava)zl f(a,a,aQ):x_l f(a7a27a):1 f(a,aQ,a:)):x

f(a27a7a):x f(aQ,a,QQ) =1 f(aQ,QQ,a) =z! f(aQ,QQ,aQ) =1



128 Annexe

f(a,a,b) = fabay=1 | [0 =

fla,a,ab) =1t fla,ab,a) = flab,a,a)=s
f(a,a,a?b) =t fa,a%,a) = f(a*b,a,a) = s
fla,a?,8) = t%2 f(a,b,a?) = [(b,a,0) = sta~!
f(a,a? ab) = t*x f(a,ab,a?) =1 f(ab,a,a?) = s?z~1
f(a,a?, a*b) = t*x f(a,a®b,a?) =1 f(a%*b,a,a*) = s*z~!
f(a? a,b) = t*x f(a* ba)=1 f(b,a? a) = s*z~1
f(a? a,ab) = t*x f(a? ab,a) = f(ab,a? a) = s?z~1
f(a?, a,a’) = t*x f(a% a*b,a) = f(a*b,a? a) = s*z~!
f(a?,a®b) =1t f(a*b,a*) = f(b,a* a*) =s
f(a?,a% ab) =t f(a? ab,a?) =1 f(ab a,a?) =s
f(a* a* a*b) =1t f(a*,a*b,a®) =1 | f(a®h,a? a*) =s
fla,b,b) = (zmt?)~! f(b,a,b) = st f(b,b,a) = tams™1
f(a,b,ab) = f(bya,ab)= st f(b,ab,a) = (smt)~!
fla,b,a’) =t71 f(b,a,a’) = st f(b,a%b,a) = s7!
fla,ab,b) =t71 flab,a,b)= st f(ab,b,a)=s71
f(a,ab,ab) = (zmt?)~1 f(ab, a,ab) = st f(ab,ab,a) = tams™!
f(a,ab,a’) =m f(ab,a,a®h) = st | f(ab,a®b,a) = (smt)™!
f(a,a®b,b) =m f(a?b,a,b) = st f(a?b,b,a) = (smt)~1
f(a,a®b,ab) =171 f(a?b,a,ab) = st | f(a?b,ab,a)=s""

f(a, a®b, a*b) = (zmt?) (@%b, a,a®b) = st | f(a®b,a’b,a) = tams™!
f(a?,b,b) = (zmt?) f(b,a%b) = st f(b,b,a?) = tams™!
f(a?,b,ab) =ttt f(b,a% ab) = st f(byab,a?) = s71

f(a* b,a%*) =m f(b,a? a?b) = st f(b,a?b,a®) = (smt)~!
f(a?,ab,b)=m f(ab,a*,b) = st f(ab,b,a?) = (smt)~1
f(a? ab,ab) = (zmt?)~! f(ab,a? ab) = st | f(ab,ab,a?) = tams™*
f(a? ab,a®) =t} f(ab,a? a®b) = st | f(ab,a®b,a?) = s71
f(a?, a%b,b) =71 f(a?b,a% b) = st f(a?b,b,a?) = st
f(a* ab, ab) = f(a*b,a? ab) = st | f(ab,ab,a?) = (smt)_1
f(a?, ab, a’b) = (xth)_l f(a%b,a?, a®b) = st | f(a®b,a’b,a?) = tams™?
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f(b,b,b)=¢
J(b,ab,b) = e(st)~!
J(b,a%,b) = e(st)~!
f(ab,b,b) = e(xmt?)~!
f(ab,ab,b) = etams™!
f(ab,a®b,b) = e(st)™!
f(a?b,b,b) = e(zmt?)~1
f(a?b,ab,b) = e(st)~!
f(a%b,ab,b) = etzms™1

f(b,b,ab) = etzms™1
f(b,ab,ab) = e(zmt?)~1
f(b,a%, ab) = e(st)~!
f(ab,b,ab) = e(st)™!
f(ab,ab,ab) = ¢
f(ab, a®b, ab) = e(st) ™1
f(a*b,b,ab) = e(st)™1
f(a?b,ab, ab) = e(xmit?)~!
(a

f(a*b, a*b, ab) = etzms™!

Solutions 2.1.1, 2.1.2, 2.2.1 et 2.2.2

129

f(b,b,a%) = etams™1
f(b,ab,a?b) = e(st)~!
f(b,a%,a?b) = e(amt?)~1
f(ab,b,a®) = e(st)™1
f(ab, ab, a?b) = etzms™*
f(ab, a®b, a*b) = e(xmt?)~!
f(a*b,b,a%) = e(st)™!
f(a?b, ab, a?b) = e(st)~!
f(a%b,ab, a’b) = ¢

Soient € = £1 et v = +. Si € = 1, on obtient les solutions de type 2.1.1 (y = 1) et 2.1.2
(y=—1);si e = —1, on a les solutions de type 2.2.1 (y =1) et 2.2.2 (y = —1).

La fonction © : D3 x D3 — C* est donnée par:

Q(a,a):e% Q(a,a?) — '

Q(a?,a?) = s Qa,b) = ste 5

Q(a,ab) = stes Q(ab,a) = (st)—le%

Q(a?b,a) = (st)_le% Q(a?,b) = ste

Q(a?, ab) = ste’s" Q(ab, a?) = (st)—le%
2 2 _1 2im (1—¢)im

Q(a*b,a”) = (st) e Q(b,b) =~e =

Q(b, a2b) = ve: e = Q(ab,b) = ve= e =

Q(ab, a’b) = 7663 e = Q(a?b,b) = ’ye%e St

Q(GQb,GQb) — e 1—45)177

La fonction f: D3 X D3 x D3 — C* est donnée par :
a,a,a) =1 a,a,a“) =z~ a,a”,a
[(a,a,a) fla,a,a?) Y e d?a) =

a*,a,a) ==z a*,a,a°) =1 a®,a*,a

1
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fla,a,b) =1 fla,b,a)= e f(b,a,a) =

fla,a,ab) =1t f(a,ab,a):e% flab,a,a)=s
f(a,a,a?) = f(a,aQb,a):e% f(a?b,a,a)=s
fla,a?b) = t*x fla,b,a*) = ' f(b,a,a?) = s*z~1

f(a,a? ab) = t*x f(a,ab,a?) = e f(ab a,a?) = s?zg~1
fla,a? a®b) = t*z f(a,ab,a*) = ' f(a*b,a,a?) = s?z~1
f(a? a,b) = t*x f(aQ,b,a)_e% f(b,a? a) = s*z~1
f(a? a,ab) = t*x f(a? ab,a) = e f(ab,a? a) = s?z~1
f(d? a,ab) = t*z f(a? a®b,a) = ' f(a*b,a* a) = s?z~1
f(d* a* b) = f(a* b,a%) = e f(b,a? a*) = s

f(a?, a? ab) = f(CLQ,(Lb,(LQ)IE% f(ab a* a?) =s
f(d* a* a®b) =t f(d? ab,a?) = 5 f(a*b,a* a*) = s
fla,b,b) = (zmt?) f(bya,b) = ste's f(b,b,a) = tzms™!
fla,b,ab)=m f(b,a,ab) = ste’s f(b,ab,a) = (smt)~1
fla,b,a®) =171 f(b,a,a’) = st (b, a*b,a) = s7!
fla,ab,b) =171 f(ab,a,b) = st f(ab,b,a) = s71
f(a,ab, ab) = (zmt?)~1 f(ab, a,ab) = ste e f(ab,ab,a) = twms1
f(a,ab, a®h) = m f(ab,a,a’b) = ste’s f(ab,a®b,a) = (smt)~!
f(a,a®b,b) =m f(a?b,a,b) = ste’s" f(a?b,b,a) = (smt)~1
f(a,a?b,ab) =171 f(a?b,a,ab) = st f(a?b,ab,a) = st

f(a, a®b, a*b) = (zmt?) f(a*b,a,a’) = ste's" f(a*b,a%,a) = tams™!
f(a?,b,b) = (zmi?) f(b,a?b) = ste’s" f(b,b,a?) = tams™!
f(a?b,ab) =171 f(b,a% ab) = st f(b,ab,a?) = st

f(a* b,a%) =m f(b,a? a%b) = ste s J(b,a*b,a*) = (smt)™!
f(a?,ab,b)=m f(ab,a? b) = ste’s" f(ab,b,a?) = (smt)~1
f(a* ab,ab) = (zmt?)~! f(ab,a?, ab) = ste's f(ab,ab,a*) = tzms™!
f(a? ab,a®) =71 f(ab,a?, a®b) = st f(ab,a*b,a*) = s7!
f(a?, a%b,b) =1 f(a?b,a? b) = st f(a?b,b,a?) = s71
f(a* a?b,ab) = m f(a*b,a?, ab) = ste 5 f(a*b,ab,a*) = (smt)_1
f(a?, ab,a®) = (amt?)™ | f(a*b,a?, a®b) = ste's f(a?b, a®b,a?) = tams™!
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f(b,b,b)=¢ f(b,b,ab) = etzms™1 f(b,b,a%) = etzms™1
f(b,ab,b) = e(st)~! %" f(b,ab,ab) = e(zmt?)~1 f(b,ab, a?b) = e(st)~! L'
f(b,a%b,b) = e(st)~! e J(b,a%, ab) = e(st)~ L' f(b,a%,a?b) = e(zmit?)~!
f(ab,b,b) = e(xmt?)~! f(ab,b,ab) = e(st)™! e f(ab,b,a%) = e(st)™1 '
f(ab,ab,b) = etzms™! f(ab,ab,ab) = ¢ f(ab, ab, a?b) = etzms~!
f(ab,a®b,b) = ¢(st)™1 s f(ab, a?b, ab) = e(st)~ 1% f(ab,a?b, a®b) = e(xmt?)~!
7(a2b,b,b) = e(xmt?)=L | f(a2b,b,ab) = e(st)~Le's | f(a2b,b,a?b) = ¢(st)" e’
f(a?b,ab,b) = e(st)~! ' f(a?b,ab, ab) = e(zmit?)~1 | f(a®b,ab,a?b) = ¢(st)~! 1%
(@%b, a®b,b) = etams™ | f(a®b,a®b,ab) = etams™ | f(a®b,a’b,a’b) = ¢

Feuilles de calcul

On note (1,a,a? b, ab, a?) les éléments de D3 ot a est d’ordre 3, b d’ordre 2 et ba = a*b.
Pour résoudre le systéme d’équations correspondant a un 3-cocycle quasi-abélien de D3, on
a codé (1, a,a? b, ab,a?) respectivement par (0,1,2,100,101,102). Soit (w, ) un 3-cocycle
quasi-abélien. La valeur de w au point (z,y, z), avec z,y, z € (G, est mise dans le tableau X ,a
trois entrées, a 'emplacement X[z, 7, Z] ou &, 7, Z sont les codages respectifs des éléments
x,y,z € G. De méme, ’application €2 est mise dans le tableau Y a deux entrées. De cette
maniére les équations a résoudre deviennent des équations & inconnues X[i, j, k] et Y[i, 7]
ou i, j,k€{0,1,2,100,101, 102}.

Dans la recherche d’un cobord, I'application 5 : D3 x D3z — C* est codée dans un tableau
X a deux entrées. La valeur de 7 au point (z,y) est mise a 'emplacement X[z, 7].
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Feuille de calcul :
diedral.mws

Calcul des 3-cocycles normalisés usuels du groupe diédral D_3={1,a,a"2,b,ab,a"2b} qui sont stables par I’action adjointe. Les
éléments de 1,a,a"2,b,ab,a”2b de D_3 sont respectivement codés dans les tableaux par 0,1,2,100,101,102. Un 3-cocyle est un
tableau X a trois entrées représentant le 3-cocycle en chaque point.

> restart;
HHHHAHA
# Procédures #
HHHAHE
#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,a’q,a’r,a’t).
> aaaa: =proc(n,p,q,r,t) local Z;Z:=evaln(Z2);Z:=Xq,r,t]*(1/ X[ (p+q nod
n),r,t])*Xp,(g+r nod n),t]*(1/ X[p,q,(r+t nmod n)])*Xp, q,r]=1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,a"q,a’r,a’tb).
> aaab: =proc(n,p,q,r,t) local Z u;u:=t+r-100 nod n;Z:=evaln(2);Z:=X[q,r,t]*(1/ X (p+q
mod n),r,t])*X[p, (g+r nmod n), t]*(1/ X[p,q, 100+u])*X[p, q, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,aq,a’rb,a’t).

> aaba: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v;u:=q+r-100 nod n;v:=n-t+r-100 nod
n; Z:=evaln(2); Z:=X[q, r,t]*(1/ X (p+q nod
n),r,t])*X p, 100+u, t]1*(1/ X[ p, q, 100+v] ) *X[ p, q, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,aqb,a’r,a’t).

> abaa: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v;u:=q+p-100 nod n;v:=n-r+q-100 nod
n; Z:=evaln(2);Z:=X[q, r,t]*(1/ X[ 100+u, r,t])*X[ p, 100+v, t]*(1/ X[ p, q, r +t nod
n])*Xp,q,r]=1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a’pb,aq,a’r,a’t).

> baaa: =proc(n,p,q,r,t) local Z u;u:=p+n-g-100 nod
n; Z:=evaln(2); Z: =X[q, r, t]*(1/ X[ 100+u, r,t])*X[ p, (g+r nod n),t]*(1/ X[ p,q, (r+t nod
n)1)*Xp,q,r]=1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,a’q,a’rb,a’tb).

> aabb: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v;u:=q+r-100 nod n;v:=(r-100)+(n-t+100) nod
n; Z:=evaln(2); Z:=X[q, r,t]*(1/ X (p+q nod
n),r,t])*X[p,u+l00,t]*(1/ X[ p,q,v])*Xp,q, r]=1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,a”gb,a’r,a’tb).

> abab: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v,w u:=p+g-100 nod n;v:=qg-100+n-r nod n;w =r +t - 100
nod
n; Z:=evaln(2); Z: =X[q, r, t]*(1/ X[ u+100,r, t] ) *X[ p, v+100, t] *(1/ X[ p, g9, w+100] ) *X[ p, q, r] =1;
end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a*pb,a”q,a’r,a’tb).

> baab: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v;u:=(p-100)+n-q nmod n;v:=r+t-100 nod
n; Z: =evaln(2); Z: =X[q, r, t] *(1/ X[ u+100,r,t] ) *X[ p, g+r nod
n,t]*(1/ X p,q,v+100])*X[ p, q, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a’pb,aq,a’rb,a’t).

> baba: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v,w u:=(p-100)+n-q nmod n;v:=r-100+q nod
n; w. =r-100+n-t nod
n; Z:=eval n(2); Z:=X[q, r, t]*(1/ X[u+100, r,t])*X[ p, v+100, t] *(1/ X[ p, g, w+100] ) *X[ p, g, r] =1;
end:

cel

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a*pb,a”qb,a’r,a’t).

> bbaa: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v;u:=p-100+n-g+100 nod n;v:=g-100+n-r nod
n; Z:=evaln(2);Z:=X[q, r,t]1*(1/ Xu,r,t])*X p,v+100,t]1*(1/ X[ p, q, r+t nod
n])*X[p,q,r]=1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,a’gb,a’rb,a’t).
> abba: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v,w u:=p+g-100 nod n;v: =g- 100+n-r+100 nod
n; w. =r- 100+n-t nod
n; Z:=evaln(2); Z:=X[q,r, t]*(1/ X[ u+100,r,t])*X[p, v, t]*(1/ X[ p, g, w+100] ) *X[ p, g, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a*pb,a’gb,a”rb,a’t).

> bbba: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v,w u:=p-100+n-q+100 nod n;v: =g- 100+n-r+100 nod
n; w. =r-100+n-t nod
n; Z:=evaln(2);Z:=X(q, r, t]1*(1/ Xu,r, t])*X p,v,t]1*(1/ X[ p, q, w+100] ) *X[ p, q, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a*pb,a®qb,a’r,a’tb).
> bbab: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v,w u:=p-100+n-q+100 nod n;v: =qg- 100+n-r nod
n; w. =r +t - 100 nod
n; Z:=evaln(2); Z: =X[q,r,t]*(1/ Xu,r,t])*X p, v+100, t] *(1/ X[ p, g, w+100] ) *X[ p, g, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a“pb,a”q,a”rb,a tb).
> babb: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v,w u:=p-100+n-q nod n;v: =q+r-100 nod
n; w. =r - 100+n-t +100 nod
n; Z:=evaln(2); Z: =X[q, r, t] *(1/ X[ u+100,r,t] ) *X[ p, v+100, t] *(1/ X[ p, g, W ) *X[ p, g, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”p,a’gb,a”rb,a’tb).
> abbb: =proc(n,p,q,r,t) local Z u,v,w u:=p+g-100 nod n;v: =g- 100+n-r +100 nod
n; w. =r - 100+n- t +100 nod
n; Z:=evaln(2),; Z: =X[q,r, t]*(1/ X[ u+100,r,t])*X[p, v, t]*(1/ X[p,q, W) *X[ p, g, r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant aux éléments du type (a”pb,a*gb,a’rb,a’tb).

> bbbb: =proc(n, p,q,r,t) local Z u,v,w u:=p-100+n-q+100 nod n;v: =g- 100+n-r+100 nod
n; w. =r - 100+n-t +100 nod
n; Z:=evaln(2);Z:=X[q, r, t1*(1/ Xu,r, t])*Xp,v,t]1*(1/ X[ p,q,W)*X[p, q,r] =1; end:

#Procédure pour déterminer les équations correspondant a la stabilité par I’action adjointe diagonale.

> conj: =proc(n,gt, xt,yt,zt) local
xt1l,ytl,zt1, Z tenp; Z: =eval n(Z); xt 1: =eval n(xt 1) ; yt 1: =eval n(yt 1) ; zt 1: =eval n(zt 1) ;i f
xt<=n-1 then if gt<=n-1 then xt1l:=xt; else xtl:=n-xt; fi;else if gt<=n-1 then
tenp: =2*(n-gt) +xt - 100 nod n; xt 1: =100+t enp; el se tenp: =2*gt - xt-100 nod
n; xt1: =100+t enp; fi;fi;if yt<=n-1 then if gt<=n-1 then ytl:=yt; else ytl:=n-yt;
fi;else if gt<=n-1 then tenp:=2*(n-gt)+yt-100 nod n;yt1l: =100+t enp; el se
tenp: =2*gt-yt-100 nmod n;yt1l: =100+tenp;fi;fi;if zt<=n-1 then if gt<=n-1 then zt1l:=zt;
else ztl:=n-zt; fi;else if gt<=n-1 then tenp:=2*(n-gt)+zt-100 nod n; zt 1: =100+t enp;
el se tenp: =2*gt-zt-100 nod
n; zt 1: =100+t enp; fi; fi; Z: =(1/ X[ xt, yt, zt])*X[xt1,yt1l, zt 1] =1; end:

HHHHHHHHHRRAHHEHAEHHHHER
# |nitialisation desvariables #
HHHHHE AR

n: =3:

x: =eval n(x):y: =eval n(y):

Nor ma: =X[ 0, 0, 0] =1:

DOb1: =0=0: D1b1: =0=0: D2b1: =0=0: D3b1: =0=0:

St abOb: =1=1: St ablb: =1=1: St ab2b: =1=1: St ab3b: =1=1:

vV VVYVYV
oxouuy



# Ecriture des équations #
HHHHHHHHHHAHARA R
[ #Equations de normalisation.
> for i from1l to n-1 do Nornma:=Norma, X[i,0,0]=1,X0,i,0]=1,X0,0,i]=1 od:
> for i fromO to n-1 do Nornma: =Nor ma, X[ 100+i , 0, 0] =1, X[ 0, 100+i, 0] =1, X[ O, 0, 100+i ] =1 od:
> for i froml1lton-1do for j from1l to n-1 do
Nor ma: =Norma, X[i,j,0]=1, X[i,0,j]=1,X0,i,j]=1 od; od;
> for i fromO to n-1do for j from1l to n-1 do
Nor ma: =Nor ma, X[ i +100, j, 0] =1, X[i +100, 0,j]=1, X[ 0, i +100, j ] =1 od; od;
> for i froml ton-1do for j fromO to n-1 do
Nor ma: =Nor ma, X[ i, j +100, 0] =1, X[i, 0, j +100] =1, X[ O, i , j +100] =1 od; od;
> for i fromO to n-1 do for j fromO to n-1 do
Nor ma: =Nor ma, X[ i +100, j +100, 0] =1, X[ i +100, 0, j +100] =1, X[ 0, i +100, j +100] =1 od; od;

#Equations de stabilité par I’action adjointe sans b.
> for i fromO to n-1do for j from1l to n-1do for k from1 to n-1 do for | from1 to
n-1 do StabOb: =Stab0b, conj(n,i,j,k,1),conj(n,i+100,j,k,|) od;od;od; od;

#Equations de stabilité par I’action adjointe avec 1 b.

> for i fromO to n-1 do for j fromO to n-1 do for k from1 to n-1 do for | from1 to
n-1 do
St ablb: =St ablb, conj (n,i,j +100, k, 1), conj (n,i+100, j +100, k, 1), conj (n,i,k, j+100, 1), conj (
n,i+100, k, j +100, 1), conj (n,i, I, k, j+100), conj (n,i +100, |, k, j +100) od; od; od; od;

#Equations de stabilité par I’action adjointe avec 2 b.

> for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do for | from1l to
n-1 do
St ab2b: =St ab2b, conj (n, i, j+100, k+100, | ), conj (n, i +100, j +100, k+100, | ), conj (n, i, j +100, |,
k+100), conj (n, i +100, j +100, | , k+100), conj (n,i,!l,j+100, k+100), conj (n, i +100, |, j +100, k+10
0) od; od; od; od;

#Equations de stabilité par I’action adjointe avec 3 b.

> for i fromO to n-1do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do for | fromO to
n-1 do Stab3b:=Stab3b, conj(n,i,j+100, k+100, | +100), conj (n, i +100, j +100, k+100, | +100)
od; od; od; od;

#Equations de 3-cocycle sans b + équations de stabilité.

> for i fromO to n-1 do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do for | fromO to
n-1 do DObl: =DOb1l, aaaa(n,i,j,k,|) od;od; od; od;

> DOb1l: =D0b1, St abOb:

#Equations de 3-cocycle avec 1 b + équations de stabilité.

> for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do for | fromO to
n-1 do
Dlbl: =D1b1, aaab(n,i,j, k, 100+l ), aaba(n,i,j, k+100,1), abaa(n,i,j+100,k, '), baaa(n, i +100,
i, k,1) od;od; od; od;

> Dlbl: =D1b1, St ablb:

#Equations de 3-cocycle avec 2 b + équations de stabilité.

> for i fromO to n-1do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do for | fromO to
n-1 do
D2b1: =D2b1, aabb(n,i,j, k+100, | +100), abab(n, i, j +100, k, | +100) , baab(n, i +100, j, k, | +100) , a
bba(n,i,j+100, k+100, | ), baba(n, i +100, j, k+100, I ), bbaa(n, i +100, j +100, k, | ) od; od; od; od;

> D2b1: =D2bl, St ab2b:

#Equations de 3-cocycle avec 3 b + équations de stabilité.
> for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do for | fromO to

n-1 do
D3b1: =D3b1, abbb(n,i,j+100, k+100, | +100), babb(n, i +100, j, k+100, | +100) , bbab(n, i +100, j +10
0, k, I +100) , bbba(n, i +100, j +100, k+100, | ), bbbb(n, i +100, j +100, k+100, | +100) od; od; od; od;

L > D3b1: =D3bl, St ab3b:

# Simplification des équations de cocycles (normalisation) #

#Simplification des équations de 3-cocycle sans b.
> DOb2: =subs({Nor ma}, { DOb1}):

#Simplification des équations de 3-cocycle avec 1 b.
> D1b2: =subs({Norna}, { D1b1}):

#Simplifications des équations de 3-cocycle avec 2b.
> D2b2: =subs({Norna}, { D2b1}):

#Simplification des équations de 3-cocycle avec 3b.
> D3b2: =subs({Norna}, { D3b1}):
> save(D0Ob2, D1b2, D2b2, D3b2, ‘ equati on3u. m );

# Résolution des équations de 3-cocycle  #

#Résolution des équations de 3 coycle sans b.
> Sol Ob: =sol ve( D0b2);

R

XZ,I.I’ b Xy

Xl,z.zzxz,l.laxz.l.zzlaxz.l.lzxz.l.lvxz.z‘z:ROUlOf(_Zz*'_Z*'l)axz.z.lz_%ﬂm
2,11

1+RootOf(_Z*+_Z+1)
X511

S0l00:= (X, 55X 1 1. % 12 L X 15Xy 1 X505 LXK, = X =L X, =1

Xi12=- . X, 1.1 =RootOf(_Z2+_Z+1), X, ,,=1}

#Résolution des équations de 3-cocycle avec 1b aprés simplification par les solutions précédentes.
> for i from1 to nops([SolOb]) do D1b3[i]: =subs(Sol Ob[i], D1b2) od:
> for i from1 to nops([Sol0Ob]) do Sol 1b[i]: =sol ve(D1b3[i]) od;

Sol1by = { X, 1002 = 1. Xy 1100 = %2, Xy 10,1 = 1 XKo 1101 = %02 Xion 1= Kign, 2,20 X2.2.100 = X1, 1020 Ko, 1011 = 1 X,
Xi2.2,1= Xior 2,10 X1.2,100 = %2, X 1100 = X1 1102 X w012 = 1 Xa 1001 = 1 Xi w002 = 1 Xy 5100 = %2, Xy j0,1 = 1
X 1100 = %2, Xign, 1.2 = Xior 2,00 X 1100 = X4 1102 Kion 1.2 = Xion 2,10 X sor 1 = 1 X100 = X102 Xion 2,1 = Xion 2,10

101 = %2,

2
Xipa s Xo =22
22 T
X022 = X oo 1 = 1 X 5100 = X 1102 XK, 100,2 = 1 Xigo 1,2 = Xion, 2,10 Xioo,2,2 = Xioa, 2,20 Xioo, 1.1 = Xion, 2,21 £, 1, 100 = %2,
Xo1000 = %2, X 1002 = %1y Xion 1.1 = Koz, 2,20 %2.2.101 = X1 11020 Ko 1011 = %1 X o101 = %2, X, 0.1 = Xion 2,10 X2, 100 = %2,
Xy, 100.2 = ROOtOF(_Z> +_Z+ 1), X 1 100 = X0, 1,102 X1, 1012 = %o Lo Xy 100.2 = %L, Xo. 1001 = %1,
Xy, 109, = ROOtOF(_Z> +_Z+ 1), X, 5 100 = %2, X, 11,1 = ROOtOF(_Z> +_Z+ 1), X, 1 105 = %2, Xign. 1.2 = Xior.2,10

X100 = X100 Xion 1.2 = Ko, X1 1102 = Xi 11020 Kion 2,1 = Xion 2,10 X, 1012 = RootOf(_Z> +_Z+1), Xio2,2,2 = Xion, 2,22
2

2 XIOZ‘Z.Z
XI. 100,1 = RootOf(_Z"+ _Z+1), Xz. 02,1~ %l, XIU(), = Xl\)2.2. 2 Xlol,z.z = Xl()z.z, 2 Xz, = X > RKo2002 = Xl. 1,102
101,2,1

X 101,25 L Xiog, 2.2 = Xiog, 2,22 Xioo, 1,1 = Xio, 2,20 Xior 2,2 = 2 X52.100 = X1 1102 Xioo,2.1 = Xion, 2.1

oxouuy

€el



XIUU, 217 Xlol,z. 1> Xz 2,100 = Xl, 1,102 Xmu. 127 Xlul.z, g Xluﬂ.z,z = XIUZ. 2,2 X, 02,1~ ROOlOI‘(_ZZ + Z+1), sz, L= Xluz.z,z}

%] := -1 -RootOf(_Z*+ Z+1)
2 2
>(I. 1,102 X102.2,2

%2 =

XIOI,Z‘I

Sol1b, :=

#Résolution des équations de 3-cocycle avec 2b apres simplification par les solutions précédentes.

> for i from1 to nops([Sol1b[1]]) do D2b3[1][i]:=subs(Sol Ob[1], Sol 1b[1][i], D2b2) od:
> for i from1 to nops([Sol1b[1]]) do Sol 2b[1][i]:=sol ve(D2b3[1][i]) od;
1
sﬂ|2b|| = { Xior, 1,102 = %1, X, 100,101 = X5, 101, 100 X1, 100, 102 = X + Xioz, 1012 = Xion, 102, 15 X2, 102, 102 = X1, 102, 1020
1,1, 102

Xio0, 101,2 = %35 X5, 100, 100 = X1, 102, 1020 Xi00,1. 100 = %1 Xy0,2, 100 = %L Xior 1,100 = %1y Xigo, 1,100 = %Ly Xigg, 01,1 = %3,

1 1 1
> Xioo, 102,17 %3, X5 101,100 = > X1 101,100 =
1 1 1 101, 1 XLLIOZ 1, 101, 1 X

X, 102,102

Xio2.2,100 = %1, X5 100,101 = X2 =

2

X
1,1,102 X, 101, 100 Xml.mz,l

1.1,102

Xior, 1101 = Pol, XI!)O‘ Lo = %1, X, 101,100 = X° 101, 1000 XI, 102,102 = Xl. 102, 1022 Xml‘ 02,1~ le. 102,10 xlm. 101, 1

><ml. 02,2~ %3, XI. 102 = X 1,102 Xml, 100,2 = le. 102,10 le.z. 102 = %1, sz. 100,1 = XI()I‘ 102,17 XI‘ 100,100 = Xl. 102, 1022
le. 01,2~ %2, Xz. 101,101 = XI. 102,102 XQ 102,101 = X’Z 101, 1000 Xz 100,102 = Xz. 101, 1007 XI()(L 100,1= %2, sz. L1~ %l,
X

- = = = =q =
100,102,2 ~ Xlt)l. 102, 1 XIt)tL 2101 = %1, Xml.z, 11 = %1, sz. 02,1~ %2, XI()Z‘ 1100 = %1, XL. 102,100 ~

XI(!I,]!)Z‘I’

2,101, 100

1 X 1
> /M, 102,101 —
Xior, 102, 1 Xz 101, 100 >(l. 1,102 >(l. 1,102

Xl. 101, 101 = Xl, 102, 1022 Xioo, 100,2 = %2, X102.2.2 = ’ Xloz, 1002 = %3, XIUZ. 2,102~ Pol,

Xior.2,100 = %1, X5 102,100 = > Xion 1001 = %3, Xigr 2,100 = %1, Xiga 2100 = %1y Xyor 1011 = %20 Xygp, 10,2 = %2,

Xl. 1,102
X1 101,102 = X2, 101, 100 Xioz, 1,100 = %1}
1

%1 =

XIOI. 102, 1 X’.’, 101, 100

1 Xl, 101, 100

xl,lt)z, 102
Q3 =
%3 = Xml, 102, 1 X, 101, 100 XI, 1,102

1
&)|2b|2 = {Xion 1,100 = %4 X 100, 102 = X 3 X 100,102 = Xa, 102, 1015 X2, 102, 102 = X1, 102, 1020 Kion, 2, 101 = %2,

1,1, 102

1 1 1
X5, 100,100 = X1 102, 1022 X100, 102.2 = Xion, 100, 2> Xi02.2, 100 = %5 X5, 100,101 = > X 101102 = > X1 101,100 = >
XI.LIU?. Xl.l.ll)?. Xl.l.lUZ

X|. 102,102 = Xl. 102, 1022 Xioo, 01,1 Xlol. 100,22 Xl. 102 = X1. 1,102 Xioo, 100,15 %3, Xlol. 102,2 = %3, XI(!U. 2,100 = %2,
Xloz, 01,2~ Xior, 100,22 xl. 100,101 = Xz 102, 101> sz. 1100 = %4, XIUU, 11,2 = %l, Xl. 100,100 = ><l, 102, 102> sz.z. 101 = %04,

1
Xa, 101,100 = X1 102, 1020 X102, 100,11 = Xion, 100,20 Xioo, 1,101 = %% Xigo, 2,100 = %o X220 = X X X >
2,102, 101 K101, 1002 A1, 1, 102

Xior, 1,101 = %2 Xior 1011 = %35 Xio, 1101 = %55 Xigo, 2,100 = %55 Kior 1001 = %1 Xy 101,102 = Xs, 102, 101> K00, 100,2 = %35

Xl, 102, 102
le.l.l -

XZ. 102, 101 XIOI. 100,2

= =9 = = —q
2 Xion, 1102 = %2, sz‘ 100.2 = %1, Xml. 02,2 = %1, XZ 101,100 = Xz. 102, 101> Xmo‘ 1102 = %5,

1 1

= q = =9 =q = =
Xior,2,102 = %35 X, 11,1010 = X1, 102, 10 Xion, 101,2 = %35 Xion, 1,100 = %5 Xy 10,101 = > %5 102,100 = X
1,1,102

1,1,102

2 Xior,2, 100 = %4,

- — 0 - - - -
X?, 102,101 ~ X, 102, 101> Xlo?, 1.1 = %1, Xy, 100,2 = Xlol, 100,22 XIOI. 02,1~ X!DI, 100,22 Xl, 102,100 ~ XQ 102, 101> Xloz_z, 102 = %2,

Xion, 102,1 = %3: Xigo, 1,100 = %2 Xyo0,102,1 = %1}
%l = X’Z 102, 101 X]N, 100, 2 xl, 1,102
1 +RootOf( 2>+ Z+1)

%2 =
Xior, 100.2 %2, 102, 101

XIOI. 100, 2 X’.’, 102, 101

%3
X, 102, 102

X5, 102, 101 Xio1, 100.2
1
PS5 =
Xion, 100,2 %5, 102, 101

#Résolution des équations de 3-cocycle avec 3 b apres simplification par les solutions précédentes.
> for i from1 to nops([Sol1b[1]]) do

D3b3[i]: =subs(Sol Ob[ 1], Sol 1b[ 1] [i], Sol 2b[1][i], D3b2) od:
> Sol 3b[ 1] : =sol ve(D3b3[1]);

- =0 = = - -
Sol3b, := { an, 102,100 ~ %1, le, 100,100 ~ XI, 102, 102> Xmo, 100,102 ~ Xml, 101, 102> xlm, 101,100 ~ Xlﬂl, 101, 102> Xior, 102,102 = XI, 102,102
=9 =9 = = = -
xloz, 101,100 ~ %1, le, 100,102 ~ %1, XIOI, 101,102 = Xlol, 101,102 xl, 102,102 = X!, 102, 1022 XIOI, 02,1~ Xior, 102,12 X!DO, 100,100 = s

X!DI, 101,102 Xl, 102, 102

X5, 101,100 = > Xioo, 101,101 = X1, 102, 1022 Xioz, 100,101 = %15 Xion, 100,101 = %1 Xi0a, 100, 100 = X1, 102, 1022

XlDl. 102, 1
Xioo. 102, 102 = X1, 102, 1022 Xioz, 101,102 = %1 Xion, 101,101 = 1+ Xioo, 100,101 = Xion, 101, 102> Ko, 102, 101 = %1 Xy, 100,102 = %1
Xio2,102, 102 = 1 Xigo, 102, 101 = %1 Xioa, 101,101 = X1, 102, 1022 Xioo, 101,100 = %15 Xioa, 102,100 = Xion. 101, 102 Xion, 102, 101 = Xior. 101, 1020
Xior, 102,100 = % 1> Xig0, 101,100 = %1 1 { Xi00, 102 100 = %15 Xio, 100,102 = Xior. 101, 102> Ko, 101, 100 = Xion, 101, 102> Xi02. 101, 100 = %1

XlOl, 101, 102 Xl. 102, 102

le. 100,102 = %l, Xl(u. 101,102 = XI()I, 101,102 XI, 102,102 = XI. 102, 1022 Xml, 02,1~ Xml. 102, 10 Xz. 101,100 =~ X )
101,102, 1

Xioo, 100,100 = -1, X, 100,101 = %1, Xo1, 100,101 = %l, XIOI, 100,100 = =X, 102, 1022 sz‘ 100,100 = _XI, 102,102 Xioo, 102,102 = _Xl. 102, 1022

Xior, 102,102 = X, 102, 1022 xmz, 101,102 = %1, Xml‘ 101,100 = -1, xmo, 100, 101 = Xml. 101, 1022 Xml, 102, 101 = %1, sz, 100,102 = Pol,

Xioa, 102,102 = -1, X0, 102,101 = %1, Xp, 101,101 = _Xl. 102, 1022 Xmo, 101,100 = Pol, Xml 102,100 = xlm. 101, 1022 sz, 102,101 = Xml. 101, 1022

=q = =g
Xior, 102,100 ~ %1, Xigo, 101,101 =~ ~ /M, 102, 1020 Xmo, 101,102 = %1}

L %1 = XI(!I,I()I,H)Z >(IAOZ. 102
[ > Sol 3b[ 2] : =sol ve(D3b3[2]);
&)|3hz = [ XI(H). 101, 100 = %l’ ><I(|2. 100, 100 = Xl()Z, 100, 100* XI(!(). 100, 102 = ><I(H. 101, 102> le. 100, 102 = _%2’ XI(!Z, 100, 101 = _%2'
>(I(H. 101, 100 = ><I(!I. 101, 102> le, 102, 101 = %l, le, 102,102 = ><I(|2. 100, 100* Xl()(!, 102, 100 = %1, Xlﬂ(!, 102, 102 = >(I(|2. 100, 100
>(I(H. 101, 102 = ><I(H. 101, 102> XW(!, 100, 100 = l’ XI(H. 102, 100 = _%2' Xl!)IA 101, 101 = 1* XIU(!, 100, 101 = XI(!I. 101, 102> Xl\)?., 102, 102 = 1’
XIUO. 101, 101 = XI(!Z. 100, 100* XIUZ, 100, 102 = %l, XIU(), 102, 101 = _%2’ Xl()Z, 102, 100 = Xlt)IA 101, 102 XI(!Z. 101, 102 = %l’ XI(!Z, 101, 101 = Xl()?. 100, 100

Xioa, 100, 100 ><ml. 101,102

= =9 = = ==
Xi02, 102, 101 = Xion, 101, 102> Xio1, 100, 101 = % 1> Koy 100,2 = > X1 102,102 = X102, 100, 100 X100, 101, 102 = = %2,

XZ, 102, 101
— g - - — -
102, 101, 100 — /02’ XlOl, 100, 100 = XlOZ. 100, 100* XZ, 102,101 = 732,102, 101 }’ (XIDO 101,100 ~ %1’ XIOZ. 100,100 = XIOZ, 100, 100>

102, 101,100 = %2, Xloo. 101,102 = %2, XIOD. 100,102 = XIOI, 101,102 le, 101,100 = XIOI. 101,102 X, 100, 101 = %2, le, 102,102 = XIOZ. 100, 100>

X
X
X100, 102, 102 = X102, 100, 100> K01, 101, 102 = Xior, 101, 1022 X100, 100, 100 = =L+ Xio, 102, 100 = =% L Xion, 101, 101 = =1+ Xigo, 100, 101 = Xior, 101, 1020
Xio2, 102, 102 = =1 Xior, 102, 100 = %22 Xigo, 102, 101 = %2 Xygo, 101, 101 = Koz, 100, 1000 X102, 102, 100 = Xio1, 101, 102> X102, 101, 101 = X102, 100, 1000
X

= —q =g =— = = — -
102,100,102 ~ %L, Xio1, 100,102 = %2 Xioa, 101,100 = =% L Xioa, 102, 101 = Xion, 101, 1022 Xion, 100,101 = =% Lo Xy 102, 102 = XKooz, 100, 100

VeI

oxouuy



L

[
[

[

[

sz, 100,100 X101, 101, 102

Xior, 1002 = > Xion 102, 101 = =% 1 Xion, 100, 100 = X102, 100, 1000 X, 102, 101 = Xa, 102, 101 }

X5 10,101
%01 := X1, 101, 102 Xio2, 100, 100 RootOf(_Z*+ _Z+1)

%2 = Xyg2, 100, 100 Xion, 101,102 (1 + ROO[O{(_ZZ +_Z+1))
> save Sol Ob, Sol 1b, Sol 2b, Sol 3b, ‘ sol utionl. ni:

Feuille de calcul
solution3u.nmws

Simplification des 3-cocycles usuels du groupe diédral D_3 trouvés dans la feuille de calcul " diedral.mws".
Remarque :1+RootOf(_Z"2+_Z+1)=exp(i*Pi/3);
RootOf(_Z"2+_Z+1)=exp(2*i*Pi/3)
> restart;read solutionl.m;
#Procédure pour réduire les solutions(enleve les égalité du type 1=1)
> enl eve: =proc(EXP) local d,tenp,tenpl,tenp2;tenp: =EXP; d: =0; do d: =d+1;
then break else if tenp[d] then
tenpl: =op(tenp[1..d-1]);tenp2: =op(tenp[d+l..nops(tenp)]);tenp: ={tenpl, tenp2};d: =0
fi;fi;od; RETURN(tenp); end:

if d>nops(tenp)

#Solution sans b

> temp: ={X[ 2, 1, 1] =x, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, Sol 0b[ 1] )) }:
> Sol Ob: =enl eve(tenp);

S0l0b:= (X, 1 ;=L X 5, =L X ZLX o =0 X =X X0 =X 505X Xy 0=

1 1
x’ X

#Solution avec 1b du type 1
> temp: ={X[1,1,102] =t, X[ 101, 2, 1] =r, X[ 102, 2, 2] =s, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t, X[ 101,

2,1] =r, X[ 102, 2, 2] =s, Sol 1b[ 1] [1]))}:
> Sol 1bl: =enl eve(tenp);
Sol1b1 = { X 1022 = 1. X5 102,10 = 1 X 10110 = L X n02 = 1 %o 100,10 = 1 Xy 00,2 = 1 X 100,10 = 1 Xy g1 1 = 1 Xy 010 = 1
Xo1022 = X020 = 1 X 1002 = 1 X 1102 6 Xigr o =1 Xign 2258 X 5000 =6 X 1100 =6 Xy 1101 =6 X0 100 = 8
X210 = 6 Xign 21 =1 Xiga 12 =1 Xior 12 = Xigo 2.1 =1 Xigo, 1.2 =1 Xior 1178 Xigo 11 =8 Xigr 2278 Xig22 =S

s s £s £s s s

s
X =sX=—, = =S X0 = o X = X = =
102,11 r X501 100 r X101 r 1,2, 101 1,2,102 r 1,2, 100 r X110 r }

#Solution avec 1b du type 2

> temp: ={X[1, 1, 102] =t, X[ 101, 2, 1] =r, X[ 102, 2, 2] =s, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t, X[ 101,
2,1]=r, X[102, 2, 2] =s, Sol 1b[1][2]))}:
> Sol 1b2: =enl eve(tenp);

S0l1b2 = { X, 1052 = %1, Xy 1011 = %1, Xy 1002 = RootOf(_Z*+ _Z+1), Xi 1012 = %1 Xy 1002 = %1, Xy 100,1 = %1,
Xy 1002 = ROOtOF(_Z> +_Z+ 1), X, 19,1 =R0OtOf(_Z*+ _Z+ 1), %, 1., =RoOtOf(_Z*+ _Z+1),
Xy, 1001 = RootOf(_Z +_Z+1), Xy 1001 = %L X oy, 1 = RootOf(_Z +_Z+1), Xi 1100 =6 Xior 2.1 =1 Xy, 2,2 =S

Xo2a00 =8 X 1100 T X 0 T8 X 0100 T8 XK 50100 = 6 Xign 21 T Xigg, 12 =1 XKior 1,2 =12 Xigo 2,1 =1 Xigg, 1,2 = 1

s ts ts ts

XlOl,I.l:S>X100‘l.1:s’XIOI.’.’,ZzsxlOO,ZJ:leOZ‘l.l:S’X:T’XZ‘I.IDO: ' XKoo = r X2 = P
ts ts ts
Xi2102= P > X200 = P X0 = " }

%1 :=—1-RootOf(_Z*+_Z+1)

#Solution avec 2b du type 1

[> tenp: ={X[ 2, 101, 100] =m X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 102, 1] =q, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t ,

X[ 101, 2, 1] =r, X[ 102, 2, 2] =s, X[ 2, 101, 100] =m X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 102, 1] =q, Sol 2b[ 1] [1]))

}:
> Sol 2b1: =enl eve(tenp);

1 1 1 1 1
S0l201 = { X, 101,100 = M Xy, 102,100 = Ps Kior 1021 = O Xo, 100, 101 = s X 101,102 = s Xy 101,100 = T X\ 100,102 = s X 102,101 = s
1
XZ. 102, 100 = T‘ XZ. 102, 101 = m XZ. 100, 102 = m Xl, 100, 101 = m Xl. 102, 100 = m Xl. 101, 102 = m Xl. 100, 100 = p‘ XZ. 101, 101 = p’
X5 100,100 = P2 X5, 102, 102 = P X o1, 101 = Ps Xioo, 11,1 = G Xior, 100,2 = & Xioz, 100,1 = b Xioo, 1022 = & Xioa, 101,2 = &
S R SV SV SV VIS SRV B
101, 1,101 — s /MO0, 1,101 — m’ 100,2,102 ~ m’ 102, 1,101 — m’ 100,2, 101 — q m' 101,2,101 — q m’ 102, 1,100 — i
S o C U SIS RS SRS BNV
100, 1,100 — qm’ 100,2, 100 qm’ 101, 1,100 — qm’ 100, 1,102 — qm’ 102,2,101 qm‘ 101, 1,102 ~ qm’ 102,2,102 ~ qm’
1

1
Xior, 2,100 = qm’ Xior, 2,100 = oy Xi02,2, 100 = qm’ Xioo, 1,100 = m Xioo, 10,1 =AM Xigp 10,0 =AM Xy 10,1 =g ML,

1 qm qm qm
Xioo,101,2 =AM Xigy 100,2 =AML Xy 100, =AML, S:ﬁv Xiot, 11,2 :Ts Xioo, 100,1 = T! Xioa, 1021 :TY
qm qm qm p
Xi00,100,2 = P’ Xion, 101,1= p  Xion, 102,20 = p’ r= qu }

#Solution avec 2b du type 2

> tenp: ={ X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 100, 2] =q, X[ 2, 102, 101] =m op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t ,
X[ 101, 2, 1] =r, X[ 102, 2, 2] =s, X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 100, 2] =q, X[ 2, 102, 101] =m Sol 2b[ 1] [2]))

}:
> Sol 2b2: =enl eve(tenp);
1 1 1 1

1
S01202 = { X, 101,100 = M Xy, 102,100 = Ps Kior, 1021 = O Xa, 100,101 = Ts X 101,102 = Ts X\ 101,100 = Ts X\ 100,102 = Ts X 102,101 = Ts

X, 102,100 = ?v X, 102,100 = M X 100, 102 = M Xy 100,100 = M X 10,100 = M Xy 101,102 = M X4 100,100 = P X5, 101, 101 = P

X5, 100,100 = Po X5, 102,100 = P Xi 101,101 = Po Koo, 1011 = & Xion, 1002 = G X0z, 100,1 = & Xioo, 102,2 = & Koo, 101,2 = 0

1
Xion, 1,101 = qm’ Xi00.2,101 = m Xior, 1,100 = qm’ Xio.1,102 = qm’ Xior,2, 102 = m Xio2,2,100 = qm’ Xi0,102,1 =G ML,
1 qm
Xior, 1022 = AME Xygp 1011 = AME Xigg 1012 =AML Xyp 1002 =AML Xy 100,1 = G ML, S:Hv Xior, 101.2 :T’
gqm qm gqm aqm qm p
Xioo, 1001 = P’ Xioz, 102,1 = p’ X100, 1002 = p’ Xior 101,15 p’ X2, 102.2 = p’ r= m qz’
RootOf(_Z*+_Z+1) RootOf(_Z*+_Z+1)
Xior, 1,102 = > Xion 2,100 = %1, Xigo, 2,100 = %1, Xiga, 1,100 = >

mq mq

oxouuy

gel



RootOf(_Z*+_Z+1) RootOf(_Z*+_Z+1) RootOf(_Z*+_Z+1)
3 Xioo, 1, 101 = 3 Xioo,2, 100 = 2 KXo 1,101 = %1,
mq mg mq
RootOf(_Z*+_Z+1)
mq
1 +RootOf(_Z*+_Z+1)
gqm

Xi2.2,101 =

Xioa, 1,102 = %1, Xig1 2,100 = > Xig2,2,100 = %1, Xigp, 1,100 = %1}

Pl =—

#Solution avec 3b du type 1.1

[ > tenp: ={ X[ 101, 101, 102] =w, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t , X[ 101, 2, 1] =r, X[ 102, 2, 2] =s, X[
2,101, 100] =m X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 102, 1] =q, X[ 101, 101, 102] =w, Sol 3b[ 1][1]))}:
[ > Sol 3b11l: =enl eve(tenp);

S0I3011 = { Xino, 100,100 = 1+ Xior, 101, 101 = 1 Xy, 102, 102 = 1+ Xion, 101, 100 = Wa Xion, 100, 100 = Ps Xior, 102, 102 = P: Kioo, 101, 101 = .

X102, 100. 100 = Ps Xi0, 102, 102 = P> X102 101, 101 = Ps Xioo, 100, 102 = Ws Xion. 101, 100 = Ws Xioo, 100, 101 = Ws Xin, 102, 100 = Ws Xy, 102 101 = W
X100, 102, 100 = WP, Xi02, 101, 100 = W P, Xion. 100, 102 = W P: Xioa. 100, 101 =W P: Xion, 100, 101 =W Ps Xioa, 101, 102 = W P: Xion, 102, 101 = WP
wp

Xi02, 100,102 = WP, Xigo, 102, 101 =W P, Xigo, 101, 100 = W Ps Xion. 102, 100 = W Ps Xigo, 101, 100 =W P, M= q }

#Solution avec 3b du type 12

[ > tenp: ={ X[ 101, 101, 102] =w, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t, X[ 101, 2, 1] =r, X[ 102, 2, 2] =s, X[
2,101, 100] =m X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 102, 1] =q, X[ 101, 101, 102] =w, Sol 3b[1][2]))}:
[ > Sol 3b12: =enl eve(tenp);
&)l3b12 = { XIUU. 100, 100 = 7]’ XIOI, 101,101 = 71* XIUZ, 102,102 = 71* Xlol, 101, 102 = W’ Xmo. 100, 102 = W’ XIOI, 101, 100 = W! Xll)(]. 100, 101 = W’
XIOZ, 102, 100 = W’ Xll)?.. 102, 101 = W’ XIUU. 102, 100 =w p’ XlUZ. 101, 100 =w pY Xll)l, 100, 102 =w pY XIUZ, 100, 101 = Wp’ XIUI. 100, 101 =w p'
XIOZ, 101,102 = Wp’ XIUI. 102, 101 =w p’ XlUZ. 100, 102 =w pY XIUU, 102, 101 =w pY XIUU, 101, 100 = Wp’ XIUI. 102, 100 =w p' XlUO. 101,102 =w pY
wp

Xior. 100,100 = 7P Xi02, 100, 100 = 7P Xi00, 102, 102 = 7P o 102, 102 = 7P X0z 101, 101 = P> Koo, 101, 101 = P> M= = }

L q
#Solution avec 3b du type 21

[ > tenp: ={X[ 101, 101, 102] =w, X[ 102, 100, 100] =p, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t, X[ 101, 2, 1] =
r, X[102, 2, 2] =s, X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 100, 2] =q, X[ 2, 102, 101] =m X[ 101, 101, 102] =w, X[ 102, 1

L 00,100]=p, Sol 3b[2][1]))}:

[ > Sol 3b21: =enl eve(tenp);

S013021 := { Xin0, 100,100 = 1+ Xror. 101, 101 = 1 Xy, 102, 102 = 1+ Xion, 101, 100 = Wa Xior, 100, 100 = P> Xior, 102, 102 = P: Kioo, 101, 101 = .

X102 100100 = Ps Xy0, 102, 102 = P> X102 101, 101 = P Xioo, 100, 102 = Ws Xion, 101, 100 = Ws Xioo, 100, 101 = Ws Xion, 102, 100 = Ws Xy, 102, 101 = W

Xioo. 101,100 = %2 Xio1. 100,100 = %1 Kiga, 100,101 = %1 Xion 102, 101 = %2 Kig0, 102 100 = %25 Xion, 102, 100 = %1 Xioa, 100, 102 = %2
pw

Xioo, 102, 101 = % 1> Xy, 101, 102 = %25 Xion, 100, 101 = %25 Xigo, 101,102 = % 1> Xioo, 101,100 = %1, 9 :?}

%1 :=—pW (1 +RootOf(_Z*+_Z+1))

%2 :=WpRootOf(_Z>+_Z+1)

#Solution avec 3b du type 22

[ > tenp: ={X[ 101, 101, 102] =w, X[ 102, 100, 100] =- p, op(subs(X[ 2, 1, 1] =x, X[ 1, 1, 102] =t , X[ 101, 2, 1]
=r, X[ 102, 2, 2] =s, X[ 1, 102, 102] =p, X[ 101, 100, 2] =q, X[ 2, 102, 101] =m X[ 102, 100, 100] =- p, X[ 101

L ,101,102]=w, Sol 3b[2][2]))}:

{ > Sol 3b22: =enl eve(tenp);

S013b22 := { Xi00, 100, 100 = = 1> Xior, 101, 101 = =1 Kin, 102,102 = =1 Xion. 101, 102 = Ws Xioo, 100, 102 = Ws Xion, 101, 100 = Ws Xio, 100, 101 = Ws
Xi02, 102, 100 = We Xi2, 102, 101 = Wo Xion, 100, 100 = ~P- Xioz, 100, 100 = P> Xigo, 102, 102 = ~P» Xion, 102 102 = 7P+ Xy, 101, 101 = P
Xioo. 101,101 = 7P> Xigo, 101, 100 = %2 Xyor, 100, 102 = %1 Xioa, 100, 101 = %1 Xior 102,101 = %22 Xigo, 102, 100 = %2 Xion, 102, 100 = %1

pw
m

Xi02. 100 102 = %22 X100, 102, 100 = %1 Xy, 101,102 = %2: Xion, 100, 101 = %22 Xio0, 101,100 = %1s Xigo, 101,100 = %1, 4= = }

%1 :=-pw (1 +RootOf(_Z*+_Z+1))

%2 :=WpRootOf(_Z>+_Z+1)
[ > save
Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b11, Sol 3b12, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b21, Sol 3b22, ‘ sol uti on3u. m ;

Feuilledecalcul :
script.mws

Donne la feuille de calcul maple qui détermine des 3-cocycles quasi-abéliens associés aux 3-cocycles usuels de la feuille de calcu
"solution3u.mws"

[>restart;

[ #Procédure des équations de la premiere relation de 3-cocycle quasi- abélien.

>Rel ation: =proc(n,gt, ht,kt) |ocal
Z,it,jt,ijt,tenp;Z:=evaln(2z);it:=evaln(it);jt:=evaln(jt);ijt:=evaln(ijt);if gt<=n-1
then if kt<=n-1 then it:=gt; else it:=n-gt nod n;fi;else if kt<=n-1 then

tenp: =(2*n- 2*kt +gt - 100) nod n;it: =100+t enp; el se tenp:=(2*kt-gt-100) nod n;it:=
100+temp; fi;fi;if ht<=n-1 then if kt<=n-1 then jt:=ht; else jt:=n-ht mod n;fi;else if
kt<=n-1 then tenp: =(2*n-2*kt+ht-100) nod n;jt: =100+t enp; el se tenp:=(2*kt-ht-100) nod
n;jt:= 100+tenp;fi;fi;if gt<=n-1 then if ht<=n-1 then ijt:=(gt+ht) nod n; else tenp:=
(gt+ht-100) nmod n;ijt:=tenp+100;fi;else if ht<=n-1 then tenp:=(gt-100+n-ht) nod
n;ijt:=100+tenp;else ijt:=(gt+n-ht) nod

n; fi;fi;Z:=Xgt,ht, kt]*X[kt,it,jt]*1/ X[ gt,kt,jt]*Y[ijt,kt]*1/Y[gt, kt]*1/Y[ht,kt]=1;
end:

#Procédure des équations de la deuxieme relationsde 3 cocycle quasi abélien.

> Relation2:=proc(n,gt,ht,kt) Iocal
Z,jt,ijt,jkt,tenp;Z: =evaln(2);jt:=evaln(jt);ijt:=evaln(ijt);jkt:=evaln(jkt);if
gt<=n-1 then if ht<=n-1 then jt:=gt; else jt:=n-gt nod n;fi;else if ht<=n-1 then
tenp: =(2*n-2*ht +gt - 100) nod n;jt: =100+t enp; el se tenp:=(2*ht-gt-100) nod n;jt:=
100+tenp; fi;fi;if jt<=n-1 then if kt<=n-1 then ijt:=jt; else ijt:=n-jt nod n;fi;else
if kt<=n-1 then tenp:=(2*n-2*kt+jt-100) nod n;ijt: =100+t enp; el se
tenp: =(2*kt-jt-100) nod n;ijt:= 100+tenp;fi;fi;if ht<=n-1 then if kt<=n-1 then
jkt:=(ht+kt) nmod n; else tenp:= (ht+kt-100) nod n;jkt:=tenp+100;fi;else if kt<=n-1
then tenp: =(ht-100+n-kt) nod n;jkt: =100+t enp; el se jkt:=(ht+n-kt) nod
n;fi;fi;Z=1/Xgt,ht,kt]*X[ ht,jt,kt]*2/ X ht,kt,ijt]*Y[gt,jkt]*1/Y[jt,kt]*1/Y[gt, ht]=
1; end:

#Solution des 3-cocycles de groupe usuels.
L > read’ sol ution3u.m:

#Initialisation
L> n:=3:
[ > Equa: =1=1:
[ > NormaY: =Y[ 0, 0] =1:

9¢1

oxouuy



[ > Norma:=X[0, 0, 0] =1:

{ #Equation de normalisation de Y et de X.
> for i from1l to n-1 do NormaY:=NormaY, Y[O0,i]=1,Y[i,0]=1 od:
[>for i fromO to n-1 do NornaY: =NornaY, Y[ 100+i , 0] =1, Y[ 0, 100+i ] =1 od:

#Génere les équations de normalisation de X.
> for i from1l to n-1 do Norma:=Norne, X[i,0,0]=1,X0,i,0]=1,X0,0,i]=1 od:
[>for i fromO to n-1 do Norma: =Nor na, X[ 100+i , 0, 0] =1, X[ 0, 100+i, 0] =1, X[ 0, 0, 100+i ] =1 od:

> for i froml ton-1do for j froml to n-1 do
[ Nor ma: =Norma, X[i,j,0]=1, X[i,0,j]=1,X0,i,j]=1 od; od;

> for i fromO to n-1 do for j from1l to n-1 do
[ Nor ma: =Nor ma, X[ i +100, j, 0] =1, X[i +100, 0, j]=1, X[ 0, i +100, j ] =1 od; od;

> for i froml1lton-1do for j fromO to n-1 do
[ Nor ma: =Norma, X[ i, j +100, 0] =1, X[ i, 0, j +100] =1, X[ O, i , j +100] =1 od; od;

> for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do
[ Nor ma: =Nor ma, X[ i +100, j +100, 0] =1, X[ i +100, 0, j +100] =1, X[ 0, i +100, j +100] =1 od; od;
{ #Equation de 3-cocycle quasi-abélien.
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L

> for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do
Equa: =Equa, Rel ation(n,i,j, k), Relation2(n,i,j,k),Relation(n,i+100,j,k),Relation2(n,i+
100, j, k), Rel ation(n,i,j+100, k), Rel ati on2(n,i,j+100, k), Rel ation(n,i,j, k+100), Rel ati on
2(n,i,j,k+100), Rel ation(n,i+100,j+100, k), Rel ati on2(n, i +100, j +100, k), Rel ati on(n, i +100
,j,k+100), Rel ati on2(n,i+100,j, k+100), Rel ation(n,i,j+100, k+100), Rel ati on2(n,i,j+100, k
+100), Rel ati on(n, i +100, j +100, k+100) , Rel ati on2(n, i +100, j +100, k+100) od; od; od:
> Equan: =subs({Nor ma}, { Nor maY}, { Equa}):
#(fin de lecture pour ex@cuter la feuille de calcul"verification3ga.mws")
> Equall: =subs( Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b11, Equan):
> Equal2: =subs( Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b12, Equan):
> Equa2l: =subs( Sol Ob, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b21, Equan) :
> Equa22: =subs( Sol Ob, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b22, Equan) :
> Sol 11: =sol ve( Equall);
> Sol 12: =sol ve( Equal2);
>
>
>
>

Sol 21: =sol ve( Equa21l);
Sol 22: =sol ve( Equa22) ;
save ‘travail.n;
quit

Feuilledecalcul :
solution3ga.mws

Simplification des solutions obtenues par la feuille de calcul "script.mws".

Remarque :1+RootOf(_Z"2+_Z+1)=exp(i*Pi/3)
RootOf(_Z"2+_Z+1)=exp(2*1*Pi/3)
RootOf(1+_Z"2)=i
RootOf(_Z"2+RootOf(_Z"2+_Z+1))=exp(11*i*Pi/6)
> restart;
[> read ‘travail.ni;
[ #Procédure pour réduire les solutions(enleve les égalité du type I=I)
> enl eve: =proc(EXP) local d,tenp,tenpl,tenp2;tenp: =EXP; d: =0; do d: =d+1;
then break else if tenp[d] then

if d>nops(tenp)

L tenpl: =op(tenp[1l..d-1]); tenp2: =op(tenp[d+1..nops(tenp)]);tenmp: ={tenpl, tenp2};d: =0
fi;fi;od; RETURN(tenp); end:

[ #Solutions correspondant a Equall

[ > Sol 11;
{W=W. Y, 100 = Y5 100 Yioz 100 = 1 Yo, 2 = Moo =L Yo T LY =1, 100= Y 000 PE > Yioo. 102 = 15
Y2, 100 WY, 100
1 1 1
Yioo 101 = 1 Yigo, 100 = 1 Yigo 1 = Y2 =L Yien 2 = Yo 100 = Yo, 000 Y102 = Yo 100 Yioe 1 = > Y100, 100 = 1.
Y2, 100 Y2, 100 Y2100
1 1
Yiori00= 1 Yior 00 = 1 Y12 = LYy 100 = Yo 100 Yo 1 = 1 Yign = 2 Yioo2 = Yo 100 = Yo 000 AW S WY 100 =Y 1000
Y2100 Y2100

1 1 1 1
Yioo.2 = Y, mn’ Yoo =LY = LY 000 = Yo 100 P= WY, Yioo.1 = Y, o Yior2 = Y, w Y2100 = Yo 100 Y1102 = Y2, 1000

1 1 1
Yio1 = Y= LY 0= Yo 00 Yo = 1L Yig = + Yigo.2 = > Ya 100 = Yo, 1000 Yioo, 101 = =15 Yigo 101 =<1

Y2 100 Y2100 Y2 100

L Yio2. 100 = -1 Y12, 100 = =1 Yioo, 100 = ~1s Yior 100 = =15 Yoo, 102 = -1 Yior 102 = -1s Yigr 101 =<1}
[ > tenmp: ={Y[2,100] =1/ (p*w), op(subs(Y[ 2, 100] =1/ (p*w), Sol 11[1]))}:
> Sol 111: =enl eve(tenp);
1 1 1 1

Sol111 :={Y, =wp,Y. =—Y, =wp,Y, =wp,Y, = Y =WpY, =Y. =
{Yi2.2 P Y5, 101 wp' P Yior 1 P Yy 101 wp o P Yy 102 wp 2127 wp
1 1
Y12 =WPR, Y, =wp,Y. =—Y, =—Y, =1, =1.Y,,=1.Y,,=1Y, =1, =1,
1012 P: Yio0,1 P Y3, 100 wp' 10 g Yoz 100 101, 101 22 L1 100, 102 102,101

L Yioo.100 = 1 Yioo 102 = 1 Yioo 100 = 1 Yion 00 = 1 Yion 12 = 1. Y12, = LY, =1}
[ > tenmp: ={Y[2,100] =1/ (p*w), op(subs(Y[2, 100] =1/ (p*w), Sol 11[2]))}:
> Sol 112: =enl eve(tenp);
1
Yo =T

1 1
S0I112:= { Yy, WP, Yy 11 :W7p7 Yioo.2 ZWP: Yior 1 SWP. Yy 4 :W7p wp

1
2 Yioe 1 SWP, Y g :W7p

1 1
Wipy Y1100 :Wip’ Yo, =LY =LY ,=

Yi02.100 = =1 Yio0, 100 = =1 Yior, 100 = =1 Yig0, 100 = =15 Yior, 102 = =1 Yion 101 = -1}

Yior2 SWP, Yigo s WP, Yy 100 = LYy =1 Yig 100 = -1 Yigo 101 =1 Yoo, 102 = -1

[ # Solutions correspondant a Equal2

[ > Sol 12;
{ Y02, 100 = RootOf(1 + 7, Y100, 100 = RootOf(1 + ), Yio1, 102 = RootOf(1 + 7, Y100, 101 = RootOf(1 + ZHw=w,
Yi00. 102 = ROOtOF(1 +_Z%), Yy, 10, = RoOtOF(1 +_Z%), Yyq; 100 = RoOtOF(1 + _Z%), Y, 1o = RootOf(1 + _Z°),
N 1 1 1
Y2100 = ROOtOF(1 + _Z), Y, , = LY, =LY, 5= LY, =LY, 49 =Y 400, P= _m’ Yior2 :m’ Yi0o.1 :m~
Yie.2 :#s Yo, 100 = Y1, 100 Yioz 1 :;~ Y102 = Y1000 Yioo.2 :#, Yior1 :#s Yo, 100 = Y1000 Ya, 102 = Yo, 1000
B (R ' Yiw ' Y T Yo O ' )
Y00 = Yio0 )

[ > tenp:={Y[1, 100] =- 1/ (p*w), op(subs( Y[ 1, 100] =- 1/ (p*w) , Sol 12))}:
[ > Sol 120: =enl eve(tenp);

01120 := { Y4y, 102 = ROOtOF(1 + _Z%), Yy00, 100 = ROOtOF(1 + _Z%), Y, 05 101 = RootOf( 1 + _Z%), Y,00, 101 = RootOf(1 + _Z%),
Yior. 102 = ROOtOL(1 +_Z%), Y,00. 102 = ROOtOL( 1 +_Z%), Yy, 101 = ROOOF(1 + _Z%), Y1 100 = ROOLOF(1 + _Z7),

1 1
p Yior,2= WP, Yigo, 1 = WP, Y, = ~WP, Yy 199 = =

Y!_mn:_W7Ps Y1101 :_Wi

1 1
— Y = WPRY, =
wp' o P: Y5 102 wp

oxouuy

LET



1 1 i
{ Yioo.2 = WP, Yo, 1 =-WP, Yy jo = _Wil.)’ Y02 = _W7' Yoo, 100 =RootOf(1 + _Z7), Y, , =1, Y, ;=LY ,=1.Y,, =1}
[ # Solution correspondant a Equa21
[ > Sol 21;
RootOf(_Z*+ _Z+1) . %1* . %1*
{ Y102, 100 = %1, p= WY, o Y= %1% Yy, = Y0 Yioo. 100 = = %1% Yo 100 = Yo, 1010 Yion 1 = Y, o >
Yi00.100 = %3: Yio1, 102 = %3 Yiog, 101 = %3, Y1 100 = %2, Y5 100 = Yo 1010 Y02, 102 = ~%1°, Yo, = 1", Yior, 100 = %1,
s . R %1 %1
Yi00,100 =ROOtOf(_Z" + _Z+1) %1, Y, | = %1, Y, | = %1, Yy 10 = B2, W=W, Y50, == 5 Yipn2 = s
Y2 101 Ya 01
2 4 %1 %1 .
Yior, 101 = “Ro0tOf(_Z" + _Z+1) %17, Y00, == > Y0 = Ya 000 Yior2 =~ > Y102 = Yo 001 b Yo 101 = %17,
Y2 101 Y2101
Yi00. 102 = %3, Yio1, 102 = ~%3. Yion, 101 = ~%3: Yigg, 102 = %1% Yigr, 100 =1 = RootOf(_Z +_Z+1),
s . RootOf(_Z+_Z+1) . %1* %1
Yior, 101 = RootOf(_Z"+_Z+1) %1", p= Y12 =%l Y, = > Y2100 = Ya 1000 Yion 1 = >
WY, 101 Y2101 Ya 101

Y100 = %2 Y 100 = Ya 101 Ya2 = %1%, Vg0 100 = "ROOOF(_Z2 + _Z+ 1) %1, Y, , = %1% Y, | = %1% Y, 10 = %2, W= W,
%1 %1* %1 %1
m’ 102,2 :m Hv Y101 = Ya 100 Yion2 = _H
Y00 100 =—1 = RootOf(_Z>+_Z+1)}

%1 =1 +RootOf(_Z>+_Z+1)
%2 :=RootOf(_Z>+ _Z+1) Y, o %1*

L %3 :=RootOf(_Z>+_Z+1) %1°

[ > tenmp: ={ Y[ 2, 101] =Root Of (_Z"2+_Z+1)/ (W*p), op(subs( Y[ 2, 101] =Root Of ( _z*2+_Z+1)/ (w*p), Sol
21011 ) }:

[ > Sol 211: =enl eve(tenp);

01211 1= { Y 100 = %1, Y2 = %1, Yigg, 101 = =% 1%, Yign 100 = ROOLOR(_Z + _Z++ 1) %1,

Yigo1 =~ > Y1002 =~ 2 Y02 = Ya w00

Y01, 100 = ROOIOF(_Z> + _Z+1) %1%, Y,y 10 =R0OtOF(_Z +_Z+1) %1%, Yy5 100 = =%1°, Yy 5 = %1%, Vi1 100 = %1,
Yi00.100 = RootOf(_Z> + _Z+1) %1, Y, , = %1%, Y, = %1%, Yio1, 100 = RoOtOF(_Z* +_Z+1) %",

v = %1*wp v _RootOf(7Z2+7Z+1) B %1*wp
T RootOf(_ 22+ Z+ 1) 'Y wp T RootOf( 22+ Z+ 1)
2 2
v _RootOf(_Z*+_Z+1) %1* _ RootOf(_Z*+_Z+1) %' - %1 wp
1, 100 w p s 12,102 w p > 1100, 1 ROO[Of(_ZE + _Z + 1 )-
%1*wp %1 wp RootOf(_Z>+ _Z+1)
Yioo,2 = > s Y1002 =~ 2 s Y01 = s
RootOf(_Z"+ _Z+1) RootOf(_Z"+_Z+1) wp
%1 wp RootOf(_Z>+ _Z+1) RootOf(_Z2+ _Z+1)
Yior,2 =~ 1,102 = > Yo 101 =

RootOf(_Z*+_Z+1)’ wp wp

L %] :=1+RootOf(_Z>+ _Z+1)
[ > tenp: ={ Y[ 2, 101] =Root Of (_z~2+_Z+1)/ (w*p), op(subs( Y[ 2, 101] =Root Of (_Z~2+_Z+1)/ (w*p), Sol

2102]))}:
[ > Sol 212: =enl eve(tenp);

S01212 1= { Yy00, 101 = %1%, Yy0, 100 = "ROOtOf(_Z> +_Z+ 1) %1%, Yygy. 1y = ~ROOLOF(_Z +_Z+1) %1%,
Yi02. 101 = “ROOtOf(_Z> +_Z+1) %1, Y05, 100 = %1% o1, 100 = =1 ~RoOtOf(_Z +_Z+ 1),
Yior. 101 =ROOOF(_Z*+ _Z+ 1) %1%, Y, ;= %1%, Y, , = %1%, Yy 100 = “R0OtOF(_Z* + _Z+1) %1, Y, = %1% Y, | = %1%

%1*wp RootOf(_Z*+_Z+1) %1*wp
Yior,1 = > Yo, 100 = Vi = > s
RootOf(_Z>+_Z+1) wp RootOf(_Z>+_Z+1)
N 2 2
RootOf(_Z*+_Z+1) %1* RootOf(_Z*+_Z+1) %1* %1 wp
1,100 = > Yo 100 = 2 Yigo, 1 =~ 2 s
wp wp RootOf(_Z*+_Z+1)
v = %1*wp v = %1 wp _RootOf(_Z* +_Z+1)
227 RootOf(_Z+_Z+1)" ™" RootOf(_Z2+_z+1) wp ’
%1 Wp RootOf(_Z>+ _Z+1) N
Yipr 2=~ > Y = s Yi02, 100 = =1 =RootOf(_Z"+ _Z+1),
RootOf(_Z>+_Z+1) wp '
_ RootOf(_Z* +_Z+1)
2,101 — w p

%] :=1+RootOf(_Z>+ _Z+1)

[ # Solution correspondant a Equa22
[ > Sol 22;

%1
Yoo
Yior 101 = ~RootOf(_Z*+_Z+1) %1° %2, Yior, 100 = %2. Yo, 100 = ~Ya, 101 RootOf(_Z*+ _Z+1) %1,

(Y2, 100 = Yo, 100 WE W Yigs 100 = %2, Yigo == Yio0, 100 = RoOtOF(_Z* +_Z+1) %2,

Y, , =RootOf(_Z*+ _Z+1),Y, ,=-1-RootOf(_Z*+_Z+1),Y,,=-1-RootOf(_Z+_Z+1),

RootOf(_Z2+ _Z+1) %1 %1
- Yo = Yo 000 Yion2 =

WYZ. 101 e YZ,!UI YZ,!DI
%1% RootOf(_Z>+ _Z+1) o, R N
Yo Ty Yiwun T %2 R0OF 2+ ZH 1) %1, Vi 100 = %17 %2 Y10 =~ 1" %2,
2,101

Y100 = Y, 01 Yio100 = Ya, 1010 Yion, 102 = ~%2 ROO[Of(_ZZ +_Z+1) %L, Yg 101 = ~%1° %2,
%1% RootOf(_Z>+ _Z+1)
Y?., 101

%1 =1 +RootOf(_Z>+_Z+1)

L %2 := RootOf(RootOf(_Z>+ Z+ 1)+ _Z%)

[ > temp: ={Y[2,101] = -RootOf (_Z"2+_Z+1)/w p, op(subs(Y[2,101] =

- Root OF (_Z"2+_Z+1)/ W p, Sol 22))}:

[ > Sol 220: =enl eve(tenp);

$01220 1= { Y,5, 100 = %3, Yi0, 100 = ROOLOF(_Z> + _Z+ 1) %3, Y0, 101 = “R0OtOF(_Z* + _Z+1) %1* %3, Y,y 100 = %3,

%1*
= }

> 11001 =
Y2. 101

02,2~

Y, , =RootOf(_Z*+ _Z+1),Y, ,=-1-RootOf(_Z*+_Z+1),Y, ,=-1-RootOf(_Z+_Z+1),

Y, 1 =Ro0tOf(_Z> +_Z+ 1), Yy09 100 = ~%3 RoOtOf(_Z*+ _Z+1) %1, Y05 10, = %1% %3, Yy09, 101 = =% 1° %3,
%1 wWp

Y, =-%3 RootOf(_Z>+_Z+1) %1, Y, ==%1"%3,Yy 1, = %2 Yy =T
101, 102 102, 101 2,101 102,1 RootOf(_Z"+_Z+1)

%1l wWp

2
RootOf(_Z*+ _Z+1) %l v
RootOf(_Z>+ _Z+1)’

> Y1002 =

%1 Wp v
wp RootOf(_Z*+_Z+1)"

- —g -
2,100 ~ 1,101 = %2, Ylm.z - 1,102

Yior1 :_%IZva Yo 100 = %2, Yy 100 = %02, Ym22=_%12Wp1 Yigo.1 =~ %142‘”’) }
' ' ! ' ) RootOf(_Z"+_Z+1)
%1 =1 +RootOf(_Z>+_Z+1)

RootOf(_Z>+_Z+1)
_T

%2 =

Y1102 = Yo 10 Yo = RoOtOf(_Z2 +_Z+1),

= %2,

8¢1

oxouuy



| %3:=RootOf(RootOf(_Z>+_Z+1)+_2)
[ > save Sol 111, Sol 112, Sol 120, Sol 211, Sol 212, Sol 220, ‘sol ution3qga.nt;

Feuilledecalcul :
soluce.mws

Deuxieme simplification des 3-cocycles quasi-abéliens obtenus et rajout de deux types de solutions. Puis vérification des
résultats trouvés.

[>restart;

[ > read ‘solution3u.n;read ‘solution3ga.ni;

[ #Procédure pour réduire les solutions(enléve les égalité du type I=1)

[ > enleve: =proc(EXP) local d,tenp,tenpl,tenp2;tenp: =EXP; d: =0; do d: =d+1;
then break else if tenp[d] then

tenpl: =op(tenp[l..d-1]); tenp2: =op(tenp[d+1..nops(tenp)]);tenmp: ={tenpl, tenp2}; d: =0
fi;fi;od; RETURN(tenp); end:

if d>nops(tenp)

Solution du premier type :

Sol 1b1:

t enp: =subs(r=s*s/ x, Sol 1b1):
Sol 1bl: =enl eve(tenp);

T

V V V 3#*

Sol1bl = { X, —ix —ix —ix —ix —ix —ix =X Xy g =1
=020 =5 Moz =70 Moz 1,2 =70 Mo 12 =00 Rioo2 =00 Moo 12 =00 Ko = XK 00 =0 X%

XI.Z,IOI:tzx’XLZ.IDZ:tzx’XI,ZJOO:tZX’XZ.l,IOZ:tZX’xl,lOZ,Z:I’XZ‘IO’.’,I:]’XZ.lol‘l:I*XI.IDI.’.’:1*X2,I00.1:1’
X027 L X000 =L X o =5 X 00025 1 X 1002 T 1 X oo 0 =1 X 10025 1 X 1102 =6 Xign 2258 X0 5400 =

L Xia00 =6 X 100 =6 X 0100 F6 %55 100 =6 Xion 1158 Xigo 1,178 Xipr2,20 =8 Xigo, 2,25 S Xip, 1,1 = 8}

[ > tenp: =subs(r=s*s/x, Sol 2bl):

[ > tenp: =subs(g=1/(s*n¥t), tenp):

[ > tenp: =subs(p=1/(x*n¥t*t), tenp):

[ > Sol 2bl: =enl eve(tenp);

1 1 1 1 1 1
S0I201 = { X, 101,100 = M Xo, 100,101 = Ts X 101,102 = Ts X\ 101,100 = Ts Xy 100,102 = 72 X102, 100 = 7 X 102,100 = 70 Ko, 102100 = My

t t t
1 1 1
X, 100102 = M X 0o, 101 = M Xy 102,100 = M X o1, 102 = M. Xigg, 1011 = 5’ Xior 1002 = ﬁ’ Xioz 1001 = ﬁ’
1 1
Xio0, 10,2 = ﬁs Xion, 1012 = ﬁ» Xior 1,101 =St Xioo, 1,101 =St Xioo,2, 100 = St Xiop, 1,101 = ST X0, 2,101 = ST Xio1,2, 101 = ST,
Xio2.1,100 = St Xigo, 1,100 = St Xi00,2.100 = St Xior, 1,100 = St Xigo, 1,102 = S Xigo 2,101 = St Xyop 1,102 = St Xig 5,102 = ST
1 1 1 1
Xior.2,100 = St Xior 2,100 = St Xig2.2. 100 = St Xiga, 1,102 = S Xigo, 1021 :; Xior, 10,2 :; X0, 101.1 :; Xi00, 1012 :;
1 1 1 1 1 1 1
Xio2, 100.2 = gv Xior, 100.1 = gv Xior 10,1 = av X 102,102 = W‘ X 101100 = mv X3 100,100 = W‘ Xy 102,102 = thv
1 1 _txm _txm _txm _txm
X 101101 = mv X1 100100 = mv Xior 1012 = ?, Xio0,100.1 = ?x X2, 1021 —?, Xi0o. 100.2 = ?,

txm txm

Xior 1011 = s 2 Xig, 10,2 = s }

[ > tenp: =subs(r=s*s/x, q=1/ (s*nft), p=1/ (x*nmFt*t), Sol 3b11):
[ > tenp: =subs(w=(n¥x*t)/s, tenp):

[ > Sol 3b11: =enl eve(tenp);
txm txm txm
S013011 := { Xio0, 100,100 = I+ Xror, 101, 101 = 1 Xioa, 102, 102 = 1 Xion, 101, 102 = s X100, 100. 102 = s Xior 101,100 = s
txm txm txm 1 1 1 1
X100, 100, 101 = > X102, 102, 100 = > Xioz, 102,101 = s Xi00, 102, 100 = gv X2, 101, 100 = g’ Xior, 100, 102 :;s Xi02, 100, 101 :g‘
1 1 1 1 1 1
Xior, 100, 101 :;’ Xi0a, 101, 102 = st Xior, 102, 101 = st Xi02, 100, 102 :;~ Xi0o, 102, 101 :3’ Xi00, 101, 100 = st Xior, 102, 100 :g,
X =L x = x ——x ——x = x —
100,101,102 =6 201,100,100 =770 Aot 102,100 = e Moo ton tor =t Koz oo, 100 = 7o oo 102,100 =00
1
Xioz, 101, 101 = )
L xmt
[ > Sol 111: =subs(r=s*s/x, q=1/ (s*n¥t), p=1/ (x*n¥t*t), w=(nmx*t)/s, Sol 111);
S0l111 = {Yig 100 = L Yior 101 = 1 Yoo = L Y11 = 1 Yig0 100 = 1 Yigo 101 = 1 Yigo 101 = 1. Yieo, 102 = 1. Yoo, 100 = 1 Yior, 100 = 1.
1 1 1 1
Yoo = LY 2= LY 1 S LY, 100 =86 Y] 100 =8 Yigo st Yio2.2 st Yo 1010 =St Yigo 2 st Yior1 st Y10 =St
1 1
] YlDZJ:Q* Vi =St Yy 1 = St Y|0|,2:§}
[ > Sol 112: =subs(r=s*s/x, q=1/ (s*n¥t), p=1/ (x*n¥t*t), w=(nmx*t)/s, Sol 112);
S0I112 = { Yyga, 100 = -1s Yior 100 = =1 Yioo. 102 = =1 Yior 102 = -1 Yior 101 = -1 Yigo, 100 = -1, Yo = LY = LY, = 1Y, = 1L
1 1 1 1
Yio2.100 = =1 Yigo 101 = -1s Yia, 102 = =1 Yo, 100 = St Yy 100 = S Vi, :3’ Yio2.2 :av Yo, 100 =St Yigo 2 :;s Yior1 :3’
1 1
Y01 =St Yigy :g’ Yi02 =St Yy 100 =S Vg 5 = ;}
E > tenp: =subs(r=s*s/x, q=1/ (s*nft), p=1/ (x*nmFt*t), Sol 3b12):
[ > tenp: =subs(w=- (n¥x*t)/s, tenp):
[ > Sol 3b12: =enl eve(tenp);
1 1
S013012 := { Xig0, 100, 100 = =1+ Xion, 101, 101 = =1 Xioa, 102, 102 = =1 Xion, 100,100 = = 5 Xio2, 100,100 = ~ 2
xmt xmt
v
100,102,102 = 7775 Aot 102, 102 e o oL 101 e oo 1ot 101 o o1 102 .
X _tme _txmx _tme _lxmx _lxmx _
100, 100, 102 = > Kjo1, 101, 100 = > 100,100,100 = ST Aoz 102,100 T T Kooz 100 = TS Moo, 102,100 = T
1 1 1 1 1 1
Xioo, 101, 100 = _;, Xio1, 100,102 = _;, X2, 100, 101 = _3’ Xio1, 100, 101 = _g- Xioz, 101,102 =~ g’ Xior, 102,101 = _gv
1 1 1 1 1
| Xi02, 100,102 = —;, Xi0o, 102, 101 = —;, Xi0o, 101, 100 = _g’ Xior, 102, 100 = _g’ Xioo, 101,102 =~ g}
[ > Sol 121: =subs(r=s*s/x, q=1/ (s*n¥t), p=1/ (x*n¥t*t), w=- (n¥x*t)/s, Sol 120);
1 1 1
S0l121:={Y,,= LY, ;=LY 5= LY, = 1LY, 100 =St Y, 109 =St Yigo :§~ Yio2.2 za’ Yo 100 =St Yigo 2 :3’
1 1 1 N . N
Y1 = gv Yo =St Yigy :av Vi =St Yy 100 =St Vg 2 = g’ Y102, 100 = ROOtOF(1 + _Z7), Yy, 19 = RootOf(1 + _Z°).
Yio1, 102 = ROOLOF(1 +_Z%), Yy 101 = ROOLOF( 1 + _Z7), Yy09. 10 = ROOtOF(1 + _Z%), Y 10y = RootOf(1 +_Z%),

oxouuy

6¢1



L Yior. 100 = ROOtOF(1 +_Z%), Yy, 1o, = RootOf(1 + _Z%), Y, 10, = RootOf(1 + _Z°)}

Rajout de la solution non trouvée par Maple correspondant aux solutions de la forme Sol121, mais avec un signe négatif devant
les valeurs du type Y[10?,10?].

r>Sol122:={Y[1,2] =1, Y[2,1] =1, Y[2,2] =1, Y[2,100] = t*s, Y[102,1] = 1/t/s,
Y[100,1] = 1/t/s, Y[102,2] = 1/t/s, Y[1,101] = t*s, Y[101,2] = 1/t/s, Y[1,100] =
t*s, Y[2,102] = t*s, Y[101,1] = 1/t/s, Y[2,101] = t*s, Y[101,101] = -

Root OF (1+_Z~2), Y[102,100] = - RootOf (1+ z*2), Y[100,100] = - Root OF (1+_z*2),
Y[ 101,102] = - RootOf (1+_772), Y[100,101] = - Root Of (1+_z*2), Y[100,102] = -
Root Of (1+_2772), Y[101,100] = - RootOf (1+_z*2), Y[102,101] = - Root Of (1+_72),
Y[102,102] = - RootOf (1+_272), Y[1,1] = 1, Y[100,2] = 1/t/s, Y[1,102] = t*s};

901122 := { Y09, 10, = —R0OtOf(1 +_Z%), Yy, 109 = “R0OtOF(1 + _Z*), Yy, 1y = ~RootOf(1 + _Z°),

1 1 1
Yig2, 102 = ~RootOf(1 +_Z°), Y, , = 1, Yi00.2 ::v Yim =St Yo=Y, S LY, 5= 1Y) 00 =St Yigs 1 =70 Yieo =

t ts ts
1 1 1 o
Yioo.2 =Ev Y01 =St Yigr o =g’ Y1100 =St Yo 100 =St Yy = E» Yo 100 =St Yigy, 101 = ~RootOf(1 +_Z°),
Yi02. 100 = “RootOf(1 + ), Y100, 100 = ~RootOf( 1 + 2, Yiot, 102 = ~RootOf( 1 + _Z%), Y100, 101 = “RootOf(1 + _Z*)}

[ # Solution du Type 2 :

[ > Sol 1b2:

[ > tenp: =subs(r=s*s/x, Sol 1b2):
[ > Sol 1b2: =enl eve(tenp);

S0l162:= { X, 1022 = %1, X5 1011 = %1, Xy, 1000 = ROOOF(_Z* +_Z+ 1), X, 1012 = %1, X, 1002 = %1, X 100,1 = %1,
Xy 102.2 = ROOtOf(_Z* +_Z+ 1), X, 1o, =R0OtOf(_Z*+ _Z+ 1), X, o, =RootOf(_Z* + _Z+1),

|9, 1

5 g
X 100,1 = ROOtOF(_Z> + _Z+ 1), %y 10,1 = %1, X 10,1 = ROOIOF(_Z2 + _Z+ 1), Xig121 = Xigg21 = s Kigm 12 =
T T T T X o X T X
_i _i _i ) _i2 _p _p _2 _p
Xior,1,2= X’ Xio0,2,1= M Xioo,1,2 = M Xo 1100 S U XX 10 TEX X 5000 TEX X 5100 TEX X 5100 T X Xy 10 TE X,
Xi102 =6 X022 =8 X0 5000 T8 Xy 1100 =6 X100 T8 X 5100 =6 X5 5100 = 6 Xior 11 =8 Xigo, 1,1 =8 Xjgr 22 =S
Xi0.2.2= S Xip. 1.1 =8}
L %] := -1 -RootOf(_Z*+ Z+1)
[ > tenp: =subs(r=s*s/x, Sol 2b2):
[ > tenp: =subs(g=1/(s*n¥t), tenp):
[ > tenp: =subs(p=1/(nFx*t*t), tenp):
[ > Sol 2b2: =enl eve(tenp);
1 1 1 1 1 1
01262 := { X5 101,100 = M X5, 100, 101 = T’ X5 101102 T’ Xy, 101,100 = T’ Xy, 100,102 = T’ Xy, 102,100 = T’ X, 102,100 = T’ X, 100,100 = ML
X5, 100,102 = M X4 100,101 = M X1 102100 = M Xy 01,102 = M, Xiga 2,100 = St Xigr 1,100 = St Xigo, 1,102 = St Xigr 2,102 = St
1 1 1 1 1 1
Xio0, 10,1 = ga Xior102,2 = g’ Xioz, 1011 = g’ X0, 101,2 = g’ Xioz, 1002 = g’ Xior, 1001 = g’ Xior 1,100 = %L, Xigq 5,101 = %2,
1 1 1 1 1 1
Xior, 10,1 = smt’ 1001011 = smt’ 101,100,2 = Smtvxmz,mo,l = smt’ 1001022 = smt’ X2, 1012 = smt’ Xz, 1,101 =St
Xi00.2.101 = St Xior 1,101 = %22 Xigg 1,102 = %2 Xio1,2,100 = % L. Xiga 2,100 = %2 Xyo0, 1,100 = %22 Xigo, 2, 100 = %2 Xy, 1,100 = %1
1 1 1
Xio,2, 100 = %1y Xio, 1, 101 = %Ly Xigo,2, 100 = % Ls Xy 102,102 = 2 X1, 100, 100 = 2 X 101,101 = 2 X, 100, 100 = 2
mxt mxt Xt mxt
1 X 1 % _lmxX _lmxx _tmxX _tmx
X 102,102 = mx e bttt =T S Aot 1012 = T Moo oo 1 =T Koz ro2 1 =T Moo, 2 =T

—_
tmx tmx e
Xior, 01,1 = s ’ Xioa, 102,2 = s } )
%] :=StRootOf(_Z*+_Z+1)
| %2:=—(1+RootOf(_ Z*+ Z+1))st
[ > tenp: =subs(r=s*s/x, q=1/(s*nft), p=1/ (x*nFt*t), Sol 3b21):
[ > tenp: =subs(w=(x*n¥t)/s, tenp):
[ > Sol 3b21: =enl eve(tenp);
1 1 1
$|3b21 = [ XIUU. 100, 100 = l’ >(IOI, 101, 101 = 1' Xl!)2. 102, 102 = 1‘ XI(H, 100, 100 = 2° Xl!)l. 102, 102 = 2° Xl()\), 101, 101 = 2°
xt t mxt
1 1 1 tmx tmx tmx
XIOZ, 100, 100 = mxtz‘ Xll)(!. 102, 102 = mxt'_" xlUZ. 101, 101 = mxtz’ XIUI. 101, 102 = s i XI(!O. 100, 102 = s i XI()I. 101, 100 = s ’
tmx tmx tmx RootOf(_Z*+_Z+1)
Xi00, 100, 101 = s X2, 102, 100 = s Xz, 102,101 = s Xi00, 101, 100 = st » Xior, 100, 102 = %1,
RootOf(_Z2+ _Z+1) RootOf(_Z>+ _Z+1)
Xioa, 100, 101 = %1, Xior, 10, 101 = st 3 X100, 102, 100 = st 2 Xion, 102,100 = %1,
RootOf(_Z2+ Z+1) RootOf(_Z>+ Z+1)
Xio2, 100, 102 = st 3 Xioo, 102, 101 = %1, Xigo, 101, 102 = st >
RootOf(_Z*+ Z+1)
Xiot, 100,101 = st 3 Xioo, 101,102 = %1, X, 101,100 = %1}
1+RootOf(_Z*+ _Z+1)
Bl =
L ts
[ > Sol 211: =subs(r=s*s/ x, q=1/ (s*n¥t), p=1/ (x*n¥t*t), w=(n¥x*t)/s, Sol 211);
01211 := { Yypy, 100 = ~%1°, Yo, = %1%, Yior, 100 = %1, Yy 5 = %1%, Yioo, 101 = ~%1", Yioo, 102 = ROOIOf(_Zz +_Z+1) %1,
Yio1. 100 = ROOtOF(_Z> +_Z+1) %17, Y0y 19, =R0OtOf(_Z* + _Z+1) %1°, Yy09 10 = RoOtOF(_Z> +_Z+1) %1,
2
Yior. 101 = "ROOtOf(_Z> +_Z+1) %1%, Y, ; = %1%, Y, | = %1% Yy05 100 = %1, Yy 10 =ROOtOf(_Z°+ Z+1) st%l",
%1* %1 s > .
Yo =T Yo = %2 Yy S T, Y, 100 =RootOf(_Z*+_Z+1) st%l’,
"' RootOf(_Z*+ Z+1)st’ * "' RootOf(_Z*+ Z+1)st’ "
Y, AN Y, %2, Y, %2, Y, %2, Y, %l
L P — =%2, =%2, =%2, I ——
102,2 ROO[OI‘(_Z“'{'_Z‘F I)St 2,101 1,102 1,101 101,2 ROQ[OI‘(_Z“'F_Z'{' ])St
v _ %1 v _ %1
1T RootOf(_ 22+ Z+1)st’ 7 RootOf(_Z2+ Z+1)st
%1 :=1+RootOf(_Z"+_Z+1)
L %2 :=StRootOf(_Z*+_Z+1)
[ > Sol 212: =subs(r=s*s/x, q=1/ (s*n¥t), p=1/ (x*n¥t*t), w=(nmx*t)/s, Sol 212);
S01212:= (Y, , = %1% Y, , = %1%, Y, = %1% Y, = %1% Y, 0 = RootOf(_Z>+_Z+1) st%l*,
Y, ) Y. %2, Y, S (| — Y, RootOf(_Z*+ _Z |)2 t%1°
= 5 Yo 100 = %02, = s =Root + Z+1) st%l’,
T RootOf(_ 22+ Z+1)st’ ' 17 RootOf(_ 22+ Z+1)st’ 'Y -
Y, —%14 Y, %2, Y, %2, Y, %2, Y, —%]
2= i =72, =%2, = %2, 2= 5
%27 RootOf(_Z2+_z+1)st” ' -0 Lo %27 RootOf(_Z>+_Z+1) st .
Y, %l Y, %l Y, RootOf(_Z>+ Z+1) %l =
=- 3 =- 3 = —Rootf + Z+ o1,
01T RootOf(_ 22+ Z+1)st’ ™7 RootOf( 22+ z+1)st’ ' - - %
Yio1. 101 = ROOWOF(_Z> + _Z+1) %1%, Y00 101 = %1%, Yy00, 100 = “ROOLOF(_Z> + _Z+1) %1°, %é
Yio1. 100 = “ROOtOf(_Z* +_Z+1) %17, Y, 10 = “R0OtOF(_Z* + _Z+ 1) %1’, Y, 100 = %15,



Yior. 100 = =1 =RootOf(_Z*+_Z+1), Y,p5 100 =1 —RootOf(_Z*+_Z+1)}
%] :=1+RootOf(_Z>+ Z+1)
L %2 :=StRootOf(_Z>+ _Z+1)
[ > tenp: =subs(r=s*s/x, q=1/ (s*n¥t), p=1/ (x*n¥t*t), Sol 3b22):
[ > tenp: =subs(w=-(nfx*t)/s, tenp):
[ > Sol 3b22: =enl eve(tenp);

1 1

S013022 := { X0, 100, 100 = =1 Xior, 101, 101 = =L Xioa, 102, 102 = =L+ Xjor, 100, 100 = = 5 X102, 100,100 = ~

mxt mxt’
X —;X —;X —;X —;X o imx
100, 102, 102 mx e on 102102 mx oz 101101 mx 10 0t 1ot Mk 100,100,101 s’
tmx tmx
X2, 102,100 =~ s ’ Xioo, 102,101 =~ > X1z, 101,100 = %25 Xior, 102, 100 = %22 Xiga, 100,102 = % L. Xigo, 102, 101 = %2,
tmx tmx tmx
Xz, 101,102 = %L Xior, 100,101 = %Ly Xigo, 101,102 = %2 Xyon, 101,102 = ~ s Xi00, 100,102 =~ s Xior, 101,100 =~ s
Xioo. 101,100 = % 1. Xio1. 100,100 = %25 Kigo, 100, 101 = %2, Xion, 102,101 = %1 Ko, 102, 100 = %1}
RootOf(_Z*+ _Z+1)
Pl =———
st
1+RootOf(_Z>+ Z+1)
2=
L ts
[ > Sol 221: =subs(r=s*s/ x, g=1/ (s*n¥t), p=1/ (x*n¥t*t), w=- (n¥x*t) /s, Sol 220);
S0l221 := { Y, e Y, RootOf(_Z*+_Z l)Z t%2, Y, %3, Y, %3. Y, %2
= = 5 - = —Root L+ L+ St %2, = %3, =%3, PN
100,1 RootOf(_Z+ Z+ 1) st 2,100 2,102 1,100 022"
Y, %ZZY 2 Y, %1 RootOf(_Z>+_Z+1) %2, Y, %2% %1
=, =, , =—%]1 Roott + + 02, Y, =% o1,
01,1 =g Tz RootOf(_Z2+ Z+1)st 100, 102 Lt 102, 102

Yioo. 101 = -%2’ %], Yior 100 = %1 ROO‘Of(_ZZ +_Z+1) %2, Yy 101 = ~%2° %1, Yic0, 100 = ROO[Of(_ZZ +_Z+1) %1,
Yior. 10 = ~ROOtOF(_Z +_Z+1) %2° %1, Yy 109 = %1, Y, , = RootOf(_Z> +_Z+1),Y, ,=-1 —RootOf(_Z*+ _Z+1),

Y, =-1- RootOf(_Z*+_Z+1), Yo 101 = %3, Y 100 = %3, Y 101 = %3, Yior2 = —$,
_ %2

" RootOf(_Z2+_Z+1)st’
%] :=RootOf(RootOf(_Z>+ _Z+1)+_Z%)
%2 :=1+RootOf(_Z>+ _Z+1)

%3 :=StRootOf(_Z*+_Z+1)

Yoo Y, | =RootOf(_Z>+ _Z+1), Y4y 109 = %1}

les valeurs du type Y[10?,107].

[ > Sol 222: ={ Y[ 100, 102] =

Root OF (Root OF (_Z"2+_Z+1) +_Z"2) *Root Of (_Z"2+_Z+1) *(1+Root O (_Z"2+_Z+1)), Y[102,102]
- (1+Root OF (_Z"2+_Z+1) ) ~2* Root Of (Root Of (_Z"2+_Z+1) +_Z"2), Y[100,101] =

(1+Root Of (_Z~2+_Z+1) ) ~3* Root Of (Root Of (_Z~2+_Z+1) +_Z"2), Y[102,100] =

- Root OF (Root OF (_Z"2+_Z+1) +_Z"2), Y[101,102] =

Root Of (Root Of (_Z"2+_Z+1) +_Z"2) *Root Of (_Z"2+_Z+1) *(1+Root Of (_Z"2+_Z+1)), Y[102, 101]

(1+Root Of (_Z~2+_Z+1) ) ~3*Root Of (Root Of (_Z"2+_Z+1)+_Z"2), Y[100, 100] =

- Root OF (_Z"2+_Z+1) *Root Of (Root O (_Z"2+_Z+1) +_7~2), Y[101,101] =

Root OF (_Z"2+_Z+1) *( 1+Root OF (_Z"2+_Z+1) ) *3*Root Of ( Root OF (_Z"2+_Z+1) +_7Z"2),
= -Root O (Root OF (_Z"2+_Z+1)+_7"2), Y[2,2] = RootOf (_Z"2+_Z+1), Y[1,2] =

Rajout de la solution non trouvée par Maple correspondant aux solutions de la forme Sol121, mais avec un signe négatif devant

Y[ 101, 100]

\%2

\%

\%

-1-Root Of (_Z"2+_Z+1),
Root OF (_Z"2+_Z+1)*t*s,

Y[2,1] = -1-Root O (_Z"2+_Z+1),
Y[ 100, 2] =

Y[1,102] =
-(1+Root OF (_Z"2+_Z+1))/ Root Of (_Z"2+_Z+1)/ t /s,

Y[1,101] = Root Of (_ZA2+ Z+1)*t*s, Y[101,2] =
- (1+Root OF (_Z"2+_Z+1) )/ Root Of (_Z~2+_Z+1)/t/s, Y[100,1] =
(1+Root Of (_Z"2+_Z+1) ) 4/ Root Of (_Z"2+_Z+1)/t/s, Y[2,100] =
- Root Of (_Z"2+_Z+1)"2*t *s*(1+Root Of (_Z"2+_Z+1)), Y[2,102] = Root Of (_Z"2+_Z+1)*t*s,
Y[102,2] = (1+Root Of (_Z~2+_Z+1))~2/t/s, Y[101,1] = (1+Root Of (_Z 2+ _Z+1))"2/t/s,
¥[102,1] = -(1+Root OF (_Z"2+_Z+1))/Root Of (_Z~2+ z+1)/t/s, Y[2,101] =
Root OF (_Z"2+_Z+1)*t*s, Y[1,100] = RootOf (_Zr2+_Z+1)*t*s, Y[1,1] =
Root OF (_Z"2+_Z+1)};
>
01222 := { Y, —%14 Y. RootOf(_Z*+_Z 1)Z t%l,Y, %2, Y, %2, Y, 7%12
= = 5 Y5 100 = ~Root! +_Z+ S s = %2, =02, = >
100, 1 RoolOf(_Zz+_Z+ st > 100 = = o 2,102 = 70 1,100 = 70 102,2 st
%1% %1 o, N
Yior1 = st Vo2t =- RootOf( 24 74 I)St’ Yi00, 100 = %3 RootOf(_Z"+ _Z+ 1) %1, Y5, 100 = =% 1" %3,
Yig0.101 = %1 %3, Y105, 100 = =%3, Yio. 102 = %3 RoOtOF(_Z> + _Z+1) %1, Yy, 10y = %1° %3,
Y00, 100 = ~ROOtOF(_Z + _Z+ 1) %3, Y,1. 101 = RoOtOF(_Z* +_Z+ 1) %1% %3, Yyo1 100 = —%3, Y, , = RootOf(_Z* + _Z+ 1),
Y, ,==1=RootOf(_Z*+_Z+1),Y, ; ==1 =RootOf(_Z*+_Z+1),Y, 10, = %2, Y, 100 = %2, Y, 101 = %2,
%1 %1 N
Yior2=" > Y2 =— > .Y, 1 =RootOf(_Z"+ _Z+1)}
RootOf(_Z"+_Z+1)st RootOf(_Z"+_Z+1)st
%1 =1 +RootOf(_Z>+_Z+1)
%2 :=StRootOf(_Z>+ _Z+1)
L %3:=RootOf(RootOf(_Z>+ _Z+1)+_Z%)
[ > save

Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b11, Sol 111, Sol 112, Sol 3b12, Sol 121, Sol 122, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b2
1, Sol 211, Sol 212, Sol 3b22, Sol 221, Sol 222, *sol si np3u. ni;

[ # On vérifie que les solutions sont effectivement des solutions.
[>read(‘travail.m);read(‘sol sinp3u.ni);read(‘equation3u.n);
r>

verif:=proc(tenp) local i,test;for i from1 to nops(tenp) do if
eval c(convert(tenp[i],radical)) then test:=1 else test:=0;print(’ FAUX ); break
fi;od;if test=1 then print(’Correct’) fi;end:
t enp: =subs( Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b11, { op(DOb2), op(D1lb2), op(D2b2), op(D3b2)}): veri f(
tenp);

Correct
t enpl: =subs( Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b12, { op( DOb2), op(D1b2), op(D2b2), op(D3b2)}): veri f
(tenpl);

Correct
t enp2: =subs( Sol Ob, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b21, { op( DOb2), op(D1b2), op(D2b2), op(D3b2)}): veri f
(tenmp2);

Correct
t enp3: =subs( Sol Ob, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b22, { op( DOb2), op( D1b2), op(D2b2), op(D3b2)}): verif
(tenp3);

Correct
Equall: =subs( Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b11, Equan): t enp: =subs( Sol 111, Equall): verif (tenp
)

Correct
t enp: =subs( Sol 112, Equall): verif(tenp);

Correct
Equal2: =subs( Sol Ob, Sol 1b1, Sol 2b1, Sol 3b12, Equan): t enp: =subs( Sol 121, Equal2): verif (tenp

Correct

oxouuy

1vL



> tenp: =subs(Sol 122, Equal2): verif (tenp);
Correct
[ > Equa2l: =subs( Sol Ob, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b21, Equan) : t enp: =subs( Sol 211, Equa21): verif (tenp
L Correct
> tenp: =subs(Sol 212, Equa21l): verif (tenp);
Correct
[ > Equa22: =subs( Sol Ob, Sol 1b2, Sol 2b2, Sol 3b22, Equan) : t enp: =subs( Sol 221, Equa22): veri f (tenp
)
L Correct
> tenp: =subs( Sol 222, Equa22): verif (tenp);
{ Correct

Feuilledecalcul ©

Détermine si la solution P.Q.R est un cobord.

L #Initialisation des variables.

[>restart;n:=3:read ‘solsinm3u.ni;

[ #Procédure pour réduire les solutions(enleve les égalité du type 1=1)

[ > enl eve: =proc(EXP) |ocal d,tenp,tenpl,tenp2;tenp: =EXP; d: =0; do d: =d+1;
then break else if tenp[d] then
tenpl: =op(tenp[1l..d-1]); tenp2: =op(tenp[d+1l..nops(tenp)]);temp: ={tenpl, temp2}; d: =0
fi;fi;od; RETURN(tenp); end:

if d>nops(tenp)

#Assigne a chaque inconnue la valeur de la solution.

[>for i from1 to nops(SolOb) do assign(SolOb[i]) od;

> for i from1l to nops(Sol 1bP) do assign(Sol 1bP[i]) od;

> for i from1 to nops(Sol 2bP) do assign(Sol 2bP[i]) od;

> for i from1l to nops(Sol 3bPQ do assign(Sol 3bPQi]) od;

> for i from1l to nops(Sol PQR) do assign(Sol POR[i]) od;

> for i fromO to n-1do Xi,0,0]:=1;X0,i,0]:=1;X0,0,i]:=1;Y[i,0]:=1;Y[0,i]:=1 od:
> for i fromO to n-1 do

X[ 100+i , 0, 0] : =1; X[ 0, 100+i , 0] : =1; X[ 0, 0, 100+i ] : =1; Y[ 100+i , 0] : =1; Y[ 0, 100+i ] : =1 od:

> for i from1lto n-1do for j from1l to n-1 do X[i,j,0]:=1;X[i,0,j]:=1;X0,i,j]:=1
od; od;
> for i fromO to n-1 do for j from1l to n-1 do

X[i+100,j,0]:=1; X[i+100,0,j]:=1; X[ 0,i+100,j]:=1; X[j,i+100,0]:=1; X[j,0,i+100]:=1; X[ O,
j,i+100]: =1 od; od;

> for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do
X[ i +100, j +100, 0] : =1; X[ i +100, 0, j +100] : =1; X[ O, i +100, j +100] : =1 od; od;

#Ecriture des procédures pour les équations d’existence d’un cobord pour ce cocycle.

> aaa: =proc(n,p,q,r) local Z; Z =evaln(2);Z: =X[q,r]*(1/ X[ (p+q mod n),r])*X[p, (gq+r nmod
n)]*(1/ X[p.al)=X[p,q.r];end:

> aab: =proc(n,p,q,r) local Z u,v;u:=qg+r-100 nmod n;Z: =eval n(2);Z:=X[q, r]*(1/ X[ (p+q nod
n), r]1)*X[p, 100+u] *(1/ X[ p, q] ) =X[ p, g, r]; end:

> aba: =proc(n, p,q,r) local Z u,v;u:=q+p-100 nod n;v:=n-r+g-100 nod

[

vV V VYV \%

\%

:=eval n(2);Z:=X[q, r] *(1/ X[ 100+u, r])*X[ p, 100+v] *(1/ X[ p,q] ) =X[p, q, r] ; end:
=proc(n,p,q,r) local Z u;u:=p+n-qg-100 nod

:=evaln(2);Z:=X[q, r]*(1/ X[ 100+u, r])*X[ p, (g+r mod n)]*(1/ X[ p,q])=X[p,q,r];end:
:=proc(n,p,q,r) local Z u,v;u:=p+g-100 nod n;v:=g- 100+n-r+100 nod

=evaln(2); Z:=X[q, r]*(1/ X[u+100,r])*X[ p, vl *(1/ X[ p,q] )=X[p, q, r]; end:
:=proc(n,p,qg,r) local Z u,v;u:=(p-100)+n-q nmod n;v:=r-100+q nod

n; Z:=eval n(2);Z:=X[q, r]1*(1/ X[u+100, r])*X[ p, v+100] *(1/ X[ p, q] ) =X[ p, g, r] ; end:
:=proc(n,p,q,r) local Z u,v;u:=p-100+n-qg+100 nmod n;v: =g- 100+n-r nod
=evaln(2); Z:=X[q,r]*(1/ X[u, r])*X[ p, v+100] *(1/ X[ p, q] ) =X[ p, q, r] ; end:
=proc(n,p,q,r) local Z u,v;u:=p-100+n-q+100 nod n;v: =g- 100+n-r+100 nod

agh

n; Z:=evaln(2); Z:=X[q, r]*(2/ Xu, r])*X[p,v]*(1/ X[p,q])=X[p,q, r]; end:

aa: =proc(n,p,q) local Z;Z =evaln(Zz);Z:=X[p,q]l*1/ X[ q,p]l=Y[p,dq];end:

ab: =proc(n,p,q) local Z u;u:=n-p nod n;Z:=X[p,q]*1/ X[ g, u] =Y[p, q]; end:

ba: =proc(n, p,q) local Z u;u:=2*(n-q)+p-100 nod n; Z: =X[ p, q] *1/ X[ g, u+100] =Y[ p, q] ; end:
bb: =proc(n, p, q) local Z, u;u:=2*(g-100)+n-p+100 nod

n; Z: =X[ p, q] *1/ X[ g, u+100] =Y[ p, q] ; end:

conj 2: =proc(n, gt, xt,yt) local

xt1,ytl, Z tenp; Z: =eval n(Z) ; xt 1: =eval n(xt 1) ; yt1: =eval n(yt1);if xt<=n-1 then if
gt<=n-1 then xt1l:=xt; else xtl:=n-xt nod n; fi;else if gt<=n-1 then

tenp: =2*(n-gt) +xt - 100 nod n; xt 1: =100+t enp; el se tenp: =2*gt - xt-100 nod

n; xt 1: =100+t enp; fi;fi;if yt<=n-1 then if gt<=n-1 then ytl:=yt; else ytl:=n-yt nod n;
fi;else if gt<=n-1 then tenp:=2*(n-gt)+yt-100 nod n;yt1l: =100+t enp; el se

tenp: =2*gt-yt-100 nod n;yt1:=100+tenp; fi;fi;Z:=(1/ X[ xt,yt])*X[xt1, yt1] =1; end:

#Equations d’existence d’un cobord pour la solution de type P.Q.

>
>
>
>

vV Vv

>
>
>

Nor ma2: =X[ 0, 0] =1: CoDOb1: =0=0: CoD1b1: =0=0: CoD2b1: =0=0: CoD3b1: =0=0: Equacob: =1=1:

for i fromO to n-1 do Norma2:=Nor ma2, X[ 100+i, 0] =1, X[ 0, 100+i ] =1 od:
for i froml to n-1 do Norna2:=Norma2, X[i,0]=1, X 0,i]=1 od:
for i fromO to n-1 do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do

CoDOb1: =CoDOb1, aaa(n,i,j, k), conj2(n,i,j,k),conj2(n,i+100,j,k) od;od; od;

for i fromO to n-1 do for j fromO to n-1 do CoDObl: =CoDOb1, aa(n,i,j) od;od;

for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do

CoD1b1l: =CoD1b1, aab(n,i,j, k+100), aba(n,i,j+100, k), baa(n, i +100, j, k), conj 2(n, i, j +100, k)
, conj 2(n,i+100,j +100, k), conj 2(n,i,j, k+100), conj 2(n, i +100, j, k+100) od; od; od;

for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do

CoD1b1l: =CoD1b1, ab(n, i, j +100), ba(n, i +100, ) od; od;

for i fromO to n-1 do for j fromO to n-1 do for k fromO to n-1 do

CoD2b1l: =CoD2b1, abb(n, i,j+100, k+100), bab(n, i +100, j , k+100), bba(n, i +100, j +100, k), bbb(n,
i +100, j +100, k+100), conj 2(n, i, j +100, k+100), conj 2(n, i +100, j +100, k+100) od; od; od;

for i fromO ton-1do for j fromO to n-1 do CoD2bl: =CoD2b1, bb(n, i +100, j +100)

od; od;

CoDOb2: =subs({ Nor na2}, { CoDOb1}):

CoD1b2: =subs({Nor na2}, { CoD1b1}):

CoD2b2: =subs({ Nor na2}, { CoD2b1}):

Pour chaque type de 3-cocycle quasi-abélien trouvé, on crée une feuille de calcul avec la mame en-tate. On trouve alors les

r>

>

L résultats suivants :

[ #Résolution des équations de cobord. Cas 1.1.1; c’est un cobord.
[ > sol ve(CoDOb2);

2

2

(X=X 1 X,y :XZ_Z,X:%, X=X 0 %1 =%, 1}
Sol coOb: ={ X[ 2, 2] =a, X[ 1, 1] =a, X[ 2, 1] =a"2/ x, X[ 1, 2] =a"2/ x};
Sol(;oOb::(XZVZ:a,X,_I:a,Xl,:%2 g

CoD1b3: =subs( Sol coOb, CoD1b2) :

X =}

oxouuy



[ > Sol bi s: =sol ve( CoD1b3) ;

Solbis = { X, 100 = Xior,1 St X101 = Xion, 1- Xi00,2 = Xior. 12 X2, 102 = X101, 1 St Xior.2 = Xion, 1 X122 = Xion, 12 X1 101 = Xior.1 St

L X102 = X011 S X5 100 = Xior1 S Xg 101 = Xigr 1 St Xig 1 = Xigy, 1: X=X E=1,5=8 Xy 1 = Xjpy 1, 2= S Xyg  }
[ > tenp: ={X[ 101, 1] =a/ s, op(subs( X[ 101, 1] =a/s, Sol bi s))}:
[ > Sol colb: =enl eve(tenp);

’ ><IOD. 2=

X100 F 8L Xig1 2= 5 X = 5 X i = at Xy = at,

Solcolb = { X g x t, X, a a
colb:= ==, =at, == -
101, 1 s 1, 100 100, 1 s s

a
Xo 100 =86 Xy o =AL Xy :g}

E > CoD2b3: =subs( Sol co0b, Sol colb, CoD2b2) :
[ > Sol bi s: =sol ve( CoD2b3) ;

. _ _ _ _ _ _ _ txmxlﬂl.lol
Solbis:= {m=m X,g 100 = X101, 100 Xio2, 102 = K01, 101 Ko, 101 = Xion, 101 X0, 102 = Xion, 102> X100, 100 = Xior, 101> 8= X
01,102

L Xioo, 101 = Xiot, 1020 X102, 101 = Kior, 102> Xioo, 102 = Xiot, 102> Xior, 100 = Xior, 10 X=X, t =1, =8}

#Résolution des équations de cobord. Cas 1.1.2; on ne peut pas conclure.

> sol ve( CoD0b2) ;

X1
(X=X X, =X 1 X= X =X X =X )

L X5
[ > Sol coOb: ={X[ 2, 2] =a, X[ 1, 1] =a, X[ 2, 1] =a*2/ x, X[ 1, 2] =ar2/ x} ;
a o
Solcob = { X, , =a X, =&, X, , :?, XLZZT)

[ > CoDLb3: =subs( Sol coOb, CoD1b2) :
[ > Sol bi s: =sol ve( CoD1b3);

Solbis:= { X, 101 = Xj00,2 St Xigr,2 = Xigo, 20 X2, 100 = Xioo,2 St 8= X002 S X5 102 = Xi0.2 S Xy 102 = Xjgo,2 St X 191 = Xjgo 2 St

L Xio2.1 = Xi00,2» X102.2 = Xi100,22 Xio0,2 = Xjo0,2: 1 =1 SZS X=X Koo 1 = Xign, 22 X1 100 = Xi00,2 St Xior, 1 = Xigo,2 }
[ > tenp: ={X[ 100, 2] =a/ s, op(subs( X[ 100, 2] =a/s, Sol bi s))}:
[ > Sol colb: =enl eve(tenp);

a
Solcolb := (szzg, Xy 0 =at X, = s

a a a
S X0 =ab Xy 10 =t X 1y = AL X,y =AL Xy :g’ Xip,2 = S

X 2 X t, X 2 }
=—, =at, =—
100,17 o> 7M. 100 0L~ o

E > CoD2b3: =subs( Sol coOb, Sol colb, CoD2b2) :
> Sol bi s: =sol ve( CoD2b3) ;
{ Solbis:=

#Résolution des équations de cobord. Cas 1.2.1; on ne peut pas conclure.

r> sol ve( CoDOb2) ;
2 2
Xl.l Xl.l
(X=X %, = < X =X X=X X 5= " }

[ > Sol coOb: ={X[2,2]=a, X1, 1] =a, X[ 2, 1] =a"2/ x, X[ 1, 2] =a"2/ x};
a’ a
SolcoOb = { X, ,=a X ;=a X, | :?, Xl,zz;)

[ > CoDLb3: =subs( Sol coOb, CoD1b2) :

[ > Sol bi s: =sol ve( CoD1b3) ;
Solbis = { X, 100 = Xio0,2 St X=X Xy 101 = Xig0,2 ST Xior, 1 = Xi0,20 Xior,2 = X100, 2 X122 = Xioo, 2> X1, 100 = Xio0,2 5. 8= Xig,2 S,

L Xioo.1 = Xi00,2» Xi02.1 = X002 X2, 101 = X002 ST X5, 100 = Xi0,2 S Xy 100 = Xjg0,2 St Xjgg,2 = Xjgo, 2 t =1, 8= 5}
[ > tenp: ={ X[ 100, 2] =a/ s, op(subs( X[ 100, 2] =a/ s, Sol bis))}:
[ > Sol colb: =enl eve(tenp);

a
Solcolb := { X4 , = g’ X o =at X, =

a
S

a
X =at X i Fat X, jp=at X o = at Xy, :g

o |

2 Xi,2 =

a a
Xigo,1 :§~ X100 = AL Xy 4 :g)
[ > CoD2b3: =subs( Sol co0b, Sol colb, CoD2b2):
> Sol bi s: =sol ve( CoD2b3) ;
{ Solbis:=

#Résolution des équations de cobord. Cas 1.2.2; on ne peux pas conclure.

> sol ve(CoDOb2);

X
{XZ.I :XI,Z’ XZ.Z :Xl.h >(l,l :XI.I’ XI.2:X1,Z’ X= X }
r > Sol coOb: ={X[2,2]=a, X1, 1] =a, X[ 2, 1] =a*2/ x, X[ 1, 2] =a"2/ x};

2
a

Solcodb := { X, , =a X | :aﬁxl_2:7’ X0 =
[ > CoDLb3: =subs( Sol coOb, CoDLb2) :
[ > Sol bi s: =sol ve( CoD1b3);

Solbis := { Xi00,1 = Xion, 1 Xs, 100 = St Xjg1, 15 Xign,2 = Xior, 12 8= S Xjgp, 15 Ko, 1 = Xior, 12 X1, 100 = St X011 X1 101 = S Xjgq, 1
L X102 =St X 01,1 X5 102 = ST Xigp 1 Xy 101 TS X011, STS X=X U= Xigy 1 = Xior 1 Xioo,2 = Xior, 1> Xior,2 = Xior, 1 }
[ > tenp: ={X[ 101, 1] =a/ s, op(subs( X[ 101, 1] =a/ s, Sol bis))}:
[ > Sol colb: =enl eve(tenp);

a
Solcolb = {Xjp, = . Xy 11 AL Xygy 2 =

a
S S

a a
X 0= at Xy =at X =at X, o =at X =§' Xip.2 = g

a a
X001 :§~ X100 =84 Xy =g}

E > CoD2b3: =subs( Sol co0b, Sol colb, CoD2b2):
> Sol bi s: =sol ve( CoD2b3) ;
{ Solbis:=

#Résolution des équations de cobord. Cas 2.1.1; ce n’est pas un cobord.

E > sol ve( CoDOb2) ;

[ > CoDOb2;
Y X1 o Xz,le.l Xl.lxz,z Xl,z 1
{1=1,1=RootOf(_Z"+_Z+1), =-1-RootOf(_Z"+_Z+1), =X, =X, =,
XI,Z XI,Z x’l,l x’l,ZXI.I X
XZ, 1 1 Xl, 1 Xl. 2 XZ. 1 XZ. 2 X\ 2 2
~ o =.0=0, =1, =1, =1, =1, =-1-RootOf(_Z>+_Z+1)}
X1 %, X X2 X X2 X X

#Résolution des équations de cobord. Cas 2.1.2; ce n’est pas un cobord.

E > sol ve( CoDOb2) ;
[ > CoDOb2;

oxouuy

vl



X X2 X1 X1 X1 Iy )
(1=1,0=0,—2=1,—2=],—+ =], —=1,— = -] —RootOf(_Z*+ Z+1), 1 =RootOf(_Z*+ Z+1),
X X X2 Xy X2
X N Xia 1 X%, Xy X1 1 X1 %,
=-1-RootOf(_Z"+_Z+1), =7 =X = =x}
L X’Z,l x2.2X|,l X XI.Z X|.|x2.2 X xZ,]

#Résolution des équations de cobord. Cas 2.2.1; ce n’est pas un cobord.

[ > sol ve(CoDOb2);

[ > CoDOb2;
Xl.l Xl.? XZ.I XZ.Z XI.Z 2 2
{0=0, =1, =1, =1, =1, =-1-RootOf(_Z"+_Z+1), 1 =RootOf(_Z"+_Z+1),
X2 X, X, X X,
X X, X X 1 XX X 1
Z'l:—l—RootOf(_Zz+_Z+1),1:1, 2,2 LIZK 1,2 =L 1,1 2.2=X‘ 2,1 =4
L ><I.Z >(IAZ XZAZXI.I X ><2.| ><I.I X’Z.Z X
#Résolution des équations de cobord. Cas 2.2.2; ce n’est pas un cobord.
E > sol ve( CoDOb2) ;
[ > CoDOb2;
XI,Z _l XZ,ZXI,I_ ><l.l><’2.2_ ><2.| _lo_o ><’Z,I_1 X’Z,Z_l ><l,l_1 Xl,?_l
XX X X X5 X% X X X X Xy

X
2L | —RootOf(_Z2+ Z+1),1=RootOf( 22+ Z+1), f =-1-RootOf( 2+ Z+1),1=1}
L1

44!

oxouuy
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