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Chapitre 1

Introduction

La stabilisation des équations d’évolution présentant un caractére dissipatif a fait
I’objet, ces derniéres années, d’importants travaux. Afin de pouvoir tenir compte de
certains phénomeénes (non-positivité du controéle), I'absence de la dissipation parait
comme une hypothése incontournable, mais provoque des difficultés importantes.

Les travaux de cette thése sont consacrés a I’étude du taux de décroissance de
I’énergie d'une équation des ondes en dimension 1, d’un systéme couplé des équations
des ondes et d” un systéme couplé des équations de poutres de Rayleigh, dans le cadre
de feedbacks non dissipatifs.

Chapitre. 2 : Energy decay rate of wave equations with in-
definite damping.

Dans ce chapitre on étudie la stabilisation de I’équation des ondes par un controle
non-dissipatif :

Yir — Yoo + 26ay; + by = 0,
y(0,t) =y(1,t) =0, Vt>0, (1.0.1)
y(l’./ O) - yO(l')7 yt(x*, O) = ZO(x)v

ou a, b sont des fonctions de L>(0,1), et a est une fonction de signe indéfini. Plus
précisément, en s’inspirant du travail de Chen et al. [4], nous considérons que a
est une fonction “plus positive que négative”. Nous savons que si a est strictement
positive sur un sous-intervalle de [0,1] I'énergie de la solution de I’équation (1.0.1)
décroit exponentiellement vers zéro quand ¢ tend vers l'infini (voir Bardos et al. [1]).



Les méthodes classiques telles que multiplicateurs, ne s’appliquent pas lorsque a est
de signe indéfini.

Par la méthode du tir basée sur une ansatz de Horn, Freitas et Zuazua [8| ont
montré que si a est a variations bornée et de signe indéfini et b = 0 alors pour
tout € > 0 assez petit le systéme (1.0.1) est exponentiellement stable. En absence
d’une adéquate ansatz, le probléme est laissé ouvert méme dans le cas ou b est une
constante.

Dans ce chapitre nous montrons que 1'énergie du systéme (1.0.1) décroit expo-
nentiellement vers zéro dans le cas ot a € BV (0,1) et b € L*(0,1) pour tout € > 0
assez petit. Nous utilisons la méthode du tir développée par Rao [24| pour une équa-
tion de poutre de Rayleigh. Cette approche consiste a construire une approximation
de I'équation caractéristique du probléme aux valeurs propres associé au systéme
(1.0.1). Nous établissons le développement asymptotique des valeurs propres A, du
systéme (1.0.1) :

1
Ain = —5/ a(s)ds Lt inm + (i +¢)Og (%) :
0

ou Og(§) ~ & lorsque [£]| est assez petit, est un nombre réel. D’autre part nous
montrons que le systéme des vecteurs propres est équivalent a une base orthonormée
de l'espace de I'énergie H = H} x L?(0,1) et nous montrons que I’énergie décroit
exponentiellement vers zéro quand ¢ > 0 est suffisament petit.

Chapitre. 3 : Optimal energy decay rate of a coupled wave
equation.

Nous considérons dans ce chapitre un systéme couplé d’équations des ondes avec
deux controles internes :

U — Uy + 2au; +a(u—v) =0, 0<z <1, t>0,
Vgt — Vg + 200 + (v —u) =0, 0<z<l1,t>0,
u(0) = u(l) =0,
v(0) =v(1) =0,

(1.0.2)

ol a, et a sont deux fonctions positives de L>(0, 1). On définit I’énergie du systéme
(1.0.2) par

1
/ u? +ul + 02+ v+ a(u—v)*da. (1.0.3)
0



On en déduit que

E(t !
dd—i) = —2/ a(uf +v7)dt < 0. (1.0.4)
0

Supposons que a est strictement positive sur un sous-intervalle de [0,1|. Nous mon-
trons facilement (voir |1]) qu’il existe deux constantes ¢ > 0 et w < 0 telles que

E(t) < cE(0) exp(2wt), vt > 0. (1.0.5)
On définit le taux de décroissance comme une fonction de a par
w(a) =inf{w: Fe(w) >0 tel que E(t) < cE(0)e*'}.

Dans ce chapitre nous déterminons une classe de fonctions a pour lesquelle w atteint
un minimum fini. Nous montrons que ce minimum est atteint pour la fonction a
appartenant & BV(0,1). Plus précisément nous montrons que w(a) est déterminée
par 'abscisse spectrale v(a) défini par

v(a) = sup{Re\, X € g(A)},

ol on a noté o(a) le spectre du systéme (1.0.2). Pour cela, on montre d’abord que
le spectre du systéme (1.0.2) est 'union des spectres des systémes

Uz — (A2 4 20\ + 20)u = 0,
{ u(0) =(u(1) =0, ) (1.0.6)
et
Vpz — 2 + 2au)v = 07
{ v(0) =(F;(1) = g) (1.0.7)

Puis nous utilisons la méthode du tir développée par Rao dans [24] pour donner
de maniére explicite le développement asymptotique des valeurs propres et des fonc-
tions propres associés du systéme (1.0.6). Nous construisons par suite une famille de
vecteurs propres généralisée du systéme (1.0.2) et nous montrons que cette famille
forme une base de Riesz de l'espace de I'énergie H = H} x L*(0,1) x H} x L*(0,1).



Chapitre. 4 : Stabilisation des équations des ondes couplées
avec un Controle non-dissipatif.

Considérons le systéme des équations des ondes couplées en présence de deux
contrbles non dissipatifs

U — Uge + 208w + (u—v) =0, 0<zx <1,

Vg — Ugp + 2060 +a(u—v) =0, 0<z <1,

u(0,t) = u(l,t) =v(0,t) =v(1,t) =0, Vt>0, (1.0.8)
u(z,0) = ug(x), u(x,0) = 2o(z),

v(z,0) = vo(x), ve(x,0) = wo(z),

ol a et € sont deux fonctions positives et a € L>(0,1). Dans le cas ol a est positive
et dans BV(0,1) nous avons montré dans le Chapitre 3 qu’il existe C' > 0 et w < 0
telles que Iénergie E(t) du systéme (1.0.8) vérifie 'inégalité suivante :

E(t) <ce®™'E(0)  Vt>0.

Si a change de signe, le probléme devient d’une part comment mesurer la positi-
vité du coefficient du feedback appliqué au systéme (1.0.8). D’autre part, de quelle
maniére la partie négative cessera-t-elle d’influencer le “terme amorti” qui donne
I'instabilité de la solution du systéme (1.0.8). Chen et al. [4] ont suggéré une fagon
de mesurer cette positivité a ’aide des intégrales :

1
I, :/ a(x)|v,|? dz

0
ol v, est le vecteur propre de 'opérateur 9,, — 2a.

L’idée en fait est de controler les valeurs propres pour qu’elles restent du coté
gauche de 'axe imaginaire. Les termes [, ont des relations avec les dérivées des
valeurs propres associées au systéme (1.0.8) quand il est considéré comme une per-
turbation de I’équation non amortie. En particulier si ,, > ¢y > 0, alors la valeur
propre correspondante A\, est a gauche de I’axe imaginaire pour des perturbations
assez petites.

En supposant que [,, est uniformément positive et que € > 0 assez petit, nous
montrons que le systéme est stable pour a € BV(0,1). Pour cela nous procédons
comme au Chapitre 3 en découplant d’abord le systéme (1.0.8) en deux systémes
équivalents. La démonstration se fait en deux étapes : la premiére étape assure
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I’existence d’un g tel que pour tout 0 < £ < g¢ il est possible de controler la position
de chacune des valeurs propres de basse fréquence par rapport a I'axe imaginaire a
I'aide de la dérivée el (0) = —1,,. La seconde partie de la démonstration consiste
a montrer que tous les valeurs propres de haute fréquence se trouvent a gauche de
I'axe imaginaire pour tout 0 < ¢ < ¢( suffisamment petit. Ainsi on montre que
toutes les valeurs propres ont une partie réelle négative. La deuxiéme partie de la
démonstration est basée sur la méthode de tir développée dans Rao [24] qui nous
donne le développement asymptotique des hautes fréquences du spectre.

Chapitre. 5 : Stabilisation exponentielle des systémes linéaires
non-dissipatifs

Dans ce chapitre nous considérons les systémes d’évolution avec perturbation de
la forme

d
d_th = Au+eBu (1.0.9)

sur un espace de Hilbert H avec A opérateur anti-adjoint, B un opérateur borné et
¢ un réel positif. Récemment, K. Liu, Z. Liu et Rao [17] ont montré qu’une condition

suffisante pour la stabilité exponentielle du systéme (1.0.9). Le but de ce chapitre
est de montrer que les systémes

Uy — Uz + 208U + (u —v) =0, 0<x<l,
Vg — Vg + 2bevy + a(v — u) = 0, 0<x<l,
u(0,t) =u(l,t) =v(0,t) =v(l,t) =0, Vt >0, (1.0.10)

u(z,0) = ug(x), u (0, ) = zo(z),
v(x,0) = vo(z), (0, ) = wo(z),

et
Uty — Uttzr + Uzzws + 26(QU) 2 + a(u —v) =0, 0<x<l,
Vit — Vttww + Ve + 26(004)2 + a(v — u) = 0, 0<x<l,
u(0,t) = u(l,t) =v(0,t) = v(1,t) = 0, (1.0.11)

umm(oa t) = uazﬂc(lv t) = 'Umm(oa t) = va:a:(lvt) =0, vt >0,
u(z,0) = ug(x), u (0, 2) = 2o(z),v(x,0) = vo(z),v:(0,2) = wo(x)

sont exponentiellement stables. Notons que Horn et Lasiecka ont montré que I’éner-
gie de la solution du systéme (1.0.11) décroit exponentiellement dans le cas d’un
feedback dissipatif non linéraire distribué [11] .

La présence de deux controles différents (a # b) ne permet pas de découpler les
systémes (1.0.10) et (1.0.11). Ainsi les techniques utilisées dans le Chapitre 4 ne sont

)



pas recommandées dans ce cas. Pour cela, nous utilisons le théoréme de perturbation
de K. Liu, Z. Liu et B. Rao [17] basé sur les valeurs propres du systéme non perturbé.
Nous montrons que les systémes non perturbés associé aux systémes (1.0.10)-(1.0.11)
admettent chacun deux branches de valeurs propres proches I'une de 'autre et telles
que les vecteurs propres associés satisfont la condition suffisante de la stabilisation
exponentielle de K. Liu, Z. Liu et B. Rao [17] .

Le Chapitre 1, rédigé en collaboration avec Bopeng Rao, a fait I'objet d’une
puplication : Energy decay rate of wave equations with indefinite damping, Journal
of Differential Equations, 161, 337-357 (2000).

Le Chapitre 2 est a paraitre : Optimal energy decay rate of coupled wave equa-
tions, Pan. Americain Math. J. (2000).
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Chapitre 2

Energy decay rate of wave equations
with indefinite damping

2.1 Introduction.

We consider the Dirichlet problem of one-dimensional wave equation with an
indefinite viscous damping :

ytt_ya:x+2€ayt+byzoc 0<'T<17
y(0,t) =y(1,t) =0, Vt>0 (2.1.1)
y(l': 0) = yO(gj)a yt(l',()) = ZO('T)

where the variable coefficient a is allowed to change sign. Our goal is to investigate
the energy decay rate of the solution, if the coefficient a is assumed to be "more
positive than negative", a conjecture put forward by Chen et al. in [2].

We know that if a is nonnegative and strictly positive on some subinterval of [0, 1],
the energy of the solution of the equation (2.1.1) decays uniformly exponentially to
zero as t goes to infinity (see Bardos et al. [1] and Chen et al. [2]). Recently, Freitas
and Zuazua |6] established the uniform stability in the case of indefinite sign.

Now we define the linear unbounded operator A€ in the space H}(0,1) x L?(0,1)
as follows :

A — (amo_b _éeCL) . D(AY) = (H*(0,1) N HY0,1)) x HX0,1).  (2.1.2)



Let 7, be an eigenvalue of the operator (9,,—b), and v,, be the associated normalized
eigenfunction in L?*(0,1). In [5] Freitas proved that if € > 0 is small enough, the
following conditions are necessary for the stability of the equation (2.1.1) :

(C1)) 0>y >y > >y, = —00,

1
(Cy) I, = / a(x)v2(x)dr > co >0, Vn>1.
0

Later on Freitas and Zuazua [6]| established the uniform energy decay rate in the
case where a € BV (0,1) and b = 0 for € > 0 small enough. Their proof is based on a
shooting method developed by Cox and Zuazua [4] for the wave equation. But in the
absence of an adequate ansatz for the asymptotic expansion, the problem remained
open in the general case, even when b is a constant.

In this work, we will establish the exponential stability in the case where a €
BV (0,1) and b € L*(0,1) for € > 0 small enough. We will employ a shooting me-
thod used in Rao [10] for the Rayleigh’s beam equation. This approach consists in
constructing, without any a priori ansatz, an explicit approximation of the characte-
ristic equation of the underlying system. In sections 2, 3 we establish the asymptotic
expansion of the eigenvalue A, :

Ain = _6/01 a(z)dz £ inm + (i + €)Op (%) (2.1.3)

where Or(€) ~ € is a real number. Section 4 is devoted to a detailed study of
the system of eigenvectors. We first determine the number of eigenvalues of low
frequency. Next we prove that the system of eigenvectors of A€ is equivalent to the
usual orthonormal basis of the energy space Hj(0,1) x L*(0,1).

Finally recall that the general one-dimensional damped wave equation

Py — (OYa), + 2eay, + by = 0 (2.1.4)

can be reduced into the form (2.1.1) by the change of z-variable and the unknown
y. Therefore under suitable conditions on the coefficients p, o, a, b, we can establish
the uniform stability of the general one-dimensional damped wave equation (2.1.4)
without any difficulty.
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2.2 A special case.

In this section we consider the special case where b is a constant. From the
condition (Cy), we notice that —v, = n?*7* +b > 72 +b > 0 for all n > 1. For all
n > 1 we define p4,, by the equation :

1
\/ 14, +b+eag = tint where Re i, <0, ap= / a(s)ds. (2.2.1)
0

From the condition (Cy), we have ay > 0. Then Re py, < 0 implies that Im p,, > 0
and Im p_,, < 0. It follows that

i — (€ag F ivVn2w2 +b)| > |Im pray £ V0272 + b| > V/n272 4+ b. (2.2.2)

A direct computation gives that
pi, — (eag Fivnir2 +b)* = (u3,, +b) — (eag F inm)? F 2ieag(Vn2w2 + b — nr).

Using (2.2.1), it follows that

. 2eapbi 2¢||al 0 |0]
2 2.2 2| _ 0 00
n — (€ap Fivnirm? 4+ b)°| = < . 2.2.3
|:uj: ( 0 ) | nw + m ni ( )
Combining (2.2.2) and (2.2.3) we get :
2 |t C
|pn + €ap Fivn?a? +b| < Zelall |t =1 (2.2.4)

nmT/—m n

In particular, for 0 < € < 1 we have :

< |lafloe + C1 + /72 + |b]. (2.2.5)

Next for all n > 1, we define the region G, as :

‘ Htn
n

Gan = {|XN — pan| <¢/n}. (2.2.6)
Let A € G'yy. Then using (2.2.1) and (2.2.5), we find that

11



N2+ 0] > |2, +b] — A+ ] |A — piznl
> (= eaol)? = £ (2l + £)

2

> 2 2¢(1+||aflec + Cr + /T FB]) > =

provided that € > 0 is small enough :

2

T
= < 1.
FT30(1 + [|af|e + O+ /A2 1 D))

Hence we can choose 0 < Arg(A\? +b) < 27 for A € G,, and —27 < Arg(A*> +b) < 0
for A\ € G_,, such that the function A — v/A? + b is analytic in each region G.,,.
As in Cox and Zuazua [4], we consider the initial value problem :

€<e (2.2.7)

y0) =0, y.(0)=1 (2258)
From the classical theory of ordinary differential equations we know that the problem
(2.2.8) has a unique solution which is analytic with respect to the parameters €, A
(Coddington and Levinson [3], and A4, is an eigenvalue of the operator A€ if and
only if Ay, is a zero of the function A — y(1, A). Furthermore the eigenvalue A4, is
geometrically simple and the algebraic multiplicity of A, is the order of Ay, as a
zero of the function A — y(1, A) (Neimark [9]).

Following an idea used in Rao [10], we will construct an explicit approximation
of the solution y of the initial value problem (2.2.8). In fact if a, b are constants, the
frequencies of the problem (2.2.8) are given by

T=2VAN+2ca\+b= j:\/)\2+b:i:ea+0<ﬁ).

{ Ay — Yy +2eady +by =0, 0<a <1,

This suggests us to approach the solution y of (2.2.8) by

v(z, \)

= e bl T ea0) sinh (\/)\Q—M T+ /OI ea(s)ds). (2.2.9)

By virtue of (2.2.6), we see that the denominator vA?+b + ea(0) in (2.2.9)
doesn’t vanish in the region G4, for 0 < € < €;. We notice that v satisfies the initial
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value conditions of (2.2.8). We will justify that v is indeed a good approximation of
the problem (2.2.8).

Lemma 2.2.1 Assume that a € L>*(0,1) and b is a constant. Then there exists
a constant Cy > 0, depending only on ||a||. and b, such that for alln > 1 and
0 < € < € the solution y of the initial value problem (2.2.8) satisfies the following
estimate :

Cs

ly| < Nk VA € Gy (2.2.10)

Proof Let A € G,. Then we have A\ = pi, + er,e? with 0 < r, < 1/n. By
virtue of the choice of Arg(A? + b), we see that Im VA2 +b > 0 for A\ € G, and
Im VA2 +b <0 for A € G_,,. Therefore we obtain that

VAET D~ (caq T inm)| > [Im VAZ b+ n)| > . (2:211)

Using (2.2.1) we have

N+ b = ph, + 2epanrne + Er2e + b = (eap F inm)? + 2epirnrne” + 2™,

Then using (2.2.5), we deduce that

A2+ b — (eag F inm)?| (2.2.12)
< 26(7’721 + rolpn]) < 26(1 4 ||a|oo + C1 + V72 + |b]) == 2eC5.

Combining (2.2.11) and (2.2.12), we have

2
|[VAZ+ b+ (eap Finm)| < «Cs < €Cs. (2.2.13)
nm
It follows from (2.2.13) that
|ReV A2+ b] < e([|aljoc + C5) < 2eC5 < 1 (2.2.14)

where the last inequality is due to (2.2.7). Next using (2.2.5) and (2.2.13) we obtain
that

RY < \ftn| 4 € < [ /| + 1 < Cs %

< 2.2.15
VA2 +b] T onm—2eC3 T m—2eCy T m—2eCy ( )
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where the last inequality is due to (2.2.7).
Now setting

1

2(x) = ——=sinh V2 + b z,
() VAZ+D

then from the variation of constants formula we have

y(z) = z(x) — 2eX /099 a(s)y(s)z(z — s)ds.
It comes from (2.2.14) and (2.2.15) that

()| < cosh 1

VA2 + b

Applying Gronwall’s inequality, we obtain that

+Cgcosh1/ la(s)||y(s)|ds.
0

cosh 1

The proof is complete.

Cy

1
exp (Cg coshl/0 |a(s)|ds> = m

Theorem 2.2.1 Assume that a € BV(0,1) and b is a constant. Then there exists
a constant Cy > 0, depending only on a,b, such that for alln > 1 and 0 < € < ¢
the following estimations hold for the solution y of (2.8) :

sinh (\/ A2 +bax+ / ea(s)ds) ‘ < Coe (2.2.16)
0

1
A) — .

for all X € G4,.

Proof Putting :

Lv = N — v,y + 2ealv + bu,

then a straight forward computation gives that

E xr
Lv= — a cosh (VA2 +Dbx+ / ea(s)ds 2217
\//\2—|—b+ea(0){ ( 0 () ) ( )

+ <6a2 + %J%) sinh (\/m x + /x ea(s)ds) }
0
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Since A € Gy, from (2.2.4), (2.2.7) and (2.2.13) we deduce easily that

‘Re(VAZ +bzx +/ ea(s)ds>‘ < 3eC5 < 1, (2.2.18)
0

2[VAZ +b—ca(0)] > /A2 + b +nm — 3eCs > /|A2+b|, (2.2.19)

A+ VA2 +b| > nr+ vn2r2 +b—2eC3 > 2. (2.2.20)

Inserting (2.2.18), (2.2.19) and (2.2.20) into (2.2.17) gives

2e

L(v)| < ————{]a|? + |a||b| + |d’| ) cosh 1. 2.2.21

L) < 7 (lal* + lelll +1a') (2221)

Applying the variation of constants formula and using (2.2.10), (2.2.21), we obtain
that

[v(z, A) —y(x, )| < / |Lv(s, N)||y(x — s, \)|ds (2.2.22)
0
2¢Cocosh1 [/ , eCy)
< ———F = .
< o /0<|a| + lal o] + o) ds iEw

Finally inserting the estimation :

sinh (\/ N +bax +/ ea(s)ds)‘ < Zefjalloo cosh 1 (2.2.23)
0

v(z, A) — L
’ VA2 4D A2+ bl

into (2.2.22) gives (2.2.16) with Cj := C{+2||a||~ cosh 1. The proof is thus complete.

Now let Cy be the constant appearing in the estimation (2.2.16). For all n > 1
and 0 < € < ¢; we define the region I'y,, as follows :

/ 1
Iy, ={|\— < =2 _ 2.2.24
+n {| M:I:n| =~ Epn}u Pn CO ’I’L27T2 + b ( )

. €1
<oy N N/ T } 9.9.95
€ < € :=min {61 2Cs w2 —|b) ( 5)

Then we have the inclusion : I'y,, C G4, for all n > 1.

Assume that

15



Lemma 2.2.2 Assume that a € BV (0,1) and b is a constant. Then the following
estimation holds for e > 0 small enough :

C(]E

sinh (\/ A2 +b+ eao)‘ > —
A2 + b

: A€ Ol 4y (2.2.26)

Proof We first assume that 0 < € < €. Let A € Ol'y,,, then X\ = i1, + €pne®. Since
ImvV X2 +b>0for \el', and Im VA2 +b <0 for A € I'_,,, then we have

2¢Cpe’®
‘\/ A2 + b — eag + inT + o (2.2.27)
nmw
C
> |rm V| - 26Co
2¢Cy _ nm
> nw— > —,
o T 2
On the other hand, using (2.2.1) we get
2¢C! 0\ 2
(A2 4 b) — <ea0 T inm — 250° ) (2.2.28)
nw
- /'Lin + 2€Minpne + EQPZ 20 +b— (ECLO F in7r)2
2eCe 2l eifN 2
+ e (ea0$z’mr)—( o€ >
nm nmw
; 200Coe" 2eCpe?\ 2
= 2" (u,p, Fi2C, 22,20 4 & 400 _( 0)_
ee" (pinpn F 12C0) + € ppe™ +4—— -

From (2.2.4), we deduce that

1
o T i20,| < 26C Oy = 2.2.29
|:u Pn F 1 0| € 0(|&0‘ + 1) n2r2+ b ( )

Combining (2.2.28) and (2.2.29), it follows that

0\ 2
2Cie ) (2.2.30)

‘()\2+b) - <ea0$imr—
nm
L ) +4Co<| | a0l G )62 = Cyé?

_I_
|71| \/ |’Yl VvV |71|

<4C? (W—lﬁ
which together with (2.2.27) gives
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2eCoe” | 204€?
VAT T D+ eag F inm — 00| < T4 (2.2.31)
nm nm
Now using (2.2.31) and the inequality :
2
[sinh(a +i8)| > =/a?+ P, Va,Be R, |3 <, (2.2.32)
m
we find that
4 reCy  Cyé?
| sinh(VAZ + b+ eap)| > — (6—0 _ e > (2.2.33)
T\nr  nw
Once again from (2.2.31), we get :
VA2 4+ b > nm — €(||alle + Co + Cy) (2.2.34)
which combined with (2.2.33) gives (2.2.26), if € > 0 satisfies :
. (4 — T)Co
< e = min{e, 3 2.2.35
©= @I T@e + Go(fallw + Co + OW) (2.2.35)

The proof is thus complete.

Theorem 2.2.2 Assume that a € BV(0,1) and b is a constant. Then for 0 < € < €3
the operator A¢ admits a unique eigenvalue in G, for each n > 1. Moreover, we
have the asymptotic expansion

. Cy Co
| Ain + €ag Fivnin2 4+ b < e(— + 7> (2.2.36)

n n2m2 +b

Proof From (2.2.16) and (2.2.26), we deduce that

y(1, ) — sinh (VA2 + b+ eao)‘ < ‘ sinh (VA2 + b+ eao)‘ (2.2.37)

1 1
VA2 4D VAZ+b

for any A € dI'y,,. Via Rouché’s theorem, there exists one simple zero Ay, € I'y,, of
the function A — y(1,\). In particular, we get

2006

which together with (2.2.4) implies (2.2.36). The proof is thus complete.

17



Remark. Let Ay, be an eigenvalue of the operator A€ and uiy, = (Yin, Ain¥Ysn)
be the associated eigenvector. We should prove (but we leave it to Theorem 2.4.3)

that the system of eigenvectors (us,),>1 forms a Riesz basis in the space Hj(0,1) x
L2(0,1).

2.3 High frequencies in the general case.

In this section we will consider the general case. Assume that € > 0 is small
enough. Then from the condition (C}), we see that the eigenvalues A4, are complex.
Moreover we have the expession :

—c [ alys,|?de
S 1yen 2

We will prove that the real part of the eigenvalues of high frequency can be uniformly
localized in the left of the imaginary axis of the complex plan.

We will assume that ||a]|» # 0 (the contrary case is trivial). On the other hand,
in order to clarify the independence of the various constants C’s appearing in the
estimations on the parameter ¢, we assume that 0 < ¢ < 1. Therefore we consider the
equation (2.2.8) only for | ReA| < 2||a||«. We will construct an explicit approximation
of the solution y of the initial value problem (2.2.8). We use the same idea as in the
previous case. But this time we neglect the zero order potential by and we approach
the solution y of (2.2.8) by v :

Re)\in ==

(2.3.1)

v = ﬁa(()) sinh ()\x + e/ox a(s)ds). (2.3.2)

Theorem 2.3.1 Assume that a € BV (0,1), b € L'(0,1). Let |\ > 2|jal|o and
|Re)| < 2||al|s. Then there exists constant Cs > 0, depending only on a and b, such
that the solution y of equation (2.2.8) satisfies the following estimations :

‘y(aj, A) — isinh ()\x + e/; a(s)ds)‘ < |§—|52, (2.3.3)
Yo(x, A) — cosh <)\x + 6/0 a(s)ds)‘ < |OT5| (2.3.4)

18



Proof Let y be the solution of (2.2.8). We first prove that there exists Cg, depending
only on a and b, such that the following estimations hold :

C,
Tl < o (2.3.5)

In fact using the variation of constants formula, we have

ly| <

Yy = isinh Ax — / w sinh A(z — s)y(s)ds.
0

It follows that

cosh(2[|al|) /w Id
< 2\ =lPlee) 4+ — .
ly| < B + cosh(2||al|) i <2|a| - >|y(3)|ds

Using Gronwall’s inequality, we obtain

cosh(2||alw) ! 0]
< — " h(2 2 = (.
ly| < B exp (COS ( ||a||oo)/0 < la| + 2||a||oo>ds> Cy

This implies that

v b
|y| < cosh(2||all«) + Cs cosh(2||a||oo)/ <2|a| + 4 )ds = Cf.
0 2||allo

Taking Cy as the maximum of C and Cf; we obtain the estimations (2.3.5).
On the other hand, a straight forward computation gives that

ea b — €2a?

Lv = "3 Feald) cosh ()\x + e/om a(s)ds) + 3+ eal0) sinh ()\x + e/om a(s)ds).

It follows that

2 cosh(3]la||s)
RY

Once again using the variation of constants formula, we have

| L] < (la'] + |al* + [b]). (2.3.6)

v(x, \) —y(z,\) = /T Lo(s,N)y(z — s, \)ds. (2.3.7)

0
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From the estimations (2.3.5)-(2.3.6) comes that

[0(z, A) —y(z, A)| < /0 |Lv(s)||y(z — s, \)|ds (2.3.8)

2C5 cosh(3lall) [ C5(Ta, [lalls, [|b
< Zetd [ o+ s o= ST e )
0

where T, denotes the total variation of the function a.
Differentiating the equation (2.3.7) gives

Vo, A) — yulz, A) = /Ow Lo(s, N)yz(x — s, A)ds.

Using (2.3.5) and (2.3.6), it follows that

(2, A) = yu(z, A (2.3.9)
C5(To, [lallz, [[b]]1)

< fol |Lv(s, A)| |ye(z —s,\)|ds < o

Finally using the explicit expression (2.3.2) into (2.3.8)-(2.3.9) gives the estimations
(2.3.3)-(2.3.4) with the constant C5 = Cf + 2 cosh(3||a||s). The proof is complete.

Now let C5 be the constant appearing in the estimations (2.3.3)-(2.3.4) and N
be an integer. We define the regions I'y,, :

Iy ={|A+eap F int| < C5/n}, n> N,
Iy ={-llallc < ReA <llalloe, —Nm < ImA< Nrj.

Lemma 2.3.1 There exists an integer N, depending only on a and b, such that for
alln > N the following estimation holds

C
| sinh(\ + eao)| > ﬁ Aelg,. (2.3.10)

Proof Let A\ € I'y,. Then A + eay = Finm + Cse' /n. Applying (2.2.32) we obtain
that

, : 2C
|sinh(\ + eag)| = | sinh(£inm + Cse” /n)| = | sinh(Cse’® /n)| > =2,
m

20



Since || > nm — |ag| — C5 for A € I'y,,, we get the estimation (2.3.10) provided that

3(Cs + llallw)  Cs } (2.3.11)

n>max{ ,
Q lallo

Here we add the second term in (2.3.11) to guarantee that I'y, is included in the
strip {[ReA| < 2lalloe.  1A] > 2]alo).

Theorem 2.3.2 Assume that a € BV(0,1) and b € L*(0,1). Then for n > N
the operator A admits a unique eigenvalue in each I'y,, and a finite number of
ergenvalues in the region I'y. Moreover, we have the asymptotic expansion :

1
Ain = —eao = inm + (e + z’)OR(E) (2.3.12)

where O (&) ~ & denotes one real number.

Proof We first notice that the spectrum of A€ is discrete, therefore there exists at
most a finite number of eigenvalues in the compact region I'y.
Next combining (2.3.3) and (2.3.10) we obtain that

1 1
)y(l, A) — 3 sinh(A + €ap)| < ‘X sinh(A + eap)

for any A € 0I'4,,. Via Rouché’s theorem, we deduce that there exists one and only
one eigenvalue Ay, € I'y,. In particular we have the following rough estimation :

C
‘)\in + eapg F z'mr‘ < B, (2.3.13)
n

Putting

T 1
&(x) :/ a(s)ds—m/ a(s)ds (2.3.14)
0 0
then using (2.3.3), (2.3.4) and (2.3.13), we find easily

’yin(x) _ L sinh (e£(z) £ mﬂm)‘ < %, (2.3.15)
/\in n?
’yinx(x) — cosh (e£(z) + mmc)‘ < %, Vn > N (2.3.16)
n

where we have put
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Cs = (1 + cosh(3]|af|w))Cs.

From (2.3.15) we see that the leading term of the eigenfunction y.,, doesn’t depend
on the coefficient b. By virtue of the expression (2.3.1), we see that ReA, doesn’t

depend on b either. We first calculate

1
2 /a|sinh(e£(x)iz’mrx)|2dx
0

1 1
= ao/ COSh(QEf(l’))d.T—I—/ a(x) cos 2nmxdx,
0 0

1 1
| sinh(eé(z) + inmx)|Pdr = / cosh(2¢£(x))dx
0 0

From (2.3.15) we can write

— |sinh (e£(z) + inmx)| ‘ < — C

1
’|yin(x) |)\ n|?

with

C3 + 2Cq cosh(2]|al| )
n? '

Inserting (2.2.18) -(2.3.19) into (2.3.1) gives

Cy =

n

|ReAs,, + €ag| < €

1 2]|ao—alloc C7|Atn |?
‘fo a(z) cos 2nradr| + 2ozl CrlAsn]

n

fol cosh(2¢£(z))dx — w
Since
¢l

/ cosh(2e€(z))dx > 1,

T
‘/ ) cos 2nmadr| < —,

n

—_— < |)\in| < 2nm.
Then inserting (2.3.21) into (2.3.20), we obtain that

2¢ Cse
| Redin + caol < 2o (T, + 165°Cr all ) ==

provided that
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n > 167°C;. (2.3.23)
The proof is thus complete.

2.4 Low frequencies and root system.

Let us denote by Ay the eigenvalues of A€ contained in the region I'y with the
algebraic multiplicity m. > 1. For € small enough, the eigenvalues are complex
and appear in conjugate pairs. Thus we have my = m_;. We choose A such that
Im A > 0, and A such that Im A, < 0. Accordingly, we denote by (uikj);’fl’“
an arbitrary orthonormal basis of the eigenspace Ker(A — Ay)m+".

Let n > N, we denote by 4, = (Y+n, Arn¥+n) the eigenvectors of high frequency.
On constructing the corresponding biorthogonal system as in Cox-Zuazua [4], it is
easily seen that the system of eigenvectors

(Ui j)1<k<i1<j<myr U (Uin)n>n (2.4.1)

is linearly independent in the energy space H;(0,1) x L*(0,1). We arrange the
eigenvectors of low frequency in the following way :

k—1
Usih,j = Usens n=j+ Zmi- (2.4.2)
i=1
Here we have used the symbol 44, to avoid possible ambiguity with the eigenvectors
K

U4, of the high frequency. Setting N = Z my, we write the system of eigenvectors

k=1
in the following form :

(Ustn)1<pe it YU (Utn)n>n- (2.4.3)

Theorem 2.4.1 The operator A has exactly 2N eigenvalues in the region I'y.

Proof In the case ¢ = 0, A° is skew adjoint and has a compact resolvent. The
corresponding system of eigenvectors (u%,,), ., «5U(u,)n>n is complete, orthogonal
and almost normal, therefore forms a Riesz basis in the energy space H'(0,1) x

L*(0,1). Let us denote by e, the usual orthonormal basis of Hg(0,1) x L*(0,1) :
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1 . .
— sinh inmzx
= | w7 , > 1. 4.
Cin ( + sinh inmzx ) / nzl (2.4.4)

Assume that N < N, from (2.3.15)-(2.3.16) it follows that

Z ag,, — ein”?{é(O,l)xLQ(O,l) + Z lu, — ein”if&(O,l)Xw(O,l) < 100
1§n§1§7 n>N

Thanks to Bari’s theorem, we find that the subsystem (ein)lgngﬁu (€+n)n>n, which
is quadratically close to the Riesz basis (u%,);,<5 U (4%, )n>n, would also be a
Riesz basis in the energy space HJ(0,1) x L?(0,1). This contradicts the linearly

independence of the system (e4,),>1. Changing the role of uY, and ey, we obtain

that N = N. Now there is no more ambiguity, we can replace u., by v, in (2.4.2).
The proof is thus complete.

Theorem 2.4.2 Assume that a € BV(0,1) and b € L*(0,1). Then for e > 0 small
enough the operator A€ admits exactly 2N eigenvalues in the region I'y.

Proof We first write

e (0 @) 200 =00 0N
(A°) (I 0 )—l—e( 0 O)() +eB. (2.4.5)

Next for 4 > 0 small enough we define the region D, as
Dy = {|A =L, | <6} (2.4.6)

Since A™! is compact and skew adjoint, then the eigenvalues A\, are normal points of
(A%)~! and the contour D, consists of regular points of (A°)~1. Applying Theorem
[.3.1 in Gohberg and Krein [7], we conclude that there exists ¢, > 0 such that for
0 < € < ¢ the operator (A°)™" has the same number of eigenvalues than (A°)~! in
each region Dy :

)\:I:k,j € DiIm k= 1,2./ . -,K; j = 1,2./ s, M. (247)
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Since A€ is an analytic family (see Kato [§]), arranging the root vectors u.y, ; in the
same way as in (2.4.2), we find that

lim v, = ul,, Vn>1. (2.4.8)
The proof is thus complete.
Now we introduce a subspace :

V={yeH01): y(0)=0}, (2.4.9)

and a linear application L :

L(y, 2) = (Ya 2), (y,2) € V x L*(0,1). (2.4.10)
Then we verify easily that L is an isomorphism from V x L?(0,1) onto L?*(0,1) x
L2(0.1).
Setting :

€y) = Uy = <0> s (2411)

the extended system (e4y)n>0 becomes an orthonormal basis of V x L?(0, 1), and the
extended system (us,),>0 remains linearly independent in the space V' x L*(0,1).
Putting

B (C?Sh e(z) sinhef(z) ) e - (c?sh (e&(x) £ zmrx)) (2.412)
sinhe£(z) coshef(x) sinh (e£(z) + inmx)

we have
BE@ﬁ:’n = (I)Z:na Le:l:n = (I)g:n, vn > 0. (2413)

Since the matrix B¢ has a bounded inverse, we see that B¢ is a bounded invertible
linear operator of L2(0,1) x L2(0,1). Moreover, we verify easily that

1B < 2cosh(2l|allx). [I(B) || < 2cosh(2]|allw)- (2.4.14)

Theorem 2.4.3 Assume that a € BV (0,1) and b € L*(0,1). There exists a linear
bounded invertible operator S¢ of V- x L*(0,1) such that

SCin = Ustn, Vn > 0. (2.4.15)
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Moreover we can find €5 > 0, depending only on a and b, such that the following
estimations hold

sup ||S¢|| < 400, sup [[(S9) 7| < +oo. (2.4.16)

0<e<es 0<e<es

Proof We first assume that 0 < € < €4. Then using (2.3.15)-(2.3.16), we calculate
the high frequency :

Z [ Lty — (I)j:n||%2(,0,l)><L2(0,1) (2.4.17)
n>N
C2(1+4n?)  C3(1+ 4r?)r?
< Z n2 < 6 ’
n>N

By virtue of the choice of eigenvectors u., of low frequency and (2.3.16) we have :

Y M Luwn = 5, 0nyxrzoy < N+ 1)(1 + cosh(2allo))- (2.4.18)

0<n<N

Combining (2.4.17) and (2.4.18) we find a constant Cy, depending only on @ and b,
such that

Z [ (I)ftn||%2(,0,l)><L2(0,1) < Cy. (2.4.19)

n>1

Now defining the linear operator R¢ as follows :

Rey, = LB} —uy,, Vn >0, (2.4.20)
from (2.4.19) we deduce that

IR < LT Y95 — Lt 20,1yx 20y < Coll L7112 (2.4.21)

n>1

Therefore R¢ is a Hilbert-Schmidt operator of the space V' x L?(0,1). Now setting

S¢=L'BL — R, (2.4.22)
then from (2.4.13) and (2.4.20) it follows that
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Sy, = L'BLey, — Rey, = L™'B®,, — Res, = uy,, n>0.
Moreover using (2.4.14) and (2.4.22) we get easily that

1S < 2L IL] cosh(2llallee) + Col LM% 0 <€ <es

This gives the first estimation of (2.4.16).

On the other hand, since the system (ui,),>; is linearly independent, using
Fredholm’s Alternative we show easily that S¢ has a bounded inverse (S€)~! in
V' x L*(0,1). If the second estimation of (2.4.16) fails, there would exist a sequence
u® € V x L*(0,1) such that

lullvsrzony =1,  L7'B°Lu® — R4 — 0, in V x L*(0,1). (2.4.23)

Let R denote the limit operator of R¢ :
Rley, = L7'®%, —uf, =€, —ul,, Vn > 0. (2.4.24)
Then using (2.4.19) and Lebesgue’s convergence theorem, we can prove easily that
lim R — R°||* = 0. (2.4.25)
Since B¢ — I, R° — R for the uniform topology of V x L%(0,1) as ¢ — 0,

there exists a subsequence, still indexed by wu€, which converges to u strongly in
V' x L?(0,1). Then passing to the limit in (2.4.23) we get

lullvxrzony =1,  u—Ru=0. (2.4.26)

Then indeed let u = ano Qtn€in. Using (2.4.24) we deduce easily that

> agaul, =0. (2.4.27)

n>0

Since (ul,) is a Riesz Basis, it follows that a, = 0 for all n > 0. This contradicts
|w|lv <20,y = 1. The proof is thus complete.
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Theorem 2.4.4 Assume that the conditions (C1), (C2) hold. Let a € BV (0,1) and
be LY(0,1). Then there exist positive constants €g > 0,w, M > 0 depending only on
a,b such that for all 0 < € < €y, the solution y of the system (2.1.1) satisfies the
following estimation :

”y(t)H]Q'—Ié(O,l) + ”yt(t)H%?(o,l) < Me_wet(”yonfqé(o,l) + ||y1||iZ(071)>, (2.4.28)

for allt > 0.

Proof From the condition (Cy) and the asymptotic expansion (2.3.15), we deduce
that 1, — ag > c¢g > 0. For the validity of Theorems 2.4.2, 2.4.3, we first assume
that € satisfies

€ < €5 ;= min{ey, €5}

Using the expansion (2.3.22) and taking into account the conditions (2.3.11) and
(2.3.23), we find that the eigenvalues of high frequency are in the left of the imaginary
axis :

Reds, < —% (2.4.29)

provided that

2
n > Ny := max {16%207, CS, 3G+ HaHOO), € }
ag m el

(2.4.30)

But from the condition X, (0) = —1I,, < —¢p, we can find 0 < ¢y < €5 such that for
all 0 < € < ¢y the remaining 2Ny eigenvalues of low frequency satisfy also (2.4.29).
Now let (yo,y1) € Ha(0,1) x L?(0, 1) such that

(Yo, y1) = Z Z Qi jULk,; + Z Ot Utp- (2.4.31)

1<k<K 1<j<my n>N

Then the solution of the problem (2.1.1) is given by

-t
(y(t), (1)) = Z ekt Z Qitg j Z muik,l+ ZeAi”tainUin-

1<k<K 1<j<my 1<I<j n>N

Using (2.4.15) and (2.4.29), we get
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||y(t)||12r{g(o,1) + ||yt(t)||%2(o,1) (2.4.32)
!

<5 P em-at){ Tigex 3 lowsl 3 (5) + 2 lasal}

1<j<my, 1<I<j

Recalling from Theorem 2.4.2 that the number of eigenvalues of low frequency is
exactly 2N, then the multiplicity m; < N. Hence we deduce that there exists a
constant C'y depending only on /N such that

tj_l 2 tN_l 2 .
3 (m) <y (m) < On(1+£2Y). (2.4.33)
1<I<) J ) 1<I<N )
It follows that
YO0,y + v 1 Z220,0) (2.4.34)

< OnllSIRNS) P (1 2 ) exp(—coet) (ol o) + Il

which together with (2.4.16) gives (2.4.28) with w < ¢g. The proof is thus complete.
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Chapitre 3

Optimal energy decay rate of coupled
wave equations

3.1 Introduction.

In this paper we consider a system of coupled wave equations in the presence of
viscous damping :

Uy — Uge + 20w +a(u—v) =0, O0<z<l1, t>0,
Vg — Upe + 200 +a(v—u) =0, O0<z <1, t>0,
u(0) =u(1) =0,
v(0) =v(1) =0,

(3.1.1)

where a,a € L>(0, 1) are positive functions.
Let H = H}(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1). We next define the linear
unbounded operator A by
A= (u,z,v,w) = (2,Up — 202 — a(u—v), W, Uy — 20w — a(v —u))(3.1.2)
D(A) = VxH(0,1)xVxH;(0,1) (3.1.3)

where we have put V := H}(0,1) N H*(0,1). Setting U = (u, u;, v, v;), we transform
the system (3.1.1) into an evolutionary equation

U =AU, U0)=U, € H. (3.1.4)

we can prove easily that the operator A generates a Cy-semigroup (see Pazy [16]).
Moreover defining the energy of the system by :

1 [
E(t) = 5 / ui + uf + vi + Uf + a(u — v)*dz, (3.1.5)
0
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we find that

d 1
EE@:—%/a@}H@ﬁga (3.1.6)
0

Assume that a is nonnegative and strictly positive on some subinterval we can easily
prove (see[l]) that there exist constants C' > 0 and w < 0 such that the following
exponential decay rate holds :

E(t) < CE(0) exp(2wt), vt > 0. (3.1.7)

The exponential stability of the system (3.1.1) has been established by Najafi
et al [15] in the case of linear boundary feedback and by Komornik-Rao [10] in the
case of nonlinear boundary feedback.

In this work, we will determine the optimal energy decay rate of the system
(3.1.1). More precisely, denoting by w(a) the supremum of w satisfying (3.1.7), and
by p(a) the minimum of the real part of eigenvalues of A, we will establish the
relation p(a) = w(a) for the coefficient a being of bounded variations. To this end,
we will give the asymptotic expansion of the eigenvalues and prove that the system
of eigenvectors of the operator A constitutes a Riesz basis in the energy space H.

In section 2 we prove that the spectrum of system (3.1.1) is the union of the
spectrum of systems :

Upe — (A2 + 20\ + 2a)u = 0,
{mmzmn:q (3.1.8)
and ( |
Vgx — 2 + 2ap)v = 0,
{vw>:5u>:ﬁ. (3.1.9)

Noting that the system (3.1.9) is well studied by Cox and Zuazua in [4]. In this
work, we will apply a method used by Rao in [18] to the system (3.1.8). This approach
consists in constructing, without any a priori ansatz, an explicit approximation of the
characteristic equation of the underlying system. In this way, we find the asymptotic
form of the eigenvalues of (3.1.1). In section 3, we construct the root system of the
system (3.1.1) and we prove that root vectors of the operator A constitue a Riesz
basis in H, therefore we identify the optimal decay rate of energy w(a) with the
supremum of the real part of the eigenvalues of the system (3.1.1).
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The method that is used in this work is adapted to the problem of indefinite
damping :

Uy — Uy + 26auy +a(u—v) =0, 0<z <1, t>0,
Uy — Vg + 26y + (v —u) =0, O0<z <1, t>0,
u(0) =u(1) =0,
v(0) =v(1) =0,

(3.1.10)

where a, b are functions of indefinite sign and € > 0 is a small parameter. In fact in
the case a = b the determination of the spectrum of (3.1.10) can be reduced to that
one of the following system :

{ QPZ‘Z‘ - Sptt + 2a)\spt + 20[(/0 - 07 (3‘1‘11)

p(0) = ¢(1) =0.

In the case where o = 0, it was proved that the system (3.1.11) is exponentially
uniformly stable for ¢ > 0 small enough if a is of bounded variation and is “more
positive then negative” (see Freitas-Zuazua [6]). Recently, this result was improved
to the system (3.1.11) with an arbitrary function o € L>°(0,1) by Benaddi-Rao
|2] using a new asymptotic expansion of eigenfunction which take into account the
potential term ap.

In Liu et al [12] we can find a general result on the stability of nondissipative
semigroups which is based on the perturbation theory (Kato [9]) and the characte-
ristic condition of the uniform stability of semigroups ( Huang [8|, Priiss, [17]). It
seems interesting to adapt their approach to the system (3.1.10) with a # b.

3.2 Asymptotic analysis of the spectrum of A.

For any U; = (uy, z1,v1,wy) € H, Uy = (ug, 22,09, we) € H, we define the inner
product in the space H by setting :

1
(Ur,Us) = / Uiploy + 2122 + VigU2p + W10 + a(uy — v1)(U — Vo)dz,  (3.2.1)
0

and we consider the following eigenvalue problem

MU — Upy + 2adu + a(u —v) = 0,
AU — Uy + 200 + a(v — u) = 0,
u(0) = u(l) =0,
v(0) =v(1) = 0.

(3.2.2)
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We first prove that the eigenvalues of (3.2.2) are the eigenvalues of one of the systems
(3.1.8) or (3.1.9). More precisely, we have the following result :

Lemma 3.2.1 Leta € L>(0,1),a € L>=(0,1) anda > ag > 0. If X is an eigenvalue
of (3.2.2), then X is an eigenvalue of (3.1.8) or (3.1.9).

Proof- First, we prove that the system (3.2.2) is equivalent to the problem u € V :
1
1
/ a[ﬁm — (A4 2a\)]u - [Opr — (A2 + 20X + 20)|pdz = 0, Yo € V. (3.2.3)
0

Indeed, let u € V be a solution of the problem (3.2.3). Setting :
a(v—u) = (A\? + 2a\)u — u,, € L*(0,1), (3.2.4)

and inserting (3.2.4) into (3.2.3) we have :

1
/ (u=0) (Opw — (A’ + 20X + 2a)) pdz =0, YV € V. (3.2.5)
0
Hence

1 1
/ (u — v)ppdr = / (A +2aX +2a) - (u —v)pdz =0, Vo € V. (3.2.6)
0 0

Since u € H?(0,1), it follows that :

Upy — Vaw = (N> + 20\ +2a)(u —v), in D'(0,1). (3.2.7)
This, combined with (3.2.4), implies that
in L*(0,1). (3.2.8)

N0+ 2000 — Vg = a(u — v)

’

Moreover, inserting (3.2.8) into (3.2.6) and integrating by parts, we obtain the boun-
dary condition : v(0) = v(1) = 0.

Conversely, let (u,v) € VXV be a solution of (3.2.2). Summarizing the equations
of (3.2.2), we obtain that

(Ouz — (N + 2aX + 2a)) (u —v) = 0. (3.2.9)

It follows that
1
/ (u=0) (Opw — (A + 2aX + 2a)) pdz = 0, YV € V. (3.2.10)
0
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Substituting the term (u — v) by the first equation of (3.2.2) we obtain :

1
/ é(am — (N +2aN)) u- (8w — (N + 20X +2a)) pdz =0, Vo V. (3.2.11)
0

Now let A be an eigenvalue of (3.2.2) and u,v € V be the corresponding eigen-
functions. We set

o [0pe — (A + 2aX) ] w € L*(0, 1). (3.2.12)

e

If 2 =0, then u is a solution of (3.1.9) and X is the corresponding eigenvalue.
If 2 #£ 0 then, z solves the equation :

1
/ z+ (O — (N + 20X + 20)) pdz = 0, Yy € V. (3.2.13)
0

It follows that :
Zew = (A 4 2a) + 2a)z € L*(0,1). (3.2.14)

This implies that z € H?(0,1). Moreover, using (3.2.14) and integrating by parts in
(3.2.13) we deduce that z(0) = z(1) = 0. Consequently X is an eigenvalue of (3.1.8)
and z is the corresponding eigenfunction. The proof is thus complete.

Proposition 3.2.1 Set a € L>(0,1) and 0 < a1 < a(x) < ay < co. Then the com-
plex part of the spectrum of (3.1.8) is symetric about the real axis and is contained

in
C = {)\ €C:|A >V +2ap; —ay < Rel < —al} ) (3.2.15)

A necessary condition for the existence of real eigenvalue is :

as > /2 + 2ay. (3.2.16)

In that case the real eigenvalues N, are contained in the interval :

—ay — /a3 — 712 — 209 < A\, < —a1 + /a3 — 72 — 2ay. (3.2.17)

Proof- Let A\, be an eigenvalue associated to the eigenfunction u,,. Then, we
have

_ 2 pr—
{ Unge — (A2 + 20N, + 20)u, = 0, (3.2.18)

un(0) = u,(1) = 0.
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Multiplying (3.2.18) by u,, we obtain :

1 1 1 1
)\i/ |y |* dz + 2)\n/ alun|” dz + / |tna|” d + 2/ aluy|*dz =0. (3.2.19)
0 0 0 0

Hence
"alu |2d9:j:\/( a|un|?)2dz — [ Jun|® dz( [ |unel® + 20 [ |u|daz)
" fo up|? da ( |
3.2.20
If A\, is a complex eigenvalue then we have :
fol a|u,|? dz
Re),, = —W and — as < Re), < —ay. (3.2.21)
o [un|"dx
Furthermore we have
1 2 1 2
nT + 2 n d
(ReAn)? + (Im),)? = Jo Ittne] : fg o fun[" dz (3.2.22)
fo |u,|” dx
By Poincaré’s inequality, we have :
Al = (ReX,)? + (ImA,)? > 72 + 2. (3.2.23)
If A\, is a real eigenvalue, we have
2 1 2
fo a fun] - M —2a < aj — - 2ay. (3.2.24)
fo |u,|” da fol |u,|? da -7 ’

This gives (3.2.16). The proof is complete.

Now, we carry out the study of the high frequencies of problem (3.2.18). We
will use a method used in Rao [18|. We denote by BV(0,1) the set of functions of
bounded variations. We have the following result :

Proposition 3.2.2 Let a € BV(0,1). Then for all A\ € C, sufficienly large, we

have : WO+ [ a(s)ds)
sinh(Az + | a(s)ds Co
‘y(a:,)\) - S < (3.2.25)
T CO
Yo (x,A) —cosh(Ax + [ a(s)ds)| < B (3.2.26)
0

where Cy > 0 is a constant independent of .
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Proof- We consider the following initial value problem

{ Yoz — (A2 + 20\ + 2a)y = 0,

y(0,)) = 0,y,(0,\) = 1. (3.2.27)

By the theory of ordinary differential equations (see Naimark [14]), we know that
y(x, \) is analytic with respect to A. Furthermore A, is an eigenvalue of (3.1.9) if
and only if A, is a root of y(1, ) = 0, and its algebraic multiplicity is the nullity
order of A, as a zero of the function A — y(1, \).

1
Let z(z,\) = X sinh Az be the solution of the undamped initial value problem

(a = 0). By the variation of constants formula we have :

y(x,\) =z +/ 2a(s)\y(s)z(z — s)ds. (3.2.28)
0
Hence "
Yo, N) = 25 +/ 2a(s)\y(s)zx(z — s)ds. (3.2.29)
0
Since |sinh Az| < cosh |az| := C} and |cosh Az| < Cf, thanks to Gronwall’s inequa-
lity, we deduce that
1
ly(z, A)| < %exp (201/ |a(s)|ds> = % (3.2.30)
0

Inserting (3.2.30) into (3.2.29) we conclude that

1
|y (z, \)| < Cy + 0102/ 2|a(s)|ds := Cs. (3.2.31)
0

Now we construct an approximate solution of problem (3.2.27). Using an idea of
Rao [18], we consider the case where a is a constant. In that case, the characteristic
equation of (3.2.27) is given by

7 — (A% + 2a\ + 2a2) = 0.

Thus we have :

1
7o = £VA2 + 20\ + 20 = £\ <1+§—I—O<W)) . (3.2.32)

By neglecting the high order term, we set

O(x) = A + /OI a(s)ds, v(x) sinh (z). (3.2.33)

~ A+ a(0)
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Furthermore, since the functions sinh 6(x) and cosh 6(z) are uniformily bounded for
A € C, we deduce that there exists C; > 0 independent of A, such that

C

o] < |/\4| and || < Ci. (3.2.34)

Let us consider the following problem :

Ve — (A2 + 20\ + 20)v = f,
{U(O) ~0, 0, (0) = 1. (3.2.35)
where .
f= N7 a(0) ((a2 — 2a) sinh §(z) + o' cosh 9(:6)) (3.2.36)
By the variation of constants formula we have
v@) -~ @) = [ feue - s)ds
0
wl@) =) = [ f6)unla —9)ds
0
Thanks to (3.2.30), (3.2.31) and (3.2.36) we obtain that
— < ! 2.
o) =y < |/ 20|+l dr,  (3.237)
|ve () — yu(x)| < |)\Ci aC'i ol / la® = 2a| +|d'|) d (3.2.38)
Consequently, we obtain
sinh(Az + [ a(s)ds) Cy - Cy- (T, + |la]|2, + 20)
= 3.2.39
o - e < S G299
A+ a(x) I Cy-Cs- (T, + |la]|%, + 2a)
— ———cosh(A ds)| < == 3.2.40
Yo (T) T al0) cosh( x+/0 a(s) s)‘_ D a)] . ( )

where T}, denotes the total variations of a. Since for A large enough we have :

Ata(r) 1

7/\—1—&(0) = 140 <|)\|2) , (3.2.41)
1 1 1

s~ 30 (on)- (3:2.42)
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We deduce that there exists a constant Cy > 0 such that (3.2.25)-(3.2.26) hold. This
achieves the proof.

e
Let N be the smallest integer greater than —% we define the sets

7T
Iy <{z;|z+ag| < NTI’—l—g}, (3.2.43)
: 2Cy
I, ={z;|z +ag £ innt| = —}, for n>N (3.2.44)
nm

where we have put :

ag = /01 a(x)dx.

C
By Lemma 5.2 in Cox-Zuazua [4], we have | sinh(\ + ag)| > ﬁ for all A € T1,,.

Theorem 3.2.1 Leta € BV(0,1). There exists a finite number of eigenvalues A, €
IIy, and one simple eigenvalue in the region enclosed by 11,, for each n > N.
Proof- Let n > N. By (3.2.25) we have
Co
AR

sinh(A + ag)
A

sinh(\ + ay)

y(lv)‘)_ A

. VA€l (3.2.45)

By Rouché’s theorem, y(1, ) has the same number of roots as the function
sinh(\ + ay)

3 in the region enclosed by II,,. In particular, we have

Ap = —ag £ inm + O (l) i (3.2.46)
n

As the spectrum of (3.1.8) is discret and Iy is compact, there exists at most a finite
number of eigenvalues A\, € Ily. This achieves the proof.

Theorem 3.2.2 Let a € BV(0,1). Setting

&(x) = /093 a(s)dx — xay, (3.2.47)

we have .
Aip - Ugp(z) = sinh(&(x) £ inmz) + O (5) : (3.2.48)
Usnz(z) = cosh(é(x) £ inmx) + O (%) . (3.2.49)
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Proof- Using (3.2.46) and (3.2.25) we obtain :

)\in ' uin(x> - )\iny(xa )\in)
= sinh ({(z) £ inmz) + O (l) :

n

Similarly, using (3.2.26) and (3.2.46) we get :
Utna(T) = YolZ: Asn)
= cosh (&(z) £inmx) + O (%) :
The proof is complete.
Now we consider the eigenvalue problem (3.1.9) defined by

Umaax — (/’61271 + QCLMm)Um = O_/
{Um(o) = (1) = 0. (3.2.50)

By applying the same method, we obtain the following developement for all m > M
where M is an integer depending only on a(z) :

fiam = —ag £ imm + O (%) : (3.2.51)
fimUsm (@) = sinh(¢(z) £ imrz) + O (%) , (3.2.52)
Vame () = cosh(£(z) £ immz) + O (%) . (3.2.53)

We notice that for |n| > sup(NV, M), there exist, in II,,, two eigenvalues A\, and u,
of algebraic multiplicity 1. We will prove that these two eigenvalues are distinct :

Proposition 3.2.3 Let n be a sufficiently large integer. We have

An 7 . (3.2.54)

Proof- Assume that A\, = pu,. Let u, and v, be eigenfunctions associated to
A, and p,. We have

Unaz — (MSL + QGMn)’Un - O,
{ Un(0) = v, (1) = 0. (3.2.55)
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Multiplying (3.2.55) with u, and integrating by parts, we obtain that
1 1
/ Uy - [Ope — (A2 + 20N, + 20)|u,dr + 2/ oy, - vpdr = 0. (3.2.56)
0 0
Since u,, is a solution of (3.1.8), we have
1
/ auy, - vpdr = 0. (3.2.57)
0

On the other hand by (3.2.48) and (3.2.52) we have

! I 1
/o QUy, - v, dr = — /0 o |sinh(&(z) £ inmz)|* dz + O ($> = 0. (3.2.58)

n2m?
It follows that .
1
/ o [sinh(&(x) + innz)|* dz — O (ﬁ) | (3.2.59)
0

A straight forward computation shows that
1 1
/ o |sinh(é(z) + inmz) > dz = / a (sinh? £(z) + sin®(n7z)) do
0 0

1 1
> —/ adz > 2 > 0. (3.2.60)
2/, 2

This leads to a contradiction. Thus, we have proved that for each n > sup(N, M),
The region enclosed by II,, contains two distincts eigenvalues fi,,, \,.

3.3 System of root vectors.

Let A\, and u,, be two eigenvalues of the operator A. We know that their algebraic
multiplicity is equal to one for |n| > N and |m| > M. We index the eigenvalues A,
and f,, (|n| > N, |m| > M) of high frequencies following the asymptotic expansions
(3.2.46) and (3.2.51). We denote by A for 1 < k < K and ji; for 1 < < L the
eigenvalues of low frequencies. Hence we write the spectrum of A :

o(A)={\:|n| >N U {1 <E<KYU{ftp:|m|>MYU{ji:1<1<L}

Let A, be an eigenvalue of (3.1.8) with the corresponding eigenfunction u,, and p,,
be an eigenvalue of (3.1.9) with the corresponding eigenfunction v,,. Then, A, is an
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eigenvalue of A associated to the eigenvector ¢, = (Un, Aply, —Up, —Apty,), and i,

is an eigenvalue of A associated to the eigenfunction ¢ = (v, lhmUm, Vm, fm¥Um)-
1 o

We denote by s the algebraic multiplicity of Ay and by {(,JNS,: ;Yo ! the associated
Jordan chain. Respectively, we denote by ¢ the algebraic multiplicity of fi; and by
{qb;’rj @1 the associated Jordan chain. The root vectors of A are given by

{6, 0<j<si—L1<k<K}U{g, :|n| > N}

U/ 0<j<q—1;1<I<L}U{g} :|m| > M} (3.3.1)
Our aim is to prove that (3.3.1) is a Riesz basis in the energy space H by using the
following theorem :

Theorem 3.3.1 (Rao [18]) : Let {¢,}§ be a Riesz basis in the Hilbert space X, and
let {gn} be a w—linearly independent system. Assume that

Y lén = gullx < oo. (3.3.2)
n=no

Then {gn};e is a Riesz basis in the subspace Xo spanned by itself in X.

We first prove the following preliminary result :

Proposition 3.3.1 The system of root vectors (3.5.1) of A is complete and w-
linearly independent in the energy space H.

Proof- Putting :

0 I 0 0 0O 0 0 0

| O —al O ol 0 .l =2a 0 0 O
L=i . X N I A I (3.3.3)

al 0 Opp—oal 0 0 0 —2a 0

Then we have 1A = L+T. A straightforward computation shows that L is selfadjoint
in H. Since T is bounded in the energy space H, then

p(LTL ) < L HIT]p(L ) (3.3.4)

where p denotes the order of a linear bounded operator (see |7, p. 27 | for definition).
On the other hand, L™! is compact, from (3.2.46) and (3.2.51) we deduce that the
asymptotic form of the eigenvalues of L=! :

1y ! 1 L
ML) = tint +0 (L) o o (n3> ' (3:35)
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Then, the order p of L™t is given by (Gohberg-Krein |7, p. 256]) :

1
o8 _ . (3.3.6)

p= lim
n—00 log m

Hence by Theorem V 8.1 (Gohberg-Krein |7, p. 257]), we deduce that the system
(3.3.1) is complete in the energy space H.

On the other hand, a straightforward computation shows that A~! is compact
in H. Since the operator i.A™" has no real eigenvalues, by Theorem 1.5.2 (Gohberg-
Krein |7, p. 23 |), all £ € C\R is normal point of iA7'. Let A be a point of the
operator i.A. Following Thorem I 2.1 Gohberg-Krein |7, p. 9|, the projection operator
correspoding :

1
Py, =—— (A — ul)"tdp, (3.3.7)

20 | p=ol=s

is of finite-dimension and the range of Py, is the subspace ker (iAfl — Aol ) " where
vy > 1 is the algebraic multiplicity of A\g. Now we consider a serie :

K sp—1 L q—1

S laf+ S+ Sl ¥l < @3s)
k=1 j=0 [n|>N I=1 j=0 |m|>M

such that
K sp—1 ) L a1l
S5 it Y et Y s X deh0. @ay
k=1 j=0 In|>N =1 j=0 [m|>M

Applying the projector Py, 1 <1 < L to (3.3.9), we obtain that

q—1
> chdl =0 for 1 <1<L. (3.3.10)
j=0
Since {(;N&;Tj}glfl is a basis of ker(A — )% ! for all 1 <[ < L, it follows that
;=0 0<j<q-1, 1<I<L (3.3.11)
On the other hand, the algebraic multiplicity of the eigenvalue p, is equal to 1

for m > M. Applying P, for m > M to (3.3.9) we have :
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¢t =0 forall |m|> M. (3.3.12)

m

Similarly, applying P5_for 1 <k < K and Py, for [n| > N to (3.3.9) we get that

¢, ; =0, for0<j<s;—1, 1<k<K andc, =0 foral [n[>N.
(3.3.13)
This achieves the proof.

Now we consider the subspace £ of X = L?(0,1) x L?(0,1) x L*(0,1) x L?(0,1)
defined by

1 1
L= {(f,g, h,k) € X such that / flz)de = / g(x)dx = 0} (3.3.14)
0 0
and we define the linear bounded operator from H to £ by

Flu, z,v,w) = (Ug, 2, Vg, W) V(u, z,v,w) € H. (3.3.15)

Proposition 3.3.2 The linear operator F defined by (3.3.14)-(3.3.15) is an iso-
morphism from H onto L.

Proof- Let (u, z,v,w) € H, then
1
1F (u, 2,0, 0) [ = / | + 27 + [vg ] + Jw]Pdx
0

= ||U||§{3(o,1) + ||Z||i2(0,1) + ||U||§{3(0,1) + ||w||%2(0,1)-

Hence F is a linear bounded operator from H to L. Let (f,g,h,k) € L. We can
verify that

" — /xf(x)d:c cHI0.1),  2—geI20,1), (3.3.16)
0

v = / h(x)dx € Hy(0,1), w=k € L*0,1), (3.3.17)
0

satisfy the equation F(u, z,v,w) = (f, g, h, k). We conclude, by Banach’s theorem
that F is an isomorphism from H onto £. The proof is complete.

Let &(z) € L>=(0,1), and set ©,, = £(z) + inmx. We have the following system
®F = (cosh ©,,sinh ©,,, + cosh ©,,, £sinh ©,,)), n € Z. (3.3.18)

n —
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Proposition 3.3.3 For all £(x) € L*>(0,1), the system (3.3.18) is a Riesz basis in
X.

Proof- For n € Z, we set :

eX = (cosnmx,sinnrr, £ cosnrr, & sinnrx),
cosh{(z)  sinh&(x) 0 0
| icosh§(z) isinhé(x) 0 0
M= 0 0 cosh&(z)  sinhé(z) |’ (3.3.19)
0 0 icosh&(z) isinhé(x)

Then we have & = eX . M. Since the transformation matrix has a bounded inverse
in X and since the system {eX},cz is equivalent to an orthonormal basis in X, it
follows that the system (3.3.18) is a Riesz basis in X. The proof is complete.

Theorem 3.3.2 Assume that a € BV (0,1). Then the root system (3.3.1) forms a
Riesz basis in the energy space H.

Proof- We use an idea of Rao in [18]. Since operator F is an isomorphism from
‘H onto L, it is sufficient to prove that the syste

{F67,:0<j<s—1,1<k<K}YU{F¢; : |n| > N}
U{Fél,:0<j<q-1L1<I<LYU{Fo':|m|> M} (3.3.20)

is a Riesz basis in £. We distinguish the three cases :

Casei: S5 sp+ Y0, q=M+N.From (3.2.48), (3.2.49), (3.2.52) and (3.2.53)
it follows that :

K sp—1 ~ B L q-1 B .
SN IFG - A+ DD IFS -k (3321)
k=0 j=0 1=0 j=0

+ Y Fe = Ik + > IFS, — @ Ix < oo (3.3.22)
[n|>N |m|>M

Thanks to Bari’s Theorem, we show that the system (3.3.20) is a Riesz basis in X.

Case 1 : If Zszl sk + Zle @ > M + N. From Bari’s theorem, we can find a
subsystem of (3.3.20) which is quadratically close to the Riesz basis {®F},cz, and

would be also a Riesz basis in X. This contradicts the linear independence of the
system (3.3.20).
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Casedii : If S p , sp+>0r, @ < M+N. From Proposition 3.1, the system(3.3.20) is
complete and w-linearly independent in £. Since the system (3.3.20) is quadratically
close to a subsystem of the Riesz basis {®*},cz, applying Theorem 3.1, we conclude
that system (3.3.20) is a Riesz basis of the subspace spanned by itself. But the
system (3.3.20) is complete in £, hence forms a Riesz basis in the whole space L.
The proof is thus complete.

Theorem 3.3.3 [fa € BV(0,1), then have p(a) = w(a) .

Proof-  The proof is similar to the one used in [2|, [4] and [13]. For the sake of
the complement we give a brief outline of the proof.

We know that p(a) < w(a). We will establish the reverse inequality. We expand
the initial data into :

+oo sp—1 +o00 gm—1
(0, 20,00, w0) = > > Bribms+ > > B, (3.3.23)
n=0 j=0 m=0 j=0
It follow that
Foo sp—1 +oo gm—1 2
(e, v, v)ll3, = DD B S@om; + > Y B S(t (3.3.24)
n=0 ;=0 m=0 j5=0

where S(t) is the Cy—semigroup generated by the system (3.1.1). By the property
of Riesz basis there exist positive constants C7, Cy such that

+00 5,1 +o00 gm—1 +00 5,1 400 gm—1
T ETES 3 NEVSRICUEET b5 iEAES 9 SiEN |

n=0 j=0 m=0 j=0 n=0 j=0 m=0 j=0

for any Uy = (uo, 20, Vo, wo) € H. Then a straightforward computation gives that

[P [ (Ze% “”Z*m?”' Z( 1) >2
+ Z 2u(a>tqnz_1|ﬁrfjl Z( )2) (3.3.25)

Recalling that at most M + N elgenvalues may be of algebraic multiplicity greater
than one, we conclude that there exists a positive constant C3 such that :

+oo sp—1 +o0o gm—1
N v, o)l < CaChe™ (ZZI6MIQ+Z 3 m;;m) (1 4 200y
n=0 j=o m=0 j=o
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C5C
%e%@f (1 4+ 2PN | (g, wor, Vo, vor ) || (3.3.26)
1

We have established our main result.
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Chapitre 4

Stabilisation des équations des ondes
couplées avec des controles non
dissipatifs

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a la stabilisation d’un systéme des équations des
ondes couplées en présence des controles non dissipatifs :

Uy — Ugy + 208U + a(u —v) = 0, 0<x<l,
Vgt — Vg + 2060y + (v — u) = 0, 0<x<l,
u(0,t) =u(l,t) =v(0,t) =v(1,t) =0, Vt>0, (4.1.1)

u(z,0) = ug(x), uy(0,2) = zo(xi,
v(x,0) = vo(x), v:(0, ) = wo(z),

ot a,e € RY et a € L>(0,1).
Dans l'espace de Hilbert : H = Hj(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0, 1) on définit
Popérateur linéaire non borné A° par :

0 1 0 0
s amo_ a —%% . (1) ’ (4.1.2)
o 0 Opy — 0 —2a¢
D(A%) = Vx Hy0,1) x VYV x Hi(0,1), (4.1.3)
oll on a posé : V= H;j(0,1) N H*0,1).
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Posant ¢ = (u, us, v,v;)", on transforme le systéme (4.1.1) en une équation d’evolu-
tion :

¢ = A9, #(0) = ¢o. (4.1.4)

Dans le cas ol a est une fonction positive sur (0,1), il est prouvé dans le Chapitre
3, que ’énergie du systéme décoit exponentiellement vers zéro quand t tend vers
I'infini. Par ailleurs, si a est négative 1’énergie du systéme croit vers ’infini.

On s’intéresse dans ce chapitre au cas ot a est de signe indéfini. Plus précisément
en s’inspirant du travail de Chen et al [3]|, nous considérons le cas ou @ est une
fonction “plus positive que négative”. La stabilisation du systéme (4.1.1) devient
plus délicate. Dans le cas ot aw = 0 le systéme (4.1.1) n’est plus couplé, ce cas a été
étudié par Freitas et Zuazua dans [5]. Ce résultat a été généralisé par Benaddi et
Rao dans [1]. Une condition nécessaire prouvée par Freitas dans [4] est que : si v,
est un vecteur propre de opérateur (0,, — b), alors pour ¢ assez petit la condition
suivante

1
() I, = / a(x)vi(z)dx >co >0, ¥Yn>1, (4.1.5)
0

est nécessaire pour la stabilisation du systéme :

{ Uy + £QU = Uy + bu, 0<z<l, (4.1.6)

u(0) =wu(l) = 0.

Dans ce chapitre nous montrons que le systéme (4.1.1) est exponentiellement
stable si a est une fonction de variations bornées et si a est une constante positive
pour ¢ assez petit. La preuve est basée essentiellement sur deux étapes. La premiére
est de découpler le systéme (4.1.1). La seconde étape consiste a déterminer explici-
tement la base orthonormale équivalente a la famille des vecteurs propres associés
au systéme (4.1.1).

Dans le paragraphe 2 nous utiliserons la méthode du tir développée par Rao
dans [11] pour établir les développements asymptotique des valeurs propres des
systemes découplés. Cette approche permet de calculer explicitement les constantes
qui apparaissent dans les approximations des fonctions propres du systéme (4.1.1).

Le paragraphe 3 sera consacré a la construction de la base de Riesz formée des
vecteurs propres de 'opérateur A° qui engendre le semi-groupe de contractions asso-
cié au systéme (4.1.1). Puis nous montrons que 1'énergie décroit exponentiellement
vers zéro quand ¢ > 0 suffisamment petit.
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4.2 Hautes fréquences
Nous considérons le probléme de valeurs propres associé au systéme (4.1.1) :

AU — Uy + 2aedu + a(u —v) = 0,
A0 — vy + 208X + a(v — u) = 0,
u(0) =u(l) =0,
v(0) =v(1) = 0.

(4.2.1)

D’apreés le Lemme 3.2.1 du Chapitre 3 nous savons que A\, est une valeur propre de
(4.2.1) si et seulement si A, est une valeur propre du probléme :

Upe — (A2 + 2ea(z)\ + 20)u = 0,
{ w0) = u(1) :50’ (4.2.2)
ou du probléme :
Upe — (A2 + 2ea(z)\)u = 0,
{ w(0) = u(1) ~0. (4.2.3)

Pour faciliter la lecture de cette partie, nous rappelons quelques résultats démontrés
dans le Chapitre 2.

Soit 1, défini par :

1
\/ pi, +2a + cag = tinw, ol ay = / a(x)dz, et Reuy, <0. (4.24)
0

On pose pour tout n > 1 :

9
Gin = {)\ / |)\_,Uin|<ﬁ}
™ (125)
e<e = <1, 4.2.5
! 30 (1+Cy + |lallc + VA2 + 20x)

ou 7 > 0 est une constante dépendant de a,a et la premiére valeur propre de
I'opérateur (0, — 2ar). Nous choisissons alors 0 < Argy/ A + 2a < 2w, pour A € G,
et —2m < ArgV/ A2+ 2a < 0, pour A € G_, telle que la fonction A — VA2 + 2«
soit analytique dans chaque région G, et que VA2 + 2a + €a(0) est non nul dans
Gyy, pour 0 < € < £7.

Sous les hypotheéses : a € L>(0, 1) et «v est une constante positive, nous avons montré
dans le Lemme 2.2.1 du Chapitre 2, qu’ il existe des constantes C5 et C3 dépendant
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uniquement de [|a||» et a telles que, pour tout n > 1, A € G4, et 0 < & < &1 nous
avons les estimations suivantes :

‘?Re <\/)\2 + 20 + 5/ a(s)ds) < 3eCy < 1, (4.2.6)
0

‘?Re\/)\Q n 204( < 20y < 1, (4.2.7)

N G (4.2.8)

VI¥+2a] T 2

Soit maintenant la région I'y,, définie par :

2C)
Vn2m?2 + 2a

pour tout n > 1,0 < & < g1 ot Cy > 0 dépendant uniquement de a et a. D’aprés
(2.2.25) du Chapitre 2 nous savons que

Fin - {/\ / |/\ - Min| S 5Tn} avec T, = (429)

Iy, CGyp, pourtout n>1 et &< ey =min {51, %\/WQ — 2a} . (4.2.10)
2

En vertu de (2.2.31) et (2.2.34) du Chapitre 2, nous savons qu'il existe Cy > 0
déterminée par a et a tel que pour tout A € G4, on a :

2eCy  2e2C
‘\//\2 + 2a +€ay :Fz'mr) < ZWO + 2%4’ (4.2.11)
VIA2+2a] >nr—e(|la]| + Co+Cy), Vn>1. (4.2.12)

Enfin nous rappelons un résultat du Chapitre 2 (Théoréme 2.2.2) sur le développe-
ment asymptotique des valeurs propres du systéme (4.2.2) :

Théoréme 4.2.1 Soient a € BV (0, 1) et o une constante positive. Alors pour tout

O<e<eg:
€3 1= min {6 (4= m)C }
° 27 (4C + Co(flalleo +2Co + Cy))
le systeme (4.2.2) et le systeme (4.2.3) admettent respectivement une et une seule

valeur propre Ay, A%, dans Gy, pour tout n > 1. De plus, Nous avons [’estimation
susvante :

(4.2.13)

. Ch Co
A, +eap Fivnin? + Qa‘ < ¢ (— + —) ; 4.2.14
+ o+ n Vn2r2 4+ 2a /) ( )

Cy G
| Ain +cag Finn| < ¢ (;1 + n—;) . (4.2.15)
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Le but de ce paragraphe est de donner des estimations explicites sur les fonc-
tions propres associées aux systémes (4.2.2)-(4.2.3). Pour cela nous avons besoin du
résultat suivant :

Proposition 4.2.1 Supposons que a € BV (0, 1) et que a est une constante positive.
Alors, il existe Cy > 0,C5 > 0 dépendant seulement de a et « tels que pour tout
n>1, A€ Gy, et 0 <e < ey nous avons les estimations suivantes :

1 v 005
,A) = ———=sinh | VA2 4 20z + / d>‘<7,4.2.16
u(z, \) msm (\/ ar +¢€ i a(s)ds || < 2+ 20l ( )

* 055
Ug(z, \) — cosh [ VA2 +2a:1:+€/ a(s ds) < — . 4.2.17
(2.) = cosh (¥ “ats) e 427

Démonstration- Nous rappelons que (4.2.16) a été prouvée dans le Chapitre 2
(Théoréme 2.2.1). Soit maitenant u solution du probléme de valeurs initiales suivant :

{ Upe — (A2 + 22a) + 20)u = 0,

u(0) = 0,u,(0) = 1. (4.2.18)

Soit
1 o ANTAT

solution du probléme (4.2.18) dans le cas ot a = 0. D’aprés la formule de la variation
de constantes, nous avons :

Uy (T) = 25 — 26X /0ZE a(s)u(s)z,(z — s)ds. (4.2.20)

En utilisant le Lemme 2.2.1 du Chapitre 2 on obtient :

VA% + 2a]

Combinant (4.2.7), (4.2.8) et (4.2.21) on obtient :

|uz (A, z)| < cosh [Rev AZ + 2¢ <1 + Oy 21\ / |a(5)|ds> : (4.2.21)
0

luz(A, z)| < (1 + ||a]|C2C3) cosh 1 := Cy, (4.2.22)
pour tout A dans G4, et 0 < & < ;.
On pose :
L(v) = vge — (A* 4 22a) + 2a)v, (4.2.23)

! i 2 ax msa s)ds
v(x,A) = T 2 1 ea0) sinh (v/\ +2 —i—/o (s)d ) . (4.2.24)
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Par un calcul direct nous avons :

L(v) =

€ , *
— a cosh [ VA2 + 2ax + 5/ al(s ds)
\/)\2+2a+5a(0){ ( 0 (s)

dao x
+ (ea® + ——— | sinh \/)\2—|—2ax+€/ asds)}.
( )\+\/)\2+2a) < 0 ( )

Par conséquent, on a :
2e
L(0)] <~ (
VA% + 20

En combinant (4.2.22) et (4.2.25), on obtient :

'] + |a|® + 2alal) cosh 1. (4.2.25)

on (2, \) — (2, )| < /0 L (v(s, A)) s ds

20 cosh 1 CuC
< OO (Lt lalle + 20fall) = (4:2.26)

|AZ + 2q VIAZ + 20

D’autre part en utilisant (4.2.6) on a :

vy(, ) — cosh (mx te /0 ’ a(s)ds) ‘

= ¢ alz) — a0) O cosh (\/)\24—72041’ + 5/006 a(s)ds)

A2 + 2a| + ca

cosh 1. (4.2.27)

En vertu de (4.2.26) et (4.2.27) nous avons

Uz (2, A) — cosh (\/ A2+ 2ax + 5/ a(s)ds) (4.2.28)
0
< |Ye — vg| + |ve(x, A) — cosh (\/ A2+ 20z + 5/ a(s)ds) (4.2.29)
0
eCy - C 4ellaljog cosh 1 eCs (4.2.30)

VIN¥+2a] /X2 +2a] VN +2a]

pour tout A dans G4, et 0 < & < 1. Ceci termine la démonstration.
1 1
En posant &(x) = / a(s)ds — :U/ a(s)ds. Nous montrons le résultat suivant :
0 0
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Théoréme 4.2.2 Soient a € BV(0,1) et a une constante positive. Alors il existe
des constantes Cg > 0 et g¢ tels que pour tout n > 1, Ay, € G4, et 0 < € < g nous

avons les estimations suivantes :

vn?n? + 2a  sinh (¢£(x) £ inmx)

nm )\in

u?l:n (l‘, /\ﬁ:n) -

|uS 0 (7, Ay) — cosheé(x) £inma| <
(

Démonstration- Soit Ay, € G4,. En utilisant

27T2

A, +2a] = ——,

pour tout

7'('
0<e<es:=|es, :
’ ( "2 ([lafloe + Co + 04))
En combinant (4.2.16) et (4.2.33) on obtient :

1 X
us,, (2, A\yp) — ———=—===sinh w/)\2n+2ax+£/ asds)
i( ) i) \/m ( + . ()

<

4.2.12) nous avons

o (4231)
G (4239)
nim
(4.2.33)
(4.2.34)
4Cye
S (4.2.35)

D’autre part en utilisant (4.2.11), on déduit que pour tout Ay, € G4, on a :

sinh (\/ M, 20z +e [y a(s)ds) Vn?r? 4+ 2« sinh (e€(z) £ inmx)

VAL, + 20 B nm
2) cosh 2||al|

2, + 2]

0
h EPn€
2

1 vn?r? +2a 1
VAL, + 20 nm A

ol on a poseé :

< <|sinh 5pnei9‘ + 2 |sin

cosh 2||al| s,

o 200 +8C4
N nr

Pn
On déduit alors, de (4.2.33) :

if
sinh 2Pn%
2

(‘sinh 5pnei‘9| +2

2> cosh 2||al|~

T, + 2]

< <4\/5 + 20e (CO + 604)) cosh 2] af|(Co + 604)6

nm n2m?

26

)\:I:n
(4.2.36)
(4.2.37)
Cge
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De plus on a :

1 VPt +2a 1
VA, +2a T A,
gay (mr — \/M) + (mrp;eif/ — \/Mpnew) €

_ , (4.2.39
nTAin/ AL, + 20 ( )
oll on a posé pl, = G + __% En utilisant (4.2.33) on obtient :
" Vn?r? 4 2a o ‘
1 Vvn?r? 4+ 2a 1
_ vt ca (4.2.40)
\/ )\in + 2« nm Ain
2e 2a 200 + 804
2 o, Hui) o

2c Co Co + 804 Cge’:‘
1 1+ = 2 = . (4.2.42
+ ( + +7T>(Ol+ ﬁ2—|—2a+ - )} a3 ( )

pour tout Ay, € G4, et

V1?2 + 2a

0 <e <ée5:=min | ey, . (4.2.43)
2 (llalke + €1+ 7252
En combinant (4.2.35), (4.2.36), (4.2.38) et (4.2.42) on obtient (4.2.31).
Nous procédons de la méme maniére pour I'estimation (4.2.32) , en effet :
|uS 0 (T, Asn) — cosh (e£(z) £ inma)|
< |ug,. (T, Asp) — cosh <\ [AL, + 20z + 8/ a(s)ds) ‘
0
+ |cosh <\ /AL, + 20z + 5/ a(s)ds) — cosh (e£(x) £ inmx)|. (4.2.44)
0

En combinant (4.2.17), (4.2.33) et (4.2.38), on obtient :

|uS o (%, Ay) — cosh (e€(z) & inmz)|

2 €T
< ZCO + |cosh (\ [AL, + 20z + 8/ a(s)ds) — cosh (e&(x) £ inmx)
T 0
< 2eCo + Qﬁgw cosh 2|a|| s
nm nm
2 1
+ 102 <M) cosh 2||a|o := C'e (4.2.45)
nm nw
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pour tout Ay, € G4, et 0 < & < g4. Ceci termine la démonstration.

Soient Ay, et A%, deux valeurs propres appartenant a deux branches différentes.
Sin # malors, A\y,, € I'y,, et \§, € I'y,, par conséquent, Ay, et A7, sont distinctes.
Sin = m alors, Ay,, A%, € I'y,. Le résultat suivant montre que, Ay, et A7, sont
distinctes.

Proposition 4.2.2 Soient A% et \,, deux valeurs propres de l'opérateur A°. Alors ,
il existe e7 > 0 tel que pour tout n > 1 et 0 < & < &7 nous avons

AT £ A, (4.2.46)

Démonstration- Supposons A = A,. Soient u{ et u, deux fonctions propres
associées respectivement a Ao et A,. Alors

{ Upypar — (()\n)2 + 2a\,)u, =0,

u,(0) = u, (1) = 0. (4.2.47)

Multipliant (4.2.47) par u,, et intégrant par parties on obtient :
1 1
/ Up - [One — (A2 + 20 (\2) 4 20)[uldzx + 2/ auy - updr = 0. (4.2.48)
0 0
Comme u? est solution de (4.2.2), nous avons
1
/ Uy - Updx = 0. (4.2.49)
0
En combinant (4.2.14), (4.2.15) et (4.2.31) nous avons

1
0 = /uf{-unda:
0

/1 V22 4 2a |sinh(eé () + inmx)|”
0 nm

A

N Cse Vn2m? 4 2asinh(e€(z) + inmx)

n2m? nm AL ¢
N Cse sinh(e€(z) £+ imm)ew N Cie? 2

n2m? A nimrd

I C, 208
> 5/0 |sinh(e&(x) z'n7m:)|2 — 4€n_75r cosh 2||al|~ — ;zﬂg

1 4C 3
> 5~ ¢ (76 cosh 2||al|» + W—S) (4.2.50)
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1 C :
Comme — — de—> cosh 2||al|ec — —2 > 0, pour tout
2 s 2

71'2
O<e<er:=mi , . 4.2.51
= erem (56' 87Cs cosh 2]l + 203) (4.2.51)

Alors A\, # A2 pour tout n > 1 et 0 < e < g7 . Ce qui termine la démonstration.

4.3 Base de Riesz formée des vecteurs propres

Soit Ay, une valeur propre du systéme (4.2.3). Alors Ay, est une valeur propre
simple de l'opérateur A° pour tout 0 < € < 7. En outre d’aprés le Lemme 3.2.1 du
Chapitre 3 nous avons A4, est une valeur propre simple de 'opérateur A° associée
au vecteur propre :

¢in - (uﬁ:na )\:I:nu:tn’ U4, )\:!:nuﬁ:n)T y V’I’L 2 1. (431)

D’autre part soit A%, une valeur propre du systéme (4.2.2). Alors A\, est une
valeur propre simple de 'opérateur A°. De plus d’aprés le Lemme 3.2.1 du Chapitre
3 nous avons A%, est une valeur propre simple de 'opérateur A associée au vecteur
propre :

BLn = (U AL ULy —UL s = AL UL) VM > 1. (4.3.2)

Nous concluons alors que le spectre de 'opérateur A° est donné par :
{ AL} s U{And st (4.3.3)

associé au systéme des vecteurs propres de 'opérateur A° donné par :
{080} sy YAtz - (4.34)

Le but de ce paragraphe est de montrer que le systéme (4.3.4) forme une base
de Riesz dans I'espace de I’énergie H. Nous montrons d’abord le résultat suivant :

Proposition 4.3.1 Le systeme {¢%,,, tm>1U{@xn fn>1 des vecteurs propres de ’opé-
rateur A est w-linéairement indépendant.

Démonstration  Nous savons que (A°)"! est un opérateur compact dans H.
Comme l'opérateur (A°) n’a pas de valeurs propres imaginaires pures, donc 7(A)
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n’a pas de valeur propre réelle. D’aprés Théoréme 1.5.2 (Gohberg-Krein [6], page

23), )\i € C\ R est un point normal de P'opérateur i(A°)~L. Par conséquent pour

tout T: > () assez petit I'opérateur de projection correspondant

1
P, =—— i(AS)™ = A~ td\
317 e AT 2 AD

Un

est de dimension finie, et 'image de P, est le sous-espace propre ker (A% — A, 1)
ol v, est la multiplicité algébrique de la valeur propre A,.

Etant données deux suites (C2,,) _,,(Cin),>; telles que :

> Chntan +CL0%, =0 et > [CeaP+ D 02,2 <+oo.  (4.3.5)

m,n>1 n>1 m>1
En appliquant l'opérateur de projection Py, & (4.3.5) on obtient :
Cinpin =0 donc Cy, =0, Vn>1.

De la méme maniére on obtient : C¢, =0, pour tout m > 1. Ce qui achéve la
démonstration.

Soit maintenant une base orthonormée dans I’espace de 1'énergie H :

{edntm1 U {eantnz (4.3.6)
défini par :
[e% 1 . . . . 1 . . . . T
€y,, = | —— sinhimmnz, v, sinh imnz, ——— sinhimnx, —v,, sinhimrx | VYm > 1,
ima mm

-
1 . . 1 . .
e+n = | — sinhinmz, sinh tnmr, — sinh inmzx, sinhintxr | Vn > 1.

mnm mnm

Vm?m? + 2a

mm '
Pour montrer que le systéme des vecteurs propres (4.3.4) associé a opérateur
A¢, forme une base de Riesz de I'espace de 'énergie H, il suffit de montrer que
{6, }m>1 U {Gxn tn>1 est équivalent au systéme défini par (4.3.6). Pour cela nous

ol on a posé ¥, =
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avons besoin des préliminaires suivants. On pose :

1
L2(0,1) = {u € L*0,1) : / u(s)ds = 0} ,
0
Ly, = L*0,1)x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)
L = L*0,1) x L3(0,1) x L*(0,1) x L3(0, 1),
F:H—L
.2, f,9) — Wa, 2 fa, 9)-

Nous savons d’aprés la Proposition 3.3.2 du Chapitre 3 que I'application F' est un
isomorphisme de H dans L.

Soient maintenant les matrices By et B5, définies par :

cosheg(z) sinheé(x) 0 0
B sinhe€(z) coshef(x) 0 0
o 0 0 cosheé(z) sinheé(x)
0 0 sinhe€(z) coshef(x)
coshef(z)  ~,'sinheg(z) 0 0
B o | sinhe(z)  cosheg(x) 0 0
Zn 0 0 cosheé(z)  ~,'sinhef(z)
0 0 Ynsinheé(x)  coshel(x)

On pose O, (z) = &(x) + inmx et

®, = (coshOi,(x),sinhfi,(x),coshbi,(z),sinh O, (z))"Vn > 1,

-
o = (cosh Ot (), Y sinh 04, (), — cosh 04, (), =y, sinh Gim(x)> Vm > 1.
Par un calcul direct nous avons pour tout m,n >1et e >0

B:dY, = o5, Feyp,=0%,, Vn>1, (4.3.7)

€ 0,0 _ FE, o _ s0,a
Bzﬂn(bim - Tame Fe:l:m - (I):i:ma Vm > 1.
Ainsi nous définissons 'opérateur B¢ de £ dans L par :

B®Y, = P®S,, VYn>1, (4.3.9)
BEOYY = PO Ym > 1, (4.3.10)
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ot P désigne la projection orthogonale de Lo sur L.
Comme F' est un isomerphisme et {e4,,},>1 U {€%,, }m>1 est une base orthonormée,
les relations Fex, = ®Y, , Feg,, = ®3% impliquent que {39, },51 U {®L% s est
une base orthonormée dans L.

Soit X € L. Alors il existe deux suites (i, )n>1 €t (29, )m>1 telles que :

X=> 2,0}, + ) a5l (4.3.11)

n>1 m>1

Alors B°X = X + PA*X + Z PA: 2% &Y% ot on a posé :

m>1
2sinh? €% sinh () 0 0
. . eé(x
. sinhef(z) 2sinh? % 0 0
0 0 2sinh? €% sinheg(z) |’
0 0 sinhef(z)  2sinh? &2
0 (7,1 — 1) sinh () 0 0
Vo (v — 1) sinh e€(x) 0 0 0
o 0 0 0 (7,1 — 1) sinh e&(z)
0 0 (Y, — 1) sinh g€ () 0
Comme
| sinh e€(z)| < 2¢||al| cosh 2||al| o, (4.3.12)

un calcul direct montre que la norme ||.||s subordonnée a la norme euclidienne dans
R? de A® et A, satisfont :

A% < 2e (||a||oocosh 2||al|oo + ||a||§O cosh? ||a||oo) , (4.3.13)
. 2ae
|AS ]2 < W||a||oocosh 2||a||o- (4.3.14)
En utilisant (4.3.14) on déduit :
£ a,0 « €
Z PAmx:tm(D:I:m < Z "Tﬁ:m‘ ||Am||2
m>1 m>1
1 1
9 2 ) 2
< (Sl (Su)
m>1 m>1

=

< (Z#) 2ae cosh (2 |a]| )

m>1

< 2aecosh (2|lall,.)- (4.3.15)
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D’ou on obtient :

|B°] < 1+|PA°| +2aecosh(2]all)
< 1+ 2¢(|lall, cosh (2]|al o) + [lall3 cosh® fall
3
+ acosh(2|lall)) < 3 (4.3.16)
_ 1
1B < PR
1 — 2 (Jlal cosh (2lall ) + llall%, cosh® [la|, + acosh (2 al|,.))
< 2. (4.3.17)

Pour tout 0 < ¢ < &g :

. 1
g€g =: min | &7, 5 .
( 4 (llall . cosh (2 lall,) + [lallZ, cosh? al, + a cosh (2]|all..)) >
Nous sommes maintenant en mesure de montrer le résultat principal de ce para-
graphe.

Théoréme 4.3.1 Supposons que a € BV (0, 1) et a une constante positive. Alors il
existe un opérateur linéaire borné inversible S¢ de H tel que

S%erp = Gx,  pour tout n > 1. (4.3.18)
S%el,, = ¢%,, pourtout m > 1. (4.3.19)

De plus il existe g dépendant seulement de a et o tel que nous ayons les estimations
suivantes :

sup ||S°] < +o0, (4.3.20)
O<e<eg
sup [[(S%) 7Y < +oc. (4.3.21)
O<e<eg

Démonstration Soit 0 < ¢ < 7. En utilisant (4.2.14), (4.2.15), (4.2.31) et (4.2.32)
on obtient :

S Fown — 05,5, + Y [[Fog,, — 3

n>1 m>1
1
= 22/ |Uetnz( A, ) — cosh (e€ () + inmx)|”
n>10
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+ |)‘:l:nu:l:n()\:l:nv x) — sinh (65(1‘1) + ZTL?T.I) |2 dx
1
+ 2 Z/ |uS e (AL, @) — cosh (e€(z) £ inTz) ‘2
m>1+0
22
+  |ALug, (AL, 1) — vmIn ¥ 2a sinh (e£(z) £+ inmz)
mm
4
S 505252.

Soit maintenant I'opérateur linéaire R® dans H défini par :

Reei, = F7'B°®Y — i, VYn>1,
Ref, = F'B™®L, —¢%,. Ym>1.

En utilisant (4.3.22) nous déduisons que

IBI® < (ETHP ) IPDL, — Fouallz + IF7HP Y 1P,

n>1 m>1

IA

n>1 m>1

4
< 552052||F_1||2 = e?CL.

Soit maintenant I’ opérateur S¢ définit par :
S=F'BF-R=F"'BF({I-F"' (B5)™* FR).

Nous avons alors

PP (Z 1950 — Fésallz, + > 1955 — F

2

dx
(4.3.22)
(4.3.23)
(4.3.24)
- ngim”%

¢imllig>

(4.3.25)

(4.3.26)

Ssein - F_lBEFein - Rsein - F_lBaq)(in - Raein - (bina
Set,, = F'BFe, —Rel,, = F'B®y, — Re},, = 6%,

En combinant (4.3.16) et (4.3.25) on obtient pour tout 0 < e < eg < 1 :

Is5l < (FHl IIFII{1 + 26(||0J||oc008112||a||oo + [lal%, cosh® [lal|

+ al|als cosh 2||a||oc> } + Coe

IN

3 .
S+ Co.
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En outre

(B FRF < (B IFIIE | Coe,

3
< SIFHIFETCoe < 1. (4.3.28)
pour tout
1
0<e<eg= (58, ) (4.3.29)
2[[F = C

Par conséquent 1’ opérateur

[— (B )" FRF, (4.3.30)

est inversible. De plus, en utilisant (4.3.26) et (4.3.28) on obtient :

e 1
VENE-) B ( )

H(SE)_ H 1—||F! (Ba)*l FRe||

IN

< G| FNIFI-

Ce qui termine la démonstration.

Théoréme 4.3.2 Nous supposons que la condition (C) est satisfaite. Soient a €
BV (0,1) et a une constante. Alors il existe g > 0,w, M > 0 dépendant de a, « tels
que pour tout 0 < & < &g, la solution ¢ du systéme (4.1.1) satisfait I’ estimation
suivante :

10]I3, < Me=“*{|ol[3 (4.3.31)
pour tout t > 0.

Démonstration- D’aprés (4.2.14) et (4.2.15), si

n > 2 (Cl + @) =K, (4.3.32)
m

Qo

les valeurs propres sont a gauche de I’axe imaginaire. Plus précisément il existe une
constante C';p > 0 et N € N le plus petit entier supérieur a K tel que

sup Re(AS,,) < —Chog;  sup Re(Asyp) < —Choe (4.3.33)
m>N n>N

pour tout 0 < € < gy.
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D’autre part, d’aprés la condition ReX,,, (0) = —1I,, < —cy, il existe 0 < gy < g9 tel
que pour tout 0 < € < gg les 2N valeurs propres de basses fréquences satisfont

sup Rels, < —%05; sup Redy, < —%05. (4.3.34)

n<N n<N
Posons C' = min{C}y, ¢y}, alors combinant (4.3.33) et (4.3.34) on a :
Re)s, < —Ce;  Rep>1Ain < —Ck, (4.3.35)

pour tout n > 1 et 0 < e < g.
Soit maintenant ¢y € H tel que

Go=Y  Arnbin+ Y Grmol,,. (4.3.36)

n>1 m>1

Alors, la solution du probléme (4.1.4) est donnée par

A g
¢ = > Magds,+ Y eMnlal, 62,

n>1 m>1

— Adnt € ALt 3

= e *a ,S%ey, + Y etmiaf, S%ed . (4.3.37)
n>1 m>1

De (4.3.33) et (4.3.37), on déduit que

13, < [IS°|I* exp(—2Cet) <Z|ain|2+2|aim|2>

n>1 m>1
2
< ||S°|* exp(—2Ck«t) (Z AgnPin + Z a:i:m¢:l:m>
n>1 m>1
On déduit de (4.3.27) que
loll* < ISTI*I(ST) T HI* exp(—2Cet)||¢ol*, (4.3.38)

pour tout 0 < € < gg. Ceci termine la démonstration du théoréme.
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Chapitre 5

Stabilisation exponentielle de
systémes linéaires non dissipatifs

5.1 Introduction

Considérons une équation d’évolution de la forme

{ W — AU() = (A+eB)U(1),

o 0) = (5.1.1)

ol est H un espace de Hilbert et € est un parameétre réel.

Supposons que :

H; A est un opérateur anti-adjoint (A* = —A) et a résolvante compacte dans H.
H,; B est un opérateur linéaire borné dans I'espace de 1’énergie H.

Il est connu que sous ces hypothéses, 'opérateur A° engendre un Cy-semi-groupe
S<(t) (voir Pazy [13] ) sur l'espace H.

On s’intéresse au probléme de la décroissance exponentielle de I’énergie du sys-
téme (5.1.1) introduit dans Chen et al [4] : sous quelles conditions sur B peut-on
obtenir la décroissance exponentielle de ’énergie 7

Les techniques développées dans le cadre d'une équation des ondes par Freitas
[5], Freitas et Zuazua [6] et Benaddi et Rao [2] permettent d’identifier le taux de
décroissance de I’énergie a 1’abscisse spectrale de 'opérateur infinitésimal du semi-
groupe associé au systéme dans certains cas particulier (voir Chapitre 4).

Cependant ces techniques ne permettent pas d’étudier par exemple le probléme
de stabilisation des équations des ondes couplées en présence des controles internes
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de coefficients différents. Le découplage s’aveére un facteur décisif dans ce genre de
situations. La méthode du tir est limitée & des systémes de couplage simple.

Récemment K. Liu, Z. Liu et B. Rao [11] ont montré un résultat plus général
concernant la stabilition exponentielle des systémes linéaires non dissipatifs du type
(5.1.1), qui fera 'objet d’un rappel dans le paragraphe 2.

Dans le paragraphe 3 et 4 nous appliquerons le résultat de K. Liu, Z. Liu et B.
Rao [11] au systéme

Uy — Ugy + 208U + a(u —v) = 0, 0<zxz<l,
Vgt — Vg + 2bevy + a(v — u) = 0, 0<x<l,
u(0,t) =u(l,t) =v(0,t) =v(l,t) =0, Vt>0, (5.1.2)

u(z,0) = ug(x), u(0,2) = zo(ari,
v(x,0) = vo(z), v:(0, 2) = wo(x),

et au systéme

Ut — Uggzr + Uggar + 26(AU ) + a(u —v) =0, 0<z<l,
Vgt — Vptze + Vpaze + 26(a0y ), + a(v —u) = 0, 0<z<l,
u(0,t) = u(l,t) =v(0,t) = v(1,t) =0, (5.1.3)

uww(oa t) - uxw(lv t) - wa(oa t) = Ua:a:(lat) =0, Vit > 0,
u(z,0) = ug(x), us (0, 2) = 2o(z),v(x,0) = vo(z), v:(0, x) = wo(z).

Nous montrons que les énergies des systémes (5.1.2) et (5.1.3) décroissent exponen-
tiellement vers zéro. Autrement dit, nous montrons qu’il existe w > 0,0 < € < gq et
M. > 1, tels que

|Et)|| < M. exp(—ewt)E(0), Vt>0 (5.1.4)

pour toutes les données initiales des systémes (5.1.2) et (5.1.3).

5.2 Théoréme abstrait sur la décroissance exponen-
tielle de I’énergie de systémes non dissipatifs.

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat abstrait de K. Liu, Z. Liu et B.
Rao [11] sur la stabilisation uniforme de systémes non-dissipatifs. Il est connu que
sous I’hypothése Hy, 1'espace de I'énergie H admet une base orthonormale :

{on / n=12,...}, (5.2.1)
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constituée des vecteurs propres de 'opérateur A, tel que

0 < [M| < e <+ < ] S [Aga] — o0, (5.2.2)

en tenant compte des multiplicités algébriques de i\,,.
Soit v > 0, on défini ’ensemble suivant :

X, =00= Z Cntpn tel que Z e =1,m eN,¢, € C (5.2.3)
ne[-\/,m ne[’y,m
ou 'ensemble I, ,,, est défini par
L,={neN tel que [\, —A\y| <~} (5.2.4)

Soit maintenant

Cy = inf Re(~Bb,6). (5.2.5)

Nous remarquons que I, = I,; si \p, = N et C, > C., pour 0 < 7; < 2. Nous
supposons que

Hj C,, > 0, pour un certain v > 0.

Notons le taux de décroissance du semi-groupe S.(t) est donné par :

wolA) — Tim M (5.2.6)

t—o0

et Pabscisse spéctrale de 'opérateur A, par :
0o(A:) = sup {ReX tel que X € o(A.)}. (5.2.7)

Nous utilisons le résultat de Huang dans [8| et Priiss dans [14], qui est :
wo(A.) = inf {s > 09(A:) tel que sup |[(A — A)_IH < —l—oo} . (5.2.8)
RA=s
Théoréme 5.2.1 Sous les hypothéses Hy, Hy et Hg, pour tout C' € [0,C,) nous
avons l'inégalité suivante :

wo(A) < —eC (5.2.9)
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ot € est choisi dans Uintervalle :
y (ViBE ey e, - o) - 151

20,/ 18] - ¢2

En particulier, S-(t) est exponentiellement stable si :

Y 2
O<e< ——— <\/||B|| +C’2—||B||> . (5.2.11)
2(|B| !

Démonstration- La démonstration se trouve dans K. Liu, Z. Liu, et B. Rao
[11]. Ici, nous donnons un bref rappel pour faciliter la lecture. Nous montrons que
pour tout o > —C, il existe 6. > 0 tel que

0<e< (5.2.10)

[(eo +ir)y — Acyll = o |lyl. VT €R, y € D(A). (5.2.12)
Comme pour y € D(A) et 7,0 € R, nous avons :
(g0 +ir)y — Ayl lyll > Re ((e0 +ir)y — Ay, y) > e (o — | B]) |y]*, (5.2.13)

(5.2.12) est vérifié pour tout o > || B|.

Supposons que l'inégalité (5.2.12) n’est pas satisfaite pour o € [—C, ||B||] , alors
il existe une famille de nombres réels et une famille de vecteurs normalisés y, ap-
partenant & D (A.) tels que

(o +imp) I — Ay, = f, = 0 dans ‘H quand p — +o0. (5.2.14)

D’apres (5.2.14), nous avons :

o =

1 : .
- {fp = (] = A)yy + eByp,yp) = lim Re (By, yp) (5.2.15)

De plus d’aprés (5.2.14) et (5.2.15) nous avons
Gl =)yl = |fy —< (0 = B)y,|*

2 2
1foll” + 2¢ llo = Bl fyll +€* [l(o] — B)
o(1) +&* (0% — 20R (By, ) + | By, I°)

&2 (| B]I> — o?) + o(1).

5.2.16
5.2.17
5.2.18

5.2.19

IN

(5.2.16)
(5.2.17)
(5.2.18)
(5.2.19)

IN

Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe un entier N dans N tel que

(im,] — A)y,||> < (|| B]| —0®+6) ¥p> N. (5.2.20)
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Nous développons y, pour tout P > N dans la base formée des vecteurs propres
normaliés de 'opérateur A :

oo

Y=Y (Up» @n) Pn- (5.2.21)

n=1
En substituant (5.2.21) dans (5.2.20), nous avons :

D 1 = Al [y 0n) P < €% (I|BII* — 0” +6) . (5.2.22)
n=1

Choisissons m = m(p) tel que

|7 — Am| = min{|7, — A\u| / n €N}, (5.2.23)
Nous avons alors
% <17y — Al VR & Ty (5.2.24)

En fait, si |7, — Am| > % Pinégalité (5.2.24) est triviale. Si |7, — Al < % daprés
(5.2.24) nous avons |7, — Ay| > | A, — Am| — |7, — Ap|. En combinant (5.2.22) et (5.2.24)
on obtient :

2
v 2 2
” > o) < (IBI° =0 +96). (5.2.25)
n&lym
Posant :
“p = Z <yp7 @n) Yn, pour p > N7 (5226)
n€lym

on déduit de (5.2.25) que

2¢e 42
lyp — 2]l < 7\/||B||2 —0246, 1> |z|*>1- o (I1B||* = o® +6). (5.2.27)

Comme la fonction

IBIP+C,(C )~ B

()
’ VIBIP — a2

est croissante sur (—C., || B||), I'inégalité¢ (5.2.10) implique. (5.2.11). Nous avons
donc :

(5.2.28)
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2118 < _ VIBIP+C =Bl c, . (5229
g ¢ JIBIP+C2+ B

D’aprés (5.2.27), nous savons que z, # 0 si 0 est assez petit. Donc ||Zp|| € X,. D’apres
Zp
(5.2.5) ona :
2 4e? 2 2
—R (Bzp, 2,) > C,|12,]* > C, L—;;NBH—J«+® : (5.2.30)

Par conséquent, d’aprés (5.2.15), (5.2.27) et (5.2.31) nous avons :

o = liin R (Byp, yp)
p——00
< sup (R(Bzy, 2,) + R(B(Yp — 2p), Yp) + R (Bzp, Yp — 2,))

p>N
sup (—C; |1 z[1* + (1 + [[z[D) | Bl [lyp — 2ll)
p>N

IA

IA

42 4||B
e, (1 _ 7—52 (IBI” - o* + 5)) + %\/HB”2 0?4 6.(5.2.31)

Par passage a la limite (6 — 0) dans (5.2.31), on obtient :

2
C, +0 < 4C, (%\/HBHQ . 02) +4| B (%\/||B||2 - 02> . (5.2.32)

Sio = || B||, alors (5.2.32) est une contradiction. Si —C < ¢ < ||B]|, (5.2.32) implique

g g
> — > —q(— 2.
=2 5479(0) 2 5370(=0), (5233)

qui est en contadiction avec (5.2.25). Comme A, est a résolvante compacte, d’aprés
(5.2.15) la résolvante de A. est bornée sur o + iR pour tout o > —C. Ainsi la
résolvante est bornée sur {eo +ir > —C' — 0, 7 € R} pour tout 6 > 0 assez petit.
Ceci termine la démonstration.

Il est facile de voir que les conditions

H, Le spectre de 'opérateur A satisfait la condition d’écartement :
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Hs Pour tout vecteur propre normalisé ¢ de 'opérateur A,
—R(Bp,p) > Cy>0 (5.2.35)

impliquent la condition Hgz avec v = 7,

Corollaire 5.2.1 Supposons que les hypotéses Hy, Hy, Hy et Hy sont satisfaites.
Alors le semi-groupe S.(t) est exponentiellement stable si

Y0
0<e<< ——— \/BQqLCQ— B). 5.2.36
2||B||CO( 1Bl 5 — 1B ( )

De plus pour tout C' € (0,Cy), nous avons :

20 (VIBIT+ Co(Co — O) — | 1))

2C0\/|| B> — C?

wo (A) < —eC, pour tout 0 <e < (5.2.37)

5.3 Les équations des ondes couplées avec des controles
distribués non dissipatifs

Dans ce paragraphe, nous considérons le systéme des éequations des ondes cou-
plée soumises & des controles non dissipatifs :

Ut — Uz + 20U + (u —v) = 0, 0<x<l,
Vgt — Vg + 2bevy + a(v — u) = 0, 0<x<l,
u(0,t) = u(l,t) =v(0,t) =v(l,t) =0, Vt >0, (5.3.1)

u(z,0) = up(x), ur(0, ) = zo(x),
v(x,0) = vo(x), v:(0, ) = wo(z).

ou a > 0 est une constante a et b sont deux fonctions de L*°(0, 1). Nous définissons
I’espace de I’énergie par

H = H}(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1), (5.3.2)

et ’énergie d’une solution (u,v) par :
1 1
E(t) = 3 /0 u? +u? + v+ v+ au —v)dr. (5.3.3)
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Le systéme (5.3.1) s’écrit sous la forme :

{ du — A u(t) = (A+eB)ult), (5.3.4)

u(z,0) = ug.

oll les opérateurs A et B sont définis par :

Opz — @

0

o O O =

D(A) = VxHy(0,1)xVxH(0,1),

=)

&
I
o O OO
|
S O o
IS
o O OO
|
o O O O
()

oil on a posé¢ V= H}(0,1)N H?*(0,1). Il est facile de voir que l'opérateur A est
anti-adjoint et a résolvante compacte, et 'opérateur B est borné dans 'espace de

Hilbert H.

Lemme 5.3.1 Soit a > 0 une constante. Alors le spectre de Uopérateur A est la
réunion des deux branches définies par :

A, = =inm, neN", (5.3.5)

Ay = Hivm?m? +2a, m e N (5.3.6)

Démonstration- Soit y(z) = (u,z,v,w) une fonction propre associée a la va-
leur propre A de l'opérateur A. Alors le couple (u,v) est une solution du probléme
suivant :

AU — Uy + a(u —v) =0, 0<z<l,

A0 — Vg + (v —u) =0, 0<z<l, (5.3.7)

u(0) = u(1l) =v(0) = v(1) = 0.
Posons :

o=u+v, " =u—u. (5.3.8)

D’aprés le Lemme 3.2.1 du Chapitre 3, A est une valeur propre de 'opérateur A si
et seulement si A est une valeur propre du systéme :

o — (A4 2a)p" =0,
{Zia(m = (1) fo, (5.3.9)
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ou du systéme

Pra — )‘290 =0,
5.3.10
BRI o310
Les équations charactéristiques des systémes (5.3.9) et (5.3.10) sont respectivement :
=X =0, 77— (\+2a)=0. (5.3.11)
Un calcul direct donne :

iy, = +inm, Yin = sinnmz, Vn € N*, (5.3.12)

A, = Fivm?n?+42a, ¢, = sinmrzr, Ym e N* e

Ceci termine la démonstration.

Avec la norme de I’espace de Hilbert H, le vecteur propre normalisé y,, (x) associé
a la valeur propre A4, est donné par :

2 /1 1
Yin(T) = £ (— sin nwa, +isin nw, — sin nrx, +isin mrm) , (5.3.13)
2 \nrw nmw
et le vecteur propre normalisé y¢,, (x) associé a la valeur propre A% est donné par :
V2 ( 1 . . 1
— | ———=sinmmz, £isinmn, ————
2 \vVm?rm? + 2 Vm2m? 4 2a

Remarques 5.3.1- Pour vérifier I’hypothése Hz nous avons besoin des observations
suivantes :

Yin(z) = sin mmx, Fisin mwx) )

1- Soit n # m deux entiers. Alors on a :
Ain — Aim| = [(n — m)in| > 7=~ > 0. (5.3.14)

Ceci implique que les valeurs propres dans la premiére branche satisfont & la condi-
tion d’écartement
H;éf |)\j:n — )\j:m| =7 > 0. (5315)

2-  Pour vérifier la condition d’écartement dans la deuxiéme branche il suffit de
considérer deux termes consécutifs. En effet, d’aprés (5.3.6) nous avons :

2 1)m?
Ny -] = (2m + m (5.3.16)
V(m+ 1272 4 2a + Vm?7? + 2a
(2m + 1)7? 372

> =y > 0. (5.3.17
o/t mPrt 20 2VA 120 (5.3.17)
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La condition d’écartement est donc satisfaite dans la deuxiéme branche.

3-  Considérons maintenant deux valeurs propres appartenant a deux branches
différentes et de méme indice :

A — A0 = Vn?r?42a —nw

2a

Vn2r?2 + 20 +nw
a

nm

<

Par conséquent, |\, — A%| — 0. Nous concluons que les deux branches sont asymp-
totiquement proches.

4- Etudions I'écartement des valeurs propres appartenant a deux branches diffé-
rentes et d’indices différents (n # m) :

|)‘n_)‘(rln| > |/\n_/\m|_|/\m_)‘(rxn|

> T = A — Ay
= 7 —Vvm?n?+2a+mnr
2x
prnd mwm —
vVm2n? 4 2a +mm
«a
> T = —

mim

Il existe donc N > 0 tel que |\, — A%| > 3 > 0 pour m #n et m > N,oun > N.

5- Soient A, =AY, pour p > ¢. Alors on a :

ot =270 5, (5.3.18)

. * .,
Sia=a" A\, =\ est une valeur propre double associée au vecteur propre

Y= C;w; + Ca*gog*. Notons que cette situation ne se produit que pour un nombre
fini de couples p > gq.

6- Soient maintenant, n,m < N.
e Si v # a*, A\, # A%, pour tout n,m < N. Alors il existe y4 > 0 tel que

m2n? + 2o — n2n?
vVm2r? + 2o +nm
77
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o Sia=a* )\, # X% pour tout p; # n et ¢; # m . Alors pour tout n,m < N
tels que p; #£ n et g; # m, nous avons :

A — A% > 74 > 0. (5.3.20)

On pose vy = min(7y, Y2, 73, v4). D’aprés les remarques 1,2,3,4,5 et 6 nous
définissons 1’ensemble suivant :

(a) Sia#a*. Alors

200 = {Cyzn +Cayt, / ICP+|C.P=1. n>N, C,C,eC}
U {yin'/ yin / nSN}

Pour vérifier '’hypothese Hj il suffit de montrer que — (B¢, ¢) = C* > 0 pour tout
¢ €37, En effet :

— (B¢, ¢) = — (B (Cyan+ Cay?y) s Cyan + Cayt,) (5.3.21)
= —(IOF (Bysnven) + O (Byens2,)  (5:322)
+ oo, <Byin,yin>+|Ca|2<Byj§n,ygn>) (5.3.23)
Comme
—Bys, = V2i(0,+a,0,+b)sinnr, (5.3.24)
—Byas, = V2i(0,=%a,0,Fb)sinnrz. (5.3.25)
Alors
1
(BYin, Yin) = —/ (a + b) sin® nradz, (5.3.26)
0
1
(By$,.ys,) = —/ (a + b) sin® nradz, (5.3.27)
0
1
(BYin.Ys,) = —/ (a — b) sin® nrzdz = (ByS,, yan) - (5.3.28)
0

Choisissons par exemple a(z) = 1+ ay cos(2h + 1)z, b(z) =1+ by cos(2k + 1)mx
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avec a1,b; € R et h,k € N. Nous avons alors :

1
— (BYsn; Y£n) = / (a + b) sin® nradx
0

Y711
= / (— — —cos 2n7ra:) (2 + aj cos(2h + 1)z
o \27 2
+ by cos(2k + 1)7m> dr =1,

et

1
—(By%,. Yan) = / (a — b) sin® nrzdzx
0

71 1
= / <— — —cos 2n7rx) (a1 cos(2h + 1)z
o \2 2

— by cos(2k + 1)7rm) dx = 0.

On en déduit que
—(Bo,9) =1, Vo€l . (5.3.29)

(b) Si a=a*. Dans ce cas on définit :

2t o= {Cysn+Cat, / ICP+ICaP =1, n> N}
{yimyin / nSN}U{C*yip+Ca*yi; / |C*|2+|CC¥*
= 3, U{Cyap + Gty [ ICP+|CueP =1}

Pour vérifier Hg, d’aprés les calcules dans 'etape (a), il suffit de compléter le calcul
du terme

2:1}

-

<—B (C*yip + C’a*y;f;) ,Coysp + C’a*yfq> i (5.3.30)
Soit p > ¢ > 0. Alors on a :

- <B (C*yﬁ:p + Ca* yzoll:t;) ) C*yﬂ:p + Ca*yi2>
= |C.? + (CiCu + C.C4) {(~Byap, y2,) + |Ca
= 1+ (CilCor + C.Cor) (—BYap: y2y) -

2

Par ailleurs, on a :
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1

<_Byj:p7 yi;> = (a — b) sin prra sin grzdz

1
(aq cos(2h + 1)mx — by cos(2k + 1)mx) sin pra sin gradx

|
S— — S—.

1
= | Fleos(2h+1—(p—q) 7 —cos(2h+ 1~ (p+q))7a)
_ %(cOs(2k+1—(p—q))m—003(2k+1—(p+q))”)dm
= A+ D.

Nous distinguons les cas suivants :

i Si2h+1#(p—q),2h+1#(p+q),2k+1#(p+q) et 2k+1# (p—q).
Alors on a :

— (Byp.yt,) = 0. (5.3.31)

ii Si2h+1=(p—q),alors 2h+ 1 # (p+ q). Respectivement si 2h + 1 = (p + q),
alors 2h +1# (p —¢). On a :
i

4] < =5 (5.3.32)

De méme, si 2k+1 = (p+q), alors 2k+1 # (p—q). Respectivement si 2k+1 = (p—q),
alors 2k +1# (p+¢). On a:
b1

|D| < o (5.3.33)

Combinant les cas i et ii, on obtient :

o ay| + |b
Bty < 22 555
Par conséquent, on a :
B <B (C*yip + Ca*in) ) C*yip + Ca*yg;> (5335)
b

> 1=2|C]|Ch w (5.3.36)

b
S Ul U] I' 1 Coo. (5.3.37)
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Ainsi on a montré que si a; et by verifient la condition :
lay| + |b1] < 4, (5.3.38)

alors on a :

— (B¢, ¢) > Cyy >0, Voexl . (5.3.39)

Nous concluons ce paragraphe par le Théoréme suivant :

Théoréme 5.3.1 Soient ay,by deux réels tels que |ai| + |bi| < 4. Alors il existe
go > 0 tel que pour tout 0 < & < &g le semi-groupe S-(t) est exponentiellement
stable.

Démonstration- Nous avons montré que le systéme (5.3.1) vérifie les hypothéses
H;, H, et Hj, alors d’apres le Théoréme 2.1 posant :

:i 2 2
o 2||B||C’7< IBI? +C2—1B]). (5.3.40)

tel que le semi-groupe S. associé¢ au systéme (5.3.1) est exponentiellement stable
pour tout 0 < € < €.
Soit ¢ = (u, z,v,w) € H tel que ||¢]| = 1. Alors

IBolE = 4 [ @+ s
0
- 4/1 (14 2a1 cos(2h + 1)z + af cos*(2h + 1)7z) |2|*dz
0
- 4/1 (14 2by cos(2k + 1)7z + b cos®(2k + 1)7z) |w|*dx
0
= 4/01 (14 Jan])” |2 + (1 + [bu])’ [ da

1
< dmax ((1+Ja])*, (1 + [ba])* I)/ |2* + w|*dz.
0
Par conséquent on a :
I1B|| < 2(1+ |a] + |b1]) - (5.3.41)

Comme e est décroissante par rapport a || B/, alors le systéme (5.3.1) est exponen-
tiellement stable pour

Yo
(L + Jar| 4 [b1]) (4 = |as| + [b:1])

ar| + b\
(\/4(1+ lag| + |bu])? + (1 — %) —2(1+ |a1|+|b1|)) =¢0 < €.
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5.4 Equations de poutres de Rayleigh couplées avec
des contdles non-dissipatifs.

Dans ce paragraphe on s’intéresse au systéme des équations des poutres de Ray-
leigh couplées en moyennant deux contréles non dissipatifs :

Ut — Uttpr T Uggzs + 28(autm)m + Oé(U - U) - 0: 0<z< 17
Vit — Vitzw + Vpaze + 26(004 )2 + a(v —u) = 0, 0<z<l1,
u(0,t) =u(l,t) =v(0,t) =v(1,t) =0, Vt>0, (5.4.1)

ua:a:(ov t) = umm(lv t) = UJ:J:(O: t) = 'Umm(la t) =0, vt >0,
u(z,0) = ug(x), ut (0, ) = 2o(x),v(x,0) = vo(2), v:(0, ) = wo(x)

ot a, b sont des fonctions dans L*(0,1) et a est une constante positive. Nous
montrons a Paide du Théoréme 2.1 que le systéme (5.4.1) est exponentiellement
satble .

Soit 'espace de ’énergie ‘H défini par :
H = (H?*(0,1) N Hy(0,1)) x H(0,1) x (H?*(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1). (5.4.2)
L’énergie de la solution du systéme (5.4.1) est définie par

1 1
5 / U2y + U2, + 20+ w4 22 4 wh 4 alu — v)de. (5.4.3)
0

B(t) = 3

On définit les opérateurs A et B par

0 1 0 0
A = —G Y Opaw + @) 0 aG! 0
0 0 0 1]
aG™1 0 —G YOppee +) O
D(A) = (u, z,v,w) € H tel que u,v € H3(0,1)N Hy(0,1),
B zyw € H2(0,1) N HE(0,1), (i) = vy0(i) =0, i=0,1
0 0 0 0
L |0 2670, 0 0
0 0 0 0 ’
0 0 0 —2G-1(b0,),
ou
2i=G Ty =(I—0) 'y (5.4.4)



est un isomorphisme de H*(0,1) dans H}(0,1) défini par :

1
/o (2000 + 2¢) dz = (y, ¢>H*1(0,1)><H&(0,1) , V¢ € Hy(0,1). (5.4.5)

En posant U = (u, z,v, w), nous transformons le probléme (5.1.4) en un probléme
d’évolution : iU
T AU =(A+eB)U, U(0)=Uy€eH (5.4.6)

Comme A est un opérateur anti-adjoint et B est borné dans 'espace de I’énergie H,
A, engendre un Cysemi-groupe S.(t) dans lespace de I’énergie ‘H (voir Pazy [13],
Lagnese [10], Rao [15]). Donc les hypothéses (H;) et (Hz) sont satisfaites.

Lemme 5.4.1 Soit a une constante positive. Alors le spectre de l'opérateur A est
la réunion des spectres o, et of définis par

n?m?

N
et

N N . [nimt 4+ 2a .

Démonstration- Soit A une valeur propre de 'opérateur A. Alors il existe (u,v)
solution du probléme de valeur propre suivant :

op = {Agp, =i : neN} (5.4.7)

g

AU — N2y + Upgee + a(u —v) =0, 0<z<l1,
A0 — ANV + Vagaw + (v —u) = 0, 0<z<l1,
u(0,A) =u(l,A) =v(0,\) =v(1,\) =0, Vt>0,
Uzz (0, A) = Upp (1, A) = 022 (0, A) = vz (1, A) = 0,

(5.4.9)

Si on pose ¢ = u+v et * = u—wv, alors A est une valeur propre de A si et seulement
si A est une valeur propre du probléeme :

)\290 - )\2903333 + Qrzax = 07
©(0,A) = p(1,\) =0, (5.4.10)

ou du probléme :
N2 — N2l + Pl + 200% = 0,
(0, A) = ¢*(1,A) =0, (5.4.11)
Pee(0,2) = @3, (1,A) = 0.
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Les équations charactéristiques des systémes (5.4.10) et (5.4.11) sont données par

= NP4 N =0,
2= N72 4 (A2 4+ 2a) = 0.

Par conséquent, les solutions des problémes (5.4.10) et (5.4.11) sont de la forme :

o(x,\) = Asinh7Tx+ Bsinh7 z,

0*(x,\) = Ausinh7lz+ B,sinh7] x,

avec

. (5.4.12)

Ti:\//\Q:t\//\‘l—zl)\? Ti:\//\2:t\//\4—4()\2+2a)
2 e 2

En utilisant les conditions aux bords des deux problémes, et sachant que A = 0
n’est pas une valeur propre de 'opérateur A et que toutes ces valeurs propres sont
imaginaires pures, nous obtenons les équations charactéristiques suivantes :

sinh 7" -sinh7~ =0, et sinh7,) -sinh7, = 0. (5.4.13)
Ceci implique que 'opérateur A admet deux branches différentes de valeurs propres :

n2m?

Aip =+ Ype N (5.4.14)
n?r? +1

est une valeur propre associée a la fonction propre

Yin = Cpsinnrz, C, € C. (5.4.15)

nitd 4+ 20
o =i/ T ype N 5.4.16
£n ! n?m? + 1 " ( )

est une valeur propre associée a la fonction propre

De méme,

Pim = Cpsinmmz, CF € C. (5.4.17)
Ceci termine la démonstration.

Soit A une valeur propre de l'opérateur A. Alors il existe (u,v) solution du
probléme (5.4.9) telle que (u, Au, v, Av) est le vecteur propre de 'opérateur A associée
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a la valeur propre A. Reciproquement, si A = A4, est une valeur propre de (5.4.10),
et u satisfait 1’équation de (5.4.10), on aura :

1
v=— (umm — Ny, + Nu+ au) = u. (5.4.18)
a
De méme si A = A{,, est une valeur propre de (5.4.11), et u satisfait 1’équation
2,2
de (5.4.11), on aura : u = —v. Par conséquent, A\, = +i— " est une valeur

Ve 4 1

propre de A associée au vecteur propre :

n’m? . nPr?

o1, i
vVn2r? +1 vnir? +1

. ImArt 4+ 2a )
et AL, = Eiy/ 1 est une valeur propre de A associée au vecteur propre :
m2m

N a(l,ﬂ:' m47r4+20z1 . ImAtt 4+ 2a

Gin = Cy, <1, +i ) sinnrx, Vn € N* (5.4.19)

I C m2ﬂ'2 I 1 , 1L, F1 m) sin mnax, Vm € N* (5420)

En utilisant la norme de I'espace de 1’énergie H nous avons :

1 44 6,6
. 2 4_4 nm . 2 nom 2
lonll = 2|Cy| n'rt + ———— | sin® nrr + ————cos” nradr
0 n?m? + 1 nem + 1
= 2|C,*n'r!
iy V2 1 . . .
Nous choisissons alors (), = o 23 ce qui fournit le vecteur propre normalisé :
n2m

%:Q<1 1 1 1

, ti , , ti sinnmzr, Vn € N
n?r? /n2r2 4+ 1 nPn? n2n2 + 1)

2
(5.4.21)
Nous calculons de la méme maniére la norme du vecteur ¢f,,, ce qui donne :
1 4.4
o o 2 4 4 memt +2a\ . o
H¢im“ o 2|Om| /0 (m T+ 20 + m) SIN” MTL

s omitt+2a
+ m°m ﬁ COS mﬂ'ﬁEdﬁE
m=T

= 2|Cp|* (m*r +2a) .
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Donc le vecteur propre normalisé de 'opérateur A associé a la valeur propre \%,,
est donné par :

ﬁ( 1 1 1 1

5 7:|:i ) ':Fi
2 \Vmirt+2a V91+m?r? Vmirt+2a V14 m2r2

Phm =

) sin mnzx.

(5.4.22)

Remarques 5.4.1-
1- Soient A, et A\,;; deux valeurs propres distinctes appartenant a la premiére
branche . Alors on a :

_w+o<1>. (5.4.23)

1
A1 = An| = ntlr o
Vit 1+

Il existe 41 > 0 tel que |[A\,+1 — Ay| > 1 pour tout m > 1. Ainsi on montre que les
valeurs propres de la premiére branche satisfont une condition d’écartement.

n

2- Considérons les valeurs propres de la deuxiéme branche. S’il existe deux entiers
p # q tel que :

Ay = Ay, pour certain  a* >0, (5.4.24)
alors on a : s ) s )
+pPr +
o = 221 p; 7T (5.4.25)

Supposons qu’il existe un entier r tel que :

A=A = (5.4.26)

Alors, on aurait :
2@ + p?r? + ¢?n? = 7hp?r? + p?r? + r2nt (5.4.27)
Soit ™ (p’¢® — p*r®) + (r* = ¢*) = 0. (5.4.28)

Comme p, q,r € N, on en déduit que
qg=r. (5.4.29)

Ainsi on montre qu’ il y a une seule valeur propre double de type )\;‘* = )\g* si et
seulement si a = a*.

86



3- Considérons les valeurs propres de la deuxiéme branche :

(e (63 1
Ao = A4 =7+0 (E) : (5.4.30)
Ceci montre que
‘)‘3&1 — )\%} >y pour m > N. (5.4.31)
Combinant avec 2, nous concluons :
o Sia # a*, alors il existe 7, > 0 tel que
A — AY| > 75 pour m #n. (5.4.32)
e Sia=a* alors
‘Xﬁt — )\fz‘ > pour m#n et m#£p, n#q. (5.4.33)

4- Soient A,, A% deux valeurs propres appartenant a deux branches différentes et de
méme indice, alors on a :

. 2 3 1\ 2
|>\n—)\n| = ’I’L7T<(1+W) —1) (1+n27r2)
Q 1
= B © <n57r5) '

Nous concluons alors que les deux branches de valeurs propres sont asymptotique-
ment proches.

5- Soient maintenant Ay, et A% deux valeurs propres appartenant a deux branches
différentes et d’indices différents, alors pour ¢ > 0 suffisament petit, il existe N € N
tel que pour tout n > N oun > N et n # m, on a :

|>\n—)\%| > |)‘n_)‘m|_|/\m_)‘7o7‘z|

6- Nous montrons qu’il existe une seule valeur propre double de type A\; = A&
Soit I,7 € N tel que \; = A% alors on a :
Tt (P2 2 ) (12— ?)

p— Hok _ — . ¢4¢ 4
a=a«a 5 PR (5.4.34)
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Supposons qu’il existe lN, 7 tels que :

Aj =AY (5.4.35)
alors on a :
(Prm22ei) (B =) (ene g2 402y 2 — )
2r2 +1 B P?r2 +1 ’
ot (PRR (P ) PRI ) s (P (P )

+Fﬁﬁwﬂ<ﬁ—ﬁ»+(ﬁ—ﬁ):0

Comme 7 est un nombre transcendant, on obtient :

P—i = 2—y? (5.4.36)
PE(E-F) = B (). (5.4.37)

On en déduit : 3
r=7 l=1 (5.4.38)

7- Montrons maintenant qu’il n” y a pas de valeur propre triple. En effet, s’il y
avait une valeur propre triple, alors il existerait p # g # r tels que

ok

_ yat Yo
A=Ay =AY
Alors on a nécessairement a* = o**, soit :

7r_4 . (Pr2c? + 12 +1r?) (12 — r?) _ (p?rirt + p?r? + 7’27r2)‘ (5.4.30)
2 2r2 41 2

Par suite :
o (12r2 (12 _ ,r2) _ l2p2r2) o2 ((12 I 7“2) (12 _ ,r2) 2 (p2 I 7“2) —p2r2)
- ).
Ceci n’est pas possible, car p, [, r sont des entiers et m est un nombre transcendant.
8- Soit maintenant a # a* et a # ™. Alors, il existe y4 > 0 tel que

A = A0 | > 7 Vm,n <N. (5.4.40)
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On pose 79 = min(7y1, 72,73, 74)- En utilisant la Remarque 4.1, nous distiguons
trois cas possibles.

a- Sia# a™ et a# o Alors, la deuxieme branche ne contient pas de valeurs
propres double. Il existe N tel que pour tout n > N, Ay, et A\, sont proches. Par
conséquent on a :

24 = {Crpen+ g, [ |G +[CofP =1, n>N, (1,0, €C}
U {psn, @1, n<N}. (5.4.41)

Soient (u, z,v,w) et (v, 2', v, w'") deux vecteurs propres. Par des intégrations par
parties nous avons :

- <B(U, 2,0, ’UJ), (ulv Zla Ulv ’U},)>

= ((0,2GM(az;)s, 0,2G7 (bw,),), (v, 2/, ', w'))

1
= 2 / azy7 y + bw,w' d. (5.4.42)
0

Par conséquent, on obtient :
<B (OISO:I:n + CQSOin) ’ Cl(pin + 02g01n>

= |C(1|2 <B¢in7 Soin> + |C’2|2 <B(p(jx:n7 (pgé:n>
+ 10y <B¢im <Pin> + 0271<B¢in, ¢in>

1,22
= (|C’1|2+|Cg|2)/ Lcosznwa:(a+b)dx
0

n?n2 +1

L 22
+ (0102 + 0201) /0 2 ] cos? nmx (a — b) dz.
En posant,
a=1+acos(2h+ 1)mx,  b=1+4bycos(2k + 1)rx, (5.4.43)
on obtient :

— <B (Clﬁpin + 0290171) ’ OlSOin + 02g01n>

n2m2 L/1 1
~ [ (3 pemaner) (o oveoah t Urw by cosh )
+ (C1Cy + CoC) nr /1 S5 cos? (a1 cos(2h + 1)ma — by cos(2k + 1)) d
102 2C1 21/, \2 2COS nrmx | (a; cos T 1 COS ax) dx.
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Nous concluons que

n?n? 2

0. 5.4.44
n27r2+1>7r2+1> ( )

Vipe X5, —(BY) =

On en déduit que I'hypothése (Hs) est satisfaite dans ce cas.

b- Supposons maitenant o = ax*. L’ensemble Ego est défini par :

0 = {Cipan + Cop, [ G +|CeP =1, n>N, C1,C,€C}
{Coe” +C™ | G2+ 1Cy)* =1, C,,C,€C}
{@in, ¥%,, n< N} (5.4.45)

Pour déterminer C,, il suffit de calculer I’expression suivante :
— (B(GCypy + 0y ) Gy + Coy )

22 1
#/ cos® prrx (a + b) dx
0
P 1
+ |Cq|2m/ cos? gmx (a + b) dx
0

U
U

- |Cp|2

pqm?

\/p271'2 + 1\/q27r2 +1

27T2
+ 1Oy
q

1
+ (Cpﬁq + Cqﬁp) /0 cosprx cos qnx (a — b) dx

22 41
2 1
- - pbgm ay
+ (Cqu + CqC’p) \/p27r2 — 1\/(]%2 = 1)<Z /0 cos(2h+ 1 — (p+q))mx

b 1
+ cos(2h+1— (p — q))madx — Zl/ cos(2k+1—(p+q))rz
0

— oL
Phpn2 41

+ cos(2k+1—(p— q))mvdm))

q- T
Cl* 55—
+| q| qgﬂ_g_l_l

p27T2

Gl 22+ 1

+A+D.

Nous avons alors :

i— Si2h+1#(p—q),2h+1# (p+4q),2k+1# (p+q) et 2k+1 # (p—q). Alors

on a :
— <B (Cpgop + OqSOg) ) CPSOP + Oq903>
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SN Lo NI .
p2ﬂ-2 + 1 q2ﬂ-2 + 1
’/T2
> .
- 241

ii— Si2h+1=(p—q),alors 2h+ 1 # (p+ q). Respectivement si 2h+1 = (p+ q),
alors 2h+1# (p—¢q) on a :

2
pqm a4
Al < —. 5.4.46

| |— \/p2ﬂ.2+1\/q2ﬂ-2+1 4 ( )

ili Si2k+1=(p+q), alors 2k + 1 # (p — q). Respectivement 2k + 1 = (p — q),
alors 2k +1# (p+¢). On a :

2
pqm L
D| < —. 5.4.47

| |— \/p27T2+1\/q272+1 4 ( )

Combinant les cas 1i, ii et iii, on obtient :

— (B(Cypp + Cy?) , Coipp + Cl)

2 9 2 9 2
p°m ¢’ pqm |ay| + b
> |0 )P ——— 4+ |C,P—— — 2|0, | |C,
el | p| p27T2+1 | q‘ q2ﬂ_2+1 | ;DH q| \/p2ﬂ_2+1\/q27_‘_2+1 4
2 2 2,2

peT 9 q°T |a1|‘|‘|b1|
> (|C)———F ) ——— ) (1 - =
- (| vl p27T2+1+| bl q27r2—|-1)( 4

. T L a1y
- mr+1 4

c- Nous considérons le cas on a = a™. D’aprés Remarques 4.1, I'ensemble Y2
est défini par :

26 = {Cipun+ O, [ |G +|Co> =1, n>N, C1,C,€C}
U {C’lgol—l—C'rgoff** / |Cl|2+|CT|2:1}
U {SD:I:na 9032:, TLSN,} (5448)

Nous montrons de la méme maniére que dans le cas b- :

Vpexs,  —(Bu,) >0, > 0. (5.4.49)
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Théoréme 5.4.1 Soient aj,by deux réels tels que |aq| + |b1| < 4. Alors il existe g
tel que pour tout 0 < & < &g, le semi-groupe S(t) est exponentiellement stable.

Démonstration- Nous avons montré que le systéme (5.4.1) vérifie les hypothéses
H,, H; et Hj, alors d’apres le Théoréme 2.1 posant :

e L 2 2
= 2||B||C’7< IBI2+C2 - |1B]), (5.4.50)

tel que le semi-groupe S. associé¢ au systéme (5.4.1) est exponentiellement stable
pour tout 0 < € < €.
Soit ¢ = (u, z,v,w) € H tel que ||¢]| = 1. Alors

|B]| <224+ |ai| + |bi]) - (5.4.51)

Comme e est décroissante par rapport a || B||, alors le systéme (5.4.1) est exponen-
tiellement stable pour

Yo
(2+ Jar| + [b1]) (4 — |as| + [b:1])

+ b\ 2
(\/4(2+ lai| + |b1|)2+ <1 — w) —2(2+ |a1|+|b1|)) ‘=g < €.

0 < e<
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