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Introduction

Une conjecture de Mazur et son contexte
Birch et Swinnerton-Dyer

Soit F' un corps de nombres, et £/ une courbe elliptique.

Il est conjecturé que la fonction L associée & E/p, L(E/p,s), initialement
définie pour Re(s) > 3/2, admet un prolongement analytique sur le plan com-
plexe. Supposant cette premiére conjecture vérifiée pour E,r, la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer prédit alors notamment que :

ord,—1 (L(E/p,s)) = rang (E(F))

(“le rang analytique est égal au rang géométrique”).

Un premier résultat positif dans cette direction, concerne le cas ou E est
une courbe elliptique & multiplication complexe. Dans ce cas, ’existence du
prolongement analytique est due & Deuring et Weil. Lorsque F' = Q ou le corps
de multiplication complexe, J. Coates et A. Wiles démontrérent que :

rang (E(F)) > 1 = ord,—1 (L(E/F,s)) > 1.

La formule de Gross-Zagier

Le second résultat positif, plus précis, concerne le cas des courbes elliptiques
définies sur Q.

Soit donc E/q une courbe elliptique de conducteur N. D’aprés Wiles-Taylor-
Wiles, il existe une paramétrisation modulaire de E, c’est-a-dire un morphisme
non constant

T Xo(N)/Q — E/Q

Pour les courbes elliptiques ainsi paramétrées, ’existence du prolongement ana-
lytique des fonctions L est due & Eichler et Shimura.

Soit alors K C C un corps quadratique imaginaire, de discriminant dg < 0,
et Ok lanneau des entiers de K. Supposons que I'hypothése de Heegner est
vérifiée pour N et K, & savoir :

— Tout facteur premier ¢ de N est décomposé dans K.



Notons que N étant fixé, il existe une infinité de corps quadratiques K vérifiant
I’hypothése de Heegner. Celle-ci garantit qu’il existe un idéal N de Ok tel que
Ok /N ~ Z/NZ. Le morphisme de tores complexes

C/Ox — C/N !

induit par Iinclusion Ox C N ! de réseaux de C, est alors une N-isogénie
cyclique, et définit donc un point complexe

#1 = [C/Ox = C/N'] € Xo(N)(C)

La théorie de la multiplication complexe montre que ce point est rationnel sur
K[1], le corps de classe de Hilbert de K, c’est-a-dire I’extension abélienne non
ramifiée maximale de K. On pose :

yr = m(z1) € E(K1]).

L’hypothése de Heegner garantit d’autre part que le rang analytique de E; g
est impair, et la célébre formule de B.H. Gross et D. Zagier [7] stipule que

L'(Byx,1) = vh (Trrpyx ()

oll v est une constante non nulle, et 1 la hauteur canonique. En particulier,
cette formule montre que

Trgp)x 1) ¢ E(K)tors <= ords—1 (L(E/k,s)) = 1.
A fortiori,

ord,—1 (L(E/k,s)) =1 = rang(E(K)) > 1.

Kolyvagin

Dans un travail ultérieur, V.A. Kolyvagin [11] a d’autre part montré les
implications :

Trrpy/k(W) ¢ B(K)wors = rang (E(K)) =1
—  #Sha(E(K)) < oo

Joint & la formule de Gross et Zagier, les résultats de Kolyvagin prouvent en fait
I’essentiel de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour E/k . .. lorsque le
rang analytique de E/ g est égal a un.

Si en revanche ord,—; (L(]E/ F,s)) > 1, la formule de Gross-Zagier affirme
que Trgp1)/x(y1) € E(K)tors- On est alors conduit & prendre en considération
des points plus généraux de Xo(NN), pour étudier arithmétique de E/k .



Points CM et points de Heegner

K et N étant fixés, convenons d’appeler point CM tout élément z € Xo(N)(C)
correspondant & une N-isogénie cyclique

xr = [E1 — Ez] S Xo(N)((C),

ou E; et E5 sont des courbes elliptiques sur C, & multiplication complexe par
K. On dit de = que c’est un point de Heegner si de plus

Endc(E1) = Endg(E-).
Cet anneau s’identifie & un ordre de K, et est donc de la forme
O, =7Z+ Ok,

pour un entier ¢ > 1 uniquement déterminé, que 'on appelle le conducteur de
z. La théorie de la multiplication complexe montre qu’un point de Heegner =
de conducteur c est rationnel sur K[c|, le “ring class field” de conducteur ¢ de
K ; c’est une extension abélienne de K, non ramifiée en dehors de ¢, galoisienne
et dihédrale sur Q.

L’hypothése de Heegner garantit & nouveau ’existence de tels points. Repre-
nant en effet notre idéal A de Ok tel que Ok /N = Z/NZ, posons, pour tout
entier ¢ > 1 premier & N :

N, =NnNO,.

N est alors un O.-idéal inversible, et O./N, ~ Z /NZ, de sorte que l'isogénie
de tore complexe

C/O. — C/N !
définit un point de Heegner de conducteur c :
z. = [C/O. = C/N '] € Xo(N)(K]c]).

On pose encore y. = (z.) € E(K]c]).

L’ensemble des points CM constitue la généralisation naturelle du point x;
considéré dans la formule de Gross et Zagier. Cet ensemble est stable sous les
correspondances de Hecke de Xo(NV), ainsi que sous I’action de Gal(K/K). 1l
en résulte que les points de son image par m dans E vérifient un ensemble de
relations de nature galoisienne, axiomatisées par Kolyvagin dans le formalisme
des systémes Eulériens. Ces relations font de ce systéme de points un outil qui
se préte & toutes sortes de techniques de descentes galoisiennes. C’est ainsi que,
bien qu’ils soient définis sur de “grosses” extensions de K, les points CM peuvent
néanmoins “projeter une ombre” sur I’arithmétique de E sur le corps quadratique
K lui-méme.



La conjecture de B. Mazur

La théorie d’ITwasawa, et les théorémes de contrdle dus & B. Mazur, consti-
tuent l'une de ces techniques de descentes galoisiennes.

Fixons un nombre premier p ne divisant pas IV, et notons H, la Z ,-extension
anticyclotomique de K : c’est l'unique Z-extension de K galoisienne et dihé-
drale sur Q. La réunion K[p™] des ring class fields de conducteur p™, pour tout
n > 0, est une extension finie de H,.

En réponse aux cas laissés vacants par la formule de Gross et Zagier, et avant
méme la parution de leur article, B. Mazur émit la conjecture suivante :

Conjecture [15] Il existe n > 0 tel que

TrK[Pw]/Hoo (yp") ¢ ]E(Hoo)tors-

La démonstration de cette conjecture constitue l’objectif principal du présent
travail.

Conséquences

La conjecture de Mazur est donc un résultat de “non-trivialité asymptoti-
que”. Quelques auteurs ont utilisé cette conjecture comme une hypothése de
travail pour I’étude de l'arithmétique de E/ i le long de la Z-extension anticy-
clotomique H, de K : elle stipule en effet que les points de Heegner fournissent
une donnée initiale non triviale pour la théorie d’Iwasawa de la courbe elliptique
E/k le long de cette Zy-extension. En d’autres termes : lorsque I’hypotheése si
fructueuse que Trrp)/x (y1) ¢ E(K)tors n'est pas vérifiée, (c’est-a-dire lorsque
L'(E/k,1) = 0), la conjecture de Mazur affirme néanmoins quune variante
anticyclotomique de cette hypothése est satisfaite.

Notons que pour exploiter convenablement cette donnée initiale, il faut de
plus supposer que E/g a (bonne) réduction ordinaire en p. Dans cet esprit,
M. Bertolini [2] a par exemple généralisé les techniques de Kolyvagin dans ce
contexte de théorie d’Iwasawa, obtenant (sous quelques hypothéses techniques
supplémentaires) :

Corollaire Soit I' = Gal(Hy /K), et H, = Hg;" . Posons

A = 7,[[T]] = Jim Z,[Gal(H,/K)]

et

Selpes (B 5. ) (Selpes (B, ))-

= lim
—
Alors le dual de Pontryagin de Selye (E g ) est un A-module de rang 1.

Les théorémes de controéle dus & B. Mazur permettent par ailleurs de “descendre”
partiellement 'information ainsi obtenue & K. Dans cette direction, mentionnons
le résultat de J. Nekovaf et N. Schappacher [21] :



Corollaire Le groupe de Selmer Selp~(E/x) = 1i_m>Se1pn (E/k) contient une
copie de Q, /Z,, :
corangz (Selp (E/k)) > 1.
Si la p-partie du groupe de Tate-Safarevic de E/ i est finie, alors
rang(E(K)) > 1.

Enfin, J. Nekovaf a récemment démontré [22] :

Corollaire Pour toute courbe elliptique E/Q,

ords—1 L(E, Q) = ordz, (Sel,~ (E/Q)) (mod 2).

Les grandes lignes de la preuve
Approche brutale

Posons
Go = Gal(K [p™]/K)tors;

de sorte que Gy est précisément le groupe de Galois de 'extension finie K [p*°]/H
qui nous intéresse. On veut donc montrer :

dn >0 tel que: Z oypr ¢ E(Hoo )tors-
g€Go

Notons tout d’abord que E(H, )tors €st un ensemble fini. Si ¢ est son cardinal,
il nous faut voir que l’ensemble

{(oypm)oeco | m > 0} C E(K[p=])
n’est pas inclus dans le noyau du morphisme

EGo) Zy | X4 g,

1l faudrait idéalement que cet ensemble soit dense pour la topologie de Zariski,
ou, ce qui revient au méme, que ’ensemble

{(02pm)veco | > 0} C Xo(N) (K[p™]) 7

soit dense pour la topologie de Zariski. Or ce n’est en général pas le cas!



Une obstruction géométrique

Soit en effet ¢ | dx un nombre premier ramifié dans K et différent de p; si
qOx = Q?, soit

o = Frobg (K[p®]/K) € Gal(K[p™]/K)

le Frobénius de @ dans K[p™]/K. On a alors 0> = 1, donc o0 € Gy. Mais
d’autre part, on vérifie aisément que ’adhérence (pour la topologie de Zariski)
de ’ensemble

{(zpn,02pn) [0 > 0} C Xo(N) (K[p™])°
est exactement l'image du morphisme propre
X()(Nq) — X()(N) X X()(N)

qui est le produit des deux applications de dégénérescence usuelles. A fortiori,
cet ensemble n’est certainement pas dense dans Xo(NV)2.

Réalisation géométrique d’une partie de la trace

On est donc conduit & isoler une partie de G, donc 'action sur les points
de Heegner considérés est de nature géométrique. Plus précisément, considérons
le sous-groupe G de G engendré par les Frobénius des idéaux premiers de Ok
qui sont ramifiés sur Q, et non ramifiés dans K[p*] :

G1 =< Frobg(K[p*]/K) | Q|q|dxetq#p>C G
Choisissons également une base de cet Fy-espace vectoriel :
G1 =< Frobg,,--- ,FI‘Ong >
Oﬁa pour i= ]-a 295 Q? = QlOKa et p# qi | dK Posons enfin M = q---qg-
1l existe alors une famille de points de Heegner x;,. € Xo(NM)(K[p™]), et
un morphisme non constant

7TI : X(](NM)/Q —)]E/Q,

tels que, pour tout n > 0,

' (zpn) = Tra, (yp) € B(K[p™]).

Le morphisme 7/ n’est autre que la somme (dans E) des morphismes que 1’on
obtient en composant notre paramétrisation initiale = avec toutes les applica-
tions de dégénérescence Xo(NM) — Xo(N). Notons par ailleurs que NM ne
vérifie plus I’hypothése de Heegner relativement a K.
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Avec cette nouvelle paramétrisation, la conjecture de Mazur devient donc :

In >0 tel que: Z mr'(:z:;,n) ¢ E(H )tors-
cER

ou Pon a choisi un systéme de représentants R C Gal(K[p>®]/H) de Go/G1.
1l suffirait donc & nouveau de voir que ’ensemble

{(aw;n)gen |n> 0} C Xo(NM) (K[poo])(R)

est dense, ou en tout cas, “trop gros” pour étre contenu dans 'image réciproque
de P’ensemble fini E(K [p™])tors par le morphisme

Xo(NM)R) T3 gR) Zy g,

Réduction supersinguliére

Pour cela, on montre que la réduction de cet ensemble en une place conve-
nablement choisie de K[p®] est un ensemble “aussi gros que possible”. Plus
précisément, fixons un nombre premier auxiliaire £ 1 pN inerte dans K, et une
place v de K[p*] de caractéristique résiduelle £. La théorie du corps de classe
montre alors que le corps résiduel k de K[p™] en v est isomorphe a Fp2. Il est
par ailleurs bien connu que les points CM de Xo(NM)(K[p™]) se réduisent (en
v) dans le site supersingulier X§¥(NM)(k) de Xo(NM)(k).

Notant £ I’ensemble des points de Xo(NM)(K[p>])®) qui sont conjugués
sous 'action de Gal(K[p*]/K) & un élément de { (0@}~ )ser | n > 0}, on montre
que L se réduit surjectivement sur ensemble X§(NM)(k).

En d’autres termes, les relations “géométriques” entre les points de Heegner
considérés que ’on a fait apparaitre en isolant le sous-groupe G; de G, sont en
quelque sorte les seules relations “génériques” liant ces points, la “partie restante”
Go/G;1 de Gy agissant aléatoirement (sans relations) sur I’ensemble des points
de Heegner.

Reste & indiquer comment ’on démontre ce résultat de surjectivité pour la
partie “chaotique” de Gj.

L’apport de V. Vatsal

Dans un preprint récent (printemps 2000), V. Vatsal établit un résultat de
non-trivialité asymptotique pour des valeurs spéciales de fonctions L anticyclo-
tomiques L(g, x, s), dans le cas ou le signe de I’équation fonctionnelle est égal
a un. Sa preuve, s’inspirant des idées de Ferrero et Washington dans 1’étude
de linvariant p cyclotomique, repose sur une formule de Gross (analogue a la
formule de Gross et Zagier), reliant ces valeurs spéciales de fonctions L a la
distribution de certains “points de Gross” (analogues aux points de Heegner)
dans les composantes connexes d’une “fausse courbe de Shimura” X, associée a
un corps de quaternions sur Q qui est ramifié en oco.

Pour démontrer cette non-trivialité asymptotique, Vatsal prouve un résultat
d’équidistribution pour les points de Gross dans I’ensemble des composantes

11



connexes de X, en utilisant un théoréme de Marina Ratner sur I’adhérence des
sous-groupes & un parameétre unipotents dans les groupes de Lie p-adique.

V. Vatsal a depuis également prouvé la conjecture de Mazur [38], en utilisant
des congruences de Jochnowitz pour relier ses premiers résultats de non-trivialité
de valeurs spéciales de fonctions L au comportement des points de Heegner. Sa
preuve ne lui permet toutefois pas de s’affranchir de ’hypothése restrictive,
déja présente dans ses premiers travaux, selon laquelle le discriminant de K
doit étre un nombre premier. Cette obstruction correspond précisément, dans
notre preuve, a ce que ’on a appelé la partie “géométrique” de Gy : si dx est
un nombre premier, le sous-groupe G1 de Gy est en effet trivial.

Notre résultat de surjectivité de la réduction supersinguliére simultanée des
points de Heegner est ’analogue du résultat d’équidistribution de Vatsal pour les
points de Gross dans I’ensemble des composantes connexes de la fausse courbe
de Shimura X. Nous aimerions d’ailleurs mieux comprendre ce lien entre les
composantes connexes de X (une courbe en caractéristique 0), et les points
supersinguliers des courbes modulaires (en caractéristique > 0). Ce phénomeéne
semble lié & 'inversion des invariants qui apparait dans 'uniformisation p-adique
des (vraies) courbes de Shimura, via la théorie du “level-raising” de Ribet (qui
intervient dans la preuve de Vatsal).

La partie “chaotique” de G

Pour ce qui nous concerne, on commence par réinterpréter la réduction en v
de ’ensemble £ en termes adéliques, puis p-adiques, en utilisant pour cela une
description bien connue de X§*(N)(k). La difficulté de cette étape est de garder
la trace de l'action de Galois. On est ainsi ramené & montrer la surjectivité d’une
application :

PSL»(Q) — ][] To\PSL2(Q,)/PSLa(Z,y)

cER
z = (], [z])

ou I'; est un sous-groupe discret et cocompact de PSLy(Qp), associé & o € R.
Cette méme application apparait également dans le contexte des points de Gross
sur les (fausses) courbes de Shimura, et notre preuve suit alors, & quelques
améliorations pres, celle de Vatsal : PSL,(Z,) étant ouvert dans PSLy(Qp), il
nous suffit de voir que, si A est la diagonale de PSLQ(Q,,)(R), le produit

A.HFU

cER

est dense dans PSLy(Q,)™). Le théoréme de M. Ratner [25] stipule que I’adhé-
rence de ce produit est de la forme H.[] .z s, pour un certain sous-groupe
fermé H C PSLy(Q,)™) contenant A. PSL,(Q,) étant un groupe simple, il y
a fort peu de tels sous-groupes H : on montre en fait que H = PSL, (Qp)(R)
dés lors que les sous-groupes I', sont deux & deux non-commensurables. Il ne
reste plus qu’a vérifier que c’est effectivement le cas.
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Variantes

Au demeurant, cette preuve permet de généraliser la conjecture de Mazur
dans différentes directions, et met en évidence un résultat intermédiaire sur la
réduction supersinguliére simultanée de points CM, dont on espére qu’il pourrait
avoir d’autres applications. Nous donnons ici les énoncés de nos principaux
résultats.

Familles de points CM p-isogénes

Soit E,c une courbe elliptique & multiplication complexe par K, N > 1
un entier, C C E(C) un sous-groupe cyclique d’ordre N. Soit également p un
nombre premier ne divisant pas N, et i > 0 un entier. Pour tout sous-groupe fini
X de E(C)p—_tors, le sous-groupe (X @ C) /X de (E/X)(C) est cyclique d’ordre
N, et définit donc une I'g(IN)-structure sur la courbe elliptique (E/X). Si ’on
adjoint & cette structure une I (p®)-structure X'/ X, on obtient donc un point
CM :

[E/X = E/(X'® 0)] € Xo(Np»)(C).

Notant £ I’ensemble des points ainsi obtenus, il existe un entier ¢ premier a p
tel que

L C Xo(Np') (K[ep™))

ot K[cp™] est la réunion de tous les “ring class fields” K{[ep™], pour n > 0.

Surjectivité de la réduction supersinguliére

Soit d’autre part Gal(K[cp™]/K)™* le sous-groupe de Gal(K [cp™]/K ) formé
par les éléments o qui peuvent étre représentés, via l’application de réciprocité
d’Artin, par un idéle fini A = (\,), € K* dont la p-composante est triviale :

o = [K[ep®]/K,N] et X, =1.

Soit R un ensemble fini d’éléments de Gal(K[cp™]/K), deux ¢ deuz distincts
modulo Gal(K[cp™]/K)"at.

Soit enfin S un ensemble fini de nombres premiers £ { pN, inertes ou ramifiés
dans K, et choisissons pour tout ¢ € S une place v, de K[cp™] dont le corps
résiduel k(£) soit de caractéristique £. Soit

red : Xo(Np®) (K[cp™]) = Xo(Np™) (k(£))

I’application de réduction en vy.
Notre résultat optimum de “surjectivité de la réduction” est alors :

Théoréme L’application

RED: £ — [Ieq (X$(Npo)(k(0)®
T = (redé(U-m))(a,Z)eRxs-

est surjective.

13



Généralisation de la conjecture de Mazur
Supposons que N satisfait I’hypothése de Heegner relativement a K, et pre-
nons pour couple (E,C) :
E=C/Ok et C=E[N]
ot Og /N ~ Z/NZ. On a alors :
L C Xo(Np™) (K[p™])

(c’est-a-dire, ¢ = 1 dans les notations du pénultiéme paragraphe).
Soit a : Jo(Np™),9 = A/g un morphisme surjectif de variétés abéliennes
dont le noyau soit connezxe, et

7 : Xo(Np©) = A

le morphisme obtenu en composant a avec 'immersion habituelle Xo(Np¥) —
Jo(Np') qui envoie la pointe oo sur 0.

Soit enfin g un nombre premier ne divisant pas ¢(Np'dk) = # (Z /[Np*dxZ)
et x : Go — IF; un caractére. Remarquons notamment que, N et K étant fixés,
on peut prendre ¢ = p si ig = 1, pour presque tout p. Alors :

Théoréme Le F,-espace vectoriel engendré par

Y x7'o)(r(a)®1) € A(Kp™)) ®@F, a€L

oc€Go
est de dimension infinie.
On en déduit aisément que, pour tout caractére x : Go — C*,
Théoréme Le C-espace vectoriel engendré par

Y x'0)(rl@) 1) €AKP®)©C a€eL

oc€Go

est de dimension infinie.

La preuve de ces énoncés différe légérement de celle que nous avons indiquée plus
haut, en ce sens que pour tirer le meilleur parti de notre résultat de surjectivité
de la réduction supersinguliére, nous utilisons un théoréme d’Thara. Ceci nous
permet de controler beaucoup plus finement le passage de ’ensemble des points
supersinguliers d’une courbe modulaire en caractéristique £, au groupe des points
rationnels sur Fy2 de sa Jacobienne.

Description de la thése

Dans une premiére partie (“Réseaux dans les corps quadratiques K”), nous
avons d’une part collecté les principales propriétés des ordres de K et de leurs

14
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idéaux (Chapitre 1), et d’autre part, tenté de donner une représentation gra-
phique des relations existant entre les différents points CM (Chapitre 2).

La seconde partie (“Points CM”) débute par un rappel des principaux résul-
tats de la théorie des courbes elliptiques & multiplication complexe (Chapitre
3), et des propriétés des points CM qui en découlent (Chapitre 4). Le Chapitre
5, relativement technique, vise & mettre en place les outils permettant de dé-
crire les familles de points CM et leurs réductions, tandis que le Chapitre 6
est entiérement consacré & la preuve de notre premier résultat principal, sur la
surjectivité de la réduction supersinguliére.

Dans la troisiéme partie (“La conjecture de Mazur”), on en déduit une preuve
de la conjecture de Mazur (Chapitre 9), en essayant de tirer le meilleur parti
du résultat de surjectivité, tant dans la précision des énoncés que dans leur
généralité. Si l'utilisation du théoréme d’Thara (Chapitre 7) remplit & cet égard
parfaitement son role, le Chapitre 8 est en revanche plus décevant : en 'absence
de résultats conjecturaux qui eussent guidé nos pas, nous y perdons beaucoup
en généralité.

Enfin, nous avons inclus un appendice sur les “a-transforms”, une variation
schématique due semble-t’il & J-P. Serre d’une technique de constructions de
variétés abéliennes utilisée antérieurement par de nombreux auteurs.
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Premiére partie

Réseaux dans les corps
quadratiques
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Chapitre 1

Ordres

Soit K C C un corps quadratique imaginaire, dx son discriminant, Ok
I’anneau des entiers de K. Un ordre est un sous-anneau de K, de type fini sur
Z et engendrant K sur Q. L’objet de ce chapitre est d’étudier ’arithmétique de
ces ordres.

1.1 Les éléments de K

Pour un élément z de K, on note N(z) = zZ la norme de z, et Tr(z) =2 +7T
sa trace. On a donc : 22 — Tr(x)x + N(z) = 0, et Tr(z),N(z) € Q.

Size K\Qz—-7€ K\Qet Tr(z—7Z) = 0, donc (z —7)? = —N(z —T) est
la racine carrée d’un nombre rationnel négatif —\, de sorte que Q(v/ =) C K
et, par comparaison des dimensions, K = Q(v/—\). Ecrivant A = ™ ot ny et

ns sont des entiers, on a donc : K =Q (1 /—Z—;) = Q(1/—n1n2). On peut donc

d’abord supposer que A est entier, puis enfin, que A\ est un entier positif sans
facteur carré.
On obtient ainsi une base de K sur Q, a savoir 1 et /=X .Six =a+by/—)\,

Tr(z) = 2a
N(@) = a*+2p?

Pour que z soit entier, il faut et il suffit que Tr(z) et N(x) soient des entiers
naturels. Cela force déja : 2a € Z, donc on peut écrire a = %, puis 4N(z) =
n? + 4\b?, donc A(2b)% € Z. X étant premier et sans facteur carré, on obtient :
2b € Z. Ecrivant b = 2, on a alors : 4N(z) = n? + Am?. Si A n’est pas congru &
3mod 4, cela force : n et m sont pairs, donc a et b sont entiers. Si A = 3mod 4,
cela force : n et m ont méme parité.

Posons :

o — vV=A siA=1,2mod 4
K %j‘ si A =3 mod 4
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Il résulte des calculs précédents que 1 et wg forment une Z-base de Ok, ce que
Pon note : Ox = [1,wk]. Le discriminant de K est alors le discriminant du
polynome minimal de wg :

: A=1,2mod 4 alors o +A=0 ot de — —4A
1 A=3mod 4 @k —wg + 2 =0 I )

Siz=a+ bwk,

% a + \b2 dx =0 mod 4
Tr(z) = { 2a4b et N(z) = { (a+ 1b)2 + 292 selon que { dI; =1mod 4
2 4 -

1.2 Les ordres de K

Lemme 1.2.1
1) Les ordres de K sont de la forme

O.=7Z+ Ok = [I,CWK]

pour un entier ¢ > 1.
2) Le discriminant de O, est égal d c*dk .
3) Ok /O, ~Z/cZ.
4) O, COy & (| ec.

Preuve: Soit O un ordre de K. O étant de type fini, tout élément de O est
entier, donc O C Og. O engendrant K sur Q, O et Ok sont deux Z-modules
de rang 2, et 'indice ¢ = #O0k /O est donc fini. Par définition, cOx C O et
Z C O donc O, = Z + cOx C O. Mais O, = [1,cwk] a le méme indice que O
dans Ok, donc O = O.. Inversement, on vérifie facilement que pour tout entier
c>1,0, =7Z+ cOk est un ordre de K. Le reste du lemme est évident. O

Lemme 1.2.2 Soit ¢ et ¢' deuz entiers positifs. Alors :

O.+0s = Opgcd(c,C')J
0.0, = Opgcd(c,c’):
O0.NO0s = Oppcm(c,c’) .

Preuve: Seule la deuxiéme égalité n’est pas tout a fait triviale. Le réseau O,O,
est stable par O, stable par O, donc stable par O. + Or = Opgeq(e,or)- Ainsi,
O.0c = Opgcd(c,c’)OcOc’ = Opgcd(c,c’)' u

1.3 Unités et idéaux premiers

Proposition 1.3.1 Les unités de l’ordre O, sont :

{1} sic#1 oudkx #-3,—4
0 =< {%1,+i} sic=1etdx =—4
{£l, twk,twk} sic=1etdxk =3
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Preuve: Si z € O}, on doit avoir N(z) = 1. Le calcul explicite de la norme de
N(z) effectué plus haut donne le résultat. O

Proposition 1.3.2 Soit p un nombre premier, ¢ un entier positif.

1. Siptc alors :

P
O./P" =~ (Z|p™L)?* comme groupe,
(O )P = (Z)p" 2?2 xZ)(p—1)Z x Z/(p+ 1)Z sip > 5.

(b) (‘%‘) =0 : p est ramifié dans K, pO. = P? avec P premier, et :

O./P" = (Z/p"/27) x (Z [|p™1"/2Z) comme groupe,
(Oc/P™)* = (Z[pl"=1P1Z) x (2 [fpr ="M= DPIZ) x 2/ (p = 1)Z si
p>5.

(c) (dTK) =1 :p est décomposé dans K, pO. = PP avec P et P premiers

et :
O./Pt ~ Z[p'Z comme anneau.

(a) Si (d—K) = —1 : p est inerte dans K, pO. = P est premier, et :

2. Sip|ec, il y a un unique idéal premier P = pO.,, de O. sur p, qui n’est
pas propre pour O, et :
O./P" = (Z[p"Z) x (Z|p"~'Z) comme groupe.

Preuve: 1) Si p t ¢, (O;), = (Ok), et 'on peut donc supposer que ¢ = 1.
Comme K est de dimension 2 sur Q, les premiers de Z sont soit inertes, soit
décomposés, soit ramifiés. Le dernier cas correspond a p | di. Les deux autres
cas se différencient en fonction des corps résiduels en p, et il s’agit alors de savoir
si —A (cf. section 1.1) est un carré ou non dans F,. Comme dg = —\ ou —4A,
et 4 = 22, on a donc : (di est un carré modulo p) < (p est décomposé), et, (dx
n’est pas un carré modulo p) < (p est inerte).

a) Si pPOx = P, (Ok)p = Z,2 et Og/P™ = Ok /[p" = (Z/p"Z)* comme
groupe.

b) Si pOx = P2, Ok /P™ = Ok [p™? ~ (Z/p™/?T)? si n est pair. Si n est
impair, Og /P™ est d’ordre p", admet un quotient isomorphe a (Z/p*/?1Z)?, et
est engendré par deux éléments. La classification des groupes abéliens permet
alors d’affirmer que O,/P™ = (Z/p"/?) x (Z./p"~1"/2)).

¢) Si pOx = PP, (Ok)p ~ Z, et donc Ok /P™ ~ 7 /p"Z comme anneau.

Pour calculer le groupe multiplicatif de Og /P™ ~ (Ok)p/P"™ lorsque p > 5,
on utilise les suites exactes

1= 14 P{(Ok)p = (Ok)p = (Ox/P)* =1

et Papplication exponentielle, un isomorphisme de groupe PiOx —» 1+P{Ok)p.
2) Sip| e, pO./p C O est un idéal de O, non propre, et d’indice p dans O...
C’est donc un idéal premier P de O.. De plus, P? +pO, = szc/p +p0O, C pO,,
donc ’anneau O./pO, est local, d’idéal maximal P/pO., et P est 'unique idéal
premier de O, sur p. Enfin, P" = p"O,/,, donc O./P" = (Z[p"Z) x (Z/p"~'Z)
comme groupe. O
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Corollaire 1.3.3 Pour d,c>1,

#0.ja0) =& xT[a *a-1) (4~ (E2)). (L)

qld

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.3.4 Supposons p ramifié dans O, pOx = P2. Pour un entier ¢ > 1
premier 4 p, posons P. = PN O.. C’est un idéal propre de O. sur p, et

P, est principal < (c=1etdxg =—4p) ou (c=1,2 et dx = —p).

Preuve: Supposons que P, = O.z, avec z € O, = [1,cwk] (notations de
1.1), et écrivons x = a + bcwk ou a,b € Z. On a alors : si dg = 0 mod 4,
N(z) = p = a® + \b?c?, avec p | dxk = —4\. Cela force donc : a =0, b=c =1
et A =p=0,1,2mod 4, donc K = Q(/—p). Si dx = 1 mod 4, alors N(z) =
(a+1bc)? + 2b%c®> = p, avec p | dx = —A, et A = 3 mod 4. Cela force ¢ = 1 ou
2, et dg = —p. La réciproque est immédiate. O

1.4 La propriété de Gorenstein

Un idéal fractionnaire de O est un sous-O-module de type fini de K, dif-
férent de zéro. On utilisera par abus le mot “idéal” pour désigner les idéaux
fractionnaires, désignant par idéal entier les idéaux (fractionnaires) contenus
dans O. Tout idéal étant également de type fini sur Z et engendrant K sur Q
est un réseau, donc libre de rang 2 sur Z. De plus, un O-idéal est indécomposable
comme O-module.

Lemme 1.4.1 Tout ordre de K est un anneau de Gorenstein.

Preuve: O étant fini et plat sur Z, est de dimension de Krull égale & un. Si I
est un O-idéal, notons (temporairement) I=! = {z € K | zI C O}. On vérifie
facilement que I~! est encore un O-idéal, et est donc engendré sur O par moins
de deux éléments. Il résulte alors de [1, 6.3] que O est un anneau de Gorenstein.
a

Corollaire 1.4.2 K et K/O sont des O-modules injectifs.
Preuve: [1, 6.2]. O

Corollaire 1.4.3 Tout O-module N # 0 sans torsion, de type fini et indécom-
posable, est isomorphe a un O-idéal, et est projectif sur Endo(N).

Preuve: [1, 7.3]. O

Corollaire 1.4.4 Tout O-module de type fini sans torsion est isomorphe d une
somme directe finie de O-idéauz.

On affinera ces résultats plus loin.
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1.5 Les idéaux propres

Définition On dit qu’un O-idéal I (fractionnaire) est propre pour O s’il vérifie
l'une des conditions équivalentes suivantes :

1. I est O-projectif.

I est localement principal.

SiI7' ={z € O|zI C O}, alors I7'I = 0.
Il existe un réseau J tel que JI = O.

11 existe un O-idéal J tel que JI = O.

6. O={ze K |zI CI}.

Preuve: 1) = 2) Si I est O-projectif, et p un nombre premier, le localisé I,, de
I est Op-projectif et de rang 1, donc libre de rang 1 puisque O, est semi-local.
2) = 3) La formation de I~! commute & la localisation, et si I, = O,z, alors
7V = Opz~! donc (I7'1), = Op. 3) = 4) car I~ est un réseau. 4) = 5) car si
JI=0,0JI=0,5)=6)carsizl CIalorszlJ=xz0CIJ=0,donczEé€
O. Enfin, 6) = 1) car I est toujours projectif sur Endp(I) ~ {z € K | 2] = I}
d’aprés (1.4.3). O
Partant d’un réseau complet I de K, on peut former ’ensemble

v e R

O(I)={x€ K|zl CI}.

C’est un sous-anneau de K, agissant fidélement sur I, donc de type fini sur Z :
O(I) est donc un ordre de K. On dit que O(I) est 'ordre de I, et ’on note ¢(I)
son conducteur. Par définition, I est un O(I)-idéal propre. On définit encore

I7'={z e K|zl c O()},

de sorte que II=' = O(I).

Comment calculer ¢(I) ? Partant d’un Z-base de I, disons I = [y, w3], on
commence par remplacer I par w; 11, de sorte que I’on obtient une base de la
forme [1, 7], avec 7 € K \ Q. 7 satisfait alors & une équation de degré deux que
I’on peut écrire uniquement sous la forme

AT* +Br+C =0,

ou pged(4, B,C) = 1, et A > 0. On vérifie alors aisément que 'ordre de I est
égal & :

o(I) = [1, Ar].
C’est un ordre de discriminant B2 — 4AC. Donc :

B? — AC

c(I? = .
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Lemme 1.5.1 Soit I et J deux réseaux de K. Alors

c(IJ) = pged(e(]),c(])),
Iy = eI

Preuve: IJ est stable par O.) et Oy, donc stable par Oy + Ocyy =
Opgcd(c(_[),c(.]))- De plus, I-1Jg1j = OC(I)OC(J) = Ochd(c(I),c(.}) donc C(IJ) =
pged(c(I),¢(J)). De méme, I~! est stable sous Oy et II™' = O,y donc
c(I71) = c(I). O
Mentionnons également :

Proposition 1.5.2 Soit I C L et J C L trois réseauz de K, avec #L/I =n
premier & #L/J = m. Soit i,j,1 les conducteurs respectifs de I,.J, L. Alors :
L=I+JI/InJ~L/J,J/[INJ~L/I etINJ estde conducteur 3.

Preuve: I N J est stable sous O; N O; = Oppem(i,j)- Soit ¢ | ppem(i, j) son
conducteur. I + J C L est d’indice divisant m et n donc I + J = L. Donc
I/ITNJ —» L)/Jet JJINJ — L/I sont des isomorphismes, et n = #J/I N J,
m=#I/INJ.

Supposons d’abord n = p et m = q premiers. Nous verrons plus bas que les
différentes possibilités pour i, j,1, ¢ sont alors les suivantes : i = Ip, [ ou I/p;
j=lg,loul/q; et enfin, ¢ = iq, i ou i/q d’une part, ¢ = jp , j ou j/p d’autre
part. On vérifie que cela donne nécessairement : ¢ = %

Supposons ensuite seulement que n = p est premier, et choisissons une fil-
tration maximale de L/J qui nous permet de former :

J =L, C Ly cC -~ C L cC --- C Ly=1L
U U U U
InJ=InL, Cc INL,_y C -~ C INLy C --- C INLy=1

Chaque “carré” vérifie les hypothéses précédentes. Si I est le conducteur de
Ly et iy celui de I N Ly, on a donc lg =1, I, = j, ig = 4, i = c; par ce qui
précéde, on obtient :

. Tglry1
Yktl1 = —7
Ik
pour tout 0 < k <r — 1. Ainsi,
iy e b el 0
[ PP A MY M -l 1

La formule est donc encore vraie pour n premier, et m quelconque. Réitérant
le méme raisonnement avec des “rectangles”, en filtrant cette fois-ci L/I, on
obtient le résultat dans le cas général. O

Fait 1.5.3 Dans un “carré”

oOC N~
N
S C ™
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dont les cotés sont d’indices relativement premiers, les produits des conducteurs
sur les deux diagonales sont égaux :

c(INJ) x e(L) =c(I) x c(J).

1.6 Les groupes de Picard : formule des classes

1l résulte de la section précédente que I’ensemble Z(O,) des idéaux propres
pour O, est un groupe commutatif pour la multiplication des idéaux. L’ensemble
P(0.) des idéaux O.-principaux en est évidemment un sous-groupe, et ’on note :

Pic(O.) = Z(0.)/P(O.)

le groupe quotient. Tout O-idéal propre étant localement principal, I’action de
K™ sur les O.-idéaux propres est transitive, et ’on a donc un isomorphisme :

K*/0: = 1(0.)
A — OcA

qui induit & son tour un isomorphisme :

K*/K*0: =5 Pic(0,)
A — [0

Si ¢ | ¢/, Papplication

Z(0s) = I(0.)
I » O.I

est un morphisme de groupe, correspondant au quotient K~ / 62,‘, - K* / 6: ; ce
morphisme est donc surjectif. Il envoie les idéaux principaux (surjectivement)
sur les idéaux principaux, et induit par conséquent un morphisme de groupe :

Pic(Os) — Pic(O.)
(7] ~ [O]

Lemme 1.6.1 Pic(O.) est le groupe de Picard de O., ¢’est-a-dire le groupe des
classes de faisceauz inversibles sur Spec(O.).

Preuve: Une quasi-tautologie : tout O-module projectif de rang 1 est isomorphe
a un O-idéal propre. Deux O-idéaux I et J sont isomorphes si, et seulement si,
il existe x € K* tel que Iz = J. O
On peut également reformuler le fait que tout idéal propre pour O, soit locale-
ment principal dans les termes suivants : la localisation induit un isomorphisme

Z(0.) = PP ((0c),) -
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II en résulte une suite exacte :

1 - PO — @P ((0.)4) = Pic(O,) — 1.

q

De plus :

P(0:) = K*/Og,
P ((Oc)q) K7/(Oc)g-

q
Sic|¢,on adonc un diagramme :

1 - POs) = @,P({(O)y) — Pic(Os) — 1
1 \ 1
1 - PO - &,P(0),) — Pic(O) — 1

Les deux premiéres fléches verticales sont évidemment surjectives et le lemme
du serpent nous donne alors une suite exacte :

1-0:/0L > @(OC);/(OC’)Z — Pic(O.) — Pic(0,.) — 1.
q<

Pour calculer le second terme, posons d = C—CI De O, = Z + dO., on déduit
que pour tout ¢ | d, (Oc)g = Z4+ d(O),- En particulier, 1 +d(O.)q C (O)y,
et on a donc une surjection :

((0c)q/d(0c)g)™ = (0c)y/ (1 +d(Oc)q) = (0c)3/(Oc)g — 1.
Le noyau est ((O¢)y/d(O¢),)". Finalement, comme
0c/dO. =~ @(OC)q/d(OC)Ib
qld

@(OC’)q/d(Oc)qv

qld

Oy /dO.

1

on obtient

(Oc/dOc)*/(Oc’/dOc)* = @(OC)Z/(OC’);a

qld
et une suite exacte :
1—0;/0% = (0./d0.)* /(Oe [/dO.)* — Pic(Oy) — Pic(O,) — 1.

Enfin, il est clair que anneau O, /dO. n’est autre que Z/dZ. Son groupe
multiplicatif est donc de cardinal

dx [[a-q¢™.

qld
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Comparant avec la formule (1.1) du corollaire 1.3.3, on trouve finalement :

#Pic(0y) = #Pic([OOcz XO[O] 9l 11 (1 - (chz) q_1> .
¢+ Oe 4i0:0.] !

En particulier :

¢ qle

1.7 Factorisation et approximation

On dit d’'un O, idéal I qu’il est premier & un entier n si pour tout facteur
premier g de n, Iy = (O,),.
Proposition 1.7.1 Soit n un entier.

1. Les idéaux propres premiers a n forment un sous-groupe de Z(O.)

2. Tout O.-idéal propre est isomorphe a un O.-idéal premier a n.
3. Tout O.-idéal premier o c est propre.
4.

Le groupe des O.-idéaux premiers a c est le groupe libre engendré par les
idéauz premiers de O. qui sont premiers a c.

Preuve: Tout idéal propre pour O, est localement principal, de sorte que la
localisation induit un isomorphisme :

2(0:) = PP ((0c)y)

ot P ((O.)q) est le groupe des (O.),-idéaux principaux inversibles, c’est-a-dire
P((Oc)g) = K;/(O,);- 1) est donc clair, et 2) résulte du théoréme d’approxima-
tion forte. Si ¢ est un entier premier 4 ¢, le localisé (O.), = (Ok), est un anneau
de valuation discréte, ou le produit de deux anneaux de valuation discréte, et en
particulier, tout O.-idéal est localement principal en ¢, d’ou 3). Enfin, 4) résulte
de ce que P (R) ~ Z pour tout anneau de valuation discréte R. O

Corollaire 1.7.2 Soit M # 0 un O.-module de type fini et sans torsion.
1. 11 existe une décomposition de M :

M= @Md,
d|c

ot pour d | ¢, Mg est un sous O.-module de M qui est un Og-module
projectif.

2. S§i M est O.-projectif, Mq =0 si d # c, et M est isomorphe 4 un module
de la forme :

OT‘—l @ I,

ot I est un idéal propre de O, et est le rang de M. De plus : I ~ A7, M.
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Preuve: On décompose d’abord M en somme directe de sous-modules indé-
composables : M = @&M;. Chaque M; est isomorphe & un O-idéal, et donc
Og,-projectif de rang 1 pour un certain diviseur d; de ¢. Regroupant les termes,
on obtient 1). Si de plus M est O-projectif, chacun de ses facteurs directs M;
lest également, donc d = ¢. Pour conclure 2), il suffit de montrer que si I et J
sont deux idéaux propres pour O., alors

IoJ~0.01J.

Pour cela, on peut d’abord supposer que I C O, ; soit ny son indice. On peut

ensuite supposer que J est premier & ny par la proposition précédente, puis
également que J C O, avec un indice ny premier & ny. L'idéal njI + n;J
contient I.J, est inclus dans I N J, et on vérifie place par place que IJ =1NJ,
donc nyI + nyJ = I.J. L’application O.-linéaire :

f: I — 1J
rdy = nygr+nry

est surjective, et I.J est O.-projectif, donc I®J ~ IJ@ker(f). ker(f) est de rang
1, sans torsion, et facteur direct du O.-module projectif I @ J, donc isomorphe
a un O.-idéal propre L de K. On calcule alors :

IJ~ A2(I®J) ~ A2(IJ®L) ~1JL,
donc L ~ O,. O

1.8 Ring class fields

Soit K" C C ’extension abélienne maximale de K. La théorie du corps de
classe établit un isomorphisme :

O™ =5 Gal(K*/K),
ou C™ = }E Ck /N, N décrivant les sous-groupes ouverts d’indice fini de
Ck = Jx/K*, et Jk est le groupe des idéles de K : Jx = K* x C ([36, 5.1]). De
plus, tout sous-groupe ouvert d’indice fini N de Ck est le groupe des normes
d’une extension abélienne finie L de K : N = Ny /g Cy. Comme L/K est non

ramifiée en 'unique place oo de K, on peut se borner aux seuls idéles finis, et
réécrire 'isomorphisme ci-dessus :

(R7/K")" = Gal(K*/K).

Si ¢ est un entier, K*/O*K* est fini. 1l en résulte d’abord que K*/K* est
compact dans la topologie quotient, puisqu’il contient un sous-groupe d’indice
fini et compact, & savoir O} K*. Tout sous-groupe ouvert est donc d’indice fini,

~ —~ comp
de sorte que K*/K* = (K *IK ) et notre isomorphisme devient :

[K2b/K,+]: K*/K* = Gal(K*/K)
A - [K*/K, )|
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Le sous-groupe ajK * de K* définit un sous-groupe ouvert (car fermé d’in-
dice fini) de Gal(K?"/K), et donc une extension abélienne finie de K, que ’on
note Klc] : c’est le ring class field de conducteur ¢ de K. Par construction,
K|[c]/ K est non ramifiée en dehors de ¢, et son groupe de Galois est canonique-
ment isomorphe & Pic(O.). On note cet isomorphisme

(ML) s Pic(0.) = Gal(K[]/K)
e (S
de sorte que, pour Ne I?*,
(KO[L/A) — [K[d/K, A] € Gal(K[d]/K).

L’action de la conjugaison complexe par conjugaison sur Gal(K?P /K corres-
pond, dans K+ /K*, a’action de la conjugaison complexe. Le groupe de norme
OrK*/K* étant stable sous cette action, K|[c] est une extension galoisienne sur
Q. De plus, si A € K*, comme A~! = Norme(1)~!\ avec Norme(}) € Q* C
O.K*, [A™' = [)] dans K*/O*K*. 1l en résulte que lextension K[c]/Q est
dihédrale.

Sic| ¢, alors K[c] C K|[c'], et le groupe de Galois de K|[c']/K][c] est iso-
morphe au noyau de Pic(O») — Pic(O.). On note K[oo] 'union de tous les
K|c], ¢ > 1. Si p est un nombre premier et ¢ un entier premier 4 p, on note de
méme K [cp®] 'union de tous les K|[cp'], pour i > 0.

Proposition 1.8.1 Le groupe Gal(K[cp™]/K )iors est fini et
Gal(K[cp™)/ K)/Gal(K[ep™)/ K Jors = T,
Preuve: Considérons la suite exacte :
0 = Gal(K[ep™]/K]|c]) — Gal(K[cp>]/K) — Gal(K[c]/K) — 0. (1.2)
Le premier terme est égal 4 la limite projective :
Gal(K[ep™]/Kld) = lim Gal(K[ep"]/K1c]
= <11_m ker (Pic(Ogpn) — Pic(O,))

On a calculé ce genre de noyau dans la section 1.6 : il s’insére dans une suite
exacte

1= (Z/p"Z)" = (Ocpr),/ (1 +p"(Ok)p) =
= (0K)%/ (1+p"(Ox)p) — ker (Pic(Ogpn) = Pic(O,)) — 1.

Passant & la limite projective, on obtient donc une suite exacte

1 23 — (Ok) — Gal(K[cp™]/K[d]) — 1. (1.3)
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Or (Ok); ~ n(Kp) x Z2, ou u(K,) est le groupe fini des racines de l'unité de
K. 1l résulte de (1.3) que le pro-p-sous-groupe de Gal(K[cp™]/K) est de type
fini et de rang 1 sur Z,, et facteur direct d’indice fini de Gal(K[cp™]/K). Puis
(1.2) donne de méme que le pro-p-sous-groupe de Gal(K[cp™®]/K) est facteur
direct d’indice fini dans Gal(K[cp™]/K), de type fini et de rang 1 sur Z,. La
proposition en découle. O

Remarque: Dans le cas ou p > 5, les suites exactes de (1.6) et la proposi-
tion 1.3.2 montrent directement que Gal(K[cp™]/K|[cp]) = Z,.

Il en résulte que le sous-corps Hpe de K[cp™)] fixé par Gal(K[cp®]/ K )tors €St
une Z-extension de K, et est méme I'unique Z,-extension de K contenue dans
K[cp™], donc ne dépend pas de c.

Définition La Z,-extension anticyclotomique de K est

Hpoo = K[cpw]Ga](K[cp""]/K)mrs ,

ol ¢ est n'importe quel entier premier a p.
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Chapitre 2
Le graphe des p-1sogénies

On fixe dans toute cette section un nombre premier p. Pour tout entier
n > 1, on appelle “inclusion n-cyclique”, ou “n-inclusion”, et ’on note I C,, J,
tout couple de réseaux (I,J) de K tel que I C J et J/I = Z [nZ.

2.1 Définition

@* et K* agissent sur ’ensemble des p-inclusions, et ’on définit :

T {réseaux de K'}/Q",

£ {réseaux de K}/K*,
Arétes(T) = {p—inclusions}/Q",
Arétes(€)

= {p—inclusions}/K™*.
Soit, également :
s, b: Arétes(T) = T,

les applications “source” et “but”, définies respectivement par s([I Cp J]) = [{]
et b([I Cp J]) = [J]. On définit de méme les applications “source” et “but” :

s, b: Arétes(&) — €.
Soit enfin

i:Arétes(7) — Arétes(T),
i: Arétes(§) —  Arétes(E),

les applications définies par :

i1, ) = [JCpp ]
= [pJ Cp 1]
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de sorte que soi = b, boi = s et i2 = 1. On a ainsi défini deux graphes :
(T, Arétes(T), s,b,1) est bien connu, et (£, Arétes(E), s,b,i) en est un quotient.
Notons que dans £, un sommet peut étre voisin de lui-méme, et une aréte égale
4 son inverse.

L’application qui & un réseau I associe son conducteur ¢(I) passe au quo-
tient :

c: &> 7.

Par définition, les fibres de ¢(*) sont les groupes de Picard.

Le groupe de Galois Gal(K[oo0]/K) agit sur le graphe £ muni de cette fibra-
tion, c’est-a-dire qu’il agit sur les sommets, respecte les arétes, et est compatible
avec application conducteur. On peut définir cette action de deux maniéres :

~ en utilisant la fibration ¢ : Gal(K|[oo]/K) agit sur les ¢ (cg) = Pic(O,,)

par translation, via son quotient Gal(K|[co]/K) ~ Pic(O,)-

— en utilisant Papplication de réciprocité d’Artin : si o = [K[oo]/K, \] et

x = [I], alors oz = [\.I].
Le but de cette section est essentiellement d’étudier la structure du graphe &,
d’une part en tant que graphe quotient de 7, et d’autre part en tant que graphe
muni de la “fibration en groupes finis” donnée par c.

2.2 Les arétes

Soit I un réseau de K. On pose ¢ = ¢(I), et on choisit un O.-idéal premier P
sur p. On sait qu’il y a exactement p + 1 sous-réseaux distincts J de I d’indice
p. Leurs conducteurs respectifs sont donnés par la régle suivante.

Proposition 2.2.1 La liste des conducteurs des sous-réseauz d’indice p de I
contient exactement :

1. Sipte, et
(a) (‘%‘) =—1:p+1 fois cp.
(b) (‘%‘) =0 : p fois cp, et une fois ¢, correspondant au sous-réseau P1I.

(c) (dTK) =1 :p—1 fois cp, et deuz fois ¢, correspondant auzr sous-
réseaux PI et PI.

2. Sip|c :p fois cp, et une fois c/p, correspondant & PI = pO,/,1I .

Preuve: Soit J C, I. Localisant en ¢ # p, on voit déja que O(I), = O(J),,
donc ¢(J) est déja égal & ¢ & une puissance de p prés. De plus,

pO(I)J CcpODI CpIlCJ et pO(J)I=0)pl CcO(J)JCJCI,
donc pO(I) C O(J) C p~tO(I), de sorte que c(J) differe de ¢ au plus d’un

facteur p.
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Si e(J) = ¢, alors L = I7'J C, O, est un idéal premier de O. d’indice p.
Inversement, un tel L donne le sous-réseau J = LI de I, d’indice p dans I et tel
que ¢(J) = ¢. Compte-tenu de (1.3.2), la liste de ces sous-réseaux est bien celle
indiquée par la proposition. Si p 1 ¢, les autres sous-réseaux ont donc ¢p pour
conducteur, tandis que si p | ¢, les seules possibilités pour ¢(.J) sont cp et ¢/p.
Mais, si J est un sous-réseau de I stable sous O/, alors

Oc/pl COcppp~'J =p~'J;
comme [O/,] : [ =p=[p~'J : I], on a donc p~'J = O,/pI, &0t J = O,p1.
O

Corollaire 2.2.2

1. 8i Of = {1}, il y a exactement p + 1 arétes distinctes partant de [I], et
les sommets correspondants sont distribués selon la régle suivante :

(a) Sip|c:[I] a exactement p + 1 voisins, p ont pour conducteur cp et
1 a pour conducteur c/p.

(b) Siptcet:

i <d7") = —1 : [I] a exactement p+ 1 voisins, tous de conducteur
1. <d7K) =0 : [I] a exactement p+ 1 voisins, dont p de conducteur

cp et 1 de conducteur c.

114, (%‘) =1 :[I] a exactement p—1 voisins de conducteur cp, et un
ou deuz voisins de conducteur c, selon que P? est O.-principal

ou non.

2. Sinon, ¢ =1 et dx = —3 ou —4. Soit u = #0%, /{£1}. Alors :

(a) (%‘) = —1:1Il y a exactement (p + 1)/u arétes partant de [I], vers
autant de voisins distincts, tous de conducteurs p.

(b) (‘%‘) =0 : Il y a exactement (p/u) + 1 = 2 arétes partant de [I],
vers autant de voisins distincts, l'un de conducteur p et lautre, égal
a [I], de conducteur 1.

(c) (%‘) =1 :1l y a exactement (p — 1)/u + 2 arétes partant de [I],
vers seulement (p — 1)/u + 1 wvoisins distincts. Deux de ces arétes
aboutissent a [I], et les (p — 1)/u autres arétes aboutissent 4 autant
de sommets voisins distincts, tous de conducteur p.

Preuve: Toute aréte de but [I] se reléve en une inclusion de réseaux J Cp I,
et il y a donc au plus p + 1 arétes distinctes de but [I]. Il s’agit de déterminer
les cas pour lesquels deux inclusions J C, I et J' Cp, I donnent la méme aréte,
resp. le méme sommet voisin.
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Supposons d’abord que O* = {£1} et que J et J' donnent le méme sommet :
il existe A € K* tel que J = J'\. En particulier, J et J' ont le méme conducteur.
Si ce conducteur est ¢p, alors I = O.J = O.J', donc I = I\ et A € OF = {£1},
donc J = J'. Si ce conducteur est ¢/p, ou ¢, alors J = J', sauf éventuellemnt
dans le cas : p est décomposé, ne divise pas c et J = PI, J' = PI. On a alors
PI = PIX donc P = PX et P2 = O,p\ est principal. Inversement, si P? est
O.-principal, alors PI et PI sont deux sous-réseaux distincts d’indice p dans I,
donnant le méme sommet dans £. Les deux arétes correspondantes, en revanche,
ne sont pas égales : s’il existait p tel que (PI C, I) = (PI Cp I)u, on aurait
ul =1 donc = +1 et PI = PI, d’oit P = P, une contradiction.

Supposons ensuite que OF # {£1}, de sorte que c =1 et dx = —3 ou —4 et
tout O.-idéal est principal. Si J et J' donnent le méme sommet, J et J' ont le
méme conducteur 1 ou p. Si ce conducteur est 1, J = J' sauf si p est décomposé
et J = PI,J' = PI.Dans ce cas: J et J' donnent effectivement le méme sommet
(puisque P est principal) mais pas la méme aréte : si (PI Cp, I) = (PI Cp I).p,
alors p € O} donc PIp = Plu et P = P, contradiction. Si enfin ce conducteur
commun est p, alors J = A\J' implique que I = OgJ = OgJ' = A, donc X €
O%. Inversement, O}, /{%1} agit fidélement sur les sous-réseaux de I d’indice
p et de conducteur p, et si J et J' sont dans la méme orbite pour cette action,
alors J et J' définissent le méme sommet voisin de [I], ainsi que la méme aréte.
O

Corollaire 2.2.3 (p et K étant fixzés) : Si ¢ > 0, exactement p + 1 arétes
partent de [I] vers p+ 1 sommets distincts.

Preuve: Il faut voir que pour p décomposé dans K, I’ensemble Z des conduc-
teurs ¢ premiers & p pour lesquels il existe un idéal P, de O, sur p tel que P2 est
principal, est fini. Soit X ’ensemble des générateurs des carrés des deux idéaux
premiers de Ok sur p. Alors X est fini et ne contient aucun élément de Q, donc
I’ensemble Y des conducteurs ¢ tels que X N O, # () est fini. Sic € Z, et P, est
un idéal de O, sur p tel que P? est principal, il existe A € O, tel que P? = O],
donc (P.Ok)? = OgX et A € X NO,. Ainsi, Z C Y est fini. O

2.3 Les chemins sans aller-retour

Lemme 2.3.1 Tout chemin zog — 1 — -+ = ZTp_1 — xp, = [J] (resp. [I] =
To > Ty —> > Tp_1 = Tp) de & ou T se reléve en un “chemin de réseauz” :
I'=1,Cp I) Cp --- Cp I, = J. Sile chemin de départ est sans aller-retour,
alors I Cpn J.

Preuve: 1 est clair que tout chemin se reléve. Il est bien connu que tout relé-
vement d’un chemin sans aller-retour de longueur n dans 7 “est” une inclusion
p"-cyclique. 1l en est donc & fortiori de méme pour les relévements des chemins
sans aller-retour dans le graphe quotient . O
Inversement :

Proposition 2.3.2 Soit Iy Cpn I, une p™-inclusion de réseaus de K, et posons
c(Iy) = cph®, avec ¢ premier a p, hg > 0. Alors :
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P L+ Io=(p )N, =1, et Iy Cp Iy Cp - -+ Cp I
. Pour tout i, il existe un entier h; > 0 tel que c(I;) = cp"i.
. La fonction i € [0---n] — h; € N est conveze.
. 0; = hjp1 — h; € {-1,0,1}. De plus :

(a) 8i6i=—1, Iis = O iy .

(b) Si 6 = +1, I; = pOop. Tit1.

(c) Si6;=0,h;i=0=hy1.

ENG T SN

5. Sl existe i tel que h; = 0, posons {i | h; = 0} = [ig, -+ ,ir]. Alors :
(a) Sip est inerte dans K, r = 0.
(b) Sip est ramifié dans K, r =0 ou 1.

(c) Sip est décomposé dans K, il existe un i_déal premier P de O. sur p
tel que pour tout j € [0,--- ,7], I;; = P71

6. Si OF = {1}, le chemin [I)] — [l1] = --- = [Iy] de & est sans aller-

retour. Dans le cas général, il y a au plus un aller-retour ([I;—1] = [I;] = [I;41]),

et alors :c=1, h; =0, dx = -3 ou —4, et hj—1 = hjy1 = 1.
Preuve: 1) Comme I,,/Iy =~ Z/p™Z, il existe un unique sous-réseau intermé-
diaire Iy C,i Ij Cpyn—i I, €t

L)Ly = p" (In/I) ot Ii/Io (In/To) [P']
= (pn_l-[n + IO) /IO = (In ﬁp_zIO) /IO

2) et 4) résultent de la proposition 2.2.1.

3) 1l faut voir que i — &; est croissante. Or, si d;41 < d;, on a :

Si§; =0, 641 = —1 et hy = hjp1 = hip2 + 1, ce qui est impossible puisque
6; = 0 donc h; = 0.

Sid; =1et diz1 =0, h; +1 = hjy1 = hijpa, ce qui est & nouveau impossible
puisque ;41 = 0 donc h;41 = 0.

Si enfin 5, =1let (5,’+1 = —1, alors Iz' = pOcphi i+1 et Ii+2 = Ocph,-+21i+1,
mais h; = hjy1 — 1 = hiyo, donc I; = pliio et I;1o/I; est un sous-quotient non
cyclique de I,/ : contradiction.

Il en résulte que i — §; est croissante.

5) Comme I;; Cp I;, sont deux idéaux propres pour O, I;, Iz.:l =LCp O,:
cela se voit par exemple en localisant. Donc I;; = LI;_ , pour un idéal propre L de
O, tel que L Cpr O,. Le résultat découle alors des calculs de la proposition 1.3.2.

6) Supposons que Paréte ([I;] = [I;41]) soit Pinverse de ([I;—1] — [I;]), C’est-
a-dire que :

[li-1 C L] = [pliy1 C L]

Il existe donc A € K* tel que (I;—1 C I;) = (pliz1 C I;)A, dou X € O:phi.
Si O:phi = {+£1}, cela implique évidemment que I;_; = pl;11, ce qui n’est pas
possible puisque I;;1/I; 1 est cyclique. Sinon, cp" = 1 donc ¢ =1, h; = 0 et
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dg = —3 ou —4, et I,_; = pAl;;; donc I;_; et I;41 ont le méme conducteur
1 ou p. Si ce conducteur est 1, §;_; = §; = 0 donc p est décomposé, et I;_; =
P?[; .1 pour un idéal premier P de Ok sur p. Mais alors P? = pAOg = pOy,
contradiction. Donc le conducteur est p. |

2.4 Les cycles

Soit = [I] € &, et écrivons c¢(z) = cp" pour un entier ¢ > 1 premier & p.
La classe d’équivalence de O.I est alors uniquement déterminée par la classe
d’équivalence de I, et ’on pose : ecr(z) = [O.I] € €. Le chemin de réseaux

Ic, Ocph—II Cp Ocph—21 Cp--Cp OcpI Cp O.1

induit un chemin de longueur h de x vers ecr(z), qui est sans aller-retour, et
uniquement déterminé par la classe d’équivalence de x. On note

desc(z) : # — ecr(x)
ce chemin, et
mont(z) : ecr(z) — =

le chemin inverse.

On appelle cycles les chemins (non triviaux) de z vers z. On dit d’un cycle
T=29 > XL = > Tp1 = Ty = ¢ quil est minimal s’il est de longueur
minimale, qu’il est primaire s’il ne contient pas de sous-cycle z; = z;41 — -+ —
z; = z;. En particulier, un cycle minimal ou primaire est sans aller-retour.
Proposition 2.4.1

1. Tout cycle C : x — x sans aller-retour se factorise uniquement en

r

d C
g 92 ecr(r) —> ecr(x) mont(z) z,
ot Cy est un cycle primaire et r > 1. De plus, on a alors :

(a) C est un cycle minimal si et seulement sir = 1.
(b) C est un cycle primaire si et seulement si C = Cy (et en particulier,
h=0).
2. Enfin :

(a) Sip est inerte, il n’y a pas de cycle.

(b) Sip est ramifié, il n’y a qu’un cycle sans aller-retour C, il est minimal
(r=1), et Cy est de longueur 1.

(c) Sip est décomposé, il y a une infinité de cycles C. Ezactement deuz
d’entre euz sont minimauz.
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Preuve: Ecrivons C = (z =29 = &1 — -+ = Tp_1 = Tn = 2), c(z;) = cpi,
0; = hiy1 — h;. La fonction ¢ — h; est convexe et &; € {—1,0,1} par la proposi-
tion 2.3.2. Comme hg = h,, = h, il existe un plus petit indice ¢y et un plus grand
indice 4y tel que ho = h;, = h;, soit minimal. On a alors : §; = —1 si j < dg,
d; =0sidg <j<iy,etd; =1sij>ip.Siz=][I],onadonc: z; = [Oyno ]
et x; = [ph_hOOCphOI], donc z;, = z;, .

On sait que §; ne peut étre nul que si h; = h;41 = 0. En particulier, si
h#0,0 =—1et dp—1 = +1, donc 0 < ig < i1 < n. Si g = i1, on a alors :
Tig—1 = [Ogpro+11] €t 11 = @i, 41 = [P0, ne+11], de sorte que par le
corollaire 2.2.2, x;,_1 — i, — Zi,+1 est un aller retour, contradiction. On
a donc finalement : 0 < 49 < 41 < n. En particulier, §;, = 0, donc hy = 0,
x;, = x;; = ecr(z) et C se factorise déja en :

d !
2 1) ecr(z) = ;, < x; = ecr(z) mont(r) z,

ou C' est un cycle non trivial sans aller-retour.

La proposition 2.3.2 donne alors les résultats suivants : si p est inerte, C’
ne peut pas exister; si p est ramifié, C' est de longueur 1. Si p est décomposé,
pO. = PP et z;, = [J], C" : ;, — z;, se reléve en P11~% ] C J ou en
P"7"J C J. Dans les deux cas, comme z;, = z;,, P~ est principal, donc
i1 — 1o divise ordre ord([P]) de [P] € Pic(O,). On pose i1 — ig = r x ord([P]),
et on prend pour Cy le cycle évident, de sorte que C§ = C'.

Le reste de la proposition est plus ou moins évident. Le fait que, dans le cas
ol p est décomposé, les deux cycles primaires possibles soient distincts résulte
du corollaire 2.2.2. O

2.5 Orientations

Fixons un idéal premier P de Ok sur p : si p est inerte ou ramifié, il n’y
a évidemment aucun choix a faire, tandis que si p est décomposé, il y a deux
choix possibles pour p. Pour tout entier ¢ premier & p, posons P, = PN O, :
c’est alors un idéal propre de O, sur P. Ceci va nous permettre de définir une
orientation sur 'ensemble des arétes de £, c’est & dire une application :

or : Arétes(&) — {£1}.

On procéde de la maniére suivante. Soit 9 — z1 une aréte de £, et I C, J
un relévement de cette aréte.
— Si zg et z; n’ont pas le méme conducteur, on pose or(zg — ;) = 1 si
¢(z1) < ¢(zg), —1 sinon.
— Si zg et 1 ont le méme conducteur ¢, alors ¢ est premier & pet I = P.J
ou P.J : on pose or(zy = z1) = 1 si I = P.J, et —1 sinon.
Notons que ce second cas ne peut se produire que lorsque p est ramifié ou
décomposé dans K. De plus, si p est ramifié, P, = P,. Dans ce cas, on a donc
or(zog — x1) = 1, mais également or(i(zg = z1)) = 1. Cest d’ailleurs le seul
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cas ol une aréte et son aréte opposée ont la méme orientation. Compte-tenu du
corollaire 2.2.2 :

Proposition 2.5.1 Pour tout x € £, il y a au plus une aréte x — y d’origine
x orienté positivement (or(x — y) = 1). Il n’y en a pas si et seulement si p est
inerte et c(x) premier d p.

2.6 Les composantes connexes

Proposition 2.6.1 Pour tout entier ¢ premier & p, soit Fr(c) le sous-groupe
de Pic(O.) engendré par un idéal premier de O, sur p. Pour tout x € &, soit
be(x) = c(desc(x)), de sorte que c(x) = be(x)p™ pour un certain n, et be(x)
est premier 4 p. Alors, pour tout couple x,y € £, x et y sont dans la méme
composante conneze du graphe £ si, et seulement si :

be(x) = be(y) et desc(x) = desc(y) mod Fr(be(z)).

Preuve: La condition est clairement suffisante. Elle est nécessaire d’apreés la
proposition 2.3.2. O
On dit de be(z) que c’est le conducteur de base de x, ou de la composante
connexe de .

2.7 Demi-droites, directions et interprétation ga-
loisienne

Une demi-droite dans £ est une séquence infinie sans aller-retour de sommets
adjacents : xg = ;1 = T2 — -+ = x, — --- . Tous les sommets d’une
méme demi-droite sont inclus dans une méme composante connexe, et on dit du
conducteur de base de celle-ci que c’est le conducteur de base de la demi-droite.

Proposition 2.7.1 Soit xg =& ©1 = T2 — --- = T, — -+ une demi-droite, et
posons c(x;) = cp"i, avec ¢ premier a p. Alors :
1. La suite i — h; est soit stationnaire égale 4 0, soit affine de pente 1 a
partir d’un certain rang.

2. Le premier cas ne peut se produire que si p est décomposé dans K ; (x;)i>0
est alors cyclique a partir de la premiére valeur de i pour laquelle h; = 0.
O

Preuve: Cela résulte de la proposition 2.3.2.
Dans le deuxiéme cas, on dit que la demi-droite est non bornée. Un exemple en
est donné par la suite :

[Ok] = [Op] = [Op2] = -+ = [Opn] — -

Plus généralement, si a C Ok est un sous-réseau d’indice premier & p, posons
a; = aN Oy, de sorte que 'on a un diagramme :
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a C Og
@] @]
a; C Opi

et c(a;) = p'c(a) d’aprés la proposition 1.5.2. On note D(a) la demi-droite ainsi
définie, et on dit d’une telle demi-droite qu’elle est rationnelle.

Une direction est une classe d’équivalence de demi-droites pour la relation
d’équivalence : (x;) ~ () < il existe une constante ig telle que z; = z;4,, pour
tout i > 0. Une direction infinie est la classe d’équivalence d’une demi-droite
infinie. Une direction rationnelle est de méme la calsse d’équivalence d’une demi-
droite rationnel. D’aprés la proposition précédante : deux demi-droites infinies
sont, équivalentes si et seulement si elles ont le méme support, & un nombre fini
de points prés. Chaque direction infinie contient une unique demi-droite telle
que h; = i, et deux demi-droites équivalentes sont évidemment dans la méme
composante connexe de £ : on dit du conducteur de base de cette composante
connexe que c’est le conducteur de base de la direction.

Proposition 2.7.2 Soit ¢ un entier premier o p. Les directions infinies de
conducteur de base ¢ sont en bijection avec les éléments de Gal(K[cp™]/K).
Dans cette bijection, les directions rationnelles de conducteur de base c ont pour
image un sous-groupe Gal(K[cp™®]/K)™t, qui est dénombrable et dense dans
Gal(K[cp™]/K). Ce sous-groupe est précisément

Gal (K[ep™]/K)™ = [K[ep™)/ K, R,

ot KP* est le sous-groupe de K* formé des éléments dont la p-composante est
triviale.

Preuve: Se donner une direction infinie revient, d’aprés ce qui précéde, a se
donner pour tout entier i > 0 un élément z; tel que c(x;) = cp?, de telle sorte
que si x; = [I], alors x;_1 = [Opi-1I]. Autrement dit, il revient au méme
de se donner un élément de la limite projective des groupes Pic(O,pi), c’est-
a-dire un élément de Gal(K[cp™®]/K). Si A € K*, la droite correspondant &
o = [K[ep™]/K, ] € Gal(K[cp™]/K) est donnée par :

D(0) = ([0 = [0epA] = [0y h] = -+ = [Opn 8] =5 ---)..

Sia C Ok est un sous-réseau d’indice premier & p et de conducteur c, il existe
e K@) tel que a = O, A On a alors, pour tout 4 > 0, a; = a N O —Ocp)\
on vérifie en effet que les localisés des deux termes sont égaux. Inversement, si
Aek (#)* il existe un entier n premier & p tel que a = O, /\n C Ok soit d’mdlce
premier & p, et alors pour tout ¢ > 0, a; = aN Opi = Oy i An. Ainsi, les droites
rationnelles correspondent exactement aux éléments de Gal(K[cp™)] / K)rat,

L’ensemble des sous-réseaux d’indice premier & p de Ok et de conducteur ¢
étant dénombrable, Gal(K[cp™]/K)™" est dénombrable. Enfin, il résulte aisé-
ment de la proposition 1.7.1 que pour tout i > 0, I’application

Gal(K[cp™®]/K)'™ — Gal(K[cp']/K)
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est surjective. Le sous-groupe Gal(K[cp™®]/K)™ de Gal(K[cp>]/K) est donc
dense. 0O

2.8 Sous-graphes

On se donne un ensemble fini S de nombres premiers ne contenant pas p, et
un réseau Iy de K de conducteur cy. Soit R% I’ensemble des réseaux I de K tels
que Iy = (Ip)e pour tout £ € S, Q% 'ensemble des rationnels premiers & S, Kg
I’ensemble des éléments A de K tels que A € (O, ); pour tout £ € S. On définit
alors :

T:g = Rg‘/@ga
60

= Rs/K3,
Arétes(T?) = {p— inclusions de R%}/Q%,
Arétes(€2) = {p—inclusions de R%}/K%.

Comme dans la section 2.1, ces ensembles définissent des graphes.

Proposition 2.8.1 Les applications naturelles :
£ = €&,
Aretes(E2) —  Aretes(E),

sont injectives, et identifient le graphe £Y au sous-graphe de £ qui est la réunion
des composantes connezxes dont le conducteur de base ¢ vérifie vi(c) = vy(co)
pour tout £ € S.

Preuve: 1) Soient I, I' € RY, et supposons qu'’il existe A € K* tel que I = I'\.
Alors pour tout £ € S, I; = (I})X donc (Ip)e = (Io)eX et A € (O, );. De méme,
soient I Cp, J et I' C, J' des p-inclusions de RS, et supposons qu’il existe A tel
que (I Cp J) = (I" Cp J')A. Alors a fortiori I = I'A, donc A € (O, ); pour tout
leS.

2) Soit £ — y une aréte de &, telle que ve(c(x)) = ve(co), et soit I Cp J un
relévement de cette aréte. D’aprés la proposition 1.7.1, il existe A € K™ tel que
JA soit un idéal O,(s)-propre premier & S. Il est alors clair que IA C, JA est
une p-inclusion de RY. O
Soit z(sﬂe complété profini de Z en dehors de S. Si M est un groupe abélien,
on pose M) = M®ZS). En particulier, K(5) = K ® Zg est le produit restreint
des K, relativement aux (Ip),, ¢ parcourant les nombres premiers n’appartenant
pas & S. Un réseau de K® est un sous-Z() module M de K(S) tel qu’il existe

~(S ~
un entier n pour lequel nM soit d’indice fini dans Io( ) c Z%9. On a alors :

Lemme 2.8.2 L’application

R% — {réseaux de K(5)}
I = )

est bijective.
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Preuve: On voit aisément que ’ensemble des réseaux de K(9) est exactement
P’ensemble des sous-Z (%) modules qui se décomposent en

M= ][ M,

q¢S

ot chaque M, est un réseau complet de K, et presque tous les M, sont égaux
a (Ip),- La conclusion résulte alors de [4, §4 n°3]. O

2.9 Application : structures de niveaux “distin-
guées”

Soit N > 1 un entier. A tout réseau a de K, on peut associer le tore complexe
C/a. On se propose ici de construire, dans la plupart de ces tores, un sous-groupe
cyclique d’ordre N. Il revient au méme de construire un réseau ay de K tel que
a Cn ayn. Ce chapitre nous indique la méthode.

Supposons en effet d’abord que IV soit une puissance d’un nombre premier
p, disons N = p", et soit a un réseau de K de conducteur c(a) = ¢p”, avec
¢ premier & p. Si n > 7, on peut prendre ay = aOgpn—-. Sinon, on peut déja
considérer a Cp» O.a, et il reste & construire un réseau ay tel que O.a Cpn—r QN
et an/a est cyclique. Si p est inerte dans K, il n’y a aucune maniére “canonique”
pour faire cela. Si p est ramifié, il y a une maniére canonique sin —r =1 : on
prend ay = P~ '0.a, ot P est I’'unique idéal propre de O, sur p. Si enfin p est
décomposé dans K, il y a deux maniéres canoniques : on prend ay = P" "0O.a,
ou P est 'un des deuz idéaux propres de O, sur p. Dans ce cas, le choix de P
peut étre fait de maniére uniforme, indépendamment de a : on choisit I'un des
deux idéaux premiers de Ok sur p, disons P, puis pour tout entier ¢ premier &
p, on pose P, = PN O..

En d’autres termes, le choix de P (lorsque p est décomposé) nous permet de
définir une orientation sur le graphe &, et on définit ay & partir de a en suivant
les arétes orientées positivement & partir de la classe [a] (cf. proposition 2.5.1).
Si p est inerte, il se peut que ’on arrive sur un sommet d’ou ne part aucune
aréte : la condition n > r est 14 pour exclure ce cas. Si p est ramifié, il se peut
qu’en suivant les arétes orientées positivement, on construise une isogénie non
cyclique : la condition n > r — 1 est 14 pour exclure ce cas.

Dans le cas d’un entier N plus général, on procéde exactement de méme, &
ceci prés qu’il faut traiter chaque facteur premier de N séparément. On com-
mence donc par choisir, pour tout nombre premier g | N, un idéal premier @ de
Ok sur q : on effectue véritablement un choix que lorsque g est décomposé dans
K. Pour tout entier ¢, on pose alors Q. = QN O, : c’est un idéal premier de O,
sur ¢, qui est propre si g 1 ¢. On dit que c’est l'idéal premier “distingué” de O,
sur q.

On définit ensuite un entier cpin (V) divisant N, qui joue le role de conduc-
teur minimal pour lequel il existe des structures de niveaux N “distinguées”.
Précisément, pour tout nombre premier ¢, la g-valuation de cimin (V) est donnée
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par :

vg(N) si g est inerte
Vg(emin(N)) =< vg(N) —1 si ¢ est ramifié
0 si q est décomposé

Pour tout entier ¢ divisible par cmin(IN), on définit de méme un entier ¢y (c)
divisant ¢ par :

vg(€) — vq(IV) si g | N est inerte
(en(c)) = max(vg(c) —vg(N),0) sig| N est ramifié
Ya\CeNRC)) = max(vg(c) — vg(N),0) sigq| N est décomposé
max(vg(c) — vg(N),0) sigqtN
On a donc
c
Cmin N N.
™) | =551

Enfin, pour ¢ | N, on pose

3q(¢) = vg(N) = v4(¢) + vg(en(c))-

de sorte que d,4(c) > 0, §,(c) = 0si g | en(c) ou si ¢ est inerte, et d,(c) =0 ou 1
si q est ramifié.
L’idéal distingué de O, est alors

_ —0q(c)
Ic - OCN(C) H QCN(C) .

q|N

Cet idéal est propre pour Oy (), et O Cn I.. Remarquons que O, Cn I,
implique que O, Cy I, donc NI, Cn O..
Pour tout réseau a de K tel que ¢min(N) | ¢(a), on pose :

en(a) = en(c(a)),
dg(a) = dq(c(a)),
any = Ic(a)aa

de sorte que
aCnan et clan)=cn(a).
Proposition 2.9.1 Pour tout réseau a de K tel que Cpin(N) | c(a),
ker (C/a = C/an) ={z € C/a|az =0 Va € NI, C Oy} -

Preuve: 1) On a ker(C/a — C/an) = an/a.
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Posons ¢ = c(a) et ¢’ = cy(a). Comme ay = al,, NI,ay = NI.I.a. Mais

7 —84(c)y—dale)
ICIC = H ch (C)QCI c

q|N»Na

— H qféq(C)Oc,
q|N»Ng
c
= w0
donc

— C
Nl.an = —,OC'G Ce/er Q-
&

Ainsi, NI, - (ax/a) = 0. -
2) Inversement, supposons que NI,z C a pour z € C. Si

a/NI.x ~ Z/nZ x Z[nmZ,
on a donc n~'NI.z Cp, a, d’00t @ C,y, m~n~ NI,z et & fortiori,
Opa Cpy m~'n "Nz
avec m' = mTCI Donc m'm*n"*NI.z Cpy Owa, c'est-a-dire :
— c c
NI.x Cp n—0Opa C —Oca.
c c
Multipliant par I., on obtient alors
— c c c
NI.I.x = —Oqx C —Oral. = —an.
c c c

Donc z € ay. O
Sia=a'\, avec emin(a) | ¢(a) = ¢, alors al. = d'I ), c’est-a-dire : (a Cy an) =
(a' Cwn aly)A. 1 en résulte que le point complexe

H(a) = [C/a — C/an] € Xo(N)(C)

ne dépend que de la classe d’équivalence de a dans £. Si Ex est 'ensemble des
sommets de £ dont le conducteur est divisible par cpin(IV), on a donc défini une
application :

H:Ex — Xo(N)(Q).
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Deuxiéme partie

Points CM
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Chapitre 3

Courbes elliptiques a
multiplication complexe

3.1 Définition et normalisation

On dit d’une courbe elliptique E sur un corps F' qu’elle a multiplication
complexe par K si

End)(E) ~ K.

Il y a alors deux tels isomorphismes. Lorsque K C F, par exemple si F' C C,
on choisit comme isomorphisme celui qui est donné par I’action de End%(E) sur

le F-espace vectoriel de dimension un Lie(E)(F). L’anneau End#(E) est alors
un ordre O, dans K, et ’on dit aussi que E a multiplication complexe par O.,
et que c est le conducteur de E. Avec cette normalisation, on a :

KCF & End%(E)=End%(E)
< Endp(E) = Endi(E).

g

On dit dans ce cas que E,r a multiplication complexe par K sur F.

Cette normalisation implique notamment que pour toute isogénie f : Fy —
E, entre deux courbes elliptiques & mulltiplication complexe par respectivement
O, et O, sur un corps F' C C, f commute & ’action des éléments de O., N O,
sur E; et Ey : on dit que f est K-linéaire.
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3.2 Modules de Tate, réseaux et sous-groupes
finis
3.2.1 Définition
Le module de Tate d’une variété abélienne A sur un corps F' est

7(4) = [[ Ty(4) = lim Aln](F),

ol g parcourt ’ensemble des nombres premiers. On pose également
V(A) =T(4) ® Q.
C’est le produit restreint des

Vo(4) = T,(4)2Q
= Tq(A) ®Zpr

relativement aux Ty (A). Tous ces modules sont d’une part munis d’une action
de End3(A), et d’autre part d’une action Endr(A)-linéaire de Gal(F'/F).

3.2.2 Réseaux et sous-groupes

Définition Un réseau de V(A) est un sous-Z-module T de V(A) tel qu’il existe
un entier n pour lequel nT soit inclus dans T'(A) avec un indice fini.

Si T est un réseau, T se décompose selon les nombres premiers :
T=]]T.
q
ou chaque T; est un Zgréseau (complet) de V5 (A).
La limite inductive des isomorphismes

n~'T(A)/T(A) =5 T(A)/nT(A) = A[n](F)

est un isomorphisme Gal(F /F)-équivariant
V(4)/T(A) = A(F)sors-
En particulier, il réalise une bijection Gal(F/F)-équivariante :
{réseaux T D T'(A) de V(A)} = {sous — groupes finis de A(F)¢ors}

Si T' est un réseau de V(A) contenant T'(A), et X le sous-groupe correspon-
dant & T/T(A), on a donc

Fix(T) = {0 € Gal(F/F) | oT = T} = {0 € Gal(F/F) | 0 X = X} = Fix(X).
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C’est un sous-groupe ouvert de Gal(F/F), et le corps F' = F o) ost une

extension finie de F. Le sous-groupe X C A(F) descend en un sous-schéma en
groupe fini et étale X, de A,p/, et I'on peut donc définir le quotient

A/FI — (A/FI)/(X/FI)
C’est une isogénie étale. Pour simplifier les notations, on la notera seulement :
A— A/X,

en disant que cette isogénie est “définie” sur F’.

3.2.3 Cas des courbes elliptiques

On suppose maintenant que A = E est une courbe elliptique. Si 7' D T(E)
est un sous-réseau de V(E), soit X C E(F) le sous-groupe correspondant, f :
E — E/X l'isogénie naturelle, et g : E/X — El'isogénie dualede f.Sid = #X,
d est donc le degré de f et g, ainsi que l’indice de T'(E) dans T'. De plus :

Lemme 3.2.1 T(g)(T(E/X)) = dT dans V(E)

Preuve: Par définition,
[t EBors(F?®) = V(E)/T(E) = V(E/X)/T(E/X) = (E/X )tors (FP)

a pour noyau T/T'(E) = X, qui est d’ordre d. On a donc : V(f)(T) c T(E/X),

donc V(g)V(f)(T) =dT c V(g)(T(E/X)). Inversement, si t € T(E/X), alors
d='V(g)(t) mod T'(E) est dans le noyau de f, car

V(N V(g)®) =t € T(E/X),

done d='V (9)(T(E/X)) C T, et V(9)(T(E/X)) = T(9)(T(E/X)) =dT. O

Remarque: On n’a pas fait d’hypothése sur la caractéristique de F'!

3.3 Réduction des courbes elliptiques & multipli-
cation complexe

Soit ' C C un corps de nombre, E,r une courbe elliptique & multiplica-
tion complexe par O = O. C K sur F, de sorte que K C F. On normalise
Iisomorphisme O —+ Endp(E) comme expliqué en (3.1).

3.3.1 Modéle de Néron et réduction

La courbe elliptique E,r ayant multiplication complexe, a bonne réduction
potentielle & toutes les places de F' ([33, Theo 6]). Soit v une place finie de F', A,
I’anneau local correspondant, k le corps résiduel de A,, et p sa caractéristique.
Soit £,4, le modele de Néron de E/p, , et £/, sa fibre spéciale. On suppose
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que E/r a bonne réduction en v, de sorte que £/4, est une courbe elliptique
(relative).

L’action de O sur E,p s’étend par la propriété universelle du modeéle de
Néron en une action de O sur £,4,, puis se restreint & la fibre spéciale en une
action de O sur € k- Le morphisme O — Endy4, (£) est un isomorphisme : cela
résulte encore de la propriété universelle du modéle de Néron. Le morphisme
O — Endg(&) est en revanche a priori seulement injectif : cela résulte de ce que
&4, €tant un schéma abélien, tout morphisme trivial sur une fibre est trivial
([18, Chap 6]). Pour A € Endp(E), on note X la réduction de .

&/a, étant abélienne, les éléments de O \ {0} induisent sur £ des isogénies,
c’est-a-dire des morphismes plats et finis ([3, 7.3]). Leur noyau est en particulier
plat sur A,, donc de rang constant ; en particulier,

YA€ O: deg(A) = deg()) = Ng/g(A).
Soit L = Lie(£)(4,). Pour toute A,-algebre B,
Lie(£)(B) ~L®a, B

car £/, est lisse ([DG, II §4.1.8]). De plus, L est A,-projectif de type fini ([DG,
IT §4.1.8 et 4.3.6]), donc libre de rang un, puisque A, est local et L ®4, F' ~
Lie(E)(F) est de dimension un. L’action de O sur L induit donc un morphisme
d’anneau O — A,, et la normalisation que l'on a imposée pour ’action de O
sur la fibre générique montre alors que

(O—-A,-F)=(OCKCF).

Autrement dit, O agit sur le A,-module L par multiplication scalaire, via 'in-
clusion O C K C F.
Soit P 'idéal premier de O sous v, de sorte que ’action de O sur le k-espace

vectoriel de dimension un Lie(€)(k) se factorise par O/P < k.

3.3.2 (-injectivité

Le comportement du schéma en O-module £,4, est donné par la proposition
suivante (voir ’appendice pour les définitions).
Proposition 3.3.1

1. E/f est O-injectif : le foncteur M E%? est ezact.

2. €4, est O-injectif si et seulement si p{ c.

Preuve: 1) Tout schéma en groupe sur un corps de caractéristique 0 est lisse
([23]). D’aprés le critére de Baer (section 10.4.2), il suffit donc de vérifier que
E(C) est un O-module injectif. La théorie analytique des courbes elliptiques a
multiplication complexe montre que ce module est isomorphe & C/a, pour un
O-idéal propre de K. Si (e;);cs est une K-base de C, avec e;, € K, on a donc
un isomorphisme de O.-module :

E(C) ~ K/a® KI\io}),
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K est K-injectif (!) donc & fortiori O-injectif, et il reste & voir que K/a est O-
injectif. Mais a est O-projectif, donc facteur direct d’un O-module libre O™, et
K /a est donc facteur direct d’un O-module (K/O)™. Ce dernier étant O-injectif
par (1.4.2), K/a lest également.

2) Si p{ec, O est maximal (et & fortiori héréditaire) en p, donc £/4, est
O-injectif par le corollaire 11.2.5. D’autre part, dim(Eﬁlv) = 1 par la proposi-
tion 11.2.6, tandis que

Lie(€F)(k) = Homo(P,Lie(E)(k))
~ Homg,p(P/P?,k)
~ Homo/p(P/PZ,O/P)@)o/pk.

Sip|e¢ P=pO,, Cp Oc et O/P ~ Fp, tandis que P?> = p?’O./, = pP et
P/P? ~ F.. Dans ce cas, on a donc

dim; Lie(EF) (k) = 2

et £ /i West pas lisse. A fortiori, £,4, n’est pas O-injectif. O
Remarque: La proposition implique que si p t ¢, pour tout O-module M sans-
torsion de type fini, £ %4” est un schéma abélien. Lorsque p | ¢, on peut

montrer que £ %4” est abélien si et seulement si M est sans facteur direct
O, /p-stable.

3.3.3 Réduction ordinaire ou supersinguliére ?

Proposition 3.3.2 E/r a réduction ordinaire en v < p est décomposé dans
Ok.
Preuve: Si E a réduction ordinaire en v, alors pour tout entier n > 1, £[p"](k) ~
Z[p™Z est un O-module cyclique, donc de la forme O/I,. En particulier, O
admet des idéaux cycliques de rang p™ avec n arbitrairement grand, donc p est
décomposé dans K : cela résulte de la proposition 2.3.2.

Supposons inversement que p soit décomposé dans K, et considérons Eﬁi‘ :
c’est une courbe elliptique isogene & E/r, qui a donc également bonne réduction
en v. De plus, E/r et E;)I,i‘ ont simultanément réduction ordinaire ou non;

remplagant E/r par Eﬁi‘ , on peut donc supposer que O est maximal. Soit alors
n un entier tel que P soit principal, disons P" = Og\; comme X\ ¢ P, la
multiplication par A dans Lie(£)(A,) est bijective. A fortiori, la réduction A de
Visogénie A € Endp(E) induit une bijection sur Lie(£)(k) = Lie(€)(k), et A est
donc séparable (étale), et de degré p™ : il en résulte effectivement que £ /k €st
ordinaire. O

3.3.4 Anneau d’endomorphismes et p-torsion de la réduc-
tion

Ecrivons ¢ = ¢op™, avec ¢o premier a p, et soit P le premier de O, sous v.
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Proposition 3.3.3 (cas ordinaire) Si p est décomposé dans K, alors :

1. Endy (&) = Endg(€) = O, est mazimal en p.
2. E(k)[p®] ~ O., /P’ pour tout s > 0.
3. Lie (€) (k) = (0o /P) & k.

4. Sime O estle frobenius de g’/k, Ocom = pdes(m) — plog,(#k)

Preuve: D’aprés [34, V 3.1], Endy(£) est un ordre dans un corps quadratique
imaginaire. End; () = Endg(€)®(¥/k) en est un Z-facteur direct, et contient

O, donc Endy(€) = End(€) est un ordre O’ de K, de conducteur divisant c. Si

g # p, Vaction de (O')4 sur le module de Tate T, (€) ~ T,(E) est (O),-linéaire,
et T, (E) est (O),4-libre de rang un, donc (0'), = (0), et finalement, O’ = Oypm
pour un entier m < n. B

Soit I, 'annulateur du O'-module cyclique &(k)[p*] ~ Z/p°Z, de sorte que
0'/I; est cyclique d’ordre p®, et l'on a une suite infinie d’idéaux de O’ :

CIs+1 Cp IS Cp Is—l Cp Cp Ocopm_

1l résulte alors de la proposition 2.3.2 (voir aussi la section 2.7) que I, =
P°O¢opm—s pour s < m, puis : I, = p™P°~™ pour tout s > m, ou bien
I, = mes—m pour tout s > m.

Soit 7 le Frobenius de £/, 7' son dual, et #k = p". 7 et n’ appartiennent
donc & O', sont de degré p”, m est purement inséparable et 7' est séparable
(¢tale). En particulier, ker(7'?)(k) = £(k)[p"] pour tout i > 0, de sorte que
O'n'* C I,;. Inversement, tout élément de I,; est nul sur le noyau de 7'?, donc
divisible par 7'* dans O’ : ainsi, O'7'* = I,;. Il en résulte que m = 0, O' = O,,,
et I, = P* pour tout s, ou bien I, = P’ pour tout s.

Or 7' est non trivial dans Lie(€)(k), et I'action de O, sur ce k-espace vecto-
riel se factorise par O, /P, donc ' ¢ P, et I,; = O, " est donc égala P, d’on
I, = P’ pour tout s, et E(k)[p*] & O, /P . Comme Oy’ = Opop” = PTP',
O.m =P O

Proposition 3.3.4 (cas super-singulier) Si p est inerte ou ramifié dans K,
alors :

1. Endy(&) est un ordre maximal dans le corps de quaternions ramifié en p
et 0o.

2. Endz(r‘;) NK = Oco-
3. Sip est inerte et O = {£1}, alors Endy ) = End;(g’)

4. Sip est ramifié, [k : Fp] est pair et O}, = {£1}, alors Endy(€) = Endg(E).
C’est le cas si P n’est pas principal.

Preuve: Soit R = End(€), #k = p”. D’aprés [5], R est un ordre mazimal dans

B = End%(é' ), un corps de quaternions. Ce corps est ramifié en un nombre pair
non nul de places, et admet des représentations de dimension 2 sur @, pour
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tout £ premier & p, & savoir les modules de Tate Vg(g ). Il est donc non ramifié
en dehors de p et de o0, et par conséquent, ramifié en p et co. D’ou 1).

Soit 0" = Endi(€) = (Endp(£))%*/k); cest un Z-facteur direct de R
contenant O, et B contient K. On a donc : O' N K = RN K. Cette intersection
contient O, est un ordre de K, et agit (via ’action de R) sur les (O),-modules

libres de rang un T, (€) =~ Ty(E). Comme dans le cas ordinaire, on en déduit que
O'NK = RNK est un ordre de conducteur cop™, pour un certain entier m < n.
Mais RN K est aussi un ordre mazimalement plongé dans R par définition, et
il en résulte que m =0 [39, p. 43].

Soit enfin 7 le Frobenius géométrique de £ /&~ L’action du Frobenius galoisien

o € Gal(k/k) sur g /i est précisément donnée par 7, de sorte que O' est le

commutant de m dans R. En particulier, 7 commute & O C O, donc 7 appartient

a K, puisque K est un sous-corps commutatif maximal de B. Finalement, 7 €

RN K = 0,,. m étant de degré p",

— Si p est inerte dans K, r est pair et O 7 = Ocopr/2

un u € O . Donc si O, = {1}, 7 € Zet O' =R.

- Si p est ramifié dans K, alors O,,m = P". Si r est pair, on obtient a
nouveau m = up” avec u € O}, donc O' = R si O} = {£1}

— Si P n’est pas principal, alors r est pair et dx # —3,—4, donc OF = *1.

O

r/2

, donc ™ = up"/“ pour

3.3.5 Points de torsion

. b : . - o
Soit F2P/™ Pextension maximale abélienne non ramifiée en v, v*¥/" une
b b .
place de F2b/mr gur v, AP/™ — F2/™ Panneau de valuation correspondant.
Son corps résiduel est une cloture algébrique k de k.

Proposition 3.3.5 Pour tout entier n premier & p, on a des isomorphismes :
E[n)(F®/™) «= E[n](Ag"/™) = En] (k).
ab/n en une place ¥ de F, soit F'* C F
Fab/nr
v

Preuve: Commencgons par étendre v

I’extension maximale non ramifiée en v, de sorte que C F}* est la sous-
extension abélienne maximale de F**. D’aprés [3, 2.3.11], anneau local A% de

e ] . b O
V™ = v |pne est un hensélisé strict de A,, et linclusion A /v~ AP induit

donc un isomorphisme sur les corps résiduels. D’autre part, d’aprés [3, 7.1], le
morphisme suivant est bijectif :

E(AY) = E(F)).
A fortiori,
E[n)(437) = Eln)(F,").

Mais n étant premier & p, £[n], 4, est fini étale ([3, 7.3.2]), donc par [EGA, TV
18.5.5] :

EM)(A7") = E[n](k).
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L’action de Gal(F/F) sur E(F)sors est d’autre part abélienne : cela résulte de
ce que action de Ga}(?/F) sur le module V(E) est K-linéaire, et V(E) est
libre de rang un sur K. En particulier :

E[n](F3°/™) = E[n)(F)").

Il ne reste plus qu’a combiner ces trois isomorphismes. O

3.4 Action de K et action de Galois sur V(FE)

Soit F' un corps de nombre, E/p une courbe elliptique a multiplication com-
plexe par O, sur F.

3.4.1 L’action de K.

I est bien connu que le module de Tate T'(E) est libre de rang un sur O :
cela résulte par exemple de la théorie analytique. Choisissant un générateur e
de T(E) sur O, on obtient donc un isomorphisme :

Bien entendu, les réseaux de K tels que définis en (2.8) correspondent bijective-
ment aux réseaux de V(E), de sorte qu’en utilisant le lemme 2.8.2, on obtient
finalement une bijection :

T : {réseaux de K} —» {réseaux de V(E)}
Si a est un réseau de K, le réseau correspondant 7'(a) de V(E) est défini par :
T(a), = a4.€,

1l est clair que T'(a) est un 6C(a)—module libre de rang 1.

L’existence de cette bijection montre tout d’abord que pour tout réseau T
de V(E), il existe un unique entier ¢, que 'on appelle encore le conducteur de
T, tel que :

Vg : {z € K¢ | 2Ty C Ty} = (Oc)q-
T, est alors (O.),-libre, et

{xeK|2TcT} = O.,
{reK|2TCcT} = O..

On note ¢(T) le conducteur de T Si T(E) C T, et X est le sous-groupe corres-

pondant dans E(F'), la courbe elliptique E/X, qui est définie sur une extension
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finie de F', a multiplication complexe par ¢(T') sur cette extension : cela résulte
de 3.2.1.

L’existence de cette bijection nous permet également de transférer les résul-
tats de la section 2.1 & I’étude des réseaux de V(E) Plus précisément, consi-
dérons l'opération qui & un réseau a de K et un réseau T' de V(E) associe le
réseau a1 de V(E). Cette opération est compatible avec les fibrations données
par les conducteurs, et permet de munir ’ensemble fibré des réseaux de V(E)
d’une “action simple et fidéle” du fibré en groupe que constituent les réseaux de
K.

3.4.2 L’action de Gal(F/F)

L’action de Gal(F/F) étant (O.),-linéaire, se factorise en un morphisme
(continu) :
pq : Gal(F*/F) = (O.);.
Il en résulte notamment que E(F)iors = FE(F®)iors. La théorie du corps de
classe permet de réécrire ce morphisme en

pg: Ir = (Oc)y

q’

ou I est le groupe des idéles de F'. Posant F[c] = FK[c] pour tout entier ¢ > 1,
on a :

Proposition 3.4.1 Supposons que O} = {£1}, ou que E,p soit (F-)isogéne a
une courbe elliptique ayant multiplication compleze par un ordre non mazimal.
Alors pour tout réseau T de V(E), T est stable sous Gal(F®P/F[c(T))).

Preuve: Supposons d’abord que O} = {+£1}. Il existe un homomorphisme
continu € : Ir — K* tel que, pour tout nombre premier g,
Vself: pq(s) = e(s)Np/k(s;") € (Oc)s,

ou s4 est la g-composante de s. C’est précisément [33, Theorem 10] dans le
cas ot Endp(E) = Ok (c = 1), et le cas général s’en déduit de la maniére

suivante : soit C' = {z € E(F) | cOk.x = 0}, de sorte que C est un sous-groupe
fini de E(F), défini sur F. E est F-isogéne & la courbe elliptique E' = E/C,
qui a multiplication complexe par Og ; il suffit alors d’utiliser I’isomorphisme
Gal(F | F)-équivariant V (E) — V(E/C).

Soit [, F] : Ir — Gal(F2P/F) I’application de réciprocité d’Artin, et choi-
sissons un élément s € I tel que [s, F] = o € Gal(F2?/F[c(a)]). Soit d(a) =
ppem(c(a),c), de sorte que F[d(a)] = F[c(a)], puisque K[c] = K[j(E)] C F.
Comme

o |kia(@)= 1 = [Nr/k (5), K] | k[a(a))>

Np, k(s) appartient au groupe de normes dans Ix de l’extension abélienne
K[d(a)]/K, & savoir K*.( A;(a) x C*). On peut donc écrire Np, g (5) = A.(Z X ),
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avec A € K*, & € 5;(@ C 5: et u € C*. Alors :

Vg : e(8)A™ = py(s).24-

Dans cette égalité, le terme de gauche appartient & K, tandis que le terme de
droite appartient a O ,, de sorte que finalement e(s)A~' appartient & O} =
{£1}. Mais alors py(s) = £2,' € Oy, , et pq(s).T,(a) = T,(a) pour tout g,
donc 0.7 (a) = T'(a).

Dans le cas spécial ou O} # {£1} (dxk = —3 ou —4 et ¢ = 1), on travaille
d’abord dans le module de Tate d’une courbe elliptique E} r a multiplication
complexe par un ordre non maximal de K, et F-isogéne & E. La discussion
précédante s’applique alors & E’, et la conclusion se transporte & E. O

52



Chapitre 4

Points CM

4.1 Définition

Soit Xo(N)/q la courbe modulaire compactifiée classifiant les N-isogénies
cycliques de courbes elliptiques. On a donc :

Xo(N)(C) = Cusp(Xo(N)) [[{Er = B2}/ ~,

ol F1 — E» est une isogénie cyclique de degré N entre deux courbes elliptiques
définies sur C, et (E1 — E3) ~ (Ej — Ej) si, et seulement si, il existe un
diagramme commutatif d’isogénies :

E, = E|
\J \J

E, = E}

On dit que z = [E1 — E»] € Xo(N)(C) est un point CM si Eq (et donc
aussi E») a multiplication complexe par K. Les conducteurs de E; et E2 ne
dépendent évidemment pas du choix du représentant Fy — Es> de =x.

4.2 Corps de définition

Proposition 4.2.1 Soit z = [f : By = E2] € Xo(N)(C) un point CM. Soit
ci le conducteur de E; (i = 1,2) et ¢ = ppcm(cy,c2). Soit S un ensemble fini
de nombres premiers tel que : si (dxk = —3 ou —4) et (c est une puissance
de p), alors p ¢ S. Alors il existe deux courbes elliptiques Ei/K[c] et Eé/K[c]
ayant bonne réduction au-dessus de S, et une isogénie cyclique de degré N f':
E] /K[ ™ E; K[c] telles qu’il existe un diagramme commutatif d’isogénies sur



En particulier, x = [f' : E{ = E}] € Xo(N)(K][c]).

Preuve: Notre hypothése sur S implique, par un théoréme de Serre-Tate [33, p.
507], que I’on peut trouver une courbe elliptique E; k[, ayant bonne réduction
sur S et multiplication complexe par O..

Supposons d’abord que O} = {%1}. D’aprés la théorie analytique des courbes
elliptiques, F est isogéne & FEp, de sorte que ’on peut trouver une isogénie
g : E — E; définie sur C. Soient H; = ker(g) et Hy = ker(f o g), de sorte que
P’on a un diagramme commutatif :

~

E/H, = E
i f
E/H, = BE,

ou f': E/H, — E/H, est induite par U'inclusion H; C H,. Soient Ty et T5 les
deux réseaux de V(E) correspondant & H; et Hs. Il résulte du lemme 3.2.1 que
c(Th) = c1 et ¢(T>) = c¢2, puis il résulte de la proposition 3.4.1 que H; est défini
sur K[c]K[c1] = K]c], et Hy sur K[c|K[c2] = K]c]. L'isogénie f' : E/H, —
E/Hj est donc définie sur Klc], et les courbes elliptiques E} ;1 = E/H; et
E; kg =F /Hj ont évidemment bonne réduction sur S, puisqu’elles sont K [c]-
isogenes & E/ k-

Si Of # {£1}, alors dxk = —3 ou —4, et ¢ = ¢; = ¢a = 1. Dans ce cas, le
groupe de Picard Pic(O,) est trivial, et d’aprés la théorie analytique des courbes
elliptiques, F, E; et E5 sont isomorphes sur C. Choisissons des isomorphismes
E/;c = (Ey2)/c, et soit f' : E — E lisogénie déduite de f via ces deux
isomorphismes. On a donc : z = [f': E — EJ, et f' € Endg(E) = Endgpy;(E).
O

4.3 Action de Galois sur les points CM

Soit z = [f : By = Es] € Xo(N)(C) un point CM, ¢; et ¢y les conducteurs
de E; et E,, de sorte que z est rationnel sur K|c], ot ¢ = ppcm(ey, ¢p), d’aprés
la proposition précédente. On veut ici décrire action de Gal(K[c]/K) sur z.

Rappelons pour cela que la théorie du corps de classe nous donne un isomor-
phisme :

(@) : Pic(0,) «~ K*/K*.0. = Gal(K[d]/K).

Proposition 4.3.1 Soit 0 € Gal(K|[c]/K), et Q un idéal propre pour O, tel
que o = <M) Alors :
o) :

ox =[f?:EQ 5 EY] € Xo(N)(K]c])

Remarque: Compte tenu de notre convention générale pour l'identification
End(E; ;) = K, I'isogénie f est K-linéaire, c’est-a-dire : f commute &
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laction de O, = O, N O, sur E; et Ey. Ou encore : f est un morphisme
de schémas en O.-modules, de sorte que f< : Ef’z - E,? est bien défini.
C’est une isogénie de courbes elliptiques sur C, de noyau

ker(f9)(C) ker(f)?(C)
= Homo(Q, ker(f)(C)

= Homo/No (Q/NQ, ker(f)(C)) .

Comme Q/NQ ~ O/NO, puisque @ est O.-propre, f@ est en effet une
N-isogénie cyclique.

Soit d > 1 un entier tel que ¢ | d, donc K[c] C K[d]. Si @ est un idéal
propre pour Og4 et o = (%) € Gal(K|[d]/K), on a de méme

oz =[f?: EQ - EY] € Xo(N)(K]d]),

oul’on doit maintenant utiliser 'action de O4 C O, pour définir les trans-
formés. Cela résulte tout simplement de ce que, pour tout O.,-module M,

Homod (Qa M) HomOc (Oc ®04 QJ M)

Homoc (OCQJ M)J

la deuxiéme égalité provenant de ce que @) est Og-plat.

Preuve: (d’aprés [30]) Par la proposition 4.2.1, on peut supposer que E;, E»
et f sont définis sur K|c|. Dans ce cas, on a évidemment o.z = [f? : E{ — EJ].

Soit Xo(N)/z[1/n] le modéle propre et lisse de Xo(NV)/q. Soit v une place
finie de K|[c|, d’anneau de valuation complété A, et de corps résiduel k de
caractéristique p, et qui soit telle que :

1. p{ Ndkc et Ey/k[¢ a bonne réduction au-dessus de p.

2. L’application de réduction Xo(N)(K|[c]) = Xo(N)(k) induit une injection
sur P’ensemble fini des points z € Xo(IN)(K[c]) qui peuvent étre représen-
tés par une isogénie sur C de la forme E, — Ej avec Endc(E,) = O, -

3. Si P est I'idéal premier de Ok sous v, alors 0 = Frobp(K|c]/K), et P est
de degré 1 (p est décomposé dans K).

Il existe une infinité de telles places : les deux premiéres conditions n’excluent
qu’un nombre fini de places, tandis que la derniére condition est vérifiée par une
infinité de places.

Posons P, = PN O, C, O, de sorte que P, est un idéal propre pour O,

et 0 = (K[CC])/K) = (K[ICD]C/K), donc [P.] = [Q] dans Pic(O,). A fortiori, les
foncteurs Homg, (P,,*) et Homg, (@, *) sont isomorphes, donc

(/9 EY = BF] = [f™ : Bl* = By*] € Xo(N)([K[c])-

On peut donc supposer que @ = P..
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Compte tenu de la condition (1), Ey, Es, E?, ES, E? et EZQ ont bonne
réduction en v. Notant A/, la fibre spéciale du modeéle de Néron d’une variété

abélienne A ki, et Z%’g son “Frobenius twist” (absolu), on a

(EIQ — E?) = (E? —)E?) et (B - ES) = (E{p) - Eg”)),

la deuxiéme égalité résultant de la condition (3). D’aprés la condition (2), on
doit donc voir que :

[f(m .E® & E“é”’] - [fQ EQ Eﬂ € Xo(N) (k).

Les deux isogénies concernées s’insérent dans des diagrammes similaires, &
savoir le diagramme classique du Frobenius :

f: E]_ — EQ
_ o 4
o EP o EP

et le diagramme induit par l'inclusion Q = P, C, O, :

f: El — Ez
4 3
f@: BEP - EY

Dans le premier diagramme, les fléches verticales sont les Frobenius absolus :
ce sont des isogénies purement inséparables de rang p. Pour conclure, il faut donc
voir que les deux fléches verticales du second diagramme ont un noyau conneze,
puisqu’on sait déja que ces isogénies sont de degré p. C’est effectivement le cas,
puisque

ker(Eyjp — EQ,) (k) = By (k)

= HOIIIOc <OC/Q; El/2 (E))
= Homygp, (Oc/Pcy El/2 [p] (E))
Homo, (O¢/P.,0./P:) = 0,

Q

par la proposition 3.3.3, p étant décomposé. O
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Chapitre 5

Ensemble de points CM

Soit k un corps, £ = car(k), E/; une courbe elliptique, R = Endg(E) et
B = End%(E), de sorte que B est un corps, éventuellement non commutatif.
Soit, également N > 1 un entier premier a ¢, et S un ensemble de nombres
premiers, contenant £ si £ # 0.

On note X(5)(E, N) I’ensemble des points [E; — E,] de Xo(N)(k) tels
que : il existe une k-isogénie E — F; de degré premier & S. C’est alors une
isogénie étale, de méme que l’isogénie composée £ — FE; — FEs. Les points
de X(S)(E, N) peuvent donc tous s’écrire : [E/X; — E/X5], pour X; C X» C
E(k), avec X; d’ordre premier & S, et X5/X; ~ Z /NZ. On se propose de décrire
“adéliquement” cet ensemble.

Si S¢ est le complémentaire de S dans ’ensemble des nombres premiers, on
note aussi Xg(E, N) = X9 (E, N).

5.1 Notations

5.1.1 Un schéma en anneau

Pour tout anneau commutatif A, on pose
R(A) = A®z R.

En particulier, B = RR(Q). R est un foncteur covariant en anneau (non nécessai-
rement commutatif) sur la catégorie des anneaux commutatifs. Ce foncteur est
représenté par 'anneau commutatif des Z-tenseurs symétriques sur le Z-dual de
R:

SZ (Homz (R, Z)) .
En effet,

Homa,n (Sz(Homz(R,Z)), A)

Homgz(Homz(R,Z), A)
A®z R=R(A).

1
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Ainsi, R,z est un schéma en anneau, dont le schéma sous-jacent n’est autre que
I’espace affine de dimension rangz(R). En particulier, R /5 est lisse.
On pose aussi, pour tout anneau commutatif A,

R (A) = (A® R)*.

R* est un foncteur en groupe, dont on peut encore vérifier qu’il est représentable
par un sous-schéma, ouvert de R. Les applications de trace réduite et de norme
réduite définissent des morphismes de schémas en groupe

tr: R — G,
nr: R* = G-

On note KR! le noyau de nr, de sorte que
R (4) = {z € (A® B)* | nr(a) = 1}

pour tout anneau commutatif A.
Si S est un ensemble de nombres premiers, on pose :

29 = [z,

q¢S
Zs = HZq
g€eS
9 = 729gQ
Qs = Zs®Q

On réservera en général la notation en indice au cas o S est fini.
Enfin, on pose

R(S) = M(Q NR(Zs) C R(Qs)
R*(S) = %|*(Q NR*(Zs) C ®*(Qs)
R'(S) = ®'(Q nR'(Zs) c ®'(Qs),

de sorte que

R(S) = {zeB|VgeSzeR,}
R*(S) = {reB"|VgeSzeR}}
R'(S) = {zeB'|VYgeSzeR}.
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5.1.2 Variantes de modules de Tate

Par analogie, on définit alors les modules de Tate “modifiés” suivants :

T9E) = [[1.(B)
q¢S

Ts(E) = [[Tu(B)
qES

VONE) = TOE)2Q

Vs(E) = Ts(E)®Q

Par construction, chacun de ces groupes est un module (3 gauche) sur ’anneau
des points de 9 & valeur dans ’anneau correspondant : 7(5) (E) est un SR(Z(9)-
module, V¥ (E) est un R(Q®) )-module, etc. ..

5.1.3 Réseaux et sous-groupes

Un réseau de V(S)(E) est un sous-Z-module T de V() (E) tel qu’il existe
un entier n pour lequel nT est inclus dans 7(5)(E) avec un indice fini. Bien
évidemment, on peut alors prendre n premier & S. Un réseau T de V(S)(E) se
décompose donc en

T=]]7.

q¢S

Si T est un réseau de V(E), on note T5) = T N V) (E) : cest alors un
réseau de V(%)(E). Inversement, si T est un réseau de V5)(E), on note T le
réseau de V(E) tel que: (T¢), =T, siqg ¢ S, et (T¢)g =T4(E) sig € S. On dit
d'un réseau T de V(E) qu’il est premier a S si T, = T4(E) pour tout ¢ € S,
autrement dit, si (7%))¢ = T. L’application :

{réseaux de V(S)(E)} —  {réseaux de V(E)}
T — T¢

est une bijection sur Pensemble des réseaux de T'(E) premiers & S.

Si T est un réseau de V() (E) contenant T(S)(LZJ), le réseau T° de V(E)
contient T'(E). Si X est le sous-groupe de E(k)iors ~ V(E)/T(E) correspondant
a T¢/T(E), on dit que X est le sous-groupe associé 3 T. L'isogénie étale E —
E/X est définie sur la sous-extension k(X) = k(T) de k/k correspondant au
sous-groupe ouvert de Gal(k/k) :

Fix(T) = {0 € Gal(k/k) | oT = T} = {0 € Gal(k/k) | 0 X = X} = Fix(X).
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5.2 Description de X®%)(E, N)

_ Une N-inclusion de réseauz de V(E) est un couple (Ty,Ts) de réseaux de
V(E) tels que Ty C Ty et T» /Ty ~ Z /NZ; on résume cela dans la notation :

Ty Cn Ts.

Si T(E) C Ty, on dit des deux sous-groupes X; C X5 correspondant & T3 et Tp
qu’ils sont associés & la N-inclusion Ty Cn T5. L’isog_énie E/Xy = E/X5 est
définie sur la sous-extension k(T1,T2) = k(X1,X2) de k/k fixée par

FiX(Tl) N FIX(TQ) = {U € Gal(E/k) | oTy =T et 6Ty = TQ}.

Les k-points de son noyau forment un Gal(k/k(X1, X2))-module isomorphe &
XQ/Xl ~ TQ/Tl ~ TQ/Tl, et la suite

E(E)tors — (E/Xl)(E)tors — (E/XZ)(E)tors
s’identifie & la suite
V(E)/T(E) » V(E)/Ty —» V(E)/T>.

Considérons ’ensemble des N-inclusions de réseaux (T7 Cn T3) telles que :
Ti est premier & S, c’est-a-dire (T1), = T,(E) pour tout ¢ € S, ou encore,
(TI(S))e = Ty. Le groupe R*(S) = {z € B* | Vg € S z € R;} agit & gauche sur
cet ensemble par multiplication & gauche : pour AeRr (S),

ATy Cn To) = (\Ty Cn ATR).
Soit Y(5)(E, N) ’ensemble quotient :
Y)(E,N) = R*(S)\ {T1 Cn T, réseaux de V(E), T) premier & S}.

Soit Ty Cn T» une N-inclusion de réseaux de V(E), avec Ty premier & S. Il
existe un entier n > 1 premier a S tel que T(E) C n™'Ty Cn n~'Ts. Soient

X1 Cn X5 les sous-groupes finis associés de E(k), et notons (abusivement) :

[E/Ty — E[T3] € Xo(N)(k).

le point de Xo(N)(k) correspondant & la N-isogénie cyclique E/X; — E/Xo.
1l est clair que c’est un point de X5)(E, N), et tous les points de X (%) (E, N)
peuvent étre construits de la sorte. Plus précisément :

Proposition 5.2.1 La construction

(Tl CnN TQ) ~ [E/Tl — E/TQ] (S X()(N)(k')
induit une bijection

H:YS(E,N) = XO(E,N) c Xo(N)(k).
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Preuve: 1) Montrons d’abord que H est bien définie. Soient donc T1 Cn 7> et
T! Cn T3 deux N-inclusions de réseaux de V(E), avec Ty et T premiers & S,
et A € R*(S) tels que :

(Tll CnN Tzl) = )\(Tl CnN Tz).

Soient également n et n' deux entiers positifs premiers & S tels que T(E) C
n~IT et T(E) C n'~'T{. On a alors

n' "N T{ Cn T3) = (W'~ dn)n™ (Ty Cw To),

et n7'An’ € R*(S). Remplagant (T1 Cn T») par n~ (T Cn T), (T{ Cn T4)
par n' Y (T! Cn T3) et A par n~'An/, on peut donc supposer n = n' = 1,
Cest-a-dire : T(E) C Ty Cn To et T(E) C T Cn T}

Soient X1, X5, X! et X} les sous-groupes correspondants de E(k)ors. On
veut donc montrer que

[f:E/X1 = E/Xs)=[f": E/X| — E/X}] € Xo(N)(k).

Soit p; : E — E/X;, et p; : E — E/X] les projections. Comme X\ € R*(S),
il existe un entier m > 1 premier a S tel que mA € R, et alors mA € R*(S) N R.
Soit ¢ : E — E lisogénie correspondant & mA, de sorte que ¢ : E — E est
une isogénie de degré premier & S, et en particulier étale. Soit K; le noyau de
Iisogénie étale
[ 2 !
9i: E— E— (E/X]),

de sorte que ’on a un diagramme commutatif

~

E/K, = E/X|
i Lf
E/K, = E/X}

ou f' et f" sont les isogénies naturelles. Par ailleurs,

i E®ors 2 E(Bors 2 (B/XD) Feors
s’identifie &
V(E)/T(E) ™ V(E)/T(E) — V(B)/T},
de sorte que K;(k) s’identifie au sous-groupe
(mA) T /T(E) = m ' Ti/T(E) C V(E)/T(E).

Il en résulte que K; est aussi le noyau de

EXR E - E/X;,
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d’otl un deuxiéme diagramme commutatif :

E/K, = E/X)

e LS
E/K;, — E/X,
Finalement, on obtient donc
E/X, = E/X|
Ly
E/Xy — E/X]

et :

[f: E/X1 > E/Xs)=[f": E/X| - E/X}] € Xo(N)(k).

H est donc bien définie.

2) L’application H étant évidemment surjective, montrons qu’elle est éga-
lement injective : supposons que H([T1 C T3]) = H([T] C T3]), de sorte qu’il
existe un diagramme commutatif de k-isogénies :

E/X, 2% E/X]
I L
E/Xy % E/X]
oll g1 et go sont des isomorphismes, et X; Cn X2, X{ Cny X3 sont les sous-
groupes de E(k) correspondant & T)(E) ¢ n™'Ty Cy n™'Ty et TN(E) C
n'~1T] Cn n'~'T4, pour n et n' des entiers convenables premiers 4 S. On veut
montrer que [T} Cy T»] = [T Cn T3] dans Y5 (E, N), et ’on peut donc déja
supposer que n =n' = 1. Soit d; = #X; et d; = #X| (i = 1,2), de sorte que dy
et d} sont premiers & S.
Soient p; : E —» E/X;, p, : E — E/X] les projections, et définissons l'isogé-
nie ¢; : E — E par
. Pi 9i ) (P dual
pi:E—E/X; —E/X;, ~— E.
C’est une isogénie étale de degré d;d}. De plus,

Y2 = (pé)dual © g2 0 P2

= ()" o (f)"! ogyo fop
= (@)™ o ()" o fogiom
= N.(p))"™ogiop

= N(pl.

D’autre part, on a vu (lemme 3.2.1) que :
a1 = Tt (T(B/X;)

aT = T (7(E/X),

k3
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de sorte que si \; € R correspond & ¢;, on calcule :
NAT, = Tlp) o T(w™) (T(B/Xy))
= D) 0 T(gs) o Tps) o T (o) (T(E/ X))
= dTE)™ o T(g) (T(B/X))
= 41 @)™ (1(B/x)
= d;dT]

donc \;T; = diT}. Mais Ay = NA; et dy = Nd}, donc \(Ty Cn To) = (T} Cw
T5). 11 ne reste plus qu’a voir que A; € R*(S) : cela résulte de ce que deg(\;) =
dyd} est premier & S. O

5.3 Les points CM en caractéristique 0

5.3.1 Définition

Soit F' un corps de nombre, E,r une courbe elliptique & multiplication com-
plexe par O, sur F' O K. Appliquant la théorie précédente avec S = 0, on a
R=0,., B=K,R(Z) =0, RQ) =K, R*()) = K*, etc... En particulier, on
obtient une bijection :

H: Y(E,N) =K*\{T1 cyTa CV(E)} = X(E,N)C Xo(N)(F)
[T1 CNTQ] —> [E/Tl—)E/Tz]

Dans ce cas, X(E,N) est ’ensemble de tous les points CM. Cela résulte
de ce que toute courbe elliptique & multiplication complexe est C-isogéne & F.
Par ailleurs, si T} est de conducteur ¢, et Ty de conducteur ca, alors E /T
et E/T> sont des courbes elliptiques & multiplication complexe par O, et O,
respectivement, d’aprés le lemme 3.2.1, et [E/Ty — E/T5] est donc rationnel
sur K[ppcm(cy,c2)].

5.3.2 Action de Galois

Rappelons que application de réciprocité d’Artin est un morphisme surjectif
(section 1.8) :

[K[oo]/K,+] : K* — Gal(K[oo]/K).
Par ailleurs, V(E) est un K-module, et K* agit sur ’ensemble des N-
inclusions de réseaux de V(E) par (A € K*) :
MTy Cn To) = (\Ty Cn M\T).
Cette action est évidemment compatible avec celle de K™, et I’on obtient ainsi

une action & gauche de K* sur Y(E, N).
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Proposition 5.3.1 L’application H : Y(E,N) — X (N)(K[o0]) est anti-équivariante
pour le morphisme [K[oo]/K, ], ¢’est-a-dire : si A € K* eto = [K[o0]/ K, N,

alors pour tout © € Y(E,N), H\.z) = o~ H(z)

Preuve: Ecrivons ¢ = [T} Cn T3], avec T(E) C T.. Soient X; et X5 les sous-
groupes de E(F2P) correspondant & T} et Tb, et d = ppem(c(Ty), c(T»),c), de
sorte que Oy agit sur E, E/X; et E/X,. Par la proposition 4.2.1,

H(z) =[E/X; = E/X5] € Xo(N)(KI[d]).
SiQ= ;\Od, @ est un idéal propre pour Oy et

(%) =0 | k(g€ Gal(K[d]/K).

de sorte que, d’aprés la proposition 4.3.1,
oH (z) = [(E/X1)? = (E/X2)®] € Xo(N)(K[d)]).

Soient p; : E — E/X; les projections, et n > 1 un entier tel que n@ C Og.
On a alors un diagramme commutatif :

E/Xl — E/X2

qQ {q
(B/X1)"? = (B[X2)"?

D’autre part, les identifications Og-linéaires

B(F®)wors = (B/X)(F™®)ors = (B/X)"(F™®)iors
! ! !
V(E)/T(E) » V(BT — Homo,(nQ,V(E)/T)

montrent que le noyau de g;p; s’identifie 4 ’ensemble des éléments z € V (E) /T(E)
tels que nQx C Ty, c'est-a-dire, & (nQ) 'T;/T;. Or (nQ)T; = n 1A"1T;, de
sorte que : o H(z) = H <[5\_1T1 C 5\_1T2]> = H(\ 'z). O

5.4 Réduction

Soit toujours F' un corps de nombre contenant K, et E,r une courbe ellip-
tique & multiplication complexe par O..

Soit Xo(N),z1/n] le modéle propre et lisse de Xo(N) /g (cf. [10]), et v une
place non-archimédienne de K [oo] sur un nombre premier £ 4 N. Soit A, C K[oo]
son anneau de valuation, de sorte que Frac(4,) = K[oc], et k(v) le corps résiduel
de A,. Le schéma Xo(N),z1/n7 étant propre, application de “générisation” est
bijective ([EGA, II 7.3.8]) :

Xo(N)(A,) = Xo(N)(K[00)).
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On obtient donc une application bien définie
red, : Xo(N)(K[o0]) = Xo(N)(k(v)),
et on s’intéresse au morphisme composé

YO(E,N) =5 XO(E,N) C Xo(N)(K[oo]) =B Xo(N)(k(v)).

5.4.1 Les hypothéses et notations
On fait les hypothéses suivantes :
- F C K[o0] et
— E;p a bonne réduction en vo = v |F.
Soient A,, 1’anneau de valuation de F' en wo, k(vo) son corps résiduel, £/a,

le modéle de Néron de E/p, et £ /k(vo) S@ fibre spéciale. Soient également V2P

b = . .
une place de F*» 5 K[oo] au-dessus de v, F2*/™ C F I'extension maximale
abélienne non-ramifiée en vy de F, et v3P/" = T | _.b/me. Les inclusions de corps

0 ) F?
sont donc

F C K[oo] C F® et F C F2P/™ ¢ Fob,
elles induisent des inclusions sur les anneaux locaux
Ay CA, CAP et A, C AZP/rr c A2b
et sur les corps résiduels
E(vo) C k(v) C k(™) et k(vo) C k(v?P/™F) = k(v??).

De plus, k(v®P) est une cloture algébrique de k(vp).
On avuen (3.3.5) :

El)(FE/) ¢ Eln](43/) =5 En] (o)

A fortiori, la réduction en la place v®® de F2P induit un isomorphisme :

TOE) = TO©E)
t — t
et aussi :
VO(E) = VO(E).

Soient R = Endk(vab)(g), B = Endg(vab)(g), BY = {z € B* |z € R}}, et
K® = {z € K* | z € (0.);}. La réduction en v, des éléments de Endp(E)
induit un plongement i : K — B(Q, compatible avec I'isomorphisme défini
ci-dessus, c’est-a-dire tel que : si t € VO(E) et A € KO, alors (A\.t]" = i(\).L.
En particulier, on en déduit une surjection :

red, : YOE,N) = YOEN)
[Tl CnN T2] = [T1 CnN T2]
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5.4.2 Le résultat

Proposition 5.4.1 Le diagramme suivant est commutatif :

+ +

red, : YO@EN) 5 YOEN)
red, : Xo(N)(K[oo]) — Xo(N)(k(v))

Preuve: Une tautologie. O

Corollaire 5.4.2 Si £ est décomposé dans K, et £t ¢, alors le morphisme de
réduction red, : Xo(N)(K[ox]) = Xo(N)(k(v)) induit un isomorphisme

XO(E,N) = XOE,N)

Preuve: On a vu en (3.3.3) que sous les hypothéses du corollaire, et avec les no-
tations du paragraphe précédent, B(Y) = K, L’application red, : Y9 (E, N) —
YO(E, N) est donc évidemment bijective. O
Le cas ou £ est inerte ou ramifié¢ dans K est évidemment considérablement
différent.

5.5 Le cas supersingulier

Supposons maintenant que k est un corps fini de caractéristique £ ¢ N, et
E/, une courbe elliptique supersinguliére. On a donc : R = Endy(E) est un
ordre maximal dans B = End%(E), et B est un corps de quaternions, ramifié
exactement en £ et co. E n’ayant pas de {-torsion, la £-composante du module
de Tate est triviale : V(E) = VO (E).

5.5.1 Le site supersingulier X3*(N)(k)

Montrons d’abord :

!

Lemme 5.5.1 Pour toute courbe elliptique supersinguliére E iz il existe une

isogénie étale E — E' définie sur k.

Preuve: 1l est bien connu que toutes les courbes elliptiques supersinguliéres
sont isogénes sur k, et on peut donc choisir une isogénie f : E — E' définie
sur k. Soit £ le rang de la partie connexe de son noyau : £! = rang(ker(f)°).
D’aprés [39, p. 80], il existe un élément x € B* de norme réduite £¢. Multipliant
cet élément par un entier premier & £ convenable, on obtient un élément y de
R de norme réduite nf?, avec n premier & £. En particulier, le rang de la partie
connexe de Iisogénie fy : E — E' est maintenant £* : rang(ker(fy)°) = £%. Or
E % étant supersinguliére, pour tout j > 0, il existe un unique sous-schéma en

groupe de rang £/, & savoir le noyau du Frobenius F7 : E — E®) En particulier,

ker(fy)® = ker(£),
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donc fy se factorise par ¢! : E — E, c’est-a-dire qu’il existe une isogénie g :
E — E' telle que fy = g¢'. Comparant les degrés respectifs des deux termes,
on voit que g est de degré premier & £, donc une isogénie étale. O
1l en résulte que X O (E, N) C Xo(N)(k) est précisément I'ensemble X§*(N, k)
des points supersinguliers de Xo(N)(k) :

XO(B,N) = X5 (N) (k).

Calculons d’autre part Y (O (E, N). R* (@) agit & gauche sur les N-inclusions
de réseaux de V(E) = VO (E) par

/A\(Tl CnN TQ) = (XTl CN /A\Tz)

et 'on a:

Proposition 5.5.2 ER*(@(Z)) agit transitivement sur les N-inclusions de ré-
seauz de V(E).

Preuve: Soient (T} Cn T2) et (I] C T3) deux N-inclusions. On veut montrer
qu'il existe b = (by), € R*(QO) tel que (T! Cy TY) = b(Ty, Cy T»). Pour
presque tout premier g # ¢, (T1), = (T2)q = (T1)q = (T3)q = T,(E), et on pose
alors b; = 1. Il ne reste plus qu’a trouver, pour les autres premiers g # £, un
élément b, € B} tel que (T{ Cn T3)q = by(Ty Cn T2)q. Notons que si ¢* || N,
(Th)q Cqi (T2)q et (T1)q Cqi (T3)q. Comme B, ~ M>(Q,), le résultat découle
de la théorie des diviseurs élémentaires. O
Fixons une N-inclusion Ty Cn T de réseaux de V(E). Son stabilisateur pour

Paction de ER*(@([)) est
{2 € R*(QO) | #Tp = Tp et T} = T}
Pour tout réseau T de V(E), posons
O{T)={z€B|xzT CT et z € Ry}.
O(T) est un ordre maximal dans B, et Ry = O(Tp) N O(T}) est donc un ordre
d’Eichler dans B. Définissant alors pour tout anneau commutatif A, comme
dans la section 5.1.1, Re(4) = A ®z Ry, le stabilisateur de la N-inclusions
To Cn T peut également s’écrire
Stab(Ty Cv Tg) = R5(29) = [] (Ro);-
q#¢
La proposition précédente fournit alors une bijection :
R* (@(‘) )/m(z(ﬁ) =5 {N —inclusions de réseaux de V (E)}
[b] — (bTo Cw bTY)
D’ol une bijection :
R (0)\ % (@Q9)/%2) = YO(E,N)
[b] — [T Cw bTY)
ou l'on rappelle que
R*(¢) ={z € B* | x € R}} = {z € B* | nr(z) est premier a £}.
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5.5.2 Approximation forte
Soit maintenant p # £ un nombre premier.

Lemme 5.5.3 Le plongement Q, — @(5) induit une surjection
R Q) - R (0) \ R(Q)/R5(Z).

Preuve: Soit b € R*(Q®). La norme réduite de b est un élément de Q). TI
existe donc un nombre rationnel positif ¢ € Q* premier a £ tel que nr(b) = gA,
ot f € Z®W*. Par [39, p- 80], on peut trouver un élément by € B* tel que
nr(bg) = q~!, et by appartient alors & R*(£). D’autre part, pour tout nombre

premier q # £, (Ro), est un ordre d’Eichler dans I’algébre B, donc isomorphe
a une algébre de la forme :

Lq Ly,

Q'Lg L,

* *
q qQ’

un élément 7y € %(2(‘3)) tel que nr(fy) = A~L. On a alors nr(bobfy) = 1,
C’est-a-dire bobry € R (QWO).

Or, d’aprés le théoréme d’approximation forte ([39, p. 81]), R (QR' (Q,)
est dense dans R (Q9). RL(Z©®) étant ouvert dans R (Q?)), on en déduit :

En particulier, la norme réduite de (Ro)* est égale & Z*, et 'on peut trouver

R QR (Q)RE(ZY) = R1H@QY).

Il existe donc b' € R'(Q) C R*((), b, € R(Qy), et 75 € RL(ZO) tel que :
bobitg = b'b178. A fortiori, [b] = [b}] dans R*(€) \ °8*(Q9)/95(Z9). O

5.5.3 Conclusion

Prenons pour Ty Cy Ty une N-inclusion de réseaux de V(E), avec Ty =
T(E), et renommons T} = T. On a alors : (Ry), = R, pour tout ¢4 N.

Soit b, et b, deux éléments de R*(Q,) = B, ayant la méme image dans
R*(0) \ R*(QO) /R3(ZO). T existe donc b € R*(€) et 7 = (Fy)ge € RGZWO)
tel que bj, = bb,7 dans R* (@(4)). A une place ¢ # £,p, on a donc b7, =1, d’ou
b € (Ro);- A la place ¢ = £, on sait déja que b € R*(£), donc b € R} = (Ro);-
Finalement, b € R5(Z[1/p]), et b, € RG(Z[1/p])b,R5(Z,) dans By = Ro(Qy).

Inversement, si b, € RG(Z[1/p])b,R5(Z ), soit b, = bbyry, posons 7y = 7 si
g=p, ety =b"t € RE(Z,) si g # p,l. Alors 7 = (rg) g1 € S‘i*(z(l)), be R*({),
et bf, = bb,7. Ainsi :

Proposition 5.5.4 On a une bijection

R5(Z[1/p]) \ R5(Q)/RE(Z,) — B (0) \ R™(QY)/R5(2Y).

Il en résulte surtout que :
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Proposition 5.5.5 L’application qui, & un élément b, € By associe, d’abord
la N-inclusion byT C b,Tn, puis le point correspondant [E/b,T — E[b,Tn] de
X§*(N)(k), induit une bijection

Ro(Z[1/p)\ B,/ (Ro), = X5°(N) (k).
Notons encore que ce résultat implique :

Corollaire 5.5.6 Pour tout ensemble S de nombres premiers, contenant ¢,
mais ne contenant pas p, les injections naturelles qui suivent sont des bijec-
tions :

X,(E,N) = X©)(E,N) = XO(E,N) < X3(N).
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Chapitre 6

Surjectivité de la réduction

6.1 Notations et Résultat

Soit B¢ une courbe elliptique & multiplication complexe par K, N > 1 un
entier, et p un nombre premier. On écrit N = p'N', avec N’ > 1 premier & p.
Soit Cn+ un sous-groupe cyclique d’ordre N’ de E(C).

Pour toute isogénie f : E — E' dont le degré est une puissance de p, f(Cnr)
est un sous-groupe cyclique d’ordre N’ de E'(C). Si C; est un sous-groupe

cyclique d’ordre p* de E'(C), I'isogénie E' — E'/ ( f(Cn)® CI’) ) est cyclique de
degré N, et définit donc un point de Xo(N)(C). Soit £ C Xo(IN)(C) I’ensemble
des points ainsi obtenus.

Lemme 6.1.1 Soit co le plus grand diviseur premier a p de ppem(c(E), c(E/Cnv)).
Alors

L C Xo(N)(Kleop™))-

Preuve: Les conducteurs possibles pour les ordres des courbes elliptiques E' ne
différent de ¢(E) que d’une puissance de p, d’aprés la proposition 2.2.1. Ceux
des courbes elliptiques £/ f(Cn) @ C;; ne différent également de c(E/Cn-) que
d’une puissance de p. Le lemme résulte donc de 4.2.1. O
Soit & un ensemble fini de places finies de K[cop®], dont les caractéristiques
résiduelles sont inertes dans K, et ne divisent pas pN. Pour v € &, on note k(v)
le corps résiduel de v, et

red, : Xo(N)(K[cop™]) = Xo(N)(k(v))

I’application de réduction en v.
Rappelons que l'on a par ailleurs défini un sous-groupe dénombrable (et
dense) de Gal(K|[cop*>]/K) (section 2.7) :

Gal(.K'[Copoo]/_[(-)ra"c = [K[copoo]/K, _[?(P)*]
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o KW+ = (K & 20).
Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant :
Théoréme 6.1.2 SiVu #v' € 6, Gal(K[cop™]/K)™?'v # Gal(K [cop™]/K)™"',
alors :
RED: L — [lies (XG(NV)(k(v))
T (redy(2) e -

est surjective.

6.2 Traduction topologique du théoréme

6.2.1 TUne variante

Soit S I’ensemble des caractéristiques résiduelles de &, et, pour tout £ € S,
soit 6y C & l'ensemble des places dont la caractéristique résiduelle est £. £
étant inerte dans K, toutes les places de G, sont situées sur un méme idéal
premier L = Og/f de Ok, et sont en particulier conjuguées sous ’action de
Gal(K[cop™]/K).

Fixons dans chaque &; une place distinguée v,. Puis, pour tout v € Gy,
choisissons un élément o, € Gal(K[cop*]/K) tel que v = vy o g,,. L’hypothése
sur | du théoréme garantit alors que g,0,,' ¢ Gal(K[cop™]/K)™t. D’autre
part, o, induit un isomorphisme entre le corps résiduel de v et le corps résiduel
de vy, d’olt un diagramme commutatif :

red, :  Xo(N)(Kleop™]) —  Xo(N)(k(v))
ol ol
redy, : Xo(N)(K[cop™]) — Xo(N)(k(ve)).
Les fléches verticales sont des bijections. Pour alléger les déja trés lourdes nota-
tions de la preuve, nous allons en fait nous borner & démontrer ’énoncé suivant :

Théoréme 6.2.1 Soit S un ensemble fini de nombres premiers £ t pN inertes
ou ramifiés dans K. Pour tout £ € S, soit v, une place de K[cop™] sur £, k(£)
son corps résiduel, et

redg : Xo(N)(K[cop™]) = Xg°(N)(k(£))

Vapplication de réduction en vy. Soit également R un ensemble fini d’éléments
de Gal(K|[cop™]/K), tel que :

V(o #0') e R?: o o' ¢ Gal(K[cop™]/K)™".
Alors Uapplication suivante est surjective :

RED: £ = [les (X8 (N)(k©)F
T = (redg(a.m))(g’e)eRxs.

Notons que 'on a rajouté les places ramifiées. Le lecteur se convaincra aisément
de la validité du théoréme 6.1.2.
On fixe les notations S et R dans toute la suite de cette section.
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6.2.2 Normalisation de E et Cy

Soit ¢ = ppem(c(E), c(E/Cn)).

Par la proposition 4.2.1, on peut trouver deux courbes elliptiques E, g/ et
E5/Kk|¢, ayant bonne réduction au-dessus de S, et un diagramme commutatif
d’isogénies sur C :

~

E = B
4 N {
E/Cni — Es

... sous réserve que, si dg = —3 ou —4 et ¢ = ¢", alors ¢ ¢ S. Mais il résulte
de la définition de £ que l'on peut changer E et Cn+ (sans changer I’ensemble
L C Xo(N)(C)), en E' et f(Cn+), ot f: E — E' est une isogénie dont le degré
est une puissance de p. Un choix convenable de f permet alors de garantir que
p divise ¢, et comme p ¢ S, la proposition 4.2.1 s’applique.

En fait, on choisit directement de remplacer E et Cn: par E' et f(Cnr), ol
f: E = E' est une isogénie de degré une puissance de p, telle que p? divise le
conducteur ¢(E") de E'. On fait ce choix pour éviter tous les cas particuliers :
Of # {£1},il y a des idéaux @) de O, qui sont ramifiés et principaux, etc. ..

On suppose donc que E a multiplication compleze par O., avec p* | ¢; que
E est définie sur F' = K[c] C K[cop™)], et E/p a bonne réduction au-dessus de
S.

6.2.3 Situation galoisienne résiduelle

Pour tout £ € S, choisissons une place v3® de F2P O K[cop™] au-dessus de
la place v, de K[cop™], et notons v{ la place de F' sous v;. Soient

Ox /0K C k(w?) C k(8) C k(vi®)

les corps résiduels respectifs de v?, vy et v?b. On a alors :
Lemme 6.2.2
1. Si ¢ est inerte dans K,

OK/KOK = k’(’l)g) = k‘(ﬁ) ~ ]ng

et k(v2®) en est une cloture algébrique.
2. Si{ est ramifié dans K, (O = L?,

F; ~ Ox /L C k(v)) = k(f) ~ Fpe

et k(vg®) en est une cloture algébrique.

Preuve: La sous-extension maximale non ramifiée en lOg de K[oo]/K est la
réunion des ring class field de conducteur n premier a £, ¢’est-a-dire

Kool = K[n].

Un
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1l est bien connu que k(viP) est une cloture algébrique de k(v?).
1) Si £ est inerte dans K, dans chaque groupe Gal(K[n]/K), n premier & ¢,
le Frobénius de Ok est

(K%i K ) =1 € Gal(K[n]/K),

et Ok est donc totalement décomposé dans K [oo]}". Ainsi :
Ok [l0x = k(v3® | Kool )-

Mais v est ensuite totalement ramifié dans K[oo]/K|[oo]}", de sorte qu’égale-
ment :

k(0" |kpooty) = k(vE° | poc)-

A fortiori, Ok /lOk = k(v]) = k(¢).
2) Si £ est ramifi¢ dans K, Ok = L?, le carré du frobénius o de L dans
Gal(K[n]/K) (n premier & £) est de méme trivial :

o? = (15%/2{)2 = (%) =1¢€ Gal(K[n]/K)

De plus 0 = 1 si et seulement si O,, N L est un idéal O, -principal, et cela ne
peut se produire, d’aprés le lemme 1.3.4, que lorsque n = 1 ou 2. On conclut &
partir de 14 comme dans le cas inerte que :

Fr ~ Ok /L C k(08 | kfoolpr) = F(05" |K[oc)) = F2
£

Comme p? | ¢ est premier & £, le lemme 1.3.4 implique que k(v}) contient Fys.
O
On choisit comme cloture algébrique de k() :

k() = k(v}®).

6.2.4 Choix d’idéles représentant les éléments de R
Pour tout o € R, soit 5\0 € K* un idéle fini tel que
[K[cop™]/ K, \s] = 0 € Gal(K[cop™]/K).
Lemme 6.2.3 On peut choisir \, de sorte que pour tout £ € S, (A, )¢ € (Oc);-
Preuve: Partant d’un choix arbitraire de ;\,, considérons le O, -idéal propre
Ao -Oc,- D’aprés la propositionl.7.1, il existe un élément A € K* tel que AA,.O,
soit un idéal premier 4 S. On a alors (AX\;.0.,)¢ = (O, )¢ pour tout £ € S, donc
(AMs)e € (Og);- On peut alors remplacer A, par A, car [K[cop™]/K,«] est

trivial sur K*. O
On fait ce choix, et on suppose donc que :

~

Vo e R, YLES: (Ao)e € (Og);- (6.1)

On étend alors o & K en posant : o = [K??/K, \,].
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6.2.5 Description de £
Avec les notations de la section 5.2,
L C X,(E,N)c X (E,N) c Xo(N)(F).
Rappelons que I’on a défini une bijection (5.3.1) :

H: K*\{T1 cyT, CV(E)} = X(BE,N)C Xo(N)(F)
[Tl CnN T2] — [E/T]_—)E/TQ]

Au demeurant, nous allons travailler uniquement en dehors de S, ce qui est
loisible dans la mesure ou les élénlents f € S sont premiers & pN. Si Ty Cny T»
est une N-inclusion de réseau de V(%) (E), nous noterons donc :

[E/Ty = E/T>] = [E/TY = E/T3],

ou l'on rappelle que pour un réseau T de V(s) (E), T® est 'unique réseau de
V(E) coincidant avec T(E) en S, et avec T en dehors de S.

Soit T} = T5)(E) le module de Tate de E, et T} Cn+ T" le réseau de V(5) (E)
correspondant au sous-groupe Cn de E(F?P)[N'] via 'isomorphisme :

VENE)/TEE) 25 E(F*)non—s—torsion

On choisit également une structure de niveau p?, c’est-a-dire un réseau T de
VS)(E) tel que T' Cpi Ty, de sorte que Th C T

Cela étant, on dira d’une N-inclusion T/ Cn T} de réseaux de V(E) (ou de
VS)(E)) quelle est normale si :

Va#p: (T{)g=(T1)q et (T5)g = (T2)q- (6.2)

Le mot “normal” abrége I’expression véritablement correcte, qui serait : ... sous
forme normale en p relativement & 77 Cn T5.

Pour se donner une inclusion normale, il suffit donc de se donner une p'-
inclusion (T7), Cpi (T3), de réseaux de V,(E). Par définition, on a finalement :

L= {[E/Tl’ S EJTY] | T! cn Th C V(B normale} C Xo(N)(K[cop™)).

6.2.6 Paramétrisation de £

Choisissons une base du Zymodule libre de rang deux T,(E), c’est-a-dire
un isomorphisme

£:22 = Ty(E). (6.3)
On note également

£:Q@ = V,(E)
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Pisomorphisme obtenu par tensorisation de (6.3) avec Q,. L’action de K, sur
Vp(E) induit alors un plongement

L Kp — Mz((@p)
caractérisé par : siv € Q2 et A € K,
A§(v) = £((A) - v).

Il est bien connu que GL2(Q,) agit transitivement (par multiplication &
gauche) sur I’ensemble des inclusions de Z,-réseaux complets Ny Cp:i N2 C Qf,.

Ceci nous permet de paramétrer les N-inclusions normales de V(%) (E) de la
maniére suivante : & un élément g € GL2(Qy), on associe 'unique N-inclusion
normale de V(5)(E) dont la p-composante est

~f(g : ~f71 ((Tl)p Cpi (T2)p))

On note symboliquement g7 Cy g5 cette inclusion.
On obtient ainsi une application surjective :

H: GLa(Qp) — L CXo(N)(K[cop™])
g — [E/ng — gTQ].

6.2.7 Action de Galois

D’aprés la proposition 5.3.1, pour tout o € R, on a
ot(g) = [B/A; ' (9T1)° — E/A; " (9T2)°)-

Notons que si £ € S, (gT1)¢ = (gT2)¢ = Te(E), car g¢Th Cn gT> est normale,
et £1pN. Mais on a choisi A, de sorte que Ay ¢ € (O, ); = (Oc); (cf 6.1), donc

(A1 9m)°), = AZiTu(B) = TuB),
et
1-1 e 1—1 €
Ay (gTy C gT2)" = (/\a (9T C ng)) .
Ainsi, avec nos conventions d’écriture :
oH(g) = [E/A; 9Ty — B[N, gT]

Notons cependant que 5\;1 (gT1 C gT») n’est pas nécessairement sous forme nor-
male.
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6.2.8 Réduction

Pour £ € S, soient :
— Ejj(p la réduction de E en la place v} de F,
- R(¢) = Endk(g)(ﬁ) son anneau d’endomophisme,
~ B(t) =End) , (E) = R(t) ® Q,
- TQ(E)7 T(E) ses modules de Tate,
~V,(E)=T,(E)®Qet V(E)=T(E)® Q
E,p ayant bonne réduction en £, et multiplication complexe par O., avec p | ¢

premier 3 £, il résulte de la proposition 3.3.4 que R({) = End@(E) est un ordre

maximal dans le corps de quaternions B({) = Endm(E), ramifié exactement
en / et oo.

Il résulte d’autre part de la proposition 3.3.5 que, comme dans la section 5.4,
la réduction en la place v3> de F?P induit un isomorphisme :

TOE) = TOE)

t — t

A fortiori, on obtient des isomorphismes :
TENE) = TONE)
VO(E) = v (E)

Si T! Cx T} est une N-inclusion de réseaux de V(5)(E), on note T} Cy T
son image dans V() (E). La proposition 5.4.1 permet alors d’écrire :
red, ([E/T{ = E/T3)) = [E/T] — E/T;] € Xo(N)(k(0)-
En particulier, si 0 € R et g € GL2(Qp), on obtient :
reds(0.H(9)) = [E/(A;'gTh) = E/(A;"9Tz)] € Xo(N)(k(0)).

Autrement dit, le point redy(c.H(g)) correspond & 'inclusion de réseaux :

(A '9m cn A7MTe) =551 (9T o (9T2)) € V().

6.2.9 Description de X§*(N)(k(¢))

Nous allons utiliser inclusion 7(5)(E) = T, Cn T de réseaux de V(S (E)
pour normaliser la bijection de la proposition 5.5.5. Soit donc R°(£) C R(f)

Pordre d’Eichler associé & T1 Cn T». Il est caratérisé par les conditions locales
suivantes :

3 R({), sige S

vg: (R°(0), = { {w € B(t), | (T1) C (Th), et z(Th), C (:'ﬁz)q} sig¢ S
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En particulier,

(R°(0)), = R(£); siqipN,

et (RO(K))p est un ordre d’Eichler de niveau p‘ dans B((),.

Posons R)(A) = A ®z R°(f) pour tout anneau commutatif A. La bijection
de la proposition 5.5.5 s’écrit alors :

RO (Z[1/p) \ R (Q)/R(Z,) > X (N)(k(0))
[b,) — [E/b,T1 — E/b,T]

Ou encore :

* o~

Ry (Z[1/p]) \ B(O);/ (R°(0)), — X5°(N) (k(0)).

6.2.10 Retour a GLy(Q,)

Nous voulons réécrire cette bijection en utilisant les isomorphismes

£:Q — Vp(B),
et

Vo(E) = Vo(E)
t —

Ils induisent en effet un isomorphisme

pe: B(E)p - M2(@P)7

caractérisé par : pour b € B({), et x € Qp2,

b-&(z) = (pe(b)7) -

Notons que p¢(R(£)) est un ordre maximal de M(Q,), et stabilise Z2, donc
pe(R(£)) = M2(Zp). D’autre part, avec ces définitions, il est clair que la p-
composante des réseaux (g7;) (i = 1,2) de V(E) n’est autre que :

(4T3, = p7 " (9) - T

Enfin, p, est compatible avec les plongements K, < B({)p et ¢ : K;, = M2(Qp) :
si A € Kp,

pe(A) = 1(N). (6.4)

On pose alors :

=
—~~

5
~

I

pe (R (Z[1/p)) € GLa(Q,)
M) = p((R0),)

7



de sorte que M (£) est un ordre d’Eichler de niveau p* dans M»(Z,), et T'(¢) un

sous-groupe de GL2(Q,). La bijection de la section précédente devient (pour
by, € B(0)) :

b TU)\GLy(Q)/MO" = XPM)Kk(D)
[Pe(bp)] — [E/prI%E/prZ]

6.2.11 Réduction et action de Galois

Nous voulons maintenant réécrire le point red, (cH(g) € X§(N)(k(£)) en
utilisant cette nouvelle bijection. Rappelons que 'on a déja calculé :

rede(0H(g)) = [B/ (A7 (9T2)) = B/ (A7 (9T2) )| € Xo(V) (k(0)).

Le probléme est que inclusion A1 (gTy Cn gTb) de réseaux de V(S)(E)
n’est pas sous forme normale. On veut donc la ramener sous forme normale : le
fait que ce soit possible est précisément le contenu du corollaire 5.5.6.

Mais travaillons soigneusement : d’aprés ce corollaire, joint & la proposi-
tion 5.2.1, il existe un élément by , € B({)*, entier relativement & R(£) en toutes
les places de S, et tel que I'inclusion

Y (ﬁ Cn T;)
soit sous forme normale. La condition
Ve S: by, € (RE)),,
signifie que, pour toute inclusion Uy C Us de réseaux de 1745 (E), les inclusions
Ui Cw Us et by (Un Cv Us) définissent le méme point de X§*(N)(k(€)) (cf.

5.2.1).
Pour tout élément g € GL2(Qy), l'inclusion

beo Ay (gTh Cn gT)

est alors tout d’abord sous forme normale. En particulier, on peut calculer cette
inclusion en n’utilisant que la p-composante de l’idéle bg,g)\;l :

be,oj\gl (gﬁ Cn gﬁ) bz,a(;\;,;) (gﬁ Cn gﬁ)
= bio( e (o) (Tr o )

oti I'on considére b, , comme un élément de B({); D B(£)*. D’autre part, cette

inclusion maintenant normale définit le méme point que 5\;1 (gﬁ Cn~ gﬁ),
c’est & dire

red (0H(9)) = [E/be.o (A p)p7 (9)T1 = E/bes(A; )07 (9)T2] € Xo(NV) (k()).
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Il ne nous reste plus qu’a exprimer ceci grace 4 6,. Comme

pe (b0 (35 1) (9)) = palbeo) A5 g,
on a donc :

6c (pe(ber)i(373)g) = reds (H(9))

6.2.12 Un diagramme commutatif

Posons

= pe(beo)e(N; 1) € GLy(Qy),
de sorte que
Vg € GL2(Qp) :  0¢(ae,09) = rede (0H(g)) -

D’autre part, pour tous éléments z,z’ € GL2(Qp),

TF(W)ap,zM)* =T()ap,a'M{)* <<= Tp,aM)* =Ty .3 M(£)*,
ou

Flo’

)

= aZ;F(ﬁ)ag’,,.

Autrement dit, la multiplication & gauche par oy, dans GL2(Q,) induit une
bijection :

Lo \ GLy(Q,)/M ()" = T(£) \ GLy(Q,) /M (6)*.
Composant celle-ci avec 8y, on obtient une bijection :
00+ Tep \ GL2(Q,)/M(£)* = X (N)(k(0)).

telle que 6;,,(g) = red; (0. H(g)) pour tout g € GL2(Qp).
Soit enfin @ le produit des bijections 8, :

0: ] Teo\GLaA@)/M®" — [ XENKREON®,

£,0ESXR Les

et A la “diagonale” :

A:GLy(Q) — [ Teo\GLa(Q)/M(0)". (6.5)
£,oESXR

Alors, pour tout g € GL2(Q,) :
RED(H(g)) = 6(A(9))
1 en résulte que la surjectivité de RED (théoréme 6.2.1) est équivalente a la

surjectivité de A.
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6.2.13 De GL2 a PSL2

Examinons plus en détail ce qu’est I'y ,. A savoir :
Teo = op,T(Oa,
NG pe (RY*(Z[1/p)))
R(Z[L/p) = (R°OIL/p)

et RO({) est un (Z-)ordre d’Eichler de niveau N dans le corps de quaternion
B(¢).

Lemme 6.2.4 +p% C Ty, et det(T'y,) = p“ pour tout L € S, 0 € R.
Preuve: Il suffit de voir que £p?% C (R°(¢)[1/p])"(c’est évident), et que

nr (RO(O[1/p))" = p%,

ce qui résulte de 39, p. 90]. O
D’un autre coté, M (£) C Ms(Z,) est un (Z,—)ordre d’Eichler de niveau p* dans
M>(Q,), et en particulier,

Z,C M(£)* et det(M(£)") =17,
Il en résulte déja que

Loo \ GL2(Qp)/M(£)" =T \ GL2(Q) /@ M (£)".

De plus, si g € GLy(Qy), il existe d’abord un élément v € T'y,, tel que det(yg) €
Zy, puis un élément m € M (£)* tel que det(ygm) = 1. En d’autres termes :

PSL2(Q1J) - Fl,o \ GL2 (Qp)/Q;M(K)*

est surjective.

Soient g; et g2 deux éléments de SL2(Q,) tels que Iy g1 M (£)* =T, ,92M (£)*.
Soient v € T'y , et m € M (£)* tels que ga = yg1m ; alors det(y)det(m) =1 donc
det(m) € p” N Z} =1, et également det(y) = 1.

Ainsi, notant :

F},a = (FZ,U n SL2(QP)) /{il}a
M@ = (M) NSLy(Qy)) [{E1},

de sorte que I'} et M (£)! sont des sous-groupes de PSL5(Q,)), on obtient :
Lo P

Tio \ PSL2(Q)/M(8)' == T \ GLa2(Q)/Q M (0)".

Par conséquent, la surjectivité de I’application A de (6.5) (et donc aussi celle
de RED) est impliquée par la surjectivité de 'application “diagonale” :

A:PSLy(Q) » [ Ti,\PSLa(Q,)/M(0)". (6.6)
L,oeSXR
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6.2.14 Un peu de topologie

Posons G = PSLy(Q,). C’est un groupe de Lie p-adique, et c’est un groupe
simple ([12, XTIT 8]). M(£)" en est un sous-groupe ouvert et compact, et T'y .
un sous-groupe discret et cocompact ([39, IV Theo 1.1]).

Posons :

o= J] ri,

L,0€ESXR

[TM@F

les

Ml

I'' est donc un sous-groupe discret et cocompact de GS*®, et M' un sous-
groupe ouvert. Soit A : G — G°*® la diagonale. Alors :

Proposition 6.2.5 Si T'A(G) est dense dans GS*, Papplication diagonale
A:G T\ GR/M?

est surjective.

Preuve: Soit z = [g] € [''\ G¥*R /M, avec g € GS*®. Comme M est ouvert
et non vide, et T'A(G) est dense dans G°*®, I'intersection I''A(G) N gM; est
non vide. Si

gn=vA(g") me M;,g' € G

est un élément de cette intersection, alors g = yA(g')m™"' € T'A(g')M", donc
A(g') = =x. O

6.3 Un lemme sur les groupes simples non com-
mutatifs

Si G est un groupe et S un ensemble fini, on note G = [I,c5 G et, pour

s €S, ps: G5 = G la projection sur le s facteur. Si S’ C S, on identifie G5’
avec le sous-groupe correspondant de G :

GY ={xeG%|py(x) =1¥s € S\ S'}.

On note alors AS" : G — G5 ¢ G 1a diagonale de G5’ dans GS. Pour §' = S,
on écrit aussi A = AS.

Définition On dit qu’un sous-groupe H de G° est un produit de diagonales s’il
existe un ensemble fini I, et des sous-ensembles disjoints (S;)icr de S tels que :

" =[[2%@) caG®

icl
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Notons que le produit défini ci-dessus est commutatif. Il est clair que tout pro-
duit de diagonales est normalisé par A(G). Inversement, on a le résultat suivant
(qui précise [38, Lemma 5.10]) :

Proposition 6.3.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. G est simple et non commutatif.
2. Tout sous-groupe H C G° normalisé par A(G) est un produit de diago-
nales.
Preuve: 1) = 2) On raisonne par récurrence sur n = #5S. Le cas n = 1 étant
trivial, on suppose donc que n > 1, et que le résultat est vrai pour tout ensemble

S’ de cardinal #S5' < n.
Pour S’ C S, notons

HS =HNGS.

C’est un sous-groupe de G° normalisé par A(G), et un sous-groupe de G5
normalisé par AS (G). Si S’ # S, I'hypothése de récurrence implique alors que
H?5' est un produit de diagonales dans G5, donc aussi dans G5. Notons d’autre
part que pour tout s € S, ps(HS') est un sous-groupe de G normalisé par
ps(A°%(Q)) = G, donc égal & 1 ou G puisque G est simple.

S’il existe s € S tel que py(H) = 1, alors H = H5\5} est un produit de
diagonales. On peut donc supposer :

VseS: ps(H)=G. (6.7)

Soit alors Sy un sous-ensemble minimal de S tel que HS° # 1.

Supposons d’abord que Sy # S, choisissons un élément sq € Sy, et posons
S; = S\ {so}. L’hypothése de récurrence garantit alors que H et H% sont
des produits de diagonales, et la minimalité de Sy implique que H% = A% (G).
Soit Sy C Sy le support d’une diagonale de H' :

A®2(G) Cc H' C H.
G étant non commutatif, il existe g, g’ € G2 tel que gg’' # ¢'g; posons
z = A% (9)A%(g)A% (g1 )A% (') € H,

de sorte que :

99'(g'9)~" # 1 5€8,NS,
-1
— 99 =1 . s€ Sy \ So
ps(w) - glglfl — 1 S1 s € S2 \Sl
1 =1 s€ S\ (SoUSs)

Donc z € H%M52 et 2 # 1 si So N S # 0. Comme So NS> C Sp, la minimalité
de Sy implique ainsi que Sy N Sy = 0.
11 en résulte que pour tout z € H et tout s € Sp, posant g = ps,(z), on a

ps (A% (7)) =1,
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donc
z =A% (g) x A% (g71) z avec A% (g71) z € HS
ot S§ est le complémentaire de Sy dans S. En d’autres termes,
H = H%H%

et I’hypothése de récurrence implique que H est un produit de diagonales.
Supposons ensuite que Sy = S, ce qui signifie

vs'cS: HY =1 (6.8)

En particulier, pour tout s € S, ps |m: H — G est surjective par (6.7) et
injective par (6.8), donc bijective. Fixons sy € S, et soit f = (ps,) |57': G — H,
de sorte que f(G) = H. Pour tout s € S, soit

ds=psof:G—H—G.

C’est un isomorphisme de groupe.
Soient g et ¢’ deux éléments de G, et h' = f(g') € H. H étant normalisé par
la diagonale A(G),

A(g™HI A(g) € H.
Mais
pso (Alg™HM'A9)) = 9799,
donc
flg79'9) = Alg™") f(9")A(9),

Il en résulte que pour tout s € S,

55(9) 165(9)0s(9) = ds(97'd'9)
= psoflg'9'9)
ps (A(g7")f(g")Al9))
= _15 (9")9,
Donc
(965(9)™") ds( 9") (96:(9)7").

En particulier, comme §; est surjective, g(5 ( ) est dans le centre de G. G étant
simple et non commutatif, on a donc g = d5(g) pour tout s € S, c’est-a-dire
f =4, donc H = A(G).

2) = 1) Tout sous-groupe normal H de G est un produit de diagonales, donc
égal a1 ou G : G est donc simple. Si G était commutatif, on aurait donc G ~ F,
comme groupe, avec ¢ = #G premier. Mais si ¢ # 2, le sous-groupe H de Fg
engendré par (1,2) n’est pas un produit de diagonales; si ¢ = 2, le sous-groupe
H de F. engendré par (1,1,0) et (0,1,1) n’est pas un produit de diagonales.
Donc H n’est pas commutatif. O
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6.4 Une application d’un théoréme de M. Ratner

6.4.1 Le théoréme de Ratner

Soit G un groupe de Lie p-adique localement compact. On dit d’un sous-
groupe discret I' C G que c’est un réseau de G s’il existe une mesure finie sur
'\ G qui est invariante par translation & droite. Un sous-ensemble A C T'\ G
est homogéne s’il existe [z] € T\ G, et un sous-groupe fermé H C G, tels que :
zHz=' NT est un réseau dans tHx ™', et A = [z]H.

Si g : (Qp,+) = G est un homomorphisme de groupe de Lie tel que
d‘g—gt)(O) # 0, on dit de l'ensemble {p(t) | t € @} que c’est un sous-groupe
a un paramétre de G. Un élément g € G est dit Ad-unipotent si le morphisme
induit sur les algébres de Lie

Ag, : Lie(G) — Lie(Q)

est un automorphisme unipotent de Lie(G), c’est-a-dire, si 1 — Ad, est un en-
domorphisme nilpotent. Un sous-groupe & un paramétre est dit Ad-unipotent si
ses éléments le sont.

G est dit Ad-régulier si le noyau de la représentation adjointe Ady : G —
Aut(Lie(G)) est égal au centre de G : ker(Ady) = Z(G). G est régulier si de
plus ordre de ses sous-groupes finis est borné.

Le théoréme de M. Ratner dont nous aurons besoin est :

Théoréme [25, Theorem 2] Supposons G régulier. Soit U un sous-groupe de G
engendré par des sous-groupes & un paramétre Ad-unipotents de G. Soit T' un
réseau de G. Alors pour tout élément [z] € T'\ G, ladhérence de zU dans T\ G
est homogéne.

Plus précisément, nous aurons besoin du corollaire suivant :

Corollaire 6.4.1 L’adhérence de TU dans G est égal a TH, pour un sous-
groupe fermé H de G contenant U.

Preuve: Soit ¢ : G — I' \ G la projection. D’aprés le théoréme, [1]U est homo-
géne, c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe fermé H' de G tel que H' N T soit
un réseau de H' et [1JU = [1]H'. On a alors

TU = ¢ '(U) = ¢ (1]H") =TH'.

Soit H l’'adhérence du sous-groupe H" de G engendré par U et H', de sorte
que H est un sous-groupe fermé de G contenant U. T'U étant stable par mul-
tiplication & droite par les éléments de U, il en est de méme de son adhérence
X =TU =TH', qui est donc stable par multiplication & droite par les éléments
de H". X étant de surcroit fermé, est stable par multiplication & droite par les
éléments de H = H". Donc

X=XH=TH'H=TH.
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6.4.2 Vérification des hypothéses
Soient G et PG les groupes de Lie p-adiques :

G =SLy(Q,), PG=PSLy(Q,)
La projection
q:G— G/ {£1} = PG

est une submersion [31, IV §5 Theo 1], et I’algébre de Lie de son noyau {+1}

est triviale, égale au noyau du morphisme Lie(q) induit par ¢ sur les algébres

de Lie (d’apreés [31, V §2.4]), donc Lie(g) est un isomorphisme, et g est étale.
Soit d’autre part & g, le schéma en groupe

6 = SL?/QP'

Il est clair que 'algébre de Lie du groupe de Lie p-adique SL(Qy) (définie dans
[31, V §1]), est égale & l’algébre de Lie du schéma en groupe & ,q,, noyau de
&(Q,[e]/€?]) = &(Qy,). Finalement,

Lie(PG) = {(1-:;:6 lz_sta)|x,y,z,t€(@p, det:l}

1+ ze YE
{( 2€ l—xa)lx’y’ze(@”}

Proposition 6.4.2 Soit n > 1 un entier, et A : PG — PG™ la diagonale de
PG™. Alors :

1. PG™ est Ad-régulier.
2. PG™ est régulier.

3. A(PQG) est engendré par des sous-groupes & un paramétre Ad-unipotents
de G™.

4. Tout sous-groupe discret et cocompact de PG™ est un réseau.

Preuve: 1) Comme ker(Adpg») = ker ((Adpg)") = (ker(Adpg))" et Z(PG™) =
Z(PG)",

12
2
BN
£

PG"est Ad — régulier < PG est Ad — régulier.
Mais Adg = Adpg o q, et
¢ (Z(PG)) =q7'(1) = Z(G) = {*1},
donc

PG est Ad — régulier <= G est Ad — régulier.
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Il reste donc & voir que G est Ad-régulier. Soit g € G tel que ’automorphisme
intérieur de G défini par g induise l'identité sur Lie(G). L’automorphisme inté-
rieur du schéma en groupe & o, défini par g € &(Q,) induit alors I'identité sur
Lie (&(Q,)). D’apres [DG, II §6.2.1], cet automorphisme est donc lui-méme égal
a l'identité, donc g € Z(G) = {£1} et G est Ad-régulier.

2) D’aprés [31, IV §9 Theo 5] (voir aussi [31, p. 125]), le cardinal d’un sous-
groupe fini de GL,(Q,) est inférieur & (p—1)?p(p+1) si p est impair, et inférieur
496 si p = 2. Il en résulte aisément que le cardinal d’un sous-groupe fini de PG™
est inférieur &

{ (p—1*p(p+1))" sip#2
96™ sip=2

donc PG™ est régulier.
3) D’aprés [12, XIII 8.1], G est engendré par les matrices de la forme

1 b 10
(0 1>et (c 1) pour b,c € Q.

Donc A(PG) est engendré par les sous-groupes & un parameétre

(2o 1)) peafefafa(e 1)) cca)

1
Pour conclure, il nous faut donc voir que si (par exemple) g = ( 0 ) alors

Ada(g(g)) — Id : Lie(PG™) — Lie(PG™)
est un endomorphisme nilpotent. Mais, via I’isomorphisme
Lie(G)" =5 Lie(PG™),
AdA(g(g)) — Id devient (Ad, —Id)", et il suffit donc de voir que
Ad, —1Id : Lie(G) — Lie(G)
est nilpotent.

Si M = ( "'z” _ym > € SI,(Q,) ~ Lie(G),

1 _ 1 -b 1+ze  ye 1
(L+eM)g = (0 1 )( 2€ l—xa)(O
B 1+ (z —b2)e (2bx+y b2 2)e
o z€ 1+ (bz —x)e
—bz (2bx — b%2)
0 bz

0 —2v%z
0 0

0

donc

(Ad, — Id)(M)

(Ad, — 1d)*(M)
(Ad, — 1d)*(M)
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et (Ad, —1Id)® = 0.
4) [32, p. 115]. m

6.4.3 TUn corollaire du théoréme de Ratner

Proposition 6.4.3 Soient G = PSLy(Q,), X # 0 un ensemble fini et, pour
z € X, Iy un sous-groupe discret et cocompact de G. Posons T' =[], . Tz C
GX, et soit A : G — GX la diagonale. Si V(x; # x5) € X2, T,, et T',, ne sont
pas commensurables, alors TA(G) est dense dans GX.

Preuve: On raisonne par récurrence sur n = #X. Sin = 1, il n’y a rien &
prouver, puisque A(G) = G. On suppose donc n > 1.

D’aprés 6.4.2, on peut appliquer le théoréme de Ratner aux sous-groupes
I'et U = A(G) de G™. Son corollaire 6.4.1 affirme qu’il existe un sous-groupe
fermé H C GX contenant A(G), et tel que TA(G) = TH. G étant simple et
non commutatif, et A(G) normalisant H, la proposition 6.3.1 affirme alors que
H est un “produit de diagonales”. Comme A(G) C H, cela signifie qu’il existe
une partition (X;)icr de X telle que, avec les notations de cet proposition,
H =[];c; A% (G).

Supposons que #I = 1, c’est-a-dire que H = A(G) et TA(G) est déja fermé
dans GX. 1l en résulte alors que I' \ TA(G) est un sous-ensemble fermé de
r\GX = [I.cx Tz \ G, donc compact puisque chaque I'; C G est cocompact.
Or,

(ﬂ rw> \G S TNAG) \AG) = T\TA(G),

zeX

donc [, ¢ x T est (discret et) cocompact dans G. Choisissant o € X, ’ensemble
(ﬂze x I‘w) \I'z, serait alors & la fois discret et compact, donc fini, ce qui contredit
la non commensurabilité des I'; (puisque n > 1).

Ainsi, #I # 1, et pour tout i € I, #X; < n. Par ’hypothése de récurrence,
['Xi AXi(G) est dense dans G*¢ ; comme

X AXi(@) c TH = TA(G),
on a donc GXi C TA(G) pour tout i € I, d’ott GX = TA(G). O
Remarque: Sil’on supprime ’hypothése de non commensurabilité des réseaux
I',, notre preuve montre que ’adhérence de TA(G) dans G¥ est un produit
de diagonales, dont les supports forment une partition de X. De plus, la
relation d’équivalence sur X définie par cette partition est précisément :

z~z T, et ', sont commensurables.

6.5 Commensurateurs et rationalité

D’aprés les sections 6.2.12 et 6.2.13, les propositions 6.2.5 et 6.4.3 impliquent
que, pour prouver le théoréme 6.2.1, il ne nous reste plus qu’a voir que les sous-

groupes (F}Z’J)g,gesxﬁ de PSLy(Q,) sont deux & deux non commensurables.
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Comme T} , = (T¢,p N SL2(Qy)) /{£1}, il revient au méme de voir que les sous-
groupes 'y ; N SLy(Q,) de SL2(Q,) sont deux & deux non commensurables.
Comme enfin +p? C Ty, et det(I'y,) = p” pour tout £,0 € S x R, il revient
au méme de voir que les sous-groupes Iy, de GL3(Q,) sont deux & deux non
commensurables.

Rappelons que

FZ,J = (IZ’}TF(E)O[E,U
T = po(RO)[1/p)

ott R%(¢) est un (Z-)ordre d’Eichler de niveau N dans le corps de quaternion
B(¢), pe : B(£), & M>(Q,) est un isomorphisme, et

ate = pelbeo)(A; ) € GLa(Qp)
pour un élément by , € B(£)* tel que
Ve €S: by, € (RW); = (R(0)); .

Cela étant, le commensurateur de I'(£) dans GL2(Q,) est, d’aprés [39, IV
Coro 1.5] :

Com (T'(€),GL2(Qy)) = Q,pe(B(£))*.

Le commensurateur de I'y , est donc :
Com (I'¢,r, GL2(Qp)) = @ pe,o (B())"

ol pe.o(2) = ag,pe(w)as,o-

6.5.1 Lecas/(#/

Considérons d’abord le cas d’un couple (¢,0),(¢',0') € (S x R)? avec £ #
¢'. Alors I'y, et I'y , sont non commensurables, car ils n’ont pas le méme
commensurateur : il suffit d’appliquer le lemme suivant aux isomorphismes

Pt - B(Z)p - GL2(@p) et ppo B(El)p = GLy (Qp)-

Lemme 6.5.1 Soient B et B' deuz algébres de quaternions non isomorphes,
et non ramifiées en p; choisissons des isomorphismes de B, =~ M>(Qp) et
B, = M2(Qy), auz moyens desquels on identifie B et B' a des sous-anneaux de

M>(Qp). Alors :
QB #Q,B'"" dans GL2(Q)

Preuve: Supposons que Q) B* = (; B"*. En particulier, on en déduit une in-
clusion B C Q,B’, qui permet d’écrire tout élément b de B comme un produit
b= AV, avech € Q, and b € B'. On a alors tr(b) = Atr(b'). Si la trace réduite de
b est non nulle, on a donc tr(b') # 0, et A = tr(b) /tr(b') € @*, donc b = \b' € B'.
Si la trace de b est nulle, tr(b—1) =1#0, et b— 1 € B, donc par le cas précé-
dent, b—1 € B’, d’ou b € B'. Finalement, B C B’. Par symétrie, B = B’ : les
deux sous-anneaux B et B' de M»(Q,) étant égauz, sont & fortiori isomorphes,
une contradiction. O
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6.5.2 Lecas/=1/

Supposons ensuite que £ = ¢'. Dans ce cas, I'y , et ['; ,» sont commensurables
si, et seulement si :

g0 L € Com (T(6), GLy(Qy)) = Q}pe(B(£))*. (6.9)
Comme
aro = pelbeo)i(N;L) et by, € BO)",

(6.9) est équivalent & :

~

LA ) p) € Qpe(B(E))*. (6.10)

D’aprés (6.4), on a : L(j\a,p) = pg(j\g,p) (via le plongement K, — B({),). Ainsi,
(6.10) est équivalent & :

AN € QB (6.11)

Mais, si 5\;},5\0/ » =y, avecr € Q5 et y € B({)*, alors y commute aux éléments
de K C B(¥), donc y € K*. Ainsi, (6.11) est équivalent & :

Ao € QK" (6.12)
Or
[Kleop™)/2, @ K] = 1 € Gal(K[eap™]/ ),
de sorte que (6.12) implique :
oo’ € [K[copoo]/K, f(@)] = Gal(K[cop™]/ K)™.
Compte tenu de notre hypothése sur R, on a donc finalement : I'y , et I'g 5+ sont

commensurables si et seulement si o = ¢'.
Ce qui achéve de prouver le théoréme 6.2.1.
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Troisiéme partie

La conjecture de Mazur
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Chapitre 7

Un théoréme d’Ihara

Soit £ 4 6N un nombre premier, et k = Fj2. Soit Xo(N)/z1/n] le modéle
propre et lisse de Xo(IN),q (cf. [10]). Jo(N) = Pic®(Xo(N)/z[1/n est alors un
schéma abélien [3, 9.4 Prop 4]. Le plongement classique de Xo(N) dans sa
Jacobienne, qui envoie la pointe co € Xo(N)(Q) sur 0 € Jo(N)(Q), s’étend par
la propriété universelle du modéle de Néron (par exemple), en un morphisme
Xo(N) = Jo(N), que I'on note symboliquement z +— (z — 00).

Soit J§F(IN)(k) le sous-groupe de Jo(IN)(k) engendré par les diviseurs de la
forme

(z —y) = (z —00) = (y — 00) € Jo(N) (),

pour z,y € X§(N)(k).

Proposition L’indice de J3*(N)(k) dans Jo(N)(k) est égal & lordre du sous-
groupe de Shimura Shy de Jo(N)(C). En particulier, cet indice divise o(N) =
#(Z/NZ)".

Ce résultat semble bien connu, et découle d’un théoréme d’Thara [9)].
7.1 Le théoréme d’Thara
Pour énoncer ce théoréme, nous allons tout d’abord rappeler les grandes

lignes de la construction, par Thara, d’'un modéle propre et lisse sur Z,» de la
courbe modulaire associée au sous-groupe de congruence principal :

I‘(N):{a::(z Z)ESL2(Z)|xEImodN}

7.1.1 Le niveau fini

Pour un entier n > 1 premier a £, soit X (n)/z, 'espace de module com-
pactifié “classifiant” les paires (E/s/z,,¢), ot E est une courbe elliptique sur
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le Z¢schéma S, et ¢ est un isomorphisme (:Z/Z)s — E[n];s. L’accouplement
de Weil induit un morphisme X (n) — py, ot p 2, €St le schéma des racines
primitives n® de 'unité, c’est-a-dire :

fin = Spec (L X]/ @)

o ¥, est le n® polynome cyclotomique. Le groupe G Lo(Z /nZ) agit sur les Z,-
schémas X (n) et up¥ (via le déterminant), et X (n) — u’ est équivariant pour
ces actions.

Soit H C GL2(Z/nZ) un sous-groupe. On peut alors former le morphisme
de Z-schémas :

(X(n) = pz) [H = (X (n)/H — py/det(H)) .

Avec H = B! = (1)

ment (cf. [10, Chap 9]) :

ouH:B:(*

0 x ), on obtient ainsi respective-

X1(N) — Spec(Zy) et Xo(N) — Spec(Zy).

7.1.2 Le schéma Pz,

Posons A = ZX]/®,,, de sorte que p = Spec(A). u) étant fini et étale
sur ’anneau local hensélien Z,, A se décompose en un produit fini d’anneaux
locaux henséliens, finis et étales sur Zg (cf. [35], ou [17, I.4] ou [EGA, IV 18.5]) :

A=T]J 4.
i
Cette décomposition correspond & la décomposition en composantes connexes :

= [T

2

ou pour tout 4, (u*); = Spec(4;) est un schéma étale, connexe, plat et fini sur
Zo.

Le groupe fondamental algébrique du schéma Spec(Z,) n’est autre que le
groupe de Galois de I'extension abélienne maximale non-ramifiée Qe de Qy,
et anneau des entiers Zj~ de Qpe est un hénsélisé strict de Z, ([17, 1.5] ou
[3, 1.2.4 Prop 11] ou [EGA, IV 18.10.16]). D’aprés le théoréme fondamental de
classification des schémas finis et étales sur une base connexe ([20] ou [16]), la
donnée du schéma p est équivalente & la donnée du Gal(Qye /Qy)-ensemble fini
et discret

1 ( Q) = 115 (Z ) = ().

En particulier, les composantes connexes (ou irréductibles) (p); de p; sont
en bijection avec les orbites de ’action de Galois sur cet ensemble. Le Frobénius
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de Gal(Qge /Qy) est un générateur topologique de Gal(Qp /Qy), et agit sur
wi(Z ) par élévation & la puissance £. Ainsi, 'action de (Z/nZ)" sur le Z,-
schéma ) induit une action transitive sur ’ensemble des composantes connexes,
et le stabilisateur de chacune d’entre elles est égal au sous-groupe engendré par
e (Z/nZ)".
Toute racine ¢, € p)(Z;~) détermine un morphisme
Spec(ZCn]) — pin

qui est un isomorphisme sur I’'une des composantes connexes de p. On définit
alors le Spec(Z[¢,])-schéma X (N)(») par le diagramme cartésien :

X)) o X(n)
\ \:
Spec(ZCn]) —  pr,

Par construction, le groupe
Gi(n) = {z € GLy(Z/nZ)| det(z) € (fmod n)* C (Z/nZ)"}
agit sur X (n)() et Spec(Z[(,]) (via le déterminant), et le morphisme
X (n)) — Spec(Z[¢n))

est équivariant pour ces actions.
Si H est un sous-groupe de GLy(Z/nZ) tel que det(H) = (Z/nZ)", on a
donc

(X(n) > ) /H = (X)) - Spec (ZGa))) /Hn(n)

(X)) /Hy(n) = Spec (ZdG,]) /det(Ha (n)) )
= X(n))/Hi(n) - Spec(Zo),

ou
Hi(n) = HN Gy (n).

7.1.3 Changement de base

Soit r I’ordre de ¢ dans (Z/nZ)". Si r' | r, notons

G (n) = {a: € GL(Z/nZ) | det(z) € ((mod n)"% C (Z /nZ)*}
de sorte que G, (n) est un sous-groupe d’indice ' de G1(n); comme
det(G, (n)) = (€mod n)" 7,

on a donc

Spec (Z¢[¢n]) /det(Gr (n)) = Spec(Z ).
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Si H est un sous-groupe de GLy(Z/nZ) tel que det(H) = (Z/nZ)", posant
H,(n) = HNGp(n),
on a donc :
(X)) = Spec (ZdG]) ) /Hpr(n) = (X (1)) Hyr(n) = Spec(Zp) ) -
On en déduit un morphisme
£ X)) [Hyo(n) = (X () /Hi(n)) Xspeczay Spec(Z ).
Ce morphisme est fini, et plat car
(X)) /H1(n)) Xspeczy Spec(@ ) — (X () /Hi ()
est étale, et
(X)) /Hp () - (X)) /Hy(m))

est plat (cf. [EGA, IV 18.4.10]). Comparant les degrés, on voit donc que f est
un isomorphisme.

Enparticulier,avecHzBl:(é I)OUH:B: (3 :),on

obtient respectivement :
(X1(N) xz, Spec(Z ) — Spec(Zyr)) = (X(n)(c")/B,l,, (n) = Spec(Zew))

(Xo(N) xz, Spec(Z ) — Spec(Z ) = (X(n)(c")/Brr (n) = Spec(err)) .

7.1.4 Limite projective

Considérons maintenant le systéme projectif de morphismes de Zg-schémas

(X(n) - /‘L:L)gcd(n,l)zl-

Soit X — p* sa limite projective. Les morphismes de transition étant affines, X
et p* sont des schémas sur Zy, au demeurant non noethériens. Si ((n)ged(n,1)=1
est un systéme compatible de racines primitives n® de 'unité, les constructions
ci-dessus passent & la limite : les diagrammes cartésiens :

X)) = X(n)
!
Spec(ZdCn]) —

induisent alors un diagramme cartésien :

Xx© - X
\) \)
Spec(Zy=) — p*
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Le groupe G = GLg(i(")) agit sur X et p*, et le morphisme X — p* est
équivariant pour ces actions. Le sous-groupe

G = {a: € GLy(ZW) | det(z) € i~ c z(l)*}

agit donc sur X(©) et Spec(Z ), et le morphisme X () — Spec(Zge) est Gy-
équivariant.

7.1.5 Quotients de X (.

Si enfin H est un sous-groupe de GL2(Z/NZ) tel que det(H) = (Z/NZ)*,
posant

H(N)={z € G|zmod N € H}
on a donc :
(X(N)/H = Spec(Ze)) = (X = u*) /H(N)
= (X1 = Spec(Z=)) /Ha(N)

ou Hy(N) = H(N)N G;.
Plus généralement, posant

G, = {x € GL,(ZY) | det(z) € o7 2(4)*}
pour r > 1, et
Goo = SLo(Z),
on obtient :

(X(N)/H — Spec(Z()) xz, Zur = (X© = Spec(Z) ) /H,(N),
ou H.(N) = H(N)NG,.
Notons que si (t; 2 € H,on a

dans G'Q.

7.1.6 Le modéle d’Thara

Si n est un entier premier & £ et divisible par N, posons

Gn(N)={z € SLy(Z/nZ) |z =1mod N}.
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On a alors :
(X)) = Spec (ZdG])) /Gn(N) =
= (X ()€ /Gn(N) = Spec (Z )
= (X (M) Xspec(zicn) Spec(Zelinl) = Spec (Zn]) )
1l en résulte que, si
Goo(N) = {x €CGu|z= 1modN}
alors
(X<<> — Spec (Zem)) /Goo(N) =
- (X(N)<<N> Xspec(Zsfcn]) SPEC (Zg) — Spec (Z@w))

Suivant Thara, on définit :

I(N) = {a: € GLy(ZW) | 3a € Z t.q. det(x) = P2 et z = ( % e? ) modN} ,

de sorte que
(2 CI(N)CGo et det(l(V)) = 22,
On pose alors :
(X1 () = Spec (Zz)) = (X = Spec (Ze=-) ) /B(N).

On voit aisément que

de sorte que
(X1 (N) X2, e = Spec () = (X = Spec (Zew) ) /o),
donc
X1(N) Xz, Ly = X (N)N) x7,0001 Zges.

Comme X (N) — pi est une courbe (relative) propre et lisse & fibre géomeé-
triquement connexe par [10, 10.9.2],

X(N)(CN) — Spec(Zg¢n]) et Xi(N) X Spec(Z 2) Spec(Zy) — Spec(Z )
le sont également. Par descente étale le long de
Spec(Z ) — Spec(Zg2)

cf. [EGA, IV]), X1(N),z ., est donc une courbe relative propre et lisse a fibre
/ 2
géométriquement connexe, et un modéle sur Z 2 de X (N)(¢~),
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7.1.7 X,(N) est un quotient de X;(N)

En effet, avec les notations précédentes, si B = ( 3 : ), alors

) ¢ 0\E . ¢ 0\ .
L(N) = ( 0 ¢ ) X Goo(N) C Ba(N) = ( 0 ¢ ) X Boo(N).
de sorte que Xo(N) Xgpec(z,) SPec(Zyz2) est un quotient de X7(N). On note
Ot:XI(N) _)XO(N)Zﬂ

ce quotient.
Remarquons également que

Boo(N)/Goo(N)

1R

{a:(E)SLZ(Z/NZ) |Jatq. z= ( A ) modN}
= To(N).

7.1.8 Le théoréme d’Thara

Soit J;(N),z,, le “Pic? relatif” de la courbe X;(N),z,. D’aprés [3, 9.4 Prop
4], J1(N)z,, est un schéma abélien. Posons S = Spec(Z2), L = Q2 et k = F2.

Notant Y/, la fibre spéciale d’un S-schéma Y, le théoréme d’Thara dont nous
aurons besoin est :

Théoréme [9, p. 169] Les points supersinguliers de )Z'I(N)/k sont de degré un
sur k et engendrent le groupe de Picard de X(N).

Corollaire 7.1.1 Pic®(X(N)) = Ji(N)(k) est engendré par les diviseurs de la
forme (x —y), ot z ety sont des points supersinguliers de X (N).

7.2 Interlude

7.2.1 Schéma de Picard

Pour un schéma X, on note Pic(X) = H' (X, O%) le groupe de Picard absolu
de X : c’est le groupe des classes d’isomorphismes de faisceaux inversibles sur
X.Si X est un S-schéma, on note

P(X,5)(T) = Pic(X xsT)
pour tout S-schéma T, et
T — Pic(X,5)(T)

le faisceau associé au préfaisceau T' — Px (T') pour la topologie fppf.
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Si le morphisme structural f: X — S est quasi-compact et quasi-séparé, et
si fx(Ox) = Og est valable universellement, on a une suite exacte (cf. [3, 8.1]) :

0 — Pic(T) = Pic(X x5 T) = Pic(X/s)(T) = Br(T) = Br(X x5 T) = 0.
(7.1)

Si de plus f admet une section,
Pic(X,5)(T) = Pic(X x5 T)/Pic(T).

Proposition 7.2.1 Si S est localement noethérien, et f : X — S propre, lisse
et o fibre géométriguement conneze, alors f+(Ox) = Og est valable universelle-
ment.

Preuve: Cela résulte de [EGA, IIT 7.8.8], compte-tenu de [8, II, Ex. 4.5]. O

7.2.2 Schéma abélien dual

Soit L une extension finie de @y, R ’anneau des entiers de L, k son corps
résiduel, et S = Spec(R). D’aprés [19, p. 16] ou [26], tout schéma abélien A,
est projectif. D’aprés [3, 8.4 Theo 5], le Pic? relatif de A /s est donc un schéma
abélien projectif, que ’on note A?gal, et il existe un S-isomorphisme canonique
de schémas abéliens A — (Adval)dual (cf par exemple [24]).

D’aprés [24, IIT 19.1], si ¢ : A — B est une isogénie de S-schémas, alors
gdual . pdual - gdual o5t yne isogénie, et son noyau est le dual de Cartier du
noyau de ¢ :

ker(¢"8) = ker(¢)P.

Proposition 7.2.2 On suppose que l'indice de ramification absolu e de L] Qy
vérifie : e < £ —1. Soit ¢ : A — B un morphisme de schémas abéliens.

1. Si¢r : AL — Br a un noyau fini sur L, ker(¢) s est fini et plat, ¢32! :

Bdval _y gdval oot fidelement plat, et le noyau de ¢3! est une extension

(frgc) du dual de Cartier de ker(¢) par un schéma abélien, modéle de
Néron de la composante connezxe du noyau de ¢$°2'. De plus,

B (k) /g0 (AN () o B (F, Ker(9) ).

2. Si ¢r : Ap — BL est surjective, ¢ est fidélement plat, ker(¢d“al)/5 est
fini et plat, et ker(p) est une extension (fpgc) du dual de Cartier de
ker(qﬁd“al)/g par un schéma abélien, modéle de Néron de la composante
connezxe du noyau de ¢r. De plus,

B(k)/$(A(k)) ~ H' (k, ker(¢™*)P).
Preuve: 1) Soit I, = ¢(Ar) limage de ¢ : A — Br, et Qp = Br/IL le

conoyau, de sorte que I, et Q1 sont des variétés abéliennes (connexes) ayant
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bonne réduction sur S d’aprés [33], et Ar, — Ir, est une isogénie. Soient I, et
Qs les modeéles de Nérons de I, et Q. D’aprés [3, 7.5 Theo 4], la suite

0-I—-B—-Q—0 (7.2)

est exacte, et d’aprés [3, 7.3 Prop 6], le morphisme A — I est une isogénie. En
particulier, le noyau de ¢ : A — B est égal au noyau de 'isogénie A — I, et est
donc fini et plat.

Travaillant dans la catégorie des faisceaux (fpqc) en groupes commutatifs,
appliquons le foncteur Homg (%, Gy, ) & (7.2). On obtient :

= Ext§(I,Gp) = Ext%(Q,Gm) = -+

Mais Homg (I, Gp,) = 0 car I est un schéma abélien, et Ext (X, Gp,) = X2l
pour tout S-schéma abélien projectif ([24, IIT 18]). Comparant les dimensions
relatives, on voit que le morphisme Bdval — Jdual ogt syrjectif par fibre, donc
fidélement plat, et finalement, on obtient une suite exacte :

0 — Qdual _y pdual _y pdual _, (7.3)
D’autre part, appliquant le méme foncteur a la suite exacte
0— ker(¢p) > A—1—0,
on obtient cette fois-ci :
0 — Homs (ker(¢), Gm) — Ext}(I, G) — Exth(4, G ) — Exth(ker(¢), G ),
soit :
0 — ker(¢)? — 1dual 5 gdual g (7.4)

par le méme raisonnement. En particulier, ¢dual . pdual _ pdual _, gdual ogf
fidélement plat, et on a une suite exacte (fpqc) :

0 — Qdual ker(qbd“al) - ker(¢)D = 0.

11 est clair que le schéma abélien Q9u2! est le modéle de Néron de la composante
connexe du noyau de ¢dual,

Appliquons maintenant le foncteur T'(k, ) aux suites (7.3) et (7.4). Dans le
premier cas, on obtient :

ey Bdual(k) N Idual(k) N Hl(k‘,Qdual) — 0,

car H'(k, X) = 0 pour toute variété abélienne X /k»> le corps k étant fini. Dans
le second cas, on obtient :

s o T(E) » AM(k) — H (k, ker(¢)”) — H' (k, 17¥!) = 0,
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donc finalement,
AT (k) /(B (K)) =~ H! (, ker(¢)").

2) Si Ky, est la composante connexe du noyau de ¢r, Ar/K; — By est
une isogénie, donc B{Ua! — (Ap /K )44 aussi. Mais le méme raisonnement que
plus haut (en travaillant seulement sur L) montre d’autre part que

(AL/KL)dual N AL

est une immersion fermée, donc le noyau de B3ual — Adual ogt fini. Par dualité,
2) résulte donc de 1). O
On utilise la topologie fpgc pour faire comme dans [24]. On peut aussi bien
utiliser la topologie fppf : tous les morphismes considérés sont de présentation
finie.

7.2.3 Jacobiennes

Soit X,s une courbe propre et lisse a fibres géométriquement connexes.
D’aprés [3, 9.4 Prop 4], le Pic® relatif de X /s est un schéma abélien, donc
égal au modéle de Néron de sa fibre générique, qui n’est autre que la jacobienne
de X1 Il est bien connu que J(X)/, est canoniquement auto-duale : il existe
un isomorphisme canonique de L-variétés abéliennes J(X,r) — J(X ).
Mais J(X,p)2! = (J(X)4=)
S-schémas abéliens J(X) — J(X)98! par unicité des modéles de Néron. Il est
clair que la restriction & chaque fibre de cet isomorphisme, est l’isomorphisme
classique d’autodualité d’une Jacobienne d’une courbe lisse.

Soit @ : X — Y un S-morphisme de courbes propres et lisses & fibres géomé-
triquement connexes. Par fonctorialité de Picard, on obtient un S-morphisme
a* : J(Y) = J(X), puis un S-morphisme a, = o** : J(X) — J(Y), dont on
dit qu’il est induit par a par fonctorialité d’Albanese.

donc il existe un isomorphisme canonique de

Proposition 7.2.3 On suppose que lindice de ramification absolu e de L/(Qy
vérifie : e < £ —1. Si Y = X/G pour un groupe fini (constant) G agissant sur
X/g, et Y(L) # 0, alors il existe un quotient abélien G' de G tel que

ker (Pic’(Y/s) = Pic’(X/s)) = (G')P.

Preuve: Soit )5 = ker (Pic’(Y) — Pic?(X)). D’aprés la proposition (7.2.2),
si O/, est fini, alors C/g est fini et plat. D’aprés [27], il existe alors un unique
prolongement fini et plat de C/p. Si Cp, ~ (G')/DL, on a donc C/g ~ (G’)/DS :
on est ainsi directement ramené & la proposition suivante : O
Proposition 7.2.4 Soit L un corps, X, une courbe lisse, propre et conneze,
munie d’une action d’un groupe fini (constant) G. Si Y = X/G a un point
L-rationnel, il existe un quotient abélien G' de G tel que :

ker (Pic’(Y/s) = Pic®(X/s)) = (G')P.
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Preuve: Soient f : X — L et g:Y — L les morphismes structuraux. On pose :
Cy, = ker (Pic(Y)) — Pic(X,)) .

Soit T un L-schéma, et © € C(T'). Par hypothése, Y admet une L-section,
donc par la proposition 7.2.1,

Pic(Y),)(T) = Pic(Y x1, T)/Pic(T).

Soit £ un faisceau inversible sur Y x T correspondant & x. Comme le faisceau
inversible a*(£) de X x T devient trivial dans Pic(X,.)(T), il résulte de (7.1)
que o* (L) & f*(Loy), pour un faisceau inversible Ly sur T'. Remplacant £ par L®
g*(Lo!), onobtient : a*(£) & Ox x 7. Fixant un tel isomorphisme, ’action de G
sur a* (£) induit alors un morphisme G — Aut(Oxx,7) =T (X x. T,0% ., 7)-
Comme fy(Oxx,7) = O d’aprés la proposition 7.2.1, on en déduit donc un
morphisme

G = Or(T)" = G (T),
qui se factorise nécéssairement en :
6(z) : G** = Gy, (T).

On vérifie aisément que 6(z) ne dépend, ni du choix de £ dans la classe de =
vérifiant a*(£) & Ox x 1, ni du choix de cet isomorphisme.
On obtient ainsi un morphisme de L-schémas en groupes :

6:C — (G*P)P.

Mais 6 est injectif : cela résulte par exemple de [3, Theo 4] (descente fpqc des
morphismes de faisceaux quasi-cohérents). En particulier, C(L) est fini, donc
son image dans le groupe de Néron-Séveri de Y est triviale, puisque ce groupe
est sans torsion (cf. [3, 9.3 Coro 14]). A fortiori, C est aussi le noyau de Pic®(a) :

C/r = ker (a* : Pic®(Y)r) = Pic®(X,1))
Pour conclure, il ne nous reste donc plus qu’a vérifier que
8(C(L)) = (G)P(D) C (G*™)P(L)

pour un quotient G’ de G2 : cela résulte de [DG, IT §1.2.11 et IV §1.1.7]. O

7.3 Conclusion
On prend maintenant L = Qp2, R = Zy2, k = Fy2, et S = Spec(R). Comme

£#2,3,2<—1.Soit Jr(N),g le Pic? relatif de X;(N),s et Jo(N) /g celui de
Xo(N)/s-
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D’aprés la section 7.1, le morphisme

Ot:XI(N) _)XO(N)Z

02
est de la forme

pour le groupe fini (constant) G = Io(V). Il résulte donc de la proposition 7.2.3
que le noyau de

Pic%(a) = a* : Jo(N) = J;(N)
est le dual de cartier d’un quotient abélien G' de G :
ker(a®) = (G’)f’s.

D’autre part, Shy = ker(a*)(L) est le sous-groupe de Shimura de Jo(N)(L);
c’est aussi le noyau de Jo(N) (L) — J1(N)(L) = Pic®(X1(N))(L), et son cardinal
divise (V) (cf. [14]). Le cardinal de G’ est donc précisément le cardinal de Shy,
et divise p(N).

Par ailleurs, la proposition 7.2.2 montre que

Jo(N)(k) /v (J1(N)(k)) ~ H' (k,G") ~ G"

(puisque G' est constant).

Comme o/, envoie ’'ensemble des points supersinguliers de X (V) /4, sur 'en-
semble X§°(N)(k) des points supersinguliers de Xo(N) /i, le théoréme d’Thara,
et plus précisément son corollaire 7.1.1 implique que le sous-groupe J5*(N)(k)
de Jo(N)(k) engendré par (x —y), pour tous z,y € X§°(N)(k), est précisément :

T3 (N) (k) = au (Jr(N)(K)) -
Finalement, on obtient donc
Jo(N)(k)/ J5*(N)(k) = G,

et la propositionest établie.
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Chapitre 8

Torsion rationnelle

Soit p un nombre premier, ¢ un entier premier & p. Le but de cette section
est d’étudier le sous-groupe :

Gal(K[ep™]/ K )ors C Gal(K[cp™]/K)iors = Gal(K[cp™]/ Hpe).
Soit donc A = (/A\q)q € K tel que :\p =1, et
o = [K[cp™]/K, \] € Gal(K[cp™]/K )iors.
Soit r ’ordre exact de o. On pose, pour tout n > 0 :
I = Ocpn A

C’est un idéal O,p»-propre, et pour tout nombre premier g,

”")":{ Oy, 5ozt

En particulier, si n' > n,
Ocpr Iy = I, (8.1)

D’autre part, le noyau de [K[cp™]/K,*] contient K *7Z = K*Q*. On peut
donc changer chaque composante Ay, ¢ # p, en g™ \,, sans changer 1’élément o.
Un choix judicieux des n, € Z permet de garantir que

IO CnN Oc
pour un entier N convenable, premier & p. On a alors, pour tout n > 0 :
In CN Ocp" .

Pour tout nombre premier g, soit v(g) = v4(N) la g-valuation de N, et définis-
sons ’idéal I,,(q) par :

In(Q)/In = qv(Q) (Ocz)" /In) -
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Fait 8.0.1
1. In Cnyge@ In(q) Cooia Ocpn-
2. I,,(q) est Ocpn-propre.
3. Sin' >n, Ocpn Ly (q) = In(q).
4 T =Ty In(@) = Ny In(@)-

Preuve: 1) est évident. Pour tout nombre premier ¢', on a :

e ={ (G5 3028

Donc : 2) J,(q) est localement principal donc propre. 3) et 4) se vérifient de
méme place par place. O

Fait 8.0.2 Pour tout nombre premier q,

1. r x v(q) est pair.

rxv(q)
2. In(q)" = ¢ Ocpn .

3. Siqte, vig) =0 siq est inerte ou décomposé, et v(q) =0 ou 1 si q est
ramifié dans K.

Preuve: Par hypothése,

() - (S

n

donc I, est principal, et d’indice N” dans Ocpn. Soit x, un générateur : I; =
Ocprxn. Done I = O.z, pour tout n, et en particulier, x, € O, ne prend
qu’un nombre fini de valeurs puisque I§ n’a qu’un nombre fini de générateurs.
Soit z € O, tel que z, = z pour une infinité de n. D’aprés (8.1), on a alors :
IT = O¢pnz pour tout n.

1) Ecrivant Og = [1, wk] (notations de 1.1) et £ = a + bcwk avec a,b € Z,
on a: z € [1,cp"wgk] pour tout n, donc b = 0 et z = a € Z. Quitte & changer
2 en —z, on peut donc supposer que x € N*, de sorte que I; étant d’indice N”
dans Ogpr, @ = VNT €N, et pour tout ¢ | N, r x v(q) est pair.

2) On a

rXv(q)

I:L CN/qu'u(q) In(q)r quxv(q) Ocp" et ITTL CN/q’r‘X’u(q) q 2 Ocp" qu><u(q) Ocp"-
Donc I,(¢)" = qrxg(q) Ocpn .

3) Bien entendu, v(q) # 0 si et seulement si ¢ | N. Soit donc ¢ | N, ¢ 1 c.
L’idéal J,(q) défini par :

Jn(@)/In = q(Ocpn [ I)
est propre par la proposition 1.7.1, et vérifie :

In(q) Cq Ocpn
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D’aprés la proposition 1.3.2, ¢ ne peut pas étre inerte dans K. Mais ¢ ne peut
pas non plus étre décomposé : s’il I'était, J,,(¢) = @ serait I'un des deux idéaux
premiers de Opn sur g. Mais de I,,(q) Cyoa) Ocpn €t In(q) C @, on déduirait

rxv(q)

alors que I,(q) = Q9. Or I,(¢q)" = ¢ 2 Ocpr = @7, une contradiction,
puisque Ogpn /QT est cyclique. Donc, si g 1 ¢ et ¢ | N, ¢ est ramifié. Soit Q
l'unique idéal premier de Ogpm sur g. On a alors : I,,(g) = Q¥'9). Si v(q) était
supérieur & 2, on aurait donc I(q) C Q% = qOcpn C Ogpn, ce qui contredirait
le fait que I,(q) Cn Ocpn. Donc v(qg) = 1. O

Corollaire 8.0.3 Gal(K[p>®]/K){2t est le sous-groupe de Gal(K[p™]/K) en-

tors
gendré par les Frobenius des nombres premiers q # p qui sont ramifiés dans

K.
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Chapitre 9

La conjecture de Mazur

9.1 Résultat principal

9.1.1 Préliminaires

Soit N > 1 un entier, et p un nombre premier. On écrit N = Nop*, ot Ny
est premier a p.

On souhaite dans cette section considérer des familles infinies de points CM
définis sur K[p™]. Compte tenu des résultats de la section sur le graphe des
p-isogénies, et notamment la proposition 2.3.2, on voit qu’il nous faut faire
I’hypothése suivante :

— Si q est un facteur premier de Ny, alors soit ¢ est décomposé dans K, soit

q est ramifié dans K, mais alors ¢ divise exactement Ng.
Dans ce cas, on peut effectivement construire de telles familles. Plus précisément,
choisissons pour tout facteur premier ¢ de Ny un idéal premier @) de O sur g,
et soit Ny 'idéal propre de Ok défini par :

-/\/O — H qu(NO)‘
q|No
On pose également, pour tout n > 0,
Nn = N() N Opn .

C’est un idéal Oy -propre de Ok, et Ny, Cn, Opn .
Soit E/¢ une courbe elliptique a multiplication compleze par Ok, et définis-
sons le sous-groupe C' C E(C) par :

C = B(©)No)-

C’est un sous-groupe cyclique d’ordre Ng de E(C) , et la courbe elliptique E/C
a également multiplication complexe par Og.
On définit alors I’ensemble

L(E,Ny) C Xo(N)(C)
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comme dans la section 6.1, c’est-a-dire qu’un point de £(E, Ny) correspond &
une isogénie cyclique de degré N, f : E; — FE,, telle qu’il existe une isogénie
g : E —» E; de degré une puissance de p, vérifiant de plus g(C) = ker(f)[No].
Choisissant les identifications de K avec les End (%) des courbes elliptiques
comme expliqué dans la section 3.1, le sous-groupe g(C) de E;(C) peut alors
également étre décrit comme :

9(C) = E1(Q)[Nal],

ou p" = ¢(E}) est le conducteur de E;. La courbe elliptique E» est alors de
conducteur ¢(Ez) = p"*t° ot § € [—p -+ + pl, et

z=[f: E — By € Xo(N)(K[pntmax(09)]
d’aprés la proposition 4.2.1. En particulier, on a bien :
L(E,No) C Xo(N)(K[p™]).

On peut encore décrire cet ensemble de la maniére suivante : pour se donner
un point de £, il suffit de se donner une inclusion C; C C> de sous-groupes de
E(C) telle que : C} soit d’ordre une puissance de p, et C3/C ~ Z /p*Z. Le point
correspondant de L£(E, Np) est alors :

2(Cy Cpr C2) = [B/C1 = E/ (C & Ca)] € Xo(N) (K[p™)).

9.1.2 Notations

Nous avons en fait besoin d’une hypothése plus forte sur Ny, & savoir I’ hypothése
de Heegner selon laquelle :

— Tout facteur premier g de Ny est décomposé dans K.
D’un autre coté, notons que p peut diviser N, et étre inerte, ramifié ou décom-
posé dans K. On note

L = L(E,No) C X, (K[p™])

I’ensemble de points CM décrit précédemment.
D’autre part, posons :

Go = Gal(K[p™]/ K )tors

de sorte que Gy = Gal(K[p>®]/Hy) (cf. la définition). Si x : Go — A* est un
caractére de G a valeur dans le groupe multiplicatif d’un anneau A, on note

ex= Y X '(9)g € AlGq]

9€Go

I’idempotent correspondant.

Soit enfin A,q une variété abélienne modulaire, ce par quoi 'on entend qu’il
existe un morphisme surjectif de variétés abéliennes a : Jo(N)/p = A/g. On
note alors 7 : Xo(N) — A le composé de a avec le plongement usuel Xo(N) —
Jo(IN) qui envoie la pointe oo sur 0.
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9.1.3 Reésultats principaux

Théoréme A Pour tout caractére x : Go — C*, l’espace vectoriel H, engendré
par

{ex (m(a)®1) |a € L} CAK[pPp])@C

est de dimension infinie.
Avec x = 1, on obtient la conjecture de Mazur.

Théoréme B Soit 19 le nombre de composantes connexes de ker(a), et soit
q un nombre premier ne divisant pas (Ndg) X ng. Alors pour tout caractere
X : Go — I}, Uespace vectoriel H, engendré par

{ex (a®1) |a€ L} CAK]p™]) ®@F,

est de dimension infinie.

9.1.4 Le théoréme B implique le théoréme A.

Remarquons tout de suite que :

Lemme 9.1.1 Le groupe A(K[p®)tors st fin, et le groupe A(K[p™])/A(K[p™])tors
est libre.

Preuve: [21] Soit v une place de K[p*] au-dessus d’un nombre premier £ {
N inerte dans K. Comme A/ a bonne réduction en £ (étant un quotient de
Jo(N) /@), la réduction en v induit une application injective :

A(K[p™torsionzte — A(Fyz)

Utilisant alors une deuxiéme place v' au-dessus d’un deuxiéme nombre premier
£' t N{, on obtient finalement que A(K[p™])tors est fini. Soit alors ng > 0 un en-
tier tel que A(K[p™])tors = AK[p™])sors. Si 0/ > n > ng, AK[p™ ])/AK [p™])
est alors un groupe abélien libre (de rang fini), et le lemme en découle aisément.
O

Soit alors x : Go — C* un caractére de Gy, et O, l'anneau des entiers de
Q(x(Go)). La dimension de H, sur C est égal au rang du O,-module M,
engendré dans A(K[p*]) ® O, par {ey (a®1) | a € L}. D’autre part, pour tout
idéal premier @ de O, tel que O, /Q ~ F, (¢ un nombre premier), x mod Q est
un caractére de G a valeur dans I}, et Papplication

My /QMy = Hymod@

est surjective. Si donc H, était de dimension finie sur C, M, serait de rang fini,
donc de type fini d’aprés le lemme, et & fortiori, Hy moa g serait de dimension
finie sur F,.

Comme il existe une infinité d’idéaux premiers @) de O,, de degré un (tel que
O, /Q ~ F, pour un nombre premier g), le théoréme B implique le théoréme A.

108



9.2 Preuve : la partie géométrique

Pour prouver le théoréme B, on fixe un nombre premier g ne divisant pas
©(Ndk) X 19, et un caractére

XIG()—)FZ.

9.2.1 Changement de niveau
Soit
Gt = Gal(K[p™)/K)i, C Go,

tors

de sorte que d’aprés le corollaire 8.0.3, GF' est exactement le sous-groupe de
Gy engendré dans Gal(K[p™]/K) par les Frobénius des idéaux premiers @ qui
sont ramifiés dans K et ne divisent pas p :

Gt =< Frobg(K[p™]/K) | Q| q|dk, q#p >C Go.

Ces Frobénius étant d’ordre deux, Gi2* est un Fy-espace vectoriel, et on peut en
choisir une base parmi les Frobg :

GP* =< Frobg, |i=1,...,9>,

ou,sii€{l,...,g}, Q7 = Ok avec ¢; | dx et g; # p.
Posons alors M = ¢ -- - g4 (donc M est premier & pN), et pour tout diviseur
d > 1 de M, définissons

14 = | [ Frobe, (K [p™]/K).
q:|d

Par construction, on a donc
Gyt ={ra| d|M}.
Soit Nj I'idéal de Ok défini par
Ny =NoQ1---Qy Cwom Ok,
de sorte que
C' = ENg] =C @ E[Q1--- Q]

est un sous-groupe cyclique d’ordre NgM de E, qui nous permet de définir,
comme expliqué dans la section 9.1.1, un ensemble de points CM de niveau
NM = NoMp* :

£ = L(B,N}) € Xo(NM) (K[p™)).

Les points de cet ensemble peuvent étre paramétrés par les inclusions Cy Cpr Cs
de sous-groupes finis de E(C),_tors : & une telle inclusion, on associe le point

.’L'I(Cl Cpr 02) = [E/Cl — E/ (Cl D Cg)] L.
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9.2.2 Action “géométrico-galoisienne” de G

Pour tout d | M, soit B4 : Xo(NM) — Xo(N) Papplication de dégénéres-
cence induite par

Bal€ = E/C] =[E/C[d] = (£/C[d)) / (C[Nd] /Cd])]

(pour & une courbe elliptique, C une T'o(N M)-structure).
On voit facilement que pour toute inclusion C; Cpr Ca C E(C)p—_tors ,

B1 (.Z'I(C1 Cpr Cz)) = .Z'(Cl Cpr 02)
Ainsi, (L") = L. Mais plus généralement,
Lemme 9.2.1 Pour tout d | M et toute inclusion Cy Cpr Co C E(C)p—tors,
Ba (.’L‘I(Cl Cpr Cz)) =1Tq" m(Cl Cpr 02)
Preuve: Posons a = 2(Cy Cpu Ca) et a’ = 2'(Cy Cpu C2), de sorte que
a = [E/Ci— E/(Ca®C(C,)
a' = [E/Ci » E/(C®E[Q: Q4] Cs)].

Soit p™ le plus grand des conducteurs des quatre courbes elliptiques impliquées,
de sorte que

a € Xo(N)(K[p"])
a’ € Xo(NM)(K[p").

Pour tout d | M, posons
Qd,n = H Qi,n ou Qi,n = Qz n Opn.
qi|d

K[p"]/K
Qd,n

de sorte que Qg,, est un Opn-ideal propre, et 74 = ( ) D’aprés la pro-

position 4.3.1, on a donc :
raa = [(B/C1)%*" = (B/ (C & €))% ]

Mais I'inclusion d’idéaux Opn-propres Q4,n Cq Op» induit un diagramme com-
mutatif & lignes exactes :

(E/C1i [Qd,n] — (EQCI) —» (E/Ci)Qd,n
(B/(C®C2)[Qun] = (B/(Co®CY)) — (B/(C®Cy))9r

et il est clair que :

(E/C1) [Qa,n]
(E/ (C®(C2))[Qdn]

(Ci ® E[Qa)) /C1
(C®C: @ E[Q4]) /C1-
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Ainsi,
Tea = [(E/ (C1 @ E[Qa])) = (E/ (C & C> @ E[Qa]))] -
D’autre part, pour calculer S4(a’), écrivons :

D = (C® C: ® ElQumy4] ® ElQd]) /C1 C (E/C1) (O).

=
ISH
—~
@\
~—
I

Bal(E/Cy) = (E/C1) /D]
[(E/Cy) /Dld] = (E[Cy) [ (D[Nd]/D[d])]-

Mais
Dld] = (C; ® E[Q4]) /C1 et D[Nd] = (C ® C> @ E[Q4]) /C:
de sorte que

Ba(a') = [(E/ (C1 ® E[Qd])) = (E/ (C ® C2 ® E[Q4]))] = maa

9.2.3 Une nouvelle paramétrisation

La restriction du caractére x a G* se factorise par {+1} C F;. On peut
donc relever cette restriction en un caractére de Gi* a valeur dans {+1} C Z.
Soit Div(M) I’ensemble des diviseurs positifs de M : on a donc #Div(M) = 29.
On définit alors :

- u: Xo(NM) = Xo(N)PVM) par u(z) = (Ba(2))am

— 8y : APV(M) 5 A par sx(Ta)am = 2 g X(Ta)Ta, et

~ 7y : Xo(NM) = A par 7, = 5, o (aPV(M)) oy,

Choisissons également un systéme complet de représentants {1} € R C Gy de
Go/Gt. Le lemme 9.2.1 montre que pour tout élément a € L, il existe un
élément a’ € L' tel que, dans A(K[p*]) ® Fp,

ex(m@)®1) = Y x0)-0-(mry(a)®1)

ocER

Z X Ho) - (my (0-a)®1). (9.1)

cER

Comme B4 (00 € Xo(NM)) = (00 € Xo(N)), le morphisme
(Ba)« : Jo(NM) — Jo(N)

induit par 84 par fonctorialité d’Albanese, commute avec les plongements usuels
des courbes modulaires dans leurs Jacobiennes. Soient :
— Uy Jo(NM) = Jo(N)PVM) Je produit de ces morphismes,
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= 8y 1 Jo(N)PVM) — Jo(N) donné par (za)ajm Sam X(Ta)Ta, et
—ay =aosyouy: Jo(NM) = A
On a donc a, (z — 00) = my(z) pour tout z € Xo(NM). D’autre part, le dual
de a, est un morphisme " : AY — Jo(NM)dua!l = Jo(N M), composé de :
— qdual ; pdual _y 7o (Nydual — 70 (), dont le noyau est fini et isomorphe au
dual de Cartier du groupe des composantes connexes de ker(a) (cf. 7.2.2),
— sdual; Jo(N) = Jo(N)PV(M) 'le plongement & — (X(7a)T)ajnr, €t

— gdual . JO(N)Di"(M) — Jo(N M), donné par (xq)qm = EdlMﬂ;(x).
Lemme 9.2.2 ker(ud"®) est fini, de rang divisant une puissance de o(NM).

Preuve: Sig = 0, M = 1etiln’y arien & prouver. Sinon, posons M’ = ¢;...¢¢_1,
et considérons la factorisation suivante de ydua! :

iv(M’ ,Univ(M’) . 1y g dual
2)D (M) — JO(NMI)DIV(M) Y JO(N)

(Jo(N M)

ot v : Jo(NM)? — Jo(NM') est la somme des deux applications de dégéné-
rescence Jo(NM) — Jo(NM'), et u'9u8! est construit exactement comme u9"3!,
mais avec M remplacé par M'. D’aprés [29, Theo. 4.3] :

ker(v)(C) = {(2,y) € Shya | 2 +y = 0}

ot Shypy = ker (Jo(NM) = J(NM)) (C) est le sous-groupe de Shimura de
Jo(NM). Le rang de ker(v) divise donc (N M) (cf. [14]), et le lemme en découle
par induction. O
T en résulte que le noyau ker(a$"®) est fini, de rang divisant une puissance de
¢(Ndk) x no (puisque M | dk).

Les morphismes a, : Jo(NM) — A et adua! : Adwl — J,(N M), initialement
définis sur Q, s’étendent uniquement aux modéles de Néron en des morphismes :

ay : Jo(NM) zp /vy — Aszi/Nwm
et
o™ ()95 nan = Jo(N M)y /Ny
Proposition 9.2.3 Pour tout nombre premier £46NM,
(ay ® 1) (J(NM)(Fr2) @ Fy) = A(Fp2) ® Fy,

0t JE(NM)(Fp2) est le sous-groupe de Jo(NM)(Fp2) engendré par (z — y),
z,y € X$F(NM)(Fy2).

Preuve: D’aprés la proposition 7.2.2, 'indice
[A(Fe2) : ay (Jo(NM)(Fe2))]
divise une puissance de ¢(Ndxk) x 9. En particulier,

(ax ®1) (Jo(NM)(Fp) ® F,) = A(Fp) O F,.
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D’autre part, la propositionaffirme que
[Jo(NM)(Fp ) : J§(NM)(Fp )] divise p(NM),
donc & nouveau,
T (NM)(Er) @ F, = Jo(NM)(E) @ F,.

D’ou la proposition. O

9.3 Preuve : la partie chaotique

Comme les éléments de R sont par définition deux & deux non congruents
modulo G§**, et sont de plus d’ordre fini, ils sont également deux & deux non
congruents modulo Gal(K [p*°]/K)"*. On peut ainsi appliquer le théoréme 6.2.1
a R, avec l’ensemble L' de points CM de Xo(NM)(K[p™)).

Soit donc S un ensemble fini de nombres premiers inertes dans K, ne divisant
pas 6N Mp, et choisissons pour chaque £ € S une place vy, de K[p™] sur £, de
corps résiduel k(£) ~ Fy2. Avec les notations du théoréme 6.2.1, application

RED: £ — [Les (X$(NM)EE)R
a = (rede(o-a)), jerxs

est surjective.
Considérons alors ’application Fg-linéaire :

Rs: AK[p®)®F, - @,sAkE)F,
r®1 = Pegrede(z) ®1

Pour £ € S et z,y € X§F(NM)(k(£)), on peut trouver des éléments a',b' € L'
tels que toutes les composantes de RED(a’) coincident avec celles de RED(d),
sauf celle correspondant & (£,1) € S x R, ou reds(a’) = z et red,(b') = y.
Posons a = B1(a') et b= B1(b'), de sorte que a et b sont des éléments de L, et,
en utilisant (9.1), on a :

ex-(m(a) ®1) —ey. (w ZX o) (my(0-a)®1—my(o-b)®1).
ocER
Par suite, pour tout ¢’ € S,
(redy ® 1) (ex- (m(a) ® 1) — ex. (7(b) ® 1))
= z X" H0) - (my (redy (0.a")) — my (redp (0.0'))) @ 1

oc€ER
_ { 0 sill #4
| (@) —my(y) sil #£L
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Donc,

(07 7077TX($)_7rx(y)®1707"' 70)
= (0,"',0,(1X($—y ®170570)

La proposition 9.2.3 implique alors que Rg est surjective sur H, . En particulier,

dimg, (Hy) > Y _ dimg, (A(k(0)) ® F,) (9.2)
es

Pour conclure la preuve du théoréme B, il nous reste donc & voir que 1’on peut
choisir ’ensemble S de telle sorte que le terme de droite dans (9.2) soit arbitrai-
rement grand.

Posons L = K (A[q]). C’est une extension galoisienne de Q, que 'on plonge
dans C, pour obtenir une conjugaison complexe 7 € Gal(L/Q). Soit S l'en-
semble des nombres premiers £ 4 6N Mg, non ramifiés dans L, et tels que

Frob,(L/Q) = [r] € Gal(L/Q)*

Par le théoréme de densité de Dirichlet, S, est un ensemble infini.

Soit S un sous-ensemble fini de S, et choisissons pour tout £ € S un
idéal premier @, de L au-dessus de £ tel que Frobg,(L/Q) = 7 € Gal(L/Q).
Choisissons encore une place v, de K[p>](A[g]) sur (¢, puis prenons pour place
vg de K[p*] sur £ la restriction de vy & K[p*]. Alors, £ est inerte dans K, et

dimg, (A(k(£)) ® F,) = 2 x dim(A).

D’aprés (9.2), on a donc dimr, (H,) > #S x 2 x dim(A). Choisissant S arbi-
trairement grand, on obtient en effet

dimg, (M) > oo.
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Chapitre 10
Généralités

Tous les anneaux considérés sont supposés unitaires, mais pas nécessairement
commutatifs. Un O-module est un O-module a gauche, sauf mention explicite
du contraire. Tous les schémas en groupes sont commutatifs.

10.1 Le formalisme

On utilise une topologie Top sur les schémas, qui soit moins fine que la
topologie canonique. Soit S un schéma, Sch,g la catégorie des S-schémas, et
O un anneau. On note oPref,5 la catégorie des S-préfaisceaux en O-module,
oFais/g la sous-catégorie pleine de oPref, 5 des S-faisceaux (pour Top) en O-
module, et enfin oSch/g la sous-catégorie pleine de pFais;s des S-schémas en
O-module. On note également oMod la catégorie des O-module.

Si M est un O-module, et G € oPref g, on définit le préfaisceau en groupe
abélien GM par :

VT € Schyg : GM(T) = Homo (M, G(T)).

Cette construction est covariante et exacte & gauche en G € oPref g, contra-
variante et exacte & droite en M € pMod, et commute aux changements de base
S'— S.

10.1.1 Premiéres propriétés

Proposition 10.1.1
1. Si G est un faisceau, GM est un faisceau.

2. Si G est un schéma, et M un O-module de présentation finie, alors GM
est un schéma.

3. Si G est un schéma affine, et O un anneau noethérien a gauche, GM est
un schéma affine.

116



Preuve: 1) Soit (T; — T); un recouvrement de T' pour la topologie Top. Si
G € oFais/g,

0—G(T) = [[G(T) = [[G(Ti xr T))

est exacte. Appliquant le foncteur exact & gauche Homg (M, ), on obtient une
suite exacte

0= GM(T) - [[M(T) = [[ G (T; x1 Tj).

11 en résulte que GM est un faisceau.
2) Soit O™ — O™ — M — 0 une présentation de M. Pour tout S-schéma
T, le foncteur Homp (%, G(T')) étant exact & droite, on obtient :

0— GM(T) - G™(T) - G™(T)

... qui réalise G% comme le noyau d’un morphisme G™ — G™.

3) Le raisonnement précédent montre déja que GM est affine lorsque M est
de type fini. Dans le cas général, on écrit M comme une limite inductive de
O-modules de type fini, M = h_rn)Mi, et alors GM = (h_m GM:, O

10.1.2 Yoga du changement d’anneau

Soit G € oPref,g, N un O-module & gauche. Soit également R un anneau
agissant @ droite O-linéairement sur N, et M un R-module & gauche. L’action
de R sur N induit par fonctorialité une structure de S-préfaisceau en R-module
sur le préfaisceau G, grace & laquelle on peut former le préfaisceau (GNV)M.
Par définition, on a donc pour tout S-schéma T :

(GN)M(T) = HomR(RM,HomO(ONR,G(T))
Homo (o Ngr ®r M, G(T))
GN®rM (T)

Exemple: Extension des scalaires.
Soit O — O' un morphisme d’anneau, et prenons N =¢ Oy,,. H = G°
est alors un préfaisceau en O'-module, et pour tout O'-module M,

HM = ¢(010'®0r M) _ yio1M

Exemple: Restriction des scalaires.
Soit 0" — O un morphisme d’anneau, et soit H le préfaisceau en O"-
module déduit de G par restriction de scalaires & O". Si N est un O"-
module, on a donc pour tout S-schéma 7T :

HY(T) = Homon(N,G(T))
Homo (0O ®or N,G(T))
GO®or N(T)
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Si M est un O-module, et N =[] M, le morphisme O-linéaire et surjectif
O ®or» N — M induit donc un monomorphisme de préfaisceau :

GM N GO®O//N — HN
Si F est un O"-préfaisceau, on a :
Homopref/s (Ga FO) = HomouPref/S (H7 F)

Autrement dit, la restriction des scalaires oPref,5 — o~Pref,s est ad-
jointe & gauche de 'extension des scalaires o Pref,5 — oPref ;5. Comme
d’autre part ces deux foncteurs préservent les faisceaux, la restriction des
scalaires pFais;s — orFais;g est adjointe a gauche de 'extension des
scalaires o Fais;s — oFais;g. Le foncteur de restriction est évidemment
exact, et le foncteur d’extension envoie donc injectifs sur injectifs.
Appliquons ceci en particulier & Z — O. La catégorie des Z-préfaisceaux
(resp. faisceaux) est simplement la catégorie des préfaisceaux (resp. fais-
ceaux) sur S en groupe abélien. Cette catégorie est abélienne et a assez
d’injectif [17, TIT 1.1], et il en est donc de méme des catégories oPref /g et
oFais /s bour tout anneau 0.

Exemple: Noyaux.
Soit a un idéal bilatére de O. En faisant opérer O & droite sur O/a et a on
obtient une action & gauche de O sur GY/9, ainsi que sur G®. On notera
Gla] = G9/® le préfaisceau en O-module ainsi obtenu. C’est un sous-
préfaisceau en O-module de G, et c’est canoniquement un préfaisceau en
O/a-module. Si M est un O-module tel que a- M = 0, alors GM = G[a]M.
On a une suite exacte de faisceaux en O-module :

0— Gla] - G — G°.

En particulier, si a = Annp(M) pour un O-module M, a est un idéal
bilatére et :

GM = GlaM
De méme, si « est un élément du centre Z(0) de O et a- M = 0, alors :
GM = GlaM

Lemme 10.1.2 Sip: 0" — O est un morphisme d’anneau, et H le préfaisceau
en O"-module déduit de G par restriction des scalaires, alors pour tout idéal I
de O", on a :

H[I] = G[Op(I)]

Preuve: Pour tout S-schéma T, H[I|(T) = {x € G(T) | Vi € I, (i) -z = 0}.
Orsio(I)-z = 0, a fortirori Op(I)-z = 0, donc z € G[Op(I)](T). La réciproque
est évidente. d
Dans la suite, on va essentiellement travailler avec des schémas.
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10.2 Propriétés géométriques simples

Soit G un S-schéma, séparé en O-module. On a alors vu que pour tout O-
module de type fini M, G% est un schéma.

Proposition 10.2.1 Si P est l'une propriété de morphisme de schémas ci-
dessous, alors : P(Gs) = P(G%) pour tout O-module M de type fini.

1. quasi-compact (IV,1.1.2).

. séparé (I1,5.5.1).

. localement de type fini (IV,1.8.4).

. de type fini (IV,1.5.4).

. localement de présentation finie (IV,1.4.3).
. de présentation finie (IV,1.6.2).

. propre (I1,5.4.2).

. entier (11,6.1.5).

. fini (I1,6.1.5).

. quasi-fini (II, 6.2.4).

. affine (11,1.6.2).

. quasi-affine (I1,5.1.10).

. projectif (si S est quasi-compact) (I1,5.5.5).
14. quasi-projectif (si S est quasi-compact) (II, 5.3.3 et 5.3.4).

Preuve: Soit O™ — O™ — M — 0 une présentation de M, de sorte que
G% = ker(G"™ — G™). Gg étant séparé, la section unité S — G™ est une
immersion fermée, et le diagramme cartésien :

© o N D G o D

NN NN
O v ~ D

GM - 8§
{ !
G - Ggm

montre alors que GM — G est également une immersion fermée. Si donc P
est une propriété des morphismes de schémas qui est vraie pour les immersions
fermées, stable par changement de base et par composition, alors P(G,s) =
’P(G%). C’est le cas pour toutes les propriétés ci-dessus, d’aprés les références
indiquées dans [EGA], sauf pour : 5) et 6), car une immersion fermée n’est
pas nécessairement localement de présentation finie; 13) et 14), car le composé
de deux morphismes quasi-projectifs (resp. projectifs) n’est pas nécessairement
quasi-projectif (resp. projectif). Les références indiquées permettent néanmoins
de conclure. O

Proposition 10.2.2

1. SiGygs est plat (resp. lisse), G% est plat (resp. lisse) pour tout O-module
M de type fini et projectif.

2. S5iG s est étale, G% est étale pour tout O-module M de type fini.
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Preuve: 1) M étant projectif, est facteur direct d’'un module libre : O™ =
M® N, de sorte que G* = GM xsGN. Sis € S,onadonc G? = GM x,GY, et
la projection G — GM est fidélement plate. G7S étant plat, il résulte de [EGA,
IV 11.3.11] que G™ — GM est fidélement plat, et G% est plat. Si de plus G,
est lisse, il en est de méme de G% par [EGA, IV 17.7.7], compte tenu de ce que

G et GM sont alors localement de présentation finie sur S.

2) Si Gg est étale, G% est localement de présentation finie puisque G5
DPest, et il reste donc & voir que G% est formellement étale (cf. [EGA, IV 17.3.1]).
Soit donc A un S-anneau et I un idéal nilpotent de A. Comme G(A) - G(A/I)
est bijectif, Homo (M, G(A)) - Homo (M,G(A/I)) lest aussi, c’est-a-dire que
GM(A) — GM(A/I) est bijectif; donc G7§ étale. a

10.3 Dimension relative, platitude et lissité

On suppose maintenant que G/g est un schéma en O-module, (séparé) et de
présentation finie sur S.

10.3.1 Rappels sur les suites exactes

Proposition 10.3.1 Soit 0 - G' - G 2y G" une suite ezacte de S-schémas
en groupe de présentation finie sur S.

1. §1G/s est plat,
(a) Gs = G est plat pour tout s € S & G — G" est plat.
(b) Si tel est le cas, alors G'/S est plat et G’/'S est plat auz points de f(G).

2. SiGg est lisse,

(a) Gs = G est lisse pour tout s € S < G — G" est lisse.

(b) Si tel est le cas, alors Gl/s est lisse et I/Is est lisse auz points de
f(G).

(c) Si G — G" est plat, G'/g est lisse auz points de f(G).

3. Dans 1) et 2), on peut remplacer s € S par : s point géométrique de S.
4. Si S est le spectre d’un corps,

(a) G — G" est plat si G" est réduit et f(G°) = G"°.

(b) G — G" est lisse si Gy, est lisse et Lie(f) : Lie(G)(k) = Lie(G")(k)

est surjectif.

Preuve: 1) [EGA, IV 11.3.11]. 2) [EGA, IV 17.8.2] et [EGA, IV 17.7.7]. 3)
résulte par exemple de [EGA, IV 2.3.13] pour 1), et de [EGA, IV 17.7.1] pour
2). 4) a) DG, 11 §5.5.1], b) [DG, II §5.5.3]. O
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10.3.2 Dimension additive

Définition On dit que la dimension relative de G est additive sur les suites
exactes de O-modules (ou plus simplement, que la dimension est additive), si
pour tout point géométrique s de S, et toute suite exacte

0O>N—->P->M-—>0
de O-modules, on a
dim(GF) = dim(GM) + dim(GY).

Proposition 10.3.2 Si G,g est plat, a dimension additive, et G% est lisse
par fibre VN C O™, alors : G% est plat pour tout M et G% est lisse pour tout
N cO".

Preuve: Soit M un O-module de type fini, 0 - N — O™ - M — 0 une
suite exacte. Pour voir que G% est plat, il suffit de voir que G* — GV est
plat, et G7S étant plat, cela peut se tester sur les fibres géométriques. Soit donc
s = Spec(k) un point géométrique de S. La catégorie des k-groupes algébriques
étant abélienne ([TDTE, III 7.4]), on peut former le foncteur dérivé de X — GX.
On obtient ainsi une suite fppf exacte :

0—=GY = G? = GY = Exts(N,Gy) = 0.

L’additivité des dimensions montre alors que Ext},(N,Gy) est de dimension
0, compte tenu de [DG, II §5.5.1]. Le morphisme Gy — Ext,(Q,Gy) est fi-
délement plat, et GkN est lisse par hypothése, donc Ext}(Q,Gy) est lisse, et
finalement étale ([DG, II §§5.1.4 et 5.2.1]). En particulier, le noyau Gj, de
GY — Ext)(Q,Gy) est ouvert, donc G& — G — GV est effectivement plat,
puisque composé d’un morphisme fidélement plat et d’une immersion ouverte.

Il en résulte donc que G% est plat pour tout M. En particulier, si N C O",

GfVS est plat, donc également lisse puisque lisse par fibre ([EGA, IV 17.5.1]). O

10.3.3 Un critére de dimension additive

Proposition 10.3.3 Pour que G;g ait dimension additive sur les fibres, il faut
et il suffit que, pour toute suite exacte

0->M—->P—>Q—>0

o P est un sous O-module d’un module libre, pour tout point géométrique s de
S, dim(GY) = dim(GM) + dim(G?).

Preuve: C’est clairement nécessaire. Montrons que c’est suffisant. Soit donc
0= Q" = Q — Q" — 0 une suite exacte de O-module de type fini. Choisissons
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un début de résolution projective exacte :

0 0 0
! { !

0 - M = M = M' — 0
! { !

0 - PP - P = P'" — 0
{ 4 {

0 - Q@ - Q@ —- Q' — 0
! { !
0 0 0

ou P', P, P" sont O-projectifs, et M', M, M" sont les noyaux, 'exactitude de
la premiére ligne résultant du lemme du serpent. Sur un point géométrique s de
S, on a donc :

dim(GF') = dim(GM) + dim(GY')
dim(GF) = dim(GM) 4 dim(GY)
dim(GF") dim(GM") + dim(G9")
dim(GY) = dim(GM') + dim(GM")
dim(GF) = dim(GF') + dim(GE")

Ainsi :
dim(G?) = dim(GY) — dim(G)
= dim(GY) + dim(GF") — dim(GM') — dim(GM")
= dim(GY') + dim(GY).

O
10.4 Exactitude
Soit G un S-schéma en O-module, de présentation finie sur S.
10.4.1 Le probléme
Soit
0>N->M—->P—>0 (10.1)
une suite exacte de O-modules. Elle induit donc une suite exacte :
0GP - GM - GV (10.2)

Plus précisément, on peut méme former pour tout S-schéma 7" une suite exacte :

0—-GP(T) - ¢M(T) - GN(T) —»
— Ext5(P,G(T)) — Exty(M,G(T)) — Exty(N,G(T)).
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On a donc clairement : si P est O-projectif, (10.2) est exacte, et méme
scindée. Si G(T') est O-injectif, (10.2)(T") est exacte. Au demeurant, 'exactitude
d’une suite de schémas en groupe commutatif (ou de faisceaux) ne requiert pas
cette exactitude, qui est méme fausse en général, y compris pour les schémas en
groupe finis, ou les schémas abéliens.

On s’intéresse & l'exactitude fppf, c’est-a-dire a lexactitude de (10.2) dans
la catégorie des faisceaux pour la topologie fppf. Cette exactitude signifie donc :

— pour tout S-schéma T et toute application O-linéaire o : N — G(T),

il existe un recouvrement fppf T; — T et des morphismes O-linéaires
a; : M — G(T;), dont la restriction & N est le morphisme composé resoa :
N = G(T) = G(Ty).
Lorsque les O-modules N et M sont de type fini, on a vu que G™ et GV
était localement de présentation fini sur S, donc le morphisme GM — G¥ est
également localement de présentation finie [EGA, IV 1.4.3]. Dire que GM — GV
est fppf surjective revient alors juste & dire que c’est un morphisme fidélement
plat.

Définition On dit que G ;s est O-injectif si pour toute suite exacte (10.1) de
O-module de type fini, la suite
0GP G sGN >0
est fppf ezacte. Autrement dit : si GM — G est un morphisme fidélement plat.
Proposition 10.4.1 Si Gs est O-injectif, alors :
1. G5 a dimension additive.
2. G% est plat pour tout O-module M.

3. 8iGs est lisse, G% est lisse pour tout sous-module M d’un module libre
de rang fini.

Preuve: 1) est clair.
2) et 3) Soit 0 - N — O™ — M — 0 une suite exacte de O-module.
G™ — GV est fidélement plat par hypothése, donc son noyau G% est plat. Si

de plus G7S est lisse, alors G% est lisse d’aprés [EGA, IV 17.7.7]. O

10.4.2 Critére de O-injectivité

Proposition 10.4.2 (Critére de Baer) G est O-injectif si et seulement si
pour tout idéal a gauche I de O, le morphisme G — GT est fidélement plat.

Preuve: La condition est nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
La suite (10.2) étant toujours exacte & gauche, il suffit de vérifier ’exactitude
& droite. Soit donc 0 - N — M, et posons
o= {N’ sous O — modulede M contenant N | GN' = GV est fppf} .

Soit N' un élément de g qui est maximal pour Uinclusion (p # @ car N € g, et
O est noethérien, donc il existe bien un tel N'). Supposons que N’ # M et soit
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m € M\ N'. Considérons alors I = {a € O|am € N'} et N = N'+Om. C’est
un idéal (& gauche) de O. Par hypothése, G — G' est fppf surjective. D’autre
part, m détermine un morphisme f : GN' — G7 par la régle : si z € GV (S) =
Homo(N',G(S)), f(z) : I — G(S) est f(x)(a) = z(am). Ce n’est autre que
Papplication induite par le morphisme O-linéaire évident : I — N'. Formons
alors le diagramme cartésien :

G'" - G
{ , {
GN o5 Gf

Un élément de G"(S) est donc un couple (z,y) ot z : N' — G(S) et y € G(5)
sont tq Va € I, ay = z(am). Un tel couple définit alors un morphisme O-linéaire
z' : N" = G(S) par ' (n" = n'+om) = z(n')+oy. z' est en effet bien défini, car
sin” =n)] +o01m =nh+o0am, alors n| —nb = (02 —o1)m € N' donc 02 — 01 €
et (02 —01)y = z((02 — 01)m) = z(n}) — z(n}). Inversement, une application O-
linéaire ' : N — G(S) détermine z : N' — G(S) par restriction, et y € G(S)
par O - Om — N" — G(S), qui détermine bien un point de G"'(S). Donc
G" ~ GN", le morphisme de projection G — GV g’identifiant au morphisme
GN" - GN' déduit de linclusion N' < N". Or G — G! étant fppf, G — GV’
est également, i.e., GV’ — GV est fppf. Le compos¢ GV — GN' - GV
est donc fppf, et N € p. Par maximalité de N, N' = N”, donc m € N' :
contradiction. Ainsi, N' = M et GM — GV est fppf. O

Corollaire 10.4.3 Si G5 est plat, alors G5 est O-injectif si et seulement si,
pour tout point géométrique 5 de S, G /5 est O-injectif.

Preuve: Cela résulte de ce que la fidéle platitude de G — GT peut se tester par
fibre. O

Corollaire 10.4.4 (Critére de Baer géométrique) Si G,s est plat, les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. G est O-injectif et lisse.

2. Pour tout idéal I de O, G est géométriquement réduit et G — G' est
surjectif.
3. Pour tout idéal I de O, GT est géométriquement réduit et pour tout point
s € S, il existe un corps algébriqguement clos Q sur k(s) tel que G(Q) soit
O-injectif.
De plus, on a alors : pour tout point géométrique s de S, G(3) est O-injectif.

Preuve: 1) = 2) est immédiat.

2) = 1) Appliquons le critére de Baer : soit I un idéal de O, et montrons
que G = GT est un morphisme fidélement plat. Comme G /s est plat, cela peut
se vérifier par fibre ; par descente fpqc, il suffit de le vérifier sur les fibres géomé-
triques. Mais si § est un point géométrique quelconque de S, notre hypothése
est : Gz = GL est surjective et GL est réduit, donc Gz — GI est fidélement plat
par [DG, 11 §5.5.1].
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2) & 3) Cela résulte du critére usuel de Baer, cf. [13, I 3.7] : si
Homo (0,G(9Q)) - Homo (I,G(Q))

est surjective pour tout idéal I, alors G(f2) est O-injectif. O
On dira que “les points géométriques sont O-injectifs” si

Pour tout s € S, G(k(s)) est O — injectif.

Remarque: Dans les deux critéres ci-dessus, on peut se borner & tester le
critére de Baer en se limitant & des idéaux dans un certain sous-ensemble
d’idéaux p, pourvu que : pour tout idéal I de O différent de 0 et de O,
Ja # 0 € O/I tel que Annp(a) € p. Cela résulte en effet de la preuve.

10.5 Constructions standards
Soit G5 un schéma en O-module, M un O-module de type fini.

10.5.1 Algébre de Lie
Proposition 10.5.1 Pour tout S-schéma affine T = Spec(A4),

Lie(GM)(T) = Homo (M,Lie(G) (T))
= Homopg,a (M ®z A,Lie(G) (T)).
Preuve: Découle des définitions. O

Soit 0 = N — M — P — 0 une suite exacte de O-module, s = Spec(k) un
S-corps. On a une suite exacte :

0 — Lie (G*) (k) — Lie (GM) (k) — Lie (GV) (k) = Extdgy, (P ® k,Lie (G) (k) -

En particulier, si Lie (G) (k) est O ® k-injective ou si P ® k est O ® k-projectif,
Lie (GM) (k) — Lie (G") (k) est surjective. Ce sera notamment le cas lorsque
O ® k est semi-simple.

10.5.2 Composantes connexes

On suppose ici que S = Spec(k) est le spectre d’un corps parfait, et que
G est de type fini. La composante connexe G° de 1 dans G est alors un sous-
schéma en groupe ouvert, et 1’action de O sur G laisse G° stable : G° est donc
canoniquement un schéma en O-module. Soit également mo(G) le quotient fppf
G/G°, de sorte que l'on a une suite exacte :

0-5G°=>G—m(G)—=0 (10.3)
de faisceau en O-module. Si M est un O-module, on en déduit une suite exacte :

0= (GOM = GM = m(GYM.
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Comme 79(G) est étale [DG, II §5.1.8], mo(G)M D'est également par la pro-
position 10.2.2, et le noyau (G°)™ de GM — 75(G)M est un sous-schéma en
groupe ouvert de GM. On a donc :

(GM)° = (aM)°. (10.4)
On en déduit une suite exacte :
0 = mo ((GOM) = mo(GM) — m(G)M. (10.5)

Ceci permet dans 1’étude de certaines questions (dimension, lissité...) de se
ramener au cas ol G est connexe. Lorsque G° est O-injectif, la suite (10.5)
donne un isomorphisme :

7T0(GM) i) 7T0(G)M.

10.5.3 Passage au sous-schéma en groupe lisse sous-jacent

On suppose encore que S = Spec(k) est le spectre d’un corps parfait, et G
est de type fini. On sait alors [DG, II §5.23] que Greq st un sous-schéma en
groupe lisse de G. L’action de O sur G induit une action de O sur Greq, de sorte
que I'immersion fermée Gyreq — G soit O-linéaire.

Si O™ — O™ - M — 0 est une présentation de M, on peut donc former un
diagramme a lignes exactes :

0o - GM - G -  Gm
t o t t
0 - (Gred) — (Gred)" - (Gred)m

et également un diagramme dont la premiére ligne est exacte, la seconde un
complexe :

0 — GM - G - Gm
T t t
0 - (GM) - (G™) - (G™)

red red red

Dans ces deux diagrammes, les fléches verticales sont des immersions fermées
(utiliser [DG, II §5.5.1] pour le premier diagramme). Comme (G™)red = (Gred)™,
on en déduit un morphisme (G™)ieq = (Grea)™, qui est nécessairement une
immersion fermée, et une bijection sur les points, de sorte que :

(GM)red = ((Gred)M)red .

Ceci permet dans I’étude des questions de nature topologique ou ensembliste
de se ramener au cas ou G est lisse.

126



10.5.4 Modéle de Néron

Supposons que S est un schéma de Dedekind connexe, donc intégre, de point
générique £ = Sp(K). Soit A,k un schéma en groupe lisse de type fini, muni
d’une action de O. On suppose que A,x admet un modeéle de Néron A,g. Par
fonctorialité du modéle de Néron, l'action de O s’étend & une action sur A /g.
Si M est un O-module de type fini, la fibre générique de A% est égale a A%(.

De plus, pour tout point fermé z de S d’anneau local O,, si O" dénote
I’hensélisé strict de O, et K5P son corps des fractions, on sait que la spécialisation
A(Oh) - A(K:Sh) est bijective [3, 7.1.1] : c’est la propriété du “relévement des
points étales”. Appliquant le foncteur Homo (M, *) & cet isomorphisme de O-
module, on voit donc que :

AM(03) = AM(KT).
Autrement dit, A% satisfait & la propriété du relévement des points étales.

Si car(K) =0, A%( est automatiquement lisse d’apreés [23]. Comme d’autre
part A% est séparé, il résulte donc de [3, 7.1.5] que :

— Le modéle de Néron de A%{ est le lissifié de A%.

- A% est lisse <= A% est le modéle de Néron de A%{.

10.5.5 Suite connexe étale pour les schémas finis

Supposons maintenant que S est le spectre d’'un anneau local hensélien, et
G/s un schéma fini et plat en O-module. Soit

05G"=3G =G =0 (10.6)

la suite connexe étale de G [35, 3.7]. Alors :
Proposition 10.5.2 Pour tout O-module M tel que G% est fini et plat, la suite

conneze étale de GM est
0= (GOM =5 GM - (GHM = 0.
Preuve: Appliquant «™ & (10.6), on obtient déja une suite exacte
0= (GOM — GM - (GHM,
et (Get)% est étale d’aprés la proposition 10.2.2, donc (GO)% est un sous-schéma

en groupe ouvert de G%, et en particulier plat. La composante connexe de G% a

une image triviale dans le schéma étale (G®*)M | et est donc incluse dans (G°)M.
Mais si k est le corps résiduel du point fermé s de S, G°(k) = 0; donc également
(GOYM (k) = 0, de sorte que (G°)M est connexe, et (G°)M = (GM)°. 1l en résulte
que (GM)et g’identifie & un sous-schéma en groupe ouvert de (G¢*)M. Or

(G*)M (k) = Homo (M, G*(k)) = Homo (M, G(k)) = GM (k) = (GM)**(k),
donc (GH)M = (GM)et, O
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Chapitre 11

Propriétés liées a ’anneau O

11.1 Dimension projective de O

Soit G un S-schéma en O-module, séparé, de présentation finie et plat sur

S.

Proposition 11.1.1 Si O est semi-simple, alors G ;s est O-injectif. En parti-
culier, G% est plat pour tout M.

Preuve: Compte tenu de la platitude de G s cela résulte de 10.4.3 et du fait
que toute suite exacte courte de O-module de type fini est scindée. O

Proposition 11.1.2 Si O est héréditaire, et G ;s lisse, alors :
1. Pour tout sous-module N d’un module libre de rang fini, GJ/VS est lisse.
2. 8i G;s a dimension additive sur les fibres, alors G% est plat pour tout
O-module M.
3. G5 est O-injectif si et seulement si ses points géométriques le sont.
Preuve: 1) Cela résulte de ce que M est alors projectif. 2) est alors une consé-

quence de la proposition 10.3.2, et 3) résulte enfin du corollaire 10.4.4 du critére
de Baer. 0

11.2 Le cas d’un ordre

On suppose maintenant que :
— O est un ordre dans une Q-algébre séparable B de dimension finie (cf. [28,
Chap. 2]).
On décompose B en produit de Q-algébres simples : B = [[, B;. On note Fj le
centre de B;, et D; le corps gauche Endg, (B;), de sorte qu'’il existe un entier 7;
tel que

Bz' ~ Mri (D,)
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(cf. [28, 7]). Soit également e; I'idempotent central de B;. Si X est un O-module
de type fini, on note X° = X®Q (un B-module), et X? la composante isotypique
de X correspondant & B;, de sorte que X? = X ® B; = ¢;.X".

Si O est un ordre maximal, alors O est héréditaire [28, 21.2]. Si O est hé-
réditaire, alors O admet une décomposition O = [], 0;, ot O; = €;.0 C B;
est un ordre héréditaire[28, 40.7]. Dans ce cas, tout module M se décompose
en M = &;M;, avec M; = e;.M, et cette décomposition est compatible avec
les suites exactes de O-modules. En particulier, posant G; = G%, on a une
décomposition

G= x Gi,
S

et pour tout O-module M de type fini,

GM =G®Mi = x M= x G}
S S

Ceci nous permet (dans le cas ot O est héréditaire) de nous ramener au cas ou
B est simple.

Si M est un O-module sans Z-torsion, alors M est un sous-module d’un
O-module libre (cf. [28, 10.6]). Si O est héréditaire, M est donc O-projectif (et
plat). Partant d’'un O-module M de type fini quelconque, on peut donc former
la suite exacte de O-modules :

0 = Miors > M — M/Mors — 0.

Lorsque O est héréditaire, cette suite est scindée.

11.2.1 Dimension additive

On suppose que Gs est un schéma en O-module séparé, de présentation
finie.
Proposition 11.2.1 G5 a dimension additive si et seulement si G[n]/s est
quasi-fini pour tout entier n > 1.

Preuve: La condition est évidemment nécéssaire, comme il résulte de la consi-
dération de la suite exacte

050250 - 0/n0 =0,
laquelle implique, lorsque G5 a dimension additive, que pour tout point géomé-
trique 5 de S, dim(G[n]s) = 0. Inversement, supposons que G[n],s est quasi-fini
pour tout entier n > 1.

1) Soit

0>N->M-—->P—>0 (11.1)
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une suite exacte de O-modules, et 3 un point géométrique de S. On veut montrer
que

dim(G¥) = dim(GY) + dim(GY),

et on peut donc supposer directement que S = 3 est le spectre d’'un corps
algébriquement clos.

2) Notre hypothése garantit déja que dim(G*) = 0 pour tout O-module X
qui est fini. En effet, un tel module est quotient d’une somme directe finie de
copies de O/n0, et GX est alors un sous-schéma fermé d’un produit (fini) de
GIn], et est donc également quasi-fini.

Il en résulte alors que si f : X — X' est une application O-linéaire & noyau et
conoyau fini, alors dim(GX) = dim(GX"). En effet, on se raméne immédiatement
aux deux cas suivants :

— f est surjective, de noyau K fini. La suite exacte 0 & GX — GX — GX

donne alors le résultat, compte tenu de [DG, II §5.5.1].
— f est injective de conoyau X'/X fini. Si ¢ = #X'/X, on a donc ¢X' C
f(X) et f(X)/qX est fini. Les suites exactes :

05 GX/X 56X 56X et 0o XX 5 gfX) 5 gaX’

montrent alors que dim(GX') < dim(G¥) = dim(G/¥)) < dim(G*X"),
et dim(GX') = dim(G%X") d’aprés le premier cas. Donc effectivement,
dim(GX) = dim(GX").
3) Soit O' un ordre maximal de B, contenant O. Tensorisant la suite exacte
(11.1) par O', on obtient une suite exacte de O'-modules :

Toro(O',P) - 0'®o N - 0'®c M — 0' @0 P — 0. (11.2)

D’autre part, la suite exacte de O-modules & droite 0 - O — O' - O'/O — 0
donne la suite exacte :

0 — Torp(0', X) = Toro(0'/0,X) - X - 0'®0 X - 0'/O®0 X = 0,

ot X est un O-module de type fini. En particulier, Torp(O', X) étant un O-
module de type fini annulé par le cardinal de O'/0, est un ensemble fini.
Soit alors H/g = G/OS. C’est un S-schéma en O'-module, séparé et de pré-

sentation finie, et H[n] ~ G©'/"9" est quasi-fini pour tout n > 1. Enfin, pour
tout S-schéma T et tout O'-module X' :

HX(T) = Homo (X',Homo(0',G(T))
= Homo(j0)X",G(T))
= GoX'(T).

Si K est I'image de O' o N — O’ ®o M, on a donc une suite exacte de
O’-modules :

0-K—=>0'"® M—0 ®P—0,
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et

dim(HO'®M) = dim(GM)
dim(H¥) = dim(G"V)
dim(H?'®°P) = dim(GP).

4) On est donc ramené au cas ou O est mazimal, et en particulier héréditaire.
On peut alors décomposer P en P = Pyors ® P, ot P’ est O-projectif. Si M’ est
I'image réciproque de P' dans M, on a donc une suite exacte scindée :

0O-N—->M —>P >0

De sorte qu’évidemment, dim(G™') = dim(G") + dim(GF"). P/P' et M/M'
étant finis, on a également : dim(GM) = dim(GM') et dim(GF) = dim(GF"),
d’ot le résultat. |
On dit d’un schéma en groupe G,s qu'il est semi-abélien s’il est lisse et si,
pour tout point s de S, la composante connexe G9 de G est une variété semi-
abélienne [3, 7.3].

Corollaire 11.2.2 5iG/g est semi-abélien, alors G ;s a dimension additive sur
les fibres.

Preuve: Cf. 3, 7.3]. O

Remarque: Inversement, si G5 a dimension additive sur les fibres, alors pour
tout point géométrique s de S en caractéristique finie, G5 est semi-abélien.

Corollaire 11.2.3 Si G5 est semi-abélien a fibres géométriquement connezes,
et O est héréditaire, alors G5 est O-injectif.

Preuve: D’aprés le critére de Baer, il faut voir que pour tout idéal I de O,
f: G — GT est fidélement plat. G étant plat, cela peut se tester par fibre, et on
peut donc supposer que S est le spectre d’un corps. Comme on sait déja que G!
est lisse, puisque I est projectif, il suffit de voir que f : G — G' est surjectif.
Les dimensions étant additives, on sait que dim(G) = dim(G9/?) 4+ dim(G'), et
il résulte alors de [DG, II §5.5.1] que dimf(G) = dim(G'). G étant connexe, il
suffit donc de voir que G’ ’est également : cela résulte de ce que I est facteur
direct d’un O-module libre, donc G' est quotient d’un G™. O

11.2.2 Lissité

On suppose maintenant que G/ est semi-abélien.
D’aprés (10.3.2), pour que G% soit plat pour tout O-module M, il suffit que

Gl\g soit lisse pour tout N O-module sans torsion. Si O est héréditaire, c’est
ef(ectivement le cas. On veut généraliser ce résultat.

Pour cela, on définit un entier d(O) qui mesure le défaut d’hérédité : c’est
le produit des nombres premiers p tels que le localisé de O en p ne soit pas
héréditaire. Un ordre maximal étant héréditaire, et O étant maximal & presque
toutes les places, le nombre d(O) est bien défini. Comme un ordre global est
héréditaire si et seulement si tous ses localisés le sont, on a : d(O) = 1 si et
seulement si O est héréditaire.
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Proposition 11.2.4 Si toutes les caractéristiques résiduelles de S sont pre-
miéres a d(O), alors :

1. Pour tout O-module N sans torsion, G;VS est lisse.

2. Pour tout O-module M, G% est plat.

Preuve: Par la proposition 10.3.2, il suffit de voir que pour tout O-module N
sans torsion, G% est lisse par fibre. Derechef, on peut donc supposer : S est le
spectre d’un corps k, de caractéristique zéro ou premiére & d(O).

Soit O’ l'ordre de B défini par les conditions locales suivantes : pour tout
premier g, O, = O si ¢ 1 d(0), et O, est un ordre maximal de B, contenant O,
si ¢ | d(0). On a donc : O est un ordre héréditaire puisque tous ses localisés le
sont, et #0'/0 = n divise une puissance de d(O).

Si M est un O-module de type fini, i : M — O' ® M a un noyau et
un conoyau finis, annulés par n. De méme O’ 5% O induit un morphisme j :
0'®o M — M, dont noyau et conoyau sont finis et annulés par n. On a donc :

i ®p 1p : Mezk = (0'®oM)ezk
j@rlr: (O'®@oM)®zk — M®zk

Supposons alors que I’un ou I’autre des k-schémas GM et GO ®0M goit lisse,
appelons le GM1 et 'autre GM2, et soit f : GM — GM2 le morphisme induit
par i ou j. Le morphisme induit sur les algébres de Lie est :

Homg (M, Lie(G)(k)) — Homp (M2, Lie(G)(k))
ou encore :
Homogr (M1 ® k, Lie(G)(k)) = Homogk (M2 ® k, Lie(G)(k))

C’est donc un isomorphisme. Il résulte alors de [DG, IT §5.5.3] que f est lisse, et
G%Q est lisse (notons que par [DG, II §5.5.5] et [EGA, IV 17.6.2], f est méme
étale).

Appliquant ceci & M = O, on trouve donc d’abord que H = GO’ est lisse
puisque G est lisse; le morphisme G — H est de plus étale, et fini d’aprés [3,
7.3.1]. 1l en résulte aisément que H est également semi-abélienne. Or H est
maintenant un O’-module, et O’ est héréditaire, donc HN' est lisse pour tout
O'-module N’ sans torsion.

Soit alors N un O-module sans torsion, et N' = O' ® N. N' n’est pas
nécessairement sans torsion, mais # N/, . est tué par n, donc HNers = H[n]Niors
est étale : cela résulte en effet de ce que H[n] est étale par [3, 7.3.2], et de la
proposition 10.2.2. Ecrivant N' = N” @ N/, ., de sorte que HY' = HN" xg
HPNiors | on voit que HY' est lisse. Or HY' = GO ®oN_ donc GV est lisse. O

Corollaire 11.2.5 Supposons S irréductible de point générique §, G ;s abélien
et O héréditaire en les caractéristiques de S. Alors :

G/s est O —injectif <= G est O — injectif
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Preuve: D’aprés le critére de Baer, il faut voir que pour tout idéal I de O,
f : G = GT est fidélement plat. G étant plat, cela peut se tester par fibre,
et on peut donc supposer que S est le spectre d’un corps. G! étant lisse par
la, proposition précédente, il suffit de voir que f : G — GT est surjectif. Les
dimensions étant additives, on sait déja que dim(G) = dim(G°/T) +dim(G7), et
il résulte alors de [DG, II §5.5.1] que dimf(G) = dim(G?T), et f(G) est connexe
puisque G D’est : il reste donc & voir que G' est également connexe. Mais Gf g est
propre (10.2), et sa fibre générique est géométriquement connexe, puisque G /e
est O-injectif. Le corollaire résulte donc du théoréme de connexion de Zariski
([EGA, III 4.3.1 ou IV 12.2.4 ou IV 15.5.7]). d

Remarque: La condition “O est héréditaire en les caractéristiques de S” est
également nécessaire (pour la lissité), dans le cas des courbes elliptiques
& multiplication complexe.

11.2.3 Dimension

On suppose maintenant que :

— O est un ordre dans une Q-algébre simple B.

— (s est un schéma en O-module , de présentation finie, séparé, et tel que

G[n];s est quasi-fini pour tout entier n > 1.

Soit F' le centre de B, D°PP = Endp(B), de sorte qu'’il existe un entier r tel que
B = M,(D), et un entier d tel que [D : F] = d?. Soit enfin f = [F : (], de sorte
que dimg(B) = fd?r?.

Si M est un O-module, M ® Q est un B-module, donc isomorphe & une
somme directe de x copies de Iy = D" (muni de sa structure de B-module
simple). On dit que rgo(M) = 7 est le O-rang de M. On a donc :

dimg(M © Q) = rfd’rgo(M).

Si O est un ordre de B contenant O, rgo (0’ ®o M) = rgo(M).
Pour tout point s de S, on note dim;(G) = dim(G;) : c’est “la dimension
relative de G en s”.

Proposition 11.2.6 Pour tout O-module M,
Vs€S: dim, (GM) = dim,(G) x rgo (M)
Preuve: M, est fini. Choisissant un isomorphisme B-linéaire
M/ Miors ® Q = (In)”,
ol rx = rgo(M), on obtient un isomorphisme
M"IM{,. ~ (Ip)™ ~ B".
Comme O7 est un réseau de B®, on peut donc trouver une application O-linéaire

M"™ — 0%,
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dont le noyau et le conoyau sont finis. On a alors :
dim(GM") = r x dim(GM) = dim(G?) = z x dim(G,)

donc dimg(GM) = dim,(G) x rgo(M). a
Corollaire 11.2.7 r divise dim,(G) pour tout point s de S.

Preuve: Il suffit de voir qu’il existe un O-module M pour lequel rgo (M) = 1/r.
On prend M = Oz avec z # 0 € I. O
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