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Introduction

On se place sur C le corps des complexes. On considere une variété algébrique
complete X sur laquelle opére G un groupe algébrique réductif connexe avec une
orbite dense 2 ~ G/H, H étant un sous-groupe algébrique de G ; le groupe H sera
appelé stabilisateur générique.

Lorsque les groupes G et H sont connexes, A. BOREL a montré (voir [3]) que
lespace homogeéne G/H possede au plus deux bouts, i.e. la variété X\ a au plus
deux composantes connexes. Quand X = €, il est bien connu que cela signifie que
H est un sous-groupe parabolique de G. Le cas ou X\Q n’est pas connexe a été
completement étudié par D. AHIEZER dans [2]; en particulier, dans cette situation,
les stabilisateurs génériques contiennent un sous-groupe unipotent maximal de G.

Considérons alors le dernier cas de figure — a savoir X\ connexe —, il apparait
alors naturel de vouloir s’intéresser particulierement au cas des G-variétés-a-deuz-
orbites, i.e. aux variétés telles que X\Q2 est homogene. De telles variétés possedent
alors deux orbites — une orbite ouverte et une orbite fermée —, elles ont déja été
décrites sous certaines hypotheses concernant la dimension de I'orbite fermée.

Dans un premier temps, D. AHIEZER a donné dans [1] la liste des couples (G, H),
H non nécessairement connexe, qui admettent une compactification par un diviseur
homogene. En particulier, il a montré que si I'orbite ouverte est affine, G/H est la
complexification d’'un espace homogene riemannien compact isotrope. Parallelement
a cela, A. HUCKLEBERRY et D. SNOW [19] décrivaient ces mémes variétés dans le
contexte plus général des variétés kiahlériennes. Puis, M. BRION [10] a retrouvé les
résultats obtenus par D. AHIEZER, par des méthodes algébriques, plus précisément
grace a la théorie des plongements des espaces homogenes développée par D. LUNA et
T. VusT (voir [25]). M. BRION a montré plus généralement que les variétés algébriques
complexes et completes, obtenues comme compactification d’une orbite dense par des
diviseurs homogenes, sont des variétés rationnelles projectives sphériques de rang 1
(une variété sphérique est une variété qui possede une orbite ouverte pour un sous-
groupe de Borel de (). Dans [12], M. BRION a donné une démonstration directe du
fait que le groupe d’automorphismes des variétés-a-deux-orbites dont 1’orbite ouverte
est affine, est semi-simple et opere transitivement — résultat obtenu jusque-la au cas
par cas.

Dans un second temps, D. FELDMULLER a décrit compleétement, dans sa thése de
doctorat (voir [15]), par des méthodes similaires & celles de D. Ahiezer, les variétés-
a-deux-orbites dont 'orbite fermée est de codimension 2.

Afin de compléter le tableau des variétés-a-deux-orbites obtenues jusqu’a aujour-
d’hui, on pourra aussi citer I'article [31] de B. WASSERMANN méme si dans ce papier,
il n’est pas fait mention des variétés-a-deux-orbites. En effet, grace a la combinatoire
des variétés magnifiques (donc sphériques [26]) de rang 2 qui y est donnée de fagon
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détaillée, on peut construire directement des plongements complets a deux orbites;
on retrouve ainsi les variétés obtenues par D. FELDMULLER.
Le but de ce présent travail est d’apporter une réponse a la conjecture de D. LUNA

z

« Les variétés-a-deuzx-orbites sont sphériques. »

et de donner la liste complete de ces objets mathématiques — ce a quoi, je suis
parvenue en montrant les résultats suivants:

Théoréme 1. — Soit G un groupe algébrique simple ou de type A; x A et H un
sous-groupe algébrique (non nécessairement connexe) de G, d’algébre de Lie by. Si la
paire (G, ) figure dans le tableau 1 ou le tableau 2 (voir ci-contre), alors l’espace
homogéne G/H admet un plongement complet & deux orbites.

A partir de ce résultat, on peut construire toute une série de variétés-a-deux-orbites
en considérant les produits fibrés G’ xp Z — pour P un sous-groupe algébrique d’un
groupe réductif G’ et Z une P-variété-a-deux-orbites obtenue comme plongement d’un
espace homogene de la forme donnée dans le théoréeme précédent.

Considérons le cas ou P est un sous-groupe parabolique de G’ dont le radical opére
trivialement sur Z de fagon a ce que Z vue comme variété de (L, L) soit de la forme
décrite ci-dessus, L étant un sous-groupe de Levi de P. On dira alors qu’'une G'-variété
complete X est induite s’il existe un morphisme injectif P-équivariant de Z dans X
donnant un morphisme birationnel de G’ xp Z dans X. On obtient ainsi toutes les
variétés-a-deux-orbites :

Théoreme 2. — Les variétés-a-deuz-orbites sont induites par celles obtenues comme
plongement d’espace homogene de la forme donnée dans le théoréme précédent.

De cette classification, on déduit le
Corollaire 1. — Les variétés-a-deuz-orbites sont sphériques.

Dans les tableaux ci-apres, les notations employées sont les suivantes:

— «q,...,q, désignent les racines simples associées a un sous-groupe de Borel B
de G contenant un tore maximal 7' (voir notations de BOURBAKI) ;

—sif, ..., B, sont des racines de G, {f, . .. , On) est le systéme de racines qu’elles
engendrent ;

— si H est un sous-groupe algébrique de GG, le caractere gothique h désigne son
algebre de Lie, en particulier, g, = CY, est 'algebre de Lie radicielle correspondant
a la racine a;

— pour les groupes exceptionnels, on adoptera éventuellement la notation des
racines suivant le diagramme de Dynkin (exemple 1231 dans le cas du type Fy).
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A, >
B, >
B, >
B, >
C, >
C, >
Cc,
F4 >
G2 >
G2 >
G2 >
G2 >
A1 X A1
AQ, BQ
ou Go
B;
Cs
D,
Fy

gl,

502q,

o= P ®t,
aev¥

9o = Dacu 8o B,

pour ¥ = {(+ay, ..., +a, 1,0, 1+ 2a,)

pour ¥ = {+ay, ..., +Qu_1,Qn,e1 + &)

5Py X $Po, o
9z = @ga®t7 pour v = <ia2a"'7ian72€1>

aev
= @D ey 9o DL, pour ¥ = (+ay, ..., +Qp 1, Uy, &1 + En )y
sping
Oz = @ga @t pour ¥ = {aq, 201 + ag, 301 + @z, 307 + 20}

aeV
O = @ga @t pour ¥ = {ay, 201 + ag, 301 + @z, 30y + 202}

acV¥
9z = @ga @t pour ¥ = {+an, 201 + ay, 3a; + ag, a1 + 2an}

aev
5[3

Tableau 1. — Paires de type L.
> sly (plongé diagonalement)
g =tOCYs +Y,)® P o ' = Lie(ker(cy — o))
aedt\{a1,a2}

)
> Oz = 5[2 @ C (‘B C(Y—az + Ya1+2a2+a3) ('D @ae\IJ Yo v = <a1: a3, Q2 + as, 251>
> 5p2n
> g, =0 DCAC(Yoa, + Yioz2) ® D, ey Gos ¥ = (1121,1221,0121, a3)

Tableau 2. — Paires de type II.
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Apres quelques rappels (chapitre premier) sur la théorie des groupes réductifs et
des plongements homogenes, j’aborde dans le chapitre suivant le probleme de classi-
fication des G-variétés-a-deux-orbites — G étant un groupe algébrique réductif — en
commencant par remarquer que de telles variétés peuvent étre supposées projectives
et normales. Je me consacre ensuite a ’étude des stabilisateurs génériques dont je
dégage les propriétés résumées dans

Proposition 1. — (i) Les rangs des stabilisateurs génériques d’une G-variété-a-
deuz-orbites different de celui du groupe G d’au plus une unité.

(ii) Les tores mazimauz des stabilisateurs génériques sont des sous-tores réguliers

de G.

Une fois ces résultats obtenus, je peux montrer, tout comme 1’ont fait mes prédéces-
seurs, que le probleme de classification des variétés-a-deux-orbites peut se restreindre
a I’étude d’une « sous-classe ». Plus précisément, en reprenant la notion d’induction
simple introduite par D. LUNA dans [26] (voir aussi [31]) et en I'adaptant & mon
contexte, je définis les variétés-a-deux-orbites de cette « sous-classe » (appelées ulté-
rieurement cuspidales) comme suit

Définition 1. — On dit qu’une G-variété X s’obtient par induction a partir d’une
paire (P,Y) — dite induction simple — si P est un sous-groupe parabolique de G et
Y une P-variété a deux orbites tels que:

(i) le radical de P opére trivialement surY ;

ii) il existe un morphisme injectif P-équivariant ¢ 1 Y — X qui induit un mor-

Y 4l emist bi njectif P-équivariant o © Y — X qui induit
phisme ¢ : G xp Y — X birationnel.

On dit que la variété X est cuspidale si elle n’est obtenue par aucune induction simple.
et je démontre

Théoréme 3. — (i) La géométrie d’une G-variété-a-deuz-orbites obtenue par induc-
tion & partir de la paire (P,Y) est complétement déterminée par celle de son orbite
fermée et celle de Y.

(ii) L’ensemble des inductions simples d’une variété-a-deuz-orbites (muni d’un
ordre naturel) posséde un unique élément minimal.

(iii) S’il existe une G-variété-a-deuz-orbites cuspidale, alors G est simple ou de
type Ay x Aj.

Grace a quoi, je peux réduire mon probleme au cas des G-variétés—a-deux-orbites
cuspidales pour G un groupe simple ou de type A; x A;. Je scinde, ensuite, mon
étude en deux grandes parties (correspondant aux deux derniers chapitres), selon que
la variété X considérée est de type I (resp. de type IT), i.e. si les rangs des stabilisateurs
génériques sont égaux a (resp. différents de) celui du groupe G.

La démarche qui conduit a la description des variétés-a-deux-orbites cuspidales est
sensiblement la méme pour chacun de ces types, elle consiste principalement a mon-
trer, par des méthodes combinatoires, que si X est une G-variété-a-deux-orbites, alors
pour certains sous-groupes réductifs L de GG, de rang semi-simple égal a 2, ’adhérence
de la L-orbite d’'un élément générique doit étre une L-variété-a-deux-orbites. De ce
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fait, ressort la nécessité de commencer par décrire les G-variétés-a-deux-orbites pour
un groupe G de rang 2. Ce probleme résolu, je peux alors déterminer par un « jeu de
racines », quel doit étre le systeme de racines de la composante neutre du stabilisa-
teur générique. Au lire des résultats obtenus, il apparait que seules deux familles de
sous-groupes sont susceptibles de générer de nouvelles variétés-a-deux-orbites. Pour
déterminer si ces sous-groupes sont les stabilisateurs génériques de variétés-a-deux-
orbites, j'utilise, apres avoir noté que ces sous-groupes sont sphériques, la combinatoire
des variétés sphériques développée par M. BRION, D. LUNA, F. PAUER, F. KNOP et
T. VUST (rappelée au chapitre premier).






Chapitre 1

Notations et rappels

1.1 Théorie des groupes semi-simples

La plupart des notations usitées dans ce paragraphe seront celles de BOURBAKI
(voir [5]). Le corps de base considéré sera celui des complexes, il sera noté C. On
considére GG un groupe algébrique semi-simple connexe, B un sous-groupe de Borel et
T le tore maximal de G contenu dans B. A ce groupe de Borel correspond une base
A du systéme de racines ® de G'; les racines simples seront désignées par aq,...,a,
(n étant le rang de G). Toute racine dans ® s’écrit donc sous la forme Y | n;a; ol
les entiers n; sont tous de méme signe ; on définit son support — noté supp — comme
étant le sous-ensemble de A égal & {o; : n; # 0}. On dira que la racine [ est de
support mazimal si son support est égal a A.

Pour v une racine, le sous-groupe unipotent de G isomorphe a C via I'isomorphisme
admissible ¢, sera désigné par U,. Si g, est I'algébre de Lie de U, alors g, est un C-
espace vectoriel de dimension 1, on note Y, un de ses vecteurs non nuls qui sera qualifié
de vecteur radiciel. Plus généralement, si H est un groupe algébrique (en particulier
si c’est un sous-groupe algébrique de (), on notera h son algebre de Lie.

A un sous-ensemble I de A, on peut associer un sous-groupe parabolique P; conte-
nant B tel que, Pf = P"L; soit une décomposition de Levi de Py, P* étant le radical
unipotent de P et L; le sous-groupe (réductif) de Levi contenant le tore T et de
systeme de racines de base I. Plus précisément,

L, =Cq(2) pour Z = (ﬂ ker a)

le sous-groupe C;(Z) est le centralisateur de Z dans G. Pour tout sous-groupe H de
G, on a aussi une décomposition de Levi de H° — la composante connexe contenant
I’élément neutre — H° = KH" ou K est un sous-groupe de Levi de H® et H" son
radical unipotent (voir [21]).

Deux sous-groupes H et H’ seront dits opposés §’il existe un sous-groupe de Levi
L & la fois de H et de H' tel que H n H' = L.

On associe aux racines simples, les réflexions s; dites simples pour 2 = 1,...,n
et, plus généralement, on note par s, la réflexion associée a une racine a € ®. Les
réflexions simples engendrent le groupe de Weyl W de G, W étant aussi le quotient
N¢(T)/T, pour Ng(T) le normalisateur du tore 7" dans G.
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On considére pour finir les modules de G ; pour cela, on note X' (H) le groupe des
caracteéres d’un sous-groupe H de G, simplement par X celui du tore T et par X"
I’ensemble des poids dominants de G. Ce dernier ensemble est égal & 'intersection du
réseau des poids avec le cone engendré par les poids fondamentaux w; définis par

@

(a, aj)

wi(aj') = 6;; pour o« =2

d;; est le symbole de Kronecker et (., .) la forme de Killing de G. On munit X’ de
l'ordre (partiel) suivant

> ' siet seulement si p — p’ s’écrit comme une somme de racines positives.

Si V' est un G-module de dimension finie, tout vecteur v de V' s’écrit comme somme
finie de vecteurs v, de poids p;; le support de v sera I'ensemble suppv = {y; : v, #
0}. Le sous-espace propre de V associé au poids p sera noté par V,,, le module dual
de V par V*. Les G-modules irréductibles seront désignés par V' (\) pour A un poids
dominant ; le dual de V() est donc le module V(—wgy())), wy étant 1’élément le plus
long (pour l'ordre de Bruhat) du groupe de Weyl.

1.2 Plongements des espaces homogenes

L’objet de ce paragraphe consiste a rappeler les grandes lignes de la théorie des
plongements des espaces homogenes développée par D. LUNA et T. VUST et plus
particulierement, celle des variétés sphériques; on ne fera mention que des résultats
principaux utiles a notre étude. Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter
principalement aux articles de M. BrRION, F. KNopP, D. LuNA, F. PAUER, T. VusT
6, 8,9, 14, 24, 25] desquels sont tirés tous les énoncés cités.

1.2.1 Cas général

Soit X une G-variété, i.e. une variété algébrique sur laquelle opére algébriquement,
le groupe GG, on note la G-orbite d’un élément z par G - x, son adhérence dans X par
Adh(G - z) et le stabilisateur de x dans G par G,. Si l'orbite G - = est projective, on
rappelle que le sous-groupe G, est parabolique.

Théoréme 4 (Structure locale). — On considére un élément z d’une G-variété
algébrique normale X tel que la G-orbite de z soit projective. Soit P un sous-groupe
parabolique opposé a G, et L le sous-groupe de Levi tel que P n G, = L. Alors, il
existe des sous-variétés (localement fermées) affines Z de X possédant les propriétés
suivantes :

(1) la variété Z contient z et est stable par L;
(ii) P*-Z est ouvert dans Z ;

(iii) lopération de P" sur X induit un isomorphisme de variétés algébriques de
P x Z sur P*- Z.
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On notera C[X] (resp. C(X)) l'anneau des fonctions régulieres sur X (resp. le
corps des fonctions rationnelles sur X ). L’action du groupe G sur la variété X induit
de facon naturelle une structure de G-modules sur ces anneaux

g-f(z) = f(g~'2), feC(X), geGetxeX.

On considére alors I’ensemble des B-semi-invariants C(X)®) de C(X), i.e. les vecteurs
propres de B dans C(X), et on note X' (X) I'ensemble des poids de B des fonctions
de C(X)®; c’est un groupe abélien libre de rang fini.

Définition 2. — Le rang de X est celui du groupe X (X).

On rappelle qu’une valuation v de X est une application de C(X)* dans Q qui
vérifie pour toutes les fonctions fi, fo de C(X)*:

(1) v(fi + f2) Z min{v(f1),v(f2)};

(i) v(fife) = v(f1)v(fe);

(iii) v(C*) = 0.

La valuation sera dite G-invariante si v(g - f) = v(f) pour tout f € C(X)* et tout
g € G. On désigne par V(X) 'ensemble des valuations G-invariantes de X.

Un plongement de l’espace homogéne G/H, pour H un sous-groupe de G, est la
donnée d’une G-variété normale X et d’un point z de X tels que H soit le groupe
d’isotropie de = et 'orbite G - x soit dense dans X. Le groupe H et ses conjugués
dans G sont appelés stabilisateurs génériques de X. Vu le contexte dans lequel on sera
amené a travailler — celui des variétés-a-deux-orbites —, on ne s’intéressera qu’aux
plongements dits simples, i.e. ceux qui ne contiennent qu’une seule orbite fermée,
et ce, bien que tous les rappels ci-aprés puissent étre faits sans supposer une telle
propriété.

Théoréme 5. — Les plongements simples de ’espace homogéne G/H sont déterminés
par leurs diviseurs premiers G-stables (i.e. leurs valuations G-invariantes) et par les
diviseurs premiers B-stables de l’orbite ouverte, dont [’adhérence contient la G-orbite
fermée.

1.2.2 Cas sphérique

Définition 3. — Une G-variété est sphérique si elle est normale et contient une
orbite ouverte par un sous-groupe de Borel de G. Un sous-groupe H est sphérique si
Uespace homogéne G/H est sphérique.

Comme exemples classiques de variétés sphériques, on pourra citer les variétés
de drapeaux G/P pour P un sous-groupe parabolique de G ou encore les variétés
toriques, i.e. les variétés sur lesquelles un tore algébrique opere avec une orbite dense.

Proposition 2. — Soit H un sous-groupe algébrique connere de G, H = H"K
une décomposition de Levi. Soit P un sous-groupe parabolique de G et P = P"L sa
décomposition de Levi tels que H* < P" et K — L. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) le sous-groupe H est sphérique dans G ;
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(ii) un sous groupe de Borel de L a une orbite ouverte dans P/H ;

(iii) le sous-groupe K a une orbite ouverte dans P"/H" et le stabilisateur générique
dans K de P"/H" est sphérique dans L ;

(iv) Le sous-groupe K est sphérique dans L et si By est un sous-groupe de Borel
de L opposé a K alors By, n K a une orbite ouverte dans P*/H".

Corollaire 2. — Soit H un sous-groupe sphérique de G et P un sous-groupe para-
bolique de G wvérifiant les conditions de la proposition ci-dessus. Alors le rang du
G-espace homogéne G/H est égal & celui du L-espace homogéne P/H.

On suppose dorénavant que l’espace homogene G/H est sphérique, B sera un
sous-groupe de Borel de G tel que BH/H est ouvert dans G/H.

Combinatoire des variétés sphériques.

Dans ces conditions, une fonction dans C(G/H)®) est déterminée par son poids &
une constante multiplicative pres; on obtient ainsi une suite exacte

1— C*— C(G/H)P) — X(G/H) — 0.

De plus, toute valuation v de G/H induit un homomorphisme de C(G/H)®) dans Q,
nul sur C*, donc se factorise sur X(G/H). On pose: V(G/H) = Hom(X (G/H), Q).

Proposition 3. — L’application p de V(G/H) dans V(G/H) est injective.

On considére un plongement X de ’espace homogene G/H. On note D ’ensemble
des diviseurs irréductibles B-stables de G/H, appelé aussi ensemble des couleurs de
G/H. L’ouvert BH/H de G/H étant affine, D est fini et n’est en fait que ’ensemble
des composantes irréductibles de son complémentaire dans G/H. Le sous-ensemble de
D, constitué des diviseurs dont I’adhérence dans X contient 'orbite fermée, sera noté
par Dx. L’ensemble des diviseurs premiers G-stables de X sera identifié a I’ensemble
des valuations correspondantes (donc G-invariantes) et noté Vx.

Définition 4. — Un cone colorié est un couple (C,F) ou C < V(G/H) et F < D
tels que:

(CC1) C est un cone conveze engendré par p(F) et par un nombre fini d’éléments
deV;
(CC2) UVintérieur relatif de C rencontre V(G/H).

Un céne colorié est dit saillant si C ne contient pas de droite et p(F) ne contient pas
lorigine.

On note par Cx le cone convexe engendré par Vx et p(Dx).

Théoreme 6. — L’application qui a un plongement X de l’espace homogéne sphérique
G/H associe le couple (Cx,Dx) définit une bijection entre les classes d’isomorphisme
de plongements simples et les cones coloriés saillants. De plus, X est projectif si et
seulement si V(G/H) est contenu dans le cone engendré par Cx et Dx.
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Remarque. — Ce théoreme est un raffinement du théoreme 5 dans le cas sphérique.

Définition 5. — Une face du cdne colorié (C,F) est un couple (C',F'), C' étant une
face du cone C, tel que Uintérieur relatif de C' rencontre V(G/H) et F' = F n p~1(C).

Théoréme 7. — Il existe une bijection entre l’ensemble des orbites de G d’un plon-
gement simple et ’ensemble des faces du cone colorié qui lui est associé.

Si H' est un sous-groupe de G contenant H et ¢ un G-morphisme de G/H dans
G/H' alors ¢ induit un homomorphisme injectif ¢* : X(G/H') — X(G/H) et donc
une application surjective ¢, : V(G/H) — V(G/H').

Proposition 4. — L’application ¢, envoie V(G/H) sur V(G/H'); de plus, si D,
dénote ’ensemble des couleurs de G/H qui ont pour image par ¢ l’espace homogéne
G/H', alors ¢(D) est une couleur de G/H' pour tout D € D\D,,.

Description de ’ensemble des valuations V(G/H).

On a une action de B x H sur C(G) définie par I’action & gauche de B et ’action
a droite de H sur C(G). Soit P = C(G)B*H) P’ensemble des fonctions rationnelles sur
C qui valent 1 en I’élément neutre de G et qui sont a la fois vecteurs propres de B
et de H. L’ensemble BH étant supposé dense dans H, de telles fonctions ne peuvent
s’annuler sur BH. On pose

P+ =Pn C[G]

Lemme 1. — (i) Si V est un G-module rationnel irréductible et si x € V\{0} est
un vecteur propre pour H, alors il existe n € V* tel que la fonction f € C|G] définie
pour g € G par f(g) = (n,gz), appartienne a P..

(ii) Inversement, si f € Py, il existe un G-module rationnel irréductible V, x un
vecteur propre de H dans V', n un vecteur propre de B dans V'* tels que f(g) = (n, gx),
pour g € G. De plus, le triplet V, x, n est unique a isomorphisme preés.

Soient f € P, et w (resp. x) son poids par rapport a B (resp. H), le couple (w, x)
détermine f; on peut donc poser: f = [w, x].

Proposition 5. — (i) L’ensemble des valuations V(G/H) est un céne convere qui
engendre [’espace vectoriel V(G/H).

(ii) Le cone dual X de V(G/H) est l’enveloppe convere des m — w — ' tels qu’il
existe f = [w,x], f' = [, X] et ¢ = [m,x + X] dans P, avec ¢ dans l’espace
vectoriel engendré par les produits (sf)(s'f'), pour s, s’ € G.

Corollaire 3. — Le cone X est inclus dans le cone convexe engendré par les racines

négatives de G. Par conséquent, le cone V(G/H) contient l’image de la chambre de
Weyl négative de G dans V(G/H).

Propriétés des sous-groupes sphériques.

Proposition 6. — (i) Le normalisateur d’un sous-groupe sphérique est égal a celus
de sa composante conneze.
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(ii) Le come V(G/Ng(H)) est le quotient de V(G/H) par sa partie linéaire.

Proposition 7. — Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Le cone V(G/H) est saillant.
(ii) Le quotient Ng(H)/H est fini.



Chapitre 2

Propriétés des
variétés-a-deux-orbites

Considérons X une variété algébrique complete sur laquelle opére un groupe semi-
simple G. On rappelle (voir Uintroduction) la

Définition 6. — La variété X est une G-variété-a-deux-orbites si elle posséde exac-
tement deuz G-orbites & savoir une orbite ouverte (dense) et une orbite fermée.

La variété X sera désormais supposée a deux orbites; notons ()'E ,T) sa normalisa-
tion. Le morphisme 7 est birationnel, fini et G-équivariant. On considere alors I'image
réciproque par 7 de ’orbite fermée G-y de X . Cette image réciproque n’est constituée
que d’une seule orbite qui est, de plus, a fortiori, fermée. En effet, soit ' un point de
71 (G-y), Vorbite par G de y' est alors contenue dans 7~'(G -y). En outre, si Q (resp.
@Q)') désigne le stabilisateur de y (resp. de ¢'), la fibre Q)/Q’ étant finie, il résulte de
la connexité du sous-groupe parabolique @ que @ = @'. L’orbite G - 3 est donc une
orbite fermée et 77!(G - y) est une union finie d’orbites fermées isomorphes a G - y.
Supposons que I'image réciproque m~!(G - i) n’est pas connexe, i.e. qu’elle est consti-
tuée de plusieurs orbites. Soit B* le radical unipotent de B, I’ensemble des points fixes
de B" dans une variété connexe et compléte est connexe (voir [18]); comme chaque
composante connexe de 77! (G - y) admet un point fixe par BY, il existe aussi un point
fixe 2’ de B* dans la G-orbite ouverte de X. Soit 2 1’élément m(z') de X, x appartient
alors & 'orbite ouverte de X et est fixé par B*. De plus, la variété Adh(B - z) est
égale & Adh(T - x), on la note Z. La dimension de Z est supérieure ou égale a 1 car
B ¢ G, — autrement, 'orbite G - = serait fermée —, donc Z admet au moins deux
points fixes de T' et donc de B, ce qui n’est pas possible parce que X n’a qu’une seule
orbite fermée. Ceci nous permet de conclure que

Lemme 2. — La normalisée X est une variété-a-deuz-orbites. De plus, la normali-
sation est bijective.

On supposera donc X normale et complete. Soit y un élément de X, d’apres un
résultat de SUMIHIRO (wvoir [30]), il existe U un voisinage (ouvert) de y dans X stable
par G et quasiprojectif. Si I’élément y est choisi dans I'orbite fermée, ’orbite ouverte
de X rencontrant U, la variété X est forcément égale a 'ouvert U. Ainsi, X étant
quasiprojective et complete, X est projective.
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Les variétés-a-deux-orbites seront dorénavant supposées normales et projectives.

L’objet de ce qui va suivre dans ce chapitre consistera, dans un premier temps, a
dégager les propriétés des stabilisateurs génériques, i.e. les stabilisateurs des points de
I’orbite dense, afin d’obtenir, dans un second temps, une réduction notable de notre
étude des variétés-a-deux-orbites a une « sous-classe » de ces objets.

Il convient de signaler que ce chapitre repose sur des idées de P. LITTELMANN et
D. LUNA.

2.1 Propriétés des stabilisateurs génériques

Avant tout, considérons le groupe simple S L, — qui est de dimension 3. Les orbites
de ce groupe sont de dimension 0, 1, 2 ou 3; les orbites de dimension 1 sont completes,
celles de dimension 3 sont affines car les stabilisateurs de leurs points sont finis donc
réductifs; de plus, le complémentaire de ces orbites dans une variété complete est
de codimension 1. Ainsi, les variétés-a-deux-orbites de SL, sont nécessairement de
dimension 2, par conséquent, elles possedent au moins trois points fixes par le tore
maximal 7" ; le nombre de points T-fixes dans une S Ly-orbite projective est égal a 2, il
en résulte que l'orbite ouverte contient un point fixe de 7. Le tore T est donc d’indice

fini dans le stabilisateur générique, ce dernier est donc égal a T ou au normalisateur
de T.

Lemme 3. — Les variétés-a-deuz-orbites de SLy sont les variétés P x P! et P? pour
les actions naturelles.

Les variétés-a-deux-orbites de SL, obtenues, on peut supposer définitivement le
groupe G de rang supérieur ou égal a 2.

Proposition 8. — Dans le cas d’une G-variété-a-deuz-orbites X, le groupe algébrique
G et le stabilisateur générique ont des rangs qui différent d’au plus une unité.

Démonstration. — Si G -y dénote 'orbite fermée de X telle que G, = P pour P
un sous-groupe parabolique de GG contenant le sous-groupe de Borel B, d’apres le
théoreme 4 de structure locale rappelé au chapitre premier, on sait qu’il existe une
variété Z affine de dimension au moins 1 et L-stable telle que Z n G-y = {y}, L étant
le sous-groupe de Levi de P contenant le tore 7. On se place dans le cas ou Z\{y}
ne contient aucun point fixe du tore 7', en effet, dans le cas contraire, il apparait
clairement que le rang de G est égal a celui du stabilisateur générique.

Soit m : Z — Z//T le quotient géométrique de Z par T'; m est T-invariant et
T -z c ntn(z) pour z € Z. Les fibres de m sont donc de dimension au moins 1, sur
une partie dense de Z//T, donc sur Z//T tout entier ; en particulier, dim (7~ 'm(y)) > 1.
On notera exceptionnellement ici par Adh ’adhérence dans la variété Z et non pas
dans X. Comme 7 !'7(y) = {z € Z : y € Adh(T - 2)}, il existe z € Z\{y} tel que
y € Adh(T - z). Les T-orbites étant affines, si dim(7" - z) > 1, on obtient de méme
un élément 2’ € Adh(T - 2)\T - z tel que dim(7T" - 2') > 1 et y € Adh(T - 2’). En
répétant cet argument suffisamment de fois, on finit par obtenir un élément u € Z\{y}
tel que dim(7 - u) = 1 et y € Adh(T - u). On obtient alors le résultat escompté:
rang G < 1 +rang G,,. ]
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Définition 7. — Une variété-a-deuz-orbites sera dite variété de type I (resp. de type
IT) si le rang du stabilisateur générique est égal a (resp. différent de) celui du groupe
G. De méme, le stabilisateur générique sera dit de type I ou II suivant les cas.

Lemme 4. — Soit G un groupe algébrique complexe réductif connexe et H un sous-
groupe algébrique de G. Désignons par L le centralisateur dans G d’un tore algébrique
S et par (G/H)> ’ensemble des points fizes de S dans G/H. Alors, les composantes
connezxes de (G/H)® sont données par ses L-orbites.

Démonstration. — Soit = un élément de (G/H)® de stabilisateur H. On considere
I'espace tangent T ((G/H)®) au point z. Le lemme résulte des isomorphismes suivants

T,((G/H)®) = (g/h)° = g°/0° = £/8,
pour g, h resp. £ les algebres de Lie des groupes G, H resp. L. ]

Lemme 5. — On considére une G-variété projective normale Z. Soient x et z deux
éléments de Z tels que

dim(7 -z) =dim(T - 2) =1 et T;=T;.

Si les points fizes de T dans Adh(T - z) U Adh(T - z) sont contenus dans une méme
orbite fermée de G, alors ils sont au nombre de 2 ou 4.

Démonstration. — La variété Z étant projective, il existe un plongement G-équivariant
X — P(V) pour V un G-module. En identifiant Z & son image dans P(V'), on peut
écrire x comme la classe d’un vecteur v de V' dont le support {\;,..., A} n’est pas
réduit a un seul élément car I'orbite 7" - x est supposée de dimension 1. On a alors:

T = (ﬂ ker (\; — Aj)> — ker(A — \)°.

i#j

Par conséquent, les poids du support de v appartiennent a une méme droite affine D,

dans le réseau des poids X. On considere de méme la droite affine D, associée a z.
Comme T? = T? (par hypothese), on a:

D,nD,=¢g ou D,=D,.

Dans le premier cas, Adh(7 - z) u Adh(T - z) contient exactement quatre points fixes
de T. Dans le second cas, on va montrer que Adh(7" - z) U Adh(T - z) ne contient que
deux points fixes de T'. Ces points fixes de 1" étant supposés appartenir a une méme
orbite fermée (donc projective) de G, ils appartiennent, plus précisément, a une méme
orbite du groupe de Weyl W de G. De plus, si [v,] € Adh(T - z), le poids p est un
élément du support de v. Or,

|Dey "W - p| =2 et Wy =W,
on ne peut donc avoir, dans ce cas, que deux points fixes de T'. O

Proposition 9. — Soit = un élément de l’orbite ouverte d’une G-variété-a-deur-
orbites X. Si T, est un tore mazimal de G, alors T, est un tore régulier de G, i.e. de
centralisateur égal au tore T'.
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Démonstration. — Si le tore T}, est égal a T', I’assertion de la proposition est évidente ;
on se place donc dans le cas ou le rang de G et celui de G, different. On procedera a une
démonstration par I’absurde. Soit L le centralisateur dans G de T, on suppose alors
que L # T'; puisque le tore T est de codimension 1 (cf. théoreme 8), le sous-groupe
de Levi L est de rang semi-simple 1.

On considere la variété X, = Adh(L - z) qui est une composante connexe de
XT= I'ensemble des points fixes de T dans X. Plus précisément, d’apres le lemme 4,
X \L - = est contenue entierement dans la G-orbite fermée de X et c’est une réunion
non vide (sinon L - z serait fermée et 7' L) d’un nombre fini de L-orbites fermées.
De plus, L -z = (L, L) - z, lorbite L - z est donc une SLy-orbite et par conséquent,

dim(X,\L-z) =1 et dim X = 2.
Soit B;, = B n L un sous-groupe de Borel de L et Uy, son radical unipotent. Si la
variété X possede plus de deux L-orbites alors le sous-groupe Uy, fixe des points de

L -z (par les mémes arguments que ceux utilisés dans le préambule) et il existe un
élément z € (L - z)Vc. On a de plus:

Adh(Bg - z) = Adh(T - 2) et T, =T, car z € XT=.
Soient y; et y, les points fixes de 7" dans Adh(7T - z), on a alors:
X, =L-Adh(Br-2)=L-zUL-y; UL-ys.

La variété X étant une variété projective de dimension 2, elle posseéde au moins trois
points fixes du tore 7'; par conséquent, y; et y, ne peuvent étre simultanément des
points fixes de L. Supposons, par exemple, L - y; # y; et considérons y 1’élément de
L -y, tel que Adh(7T -y) = L -y;. On obtient ainsi:

1, =T, dim(7T - z) =dim(T -y) =1 et y1 € Adh(T - z) n Adh(T - y).

On peut donc appliquer le lemme 5; il en résulte que y, € L - y;, i.e. que X est

nécessairement une L-variété-a-deux-orbites — ce qui est tout aussi absurde —, car
dans ce dernier cas, Xy n’aurait que deux points 7T-fixes. On en déduit que L = T,
autrement dit, que 7, est un sous-tore régulier de G. ]

Corollaire 4. — Soit x et y deuzr éléments de [l'orbite ouverte d’une G-variélé-a-

deuz-orbites tels que Ty (resp. T;) soit un tore mazimal de G, (resp. Gy). Alors,
y € Ng(T)-z. En particulier, six ety sont dans une méme B-orbite, ils sont conjugués
par le tore T'.

Démonstration. — Soit g € G tel que y = g -z, on a alors: gTog~" < G,,. Le tore T2
(resp. T,;) étant supposé maximal pour G, (resp. Gy), il en est de méme de gTeg™t
pour G, par conséquent, il existe un élément h de G, tel que hgTog~'h™t = T,.
D’apres la proposition 9, ces tores sont réguliers, on a donc:

hgTg~'h™" = hgCq(Ty)g 'h™" = Ca(hgTyg~'h™") = Ca(Ty) =T.
D’ou: hge Ng(T) et y € Ng(T) - .

Siye B-z\T -z alorsy =b-x pourbe B, b=tu (t € T, u € B") et nécessairement
u-r # x. D’ou, en particulier : supp y 2 supp z. Or, d’apres ce qui vient d’étre montré,
on a aussi: y € Ng(T) - = et donc les supports de z et y ont méme cardinal, ce qui
contredit l'inclusion stricte précédente; par conséquent, si y € B -z alors y € T - x.

O
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2.2 Inductions simples

Afin de motiver ce qui va suivre, considérons les variétés-a-deux-orbites suivantes.
Soit G un groupe réductif, V(A) un G-module irréductible, A poids dominant générique
(i.e. dans 'intérieur de la chambre de Weyl positive) et v, un vecteur de poids p =
A — a pour « une racine simple de G telle que (A, o) > 1. La variété

Z = Adh(P - [v,]) € P(V)

est alors & deux orbites pour P le sous-groupe parabolique associé a {a}. On a en
fait :
Z = Adh(P - [v,]) = Adh(SLsy(c) - [v,])

S Ly () étant le sous-groupe de Levi de P contenant le tore 7. Le produit fibré G xp Z
est alors une G-variété-a-deux-orbites — les G-orbites de G xp Z sont données par
les P-orbites de Z. Il en est de méme de la variété

X = Adh(G - [v,]) = G-Adh(P - [v,]) = G- Z.

De plus le plongement de Z dans Adh (G . [vy]) induit un morphisme birationnel de
G xp Z dans X. On construit ainsi toute une série de G-variété-a-deux-orbites.

De cet exemple ressort la nécessité de réduire le probleme de classification des
variétés-a-deux-orbites a une « certaine classe ». Pour cela, en reprenant la notion
d’induction simple introduite par D. LUNA dans [27] (voir aussi [31]) et en 'adaptant
a notre contexte, on pose:

Définition 8. — On dit que X s’obtient par induction & partir d’une paire (P,Y),
dite induction simple, si P est un sous-groupe parabolique de G et Y une P-variété a
deuz orbites tels que:

(i) le radical de P opére trivialement surY ;
(ii) 4l existe un morphisme injectif P-équivariant ¢ : Y — X qui induit un mor-
phisme Y : G xp Y — X birationnel.

On dit que la variété X est cuspidale si elle n’est obtenue par aucune induction simple.

Remarques. — a) Le morphisme birationnel ¢ est G-équivariant pour I’action de
G dans G xp Y donnée par:

g- (h,y) = (gh,y), ongeGet (hyy)eGxpY.
b) Le stabilisateur G ;) est un sous-groupe de P.

¢) On peut mettre un ordre (noté <) sur ’ensemble des inductions simples de X
défini de la fagon suivante pour deux paires d’induction simple

(P1,Y)) < (P, Ys) si Py € P et p1(Y1) € @a(Y2).

L’objet de ce qui suit consistera donc & montrer qu’on peut effectivement se res-
treindre a 1’étude des variétés-a-deux-orbites cuspidales.

Proposition 10. — Si la variété X s’obtient par induction a partir d’une paire (P,Y),
sa géométrie est alors complétement déterminée par celle de son orbite fermée et celle
de Y.
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Démonstration. —

On suppose que le sous-groupe parabolique P contient B. Soit B~ le sous-groupe
de Borel de G tel que B n B~ =T'. D’apres le théoreme 5 de D. LUNA et T. VUST,
la variété X est déterminée par ses diviseurs premiers G-stables et ceux de 'orbite
ouverte qui sont B~ -stables et dont ’adhérence dans X contient I'orbite fermée de
X. Mais si l'orbite fermée de X est un diviseur, le morphisme birationnel de G xp Y
dans X est en fait un isomorphisme ; on peut donc supposer, pour la suite, que nous
ne nous trouvons pas dans cette situation.

Soit L le sous-groupe de Levi de P tel que T' < L, on note B, le sous-groupe de
Borel de L égal & B~ n P. Considérons le morphisme G-équivariant 7 : GxpY — G/P.
Si D est un diviseur B~ -stable de l'orbite ouverte de X (ou de G xp Y') alors son
image par 7 est dense ou contenue dans un diviseur de G/P stable par B~. Pour
résoudre le premier cas, il suffit de noter les faits suivants: le diviseur D contient
un sous-ensemble de la forme B~ - Dy ou Dy est un diviseur stable par B; dans la
P-orbite ouverte de Y et, ’adhérence de D dans X contient la G-orbite fermée de X
si et seulement si I’adhérence de Dy dans Y contient la P-orbite fermée de Y. Dans
le second cas, ’adhérence du diviseur D dans G xp Y est 'image réciproque par
d’un diviseur stable par B~ dans G/P et l'intersection de cette adhérence avec I’orbite
fermée de G xp Y est un diviseur D’. En outre, I'image de ’adhérence de D dans X
contient 'orbite fermée si et seulement si 'image de D’ dans X est 'orbite fermée.

O

Théoréme 8. — L’ensemble des inductions simples de X (muni de l’ordre =) posséde
un unique élément minimal.

En fait, on va construire (explicitement) 1’élément minimal de ’ensemble des in-
ductions simples pour une variété-a-deux-orbites X donnée.

Considérons alors une induction simple (P,Y) de X et deux éléments z,z de
l'orbite dense de X tels que B -z (resp. B - z) est fermée dans G - z. On suppose de
plus que z € (Y). Il convient de noter que x et z peuvent étre choisis de sorte que
Ty (resp. T7) soit un tore maximal de G, (resp. G,). D’apres le corollaire 4, x et z
sont conjugués par un élément n de Ng(T): z =n- 2.

Rappelons ensuite que si H est un sous-groupe algébrique de G alors BgH est
fermé dans G/H si et seulement si B n g~'Hg contient un sous-groupe de Borel de

g 1Hg — g est un élément de G. Il s’ensuit que B, (resp. B,) contient un sous-groupe
de Borel de G (resp. G). On a donc:

P" c R'(G,) c B, et R“(G;)c B,
d’ou
nP'n~' < B, c B et nPn~! < P".
On en déduit que n € Ng(P"), i.e. n € P, et on a ainsi montré:

Lemme 6. — Si (P,Y) est une induction simple de X alors toutes les B-orbites
fermées dans lorbite ouverte de X sont contenues dans une méme P-orbite de X. En
particulier, de telles orbites sont, en fait, dans p(Y).
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Dorénavant, on pose H = (G, et on considere le sous-groupe parabolique P; de G
engendré par H, B et les éléments n de Ng(T) tels que B -n-x est fermée dans G/H.
Par définition, P; est le sous-groupe parabolique minimal de GG contenant H et tel
que toutes les B-orbites fermées dans I'orbite dense de X sont dans une méme orbite
de P;. On a donc pour toutes les inductions simples (P,Y):

Notons que P; - x est la seule P;-orbite de X; contenue dans G - z. Soit Py le
sous-groupe parabolique de G engendré par P; et les éléments w de W tels que w - y
appartient a X, y étant I'unique point fixe de B dans X;. On obtient alors que
la variété Adh(Ppg - x) — aussi égale & Adh(Py - X;) — possede exactement deux
Py-orbites. De plus, pour toutes les inductions simples (P,Y):

PycP et Xy = Adh(Py - z) < ¢(Y).
Notons X g la normalisée de la variété Xg.

Proposition 11. — La paire (Py, )N(H) est une induction simple ; c’est l'unique élé-
ment minimal de ’ensemble des inductions simples de la variété X.

La démonstration de cet énoncé repose sur

Proposition 12. — On considere Y une variété-a-deuz-orbites pour un sous-groupe
parabolique Q) de G contenant le sous-groupe de Borel B. Soit z un élément de l’orbite
ouverte tel que B - z est fermée dans @) - z et tel que le tore T, est un tore mazimal
de @),. L’orbite L - z est compléte si le radical de () n’opére pas trivialement sur 'Y, L
étant le sous-groupe de Levi de ) contenant le tore T'.

Commencons par la

Démonstration de la proposition 11. — D’apres ce qui a déja été fait, il ne reste qu’a
montrer que le radical de Py opere trivialement sur Xy, Xy étant une Py-variété-a-
deux-orbites, d’apres les arguments utilisés dans le préambule de ce chapitre.

On consideére un élément z de l'orbite ouverte de Xy tel que B - z est fermée dans
Py - z et tel que T est un tore maximal de GG,. Si Xy est de type II, 'orbite L - z ne
peut étre complete (fermée), il résulte immédiatement de la proposition ci-dessus que
le radical de Pp opere trivialement sur X T

Supposons donc Xy de type I. Si a est une racine simple de Py dont le sous-groupe
unipotent associé n’est pas contenu dans le stabilisateur générique alors, d’apres les
hypotheses faites sur 1’élément z, s,Bs, n G, contient un sous-groupe de Borel de
G,. Il en découle que Bs, - z est fermée dans Py - z et, par définition de Py, que s,
appartient au groupe de Weyl de Py ou encore que le sous-groupe unipotent associé a
—a est inclus dans Py . Ainsi, si on considere le sous-groupe de Levi L de Py contenant
le tore T', la variété Adh(U, - z) est incluse dans Adh(L-z). Or Adh(U, - z) contient un
point de 'orbite fermée fixé par le tore 7', sinon I’adhérence de U, -z serait incluse dans
la. B-orbite de z, B - z étant supposée fermée dans Py - z mais d’apres le corollaire 4,
ceci n’est pas possible. Il s’ensuit que I'orbite L - z n’est pas fermée et par conséquent,
que le radical de Py opere trivialement sur Xg. ]
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Démonstration de la proposition 12. — Avant tout, il convient de noter pour la suite
que le radical R(Q) du groupe parabolique ) opére trivialement sur l'orbite fermée
de Y. La proposition repose donc essentiellement sur ’orbite dense.

On considere z un élément de 1'orbite ouverte tel que 'orbite B - z est fermée dans
Q - z et tel que T, est un tore maximal de Q),.

On suppose, dans un premier temps, que 7y # T (L - z n’est donc pas compléte).
Soit § € ®* telle que Ug ¢ @, (une telle racine existe sinon 'orbite fermée contiendrait
deux points fixés par le sous-groupe de Borel B, donnés par les points fixes de 7" dans
Adh(T - z)), et soit la variété de dimension 2

Xﬁ = Adh(UﬁT . Z)

Cette variété possede une T-orbite ouverte (la T-orbite de I’élément £4(1) - 2) ; on note
T'x, le stabilisateur générique dans T associé de codimension 2. On montrera alors
que la composante neutre Z(L)° du centre de L est contenue dans Tx,, donc dans
ker 3. Ceci impliquera que Ug n’est pas contenu dans Q" et que le radical R(Q)) opere
trivialement sur Y.

On note y; et y, les points fixes du tore T dans Adh(T - z). Si y; (1 = 1,2) n’est
pas un point fixe de Ug, on note y, 'autre point fixe de 7" dans Adh(Us - ;), sinon on

pose y = i
Affirmation 1. — Les points y) et v} sont distincts.

En effet, si ce n’était pas le cas, d’apres le lemme 5, on aurait y; = y, = yo (resp.
Y1 = y5 = y1) et donc y;, Y2 seraient les deux points fixes de T dans Adh(Ug - 1)
(resp. Adh(Ug - y2)), ce qui est absurde car, Ty étant régulier, il ne peut étre contenu
dans ker 3.

On considére ensuite la sous-variété X g ? constituée des points fixes de Ug dans
Xpg. D’apres ce qui précede, X g ? contient au moins deux points distincts, y] et 5, et
étant de plus connexe, c’est donc une variété de dimension 1.

Affirmation 2. — Il existe des éléments z1,... ,z, €t p1,...,pre1 (r = 1) dans Xgﬁ
tels que dim(T - z;) = 1 et p;, pir1 soient les points T-fizes de Adh(T - z;). De plus, si
yi =y, (i =1,2) alors r = 2.

Pour montrer cette assertion, il suffit de considérer I’enveloppe convexe A du sup-
port de Adh(Up - z). Les points z; sont alors donnés par les points de Adh(Us - 2)
dont le support est sur un coté de A, différent de celui porté par la droite D, ou par
la droite joignant le support de y; et celui de y; si y; n’est pas un point fixe de Ug.
De tels points z; appartiennent nécessairement a la (Q-orbite fermée de Y, B - z étant
supposée fermée dans @ - z, ceci résulte essentiellement du corollaire 4, et du fait que
les points z; et z n’ont pas méme support.

On dispose alors au moins de deux éléments u et v dans I'intersection de Xz avec
I’orbite fermée de Y tels que

dim(7 - u) =1 = dim(7T - v) et |Adh(T - u) n Adh(T - v)| = 1.

On note que si r = 1, il suffit de prendre pour u le point z; et pour v le point tel que
Adh(T - v) = Adh(Up - y;) (pour y; # y;).



2.2. INDUCTIONS SIMPLES

On en déduit que le tore (T, N T,)° est de codimension 2 et donc égal a Tk, (car le
contenant). On rappelle que le centre Z(L) de L opére trivialement sur 'orbite fermée
d’ou, en particulier, I'inclusion Z(L) < (T, nT,) et le résultat annoncé: Z(L)° < Tk

Supposons maintenant que Ty, = T et que L - z n’est pas fermée. Il existe alors
au moins une racine positive a dans le systéme de racines de (L, L) telle que le sous-
groupe U, ne soit pas contenu dans @Q,. Le centre Z(L) de L étant contenu dans @,
pour montrer que R(()) opére trivialement sur Y, il suffit de montrer que Q" est inclus
dans @Q,. Pour montrer cela, on procedera par ’absurde.

Considérons donc une racine positive 3 telle que Ug < Q* et Ug ¢ (),. On note
X3, la variété Adh(UgU, - z) de dimension 2. La variété Xz, possede une T-orbite
ouverte (celle de I’élément e5(1)e4(1)-2) ; on désigne par T, le stabilisateur générique
associé de codimension 2.

Soient y; et y, les points (distincts de z) fixés par le tore T dans Adh(U, - z) et
Adh(Usg - z) respectivement. Ces points sont nécessairement distints car ils n’ont déja
pas le méme support. Si Ug ne fixe pas le point y; alors on note par y; I'autre point
fixe de T dans Adh(Up - y1) sinon on pose: y; = y;. Les points y; et y» sont de méme

distincts et, tout comme précédemment, la variété X, B est de dimension 1. De plus,

X B est contenue dans ’orbite fermée de Y car toutes les T-orbites de B-z contiennent
I’ element z dans leur adhérence — les supports des éléments de B - z admettent tous
le poids de z comme point extrémal. Si X3, contenait au moins trois points fixes de
T dans l'orbite fermée alors, comme dans le premier cas, T, contiendrait Z(L)° ce
qui n’est pas vrai car Z(L)° n’opére pas trivialement sur Ug - 2. Les points y; et y,
sont donc les seuls points fixes de ce type. En particulier, Us fixe y; et il existe un
élément u de lorbite fermée de Y tel que X B = Adh(T - u).

On considére pour finir la sous-variété Adh(U,a y1) ; on rappelle que 1'élément y;
est par définition fixé par U,. Cette derniere sous-variété est de dimension 1 car
n’est pas un point fixe de U_,. En effet, sinon y; serait un point fixe de L(«), le sous-
groupe de Levi associé a la racine a et Adh(L(«) - z) serait une variété-a-deux-orbites
de dimension 2 avec un point comme orbite fermée et comme orbite ouverte une variété
affine! Ainsi, on peut considérer ys ’autre point fixe de 7" dans Adh(U_,, - y;). Tout
comme les points y; et yo, les points y; et y3 sont distincts pour les mémes raisons.

En résumé, on a construit deux sous-variétés de l'orbite fermée, de dimension 1,

—AdW(T -u) et  Adh(U_y-y1)

qui ont seulement comme point 7T-fixe commun ’élément y;. On en déduit, grace au
lemme 5, que (T, nker )° =T% , —ce qui est impossible pour les mémes raisons que
celles avancées dans le premier cas et le fait que le centre de L ne soit pas contenu
dans ker a. ]






Chapitre 3

Description des variétés de type I

Dans tout ce chapitre, X désignera une G-variété-a-deux-orbites (cuspidale, pro-
jective et normale), G un groupe algébrique semi-simple de rang supérieur ou égal a
2 et x un élément de l'orbite ouverte de X de stabilisateur H. Autrement dit,

X = Adh(G - ) et rang H = rangG.
L’objet principal de cette section consiste a montrer le

Théoreme 9. — Les variétés-a-deuz-orbites cuspidales de type I sont données dans
le tableau 1 de l’introduction. En particulier, ces variétés sont sphériques.

Pour ce faire, on commencera par se ramener au cas d’un groupe de rang 2, on dé-
terminera ensuite les variétés-a-deux-orbites pour un groupe de rang 2 afin de conclure
au cas général.

La variété X se plonge de facon G-équivariante dans un espace projectif P(V'), V
étant un G-module de dimension finie; on identifiera X & son image dans P(V) et
on supposera que X «engendre» P(V') i.e. que V est le G-module minimal tel que
X c P(V) . Silélément z est fixé par le tore T, il s’écrit

z = [v,] pour p € X.

De plus,
V=vVHedVw)

pour A et v des poids dominants tels que [vy] soit un point fixe de 'orbite fermée de
X. Comme X ne comporte qu’'une seule orbite projective, celle de 1’élément [v,], les
poids v sont tous distincts de A et se trouvent dans ’enveloppe convexe de 'orbite
WA

On considere alors une racine positive 3 telle que le sous-groupe unipotent associé
Up ne soit pas contenu dans le stabilisateur de  — une telle racine existe sinon le
stabilisateur générique contiendrait un sous-groupe de Borel. On note z I’élément

eg(s) -z = [vy +vusp+ -+ vy, seC*

ou X est le poids p+ k3 pour k € N tel que [vy] est I'autre point fixe du tore 7" dans
la variété Xg = Adh(Up - x).
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On procedera, dans un premier temps, a plusieurs réductions afin de faciliter les
calculs que I'on sera amené a faire par la suite.

On peut supposer pour commencer que g est un poids dominant quitte a remplacer
z et § par w(z) et w(B), pour w un élément du groupe de Weyl tel que w(u) est
dominant. I devient alors évident que [vy] n’est pas dans l'orbite dense de X. En
effet, sinon A et p seraient conjugués par un élément du groupe de Weyl et, plus
précisément par sg. On aurait alors

N =sg(p) =p—(u,8)8,  avec (u,3) > 0.

On se ramene ensuite au poids dominant A, on a alors le résultat suivant :

Proposition 13. — (i) Si X est une G-variété-a-deuz-orbites cuspidale de type I
alors le groupe G est simple.

(ii) Le support de la racine B est mazimal.

Démonstration. — La premiére assertion est un corollaire du théoreme 8 ou plutot de
sa preuve. Plus précisément, d’apres la description de ’élément minimal des inductions
simples d’une variété-a-deux-orbites, donnée dans la dite preuve, et le fait que X soit
supposée cuspidale, le groupe G est engendré par le sous-groupe parabolique P; et
les éléments w de W tels que w.[v)] € X;. On rappelle que P; est le sous-groupe
parabolique engendré par H, B et les éléments n de Ng(T') tels que Bn -z est fermé
dans G/H et X; la Pj-variété Adh(P; - x).

Si G est semi-simple, G' s’écrit commme produit G; x - -+ x G, de groupes simples
et la base A du systéme de racines est égale a A; x - -+ x A, A; étant associée a G;.
Soit j, 1 < j < r tel que supp S < A;.

On commence par remarquer que si « ¢ supp 3 alors U, < GG;. En effet, ceci vient
du fait que les poids du support de U, - = ne peuvent étre des poids de V' puisque les
premiers (hormis le poids de = bien sir) ne peuvent s’écrire, quand « ¢ supp 3, sous
la forme A — '\ n,y (pour n, > 0) i.e. comme poids de V.

Soit o une racine simple, o ¢ A;, on a alors:

UscH < (p,a)=0
= (Ma)=0 car A = p+ kB et (B,a) = 0.

On suppose que U_, ¢ H i.e. (A, «) # 0. D’apres la description du groupe G rappelée
ci-dessus, on doit avoir :

Bs, - x fermé dans G/H ~ ou Sq - [ua] € Xi.

Or, s, Bs, N H ne contient pas de sous-groupe de Borel de H vu les hypotheses faites
sur les sous-groupes U, et U_,. De plus,

Sq + [na] € X1 <= sqw(A) = A pour w e Wp,

Wp, étant le groupe de Weyl du sous-groupe parabolique P;. Mais comme s, ¢ Wp,,
on devrait avoir: s,(A\) = A i.e. (A, ) = 0 — ce qui contredit I'hypothese de départ.
Ceci entraine que

Uio € G, pour a € A\A; .



Par conséquent, le stabilisateur générique est de la forme
H x---x H, avec H; = G; pour ¢ # j .

Le groupe G peut donc étre supposé simple.
Pour montrer la seconde assertion, considérons le sous-groupe parabolique P as-
socié au support de g et la P-variété

ZszIP’(@V,,) pour yzA—Znaa avec « € supp 3 et n, € N.

Alors si 8 n’était pas de support maximal, (P, Z) serait une induction simple et donc
X ne serait pas cuspidale. En effet, par construction, le radical unipotent de P opére
trivialement sur le P-module @, V, (v comme ci-dessus). De plus, le centre du sous-
groupe de Levi de P, associé au support de [, fixe les éléments de la forme

lz v,,] (v de la forme donnée).

v

On en déduit que le radical de P opere trivialement sur la variété Z qui est en fait
une P-variété-a-deux-orbites incluse dans X et contenant 1’élément x.
La proposition est ainsi entierement démontrée. ]

En résumé, on travaillera dans le reste de ce chapitre avec G groupe simple et
z=|v,], pe X, Bedt telle quesupp f = A, Ug ¢ Gy, 2 = €g(s)-x = [v,+---+va],
ot A\=pu+kBe X, \¢ W-u et k est un entier minimal pour de telles conditions. De
plus, si [vy] est un autre point fize de l'orbite ouverte qui vérifie les mémes conditions
(celles qui viennent d’étre énoncées) que x alors pu > p' si p et p' sont comparables. .

On considere une seconde racine positive v, distincte de [ telle que le sous-groupe
unipotent U, ne soit pas inclus dans G, (il existe au moins une racine simple qui
vérifie cette condition). On désigne par L le sous-groupe de Levi attaché aux racines
0B et v; autrement dit,

L =Cg(5) pour S = (ker 5 n kery)°.
Lemme 7. — La L-variété Adh(L - x) posséde deuz orbites.

Démonstration. — La variété Adh(L - z) est incluse dans ’ensemble X° des points
fixes de S dans X. D’apres le lemme 4, Adh(L - z) est une composante connexe de
X* et plus précisément

L.-z=Adh(L-z)nG .

La variété Adh(L - z)\L - = est donc incluse dans la G-orbite fermée de X. Les L-
orbites de cette derniére variété étant des composantes connexes de (G -y)°, elles sont
en nombre fini et de plus fermées dans (G - y)° donc fermées dans X.

Ainsi, si Adh(L - z) n’était pas une variété-a-deux-orbites, le stabilisateur de z
dans L contiendrait un sous-groupe unipotent maximal de L et 'orbite L - = serait
fermée. Or, ceci ne peut se produire car [vy] € Adh(L - z2)\L - z. O
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Remarque. — La variété Adh(L - z) n’est pas nécessairement cuspidale, par consé-
quent le systeme engendré par ( et v peut étre de type A; x A; méme si dans ce cas
il n’y a pas de variété-a-deux-orbites cuspidale.

Soit A 'enveloppe convexe du support de la variété Adh(U,Us-x) — cet ensemble
est constitué de poids de X de la forme p+pB+q7y pour p, ¢ € N. Les points extrémaux
de A, hormis p et A, seront notés v; de sorte que le segment [v;,v;,1] soit une face
de A.

Br
__—

/o
Vi

Y

En considérant des sous-groupes a un parametre appropriés, on peut montrer que
les points [v,,] et les points [v;] dont le support est constitué des poids de A qui

appartiennent au segment [v;, v;41] sont des éléments de la variété Adh(U,Up - x). On
a de plus

Lemme 8. — (i) Le tore T, ; est singulier.

(ii) Les points extrémauz de A, excepté p, sont conjugués a A par le groupe de

Weyl.

Démonstration. — Le tore T, | est égal a ker(v; — v;41)°. Soit T" un tore maximal
de Gy, contenant T[‘:)i]; T’ est toujours un tore maximal pour le groupe G dans le
cas d’une G-variété-a-deux-orbites de type 1. Si le tore T[‘;i] était régulier alors son
centralisateur serait égal au tore T’ mais le tore T est inclus dans ce centralisateur,
on a donc

T =T c G, et T = ker(v; — viy1).

Cette derniere égalité ne peut avoir lieu car les points v; et 14,1 sont distincts par
définition.

Montrons maintenant la seconde assertion. Pour cela, on commence par remarquer
que si I'enveloppe convexe A a plus de trois points extrémaux, les points [v;] ont un
support de cardinal strictement inférieur a celui du support de z ; grace a la minimalité
de ce dernier cardinal, on conclut que les points [v;] (donc aussi les points [v,,]) sont
dans l'orbite fermée. Considérons donc le cas ou A n’a que trois points extrémaux.
Le poids v»; > p ne peut étre conjugué a pu car sinon I’élément [v,,] serait dans
I’orbite ouverte et vérifierait les conditions du préambule et par la méme contredirait
I’hypothese de « maximalité » du poids u — ceci achéve la démonstration du lemme.

O



Corollaire 5. — Soit 0 une racine positive telle que [v%'(/\)] € Adh(Us - z), pour ~'
une racine simple. Supposons de plus, que s’il existe un entier r > 0 tel que le poids
w4 1y soit extrémal comme poids de V', u + rvy' est égal a so(\) pour une racine
simple . On a alors:

Uy <G, si (YY) =0,
U_yc G, si (u,y'Y) <0.
Démonstration. — On a en fait deux situations a considérer: quel que soit r = 0, le

poids p + 7y’ n’est jamais extrémal ou il existe un entier 7 > 0 tel que p + 7y’ est
extrémal et donc égal, par hypothese, a s,()) pour a € A.

Placons-nous, tout d’abord, dans la premiére situation. Si (p,v'Y) = 0 alors
d’apres le lemme précédent, on a: Uy < G,. Si (p,y'Y) < 0 et Uy & G, alors
Adh(U_, - z) contient un point T-fixe de I'orbite fermée. Il en est donc de méme de
Adh(U, - x), ce qui est contraire au cas considéré.

Supposons alors que p + ry' = s,(A) pour @ € A et que (p,7'Y) = 0. Procédons
par I'absurde. Soit 1’élément z’ égal a £5(1) - =, on a donc par hypothese:

/

g =lv, +-+ ”syf(k)]-

Considérons l’enveloppe convexe C du support de ’élément e4(1) - ’. Les poids A et
s4(A) sont des points extrémaux de C et le segment [, s,/(A)] est un co6té de C car v/
est une racine simple. On a de plus

[A, sy (A)] nC nsuppV = [A, s/(X)] nsupp V.
Il en résulte, en particulier, qu’il existe un entier j > 0 tel que le vecteur

Yoo o

n]' u+3o
soit de poids ' + s,(\). Rappelons que Yj désigne le vecteur radiciel de gz. Comme
la dimension de V. () (sous-espace de V())) est égale a 1, on a:

= Vs = sYy - v, (n) pour s € C*.

Considérons ensuite 1’élément

7 =exp(Yp+sYy,) -z’ = lz z,'j] pour 2, € V,,.
Si Uy ¢ Gy, comme (p,y'Y) >0 on a:
[’Usa()\)] € Adh(U,y/ . l')

et donc

YY
7’: “Uy = CUsy()) pour c€ C* et £ € N.
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L’étude des poids de z’ conduit a:

¢
z !
ZQQ(A)ZST?‘%?éO

et a

Yy
B
Z’I)"+s,y/()\) = n—J' *Vp+jo + SY’)’I . ’Usv,(,\) = 0. (3].)

Pour finir, analysons le support S de la variété Adh (T ~exp(Ys + sYy) - o/ ) Les
poids s4(A) et s,(A) sont des points extrémaux de ce support. Mais comme le poids
v + sy(A) ne figure pas dans S (d’apres (3.1)), le poids A ne peut en étre un point
extrémal. Or, les racines « et 7' étant supposées simples, il n’existe aucun W-conjugué
a A dans le triangle (A, 54()), 5,/())) ce qui signifie que le segment [s4(X), s,/(A)] doit
étre un coté de ’enveloppe convexe de S ; ceci n’est pas possible, d’apres le lemme 8,
puisque S,(A) — s,(A) n’est pas une racine. En conclusion, ’enveloppe convexe du
support de cette derniere variété est réduite au segment [y, s, (A)] ce qui entraine,
entre autre, que U, < Gj.

Si (1,7"Y) < 0, on peut se ramener au cas précédent en considérant 1'élément s, - x
qui vérifie les hypotheses du lemme et, qui est tel que (s, (x),y"¥) = 0. On a donc:
U,y/ C Gsv"“’” et U_,y/ C Gw O

Une fois cette combinatoire établie, on peut déterminer quels sont les stabilisateurs
génériques de G-variétés-a-deux-orbites pour G un groupe de rang 2 afin de décrire
grace au lemme 7 les stabilisateurs génériques de variétés-a-deux-orbites dans le cas
général.

3.1 Cas des groupes de rang 2

Le groupe algébrique G est supposé de rang 2. Apres avoir décrit les G-variétés-a-
deux-orbites (non cuspidales) pour G de type A; x A;, on montrera

Proposition 14. — Dans le cas d’un groupe algébrique G de rang 2, les paires cus-
pidales (G, g,) de type I sont données dans la liste suivante. En particulier, les stabi-
lisateurs génériques sont sphériques.

o (SLs,gl2)

(SOs, 504)

(SO5,8: = t@ gra1 @ B +202)

(SO5,8: = t @ gy @ Goy +a)

(G2, gz = sl3)

(G2, 8z = t @ oy D 201 +0r D B301 +as D H30;+20)
(

(

GQ’ gl‘ = t @ gOcQ @ 92051 +a9 @ 93041 +ag @ 930{1 +20{2)
GZ; gz = t @ giaz @ 92a1 +as G‘) g3a1 +as @ g3a1 +2a2)-
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Il découle de cette proposition que, dans le cas présent, le stabilisateur générique
n’est pas forcément connexe et a la paire (G, g,) correspondent deux stabilisateurs
génériques G et Ng(G2).

Pour commencer, on pourra noter la

Remarque. — Le stabilisateur générique contient au moins un sous-groupe unipotent
radiciel sinon I'orbite dense serait affine et ’orbite fermée de codimension 1. Un calcul
rapide sur les dimensions nous montre que le stabilisateur générique ne peut étre un
tore.

D’apres la remarque précédente, on peut tout de suite conclure, pour le cas de
type A; x A;, aux deux possibilités suivantes pour G,

G,=C*x B ou G, =C* x SL,

pour un B’ sous-groupe de Borel de SL,.

Démonstration de la proposition 14. — Dans le cas du type As, si a et v désignent
les racines simples, alors la racine [ est égale a o + 7.

On suppose que U, ¢ Gy, le cas ou U, ¢ G, étant symétrique. Alors, d’apres le
lemme 8, le poids 1 de x doit appartenir & la droite Dy (1) passant par s,()) et de
direction a. Or p appartient aussi & la droite Dg ,, par conséquent, en considérant
I'intersection de ces deux droites, on obtient que

n= (()" a’) — (A, ’YV))wa et (1,7) = 0.

D’apres le corollaire précédent, U,, < G,. On obtient donc uniquement la paire
(SLs, gl,) déja obtenue par D. AHIEZER.
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Dans le cas du type Bs, il y a deux possibilités pour la racine 8: 8 = a; + a3 ou
B =a; + 2as.

)

Supposons d’abord la racine 3 égale a a; + ay. Si U,, ¢ G, alors la racine as
vérifie les conditions du corollaire 5 et est telle que

(h,05) =0 d’ou Uy, C Gy.

Montrons ensuite que Uy, 124, © G- S’il n’existe pas de r = 0 tel que p + (o + 2a)
soit extrémal, cette inclusion est donnée par le lemme 8. Supposons donc que ce n’est
pas le cas, on a alors: pu + r(a; + 2a2) = s1(A) pour un 7 > 0. Un simple calcul
conduit a I'égalité: 2(\, o)) = (A, oy ). Mais alors, p ne vérifie pas les conditions du
préambule, en particulier, « k£ » n’est pas minimal. On obtient ainsi la paire (obtenue
par D. FELMULLER)

(SO5agm = t@gaz @ga1+2a2)'

Si Uy, © G, alors U,, ¢ G, (sinon G, serait parabolique) et la racine oy vérifie
les conditions du corollaire avec

() =0 d’olt Uia, € Gy.

L’inclusion Uy, 424, © G5 découle du lemme 8. On obtient ainsi les paires (obtenues
par D. AHIEZER)

(SOs, 504) et (SO5,8: =t D Fia; D Gay+2as)-

On notera qu’on ne peut rajouter aucune autre racine, sinon on obtiendrait un sous-
groupe de Borel dans le stabilisateur générique.

Supposons ensuite la racine 3 égale & oy + 2ai5. On procede de la méme fagon. Si
U., ¢ G, alors la racine vérifie les conditions du corollaire avec

(y) =0 d’ou Usa, € Gy.

On montre ensuite que U,, 4, €st nécessairement inclus dans G, en notant que si le
poids p+7r(ag+as) est extrémal (pour un 7 > 0) alors il est égal & s,, et nécessairement
(A, ) = (A, ). Mais alors le conjugué de z par s,, vérifie aussi les conditions du
préambule, ge qui est contraire a I’hypothese de « maximalité » du poids p de =x.
Ainsi: Uy, € Gy et Uy, 14, et on aboutit alors a une absurdité, ce cas n’est donc pas
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envisageable. Si U,, < G, alors U,, & G, et Uy, 10, € G, ce qui conduit a la paire
(obtenue par D. FELDMULLER)

(505,91 = t@gal ®ga1+a2)'

On obtient ainsi les trois paires (4 conjugaison pres) annoncées pour le groupe SOs.
Finalement, considérons le type Gs.

Il y a a priori quatre possibilités pour la racine (:
B € {ar + ag, 305 + o, 204 + g, 31 + 202}

Plagons-nous tout d’abord dans le cas générique, & savoir lorsque le poids A est
dans I'intérieur de la chambre de Weyl positive. Si 3 est la racine a; + a5, on commence
par supposer que U,, ¢ G, on obtient toujours par les mémes arguments

O(Gy) = {2,201 + as, 301 + a9, 301 + 205}
Si Uy, © Gy alors Uy, & G, et on aboutit a
O(G,) = {a1,201 + ag, 304 + o, 30y + 20}

Si la racine (8 est égale a 3a; + s, toujours par les mémes considérations, si
U., € G, on montre que:

O(Gy) = {a, 201 + a2, 31 + 2, 31 + 20}
et si Uy, € G,
O(G,) = {a1,201 + a9, 30 + o, 30y + 20}

Les deux autres racines (3 égale & 2a; + a3 ou 3a; + 2a3) ne conduisent & aucun
nouveau cas.
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Supposons pour finir que (A, ') - (A, a5’ ) = 0 (avec bien sir A # 0). Seul le cas
ou (A, ay) =0, avec § la racine 204 + az, conduit a une autre paire, a savoir la paire
(GQ, 5[3).

®(G,) = {+ag, +(3aq + 2as), +(3a; + a2)}.

On obtient ainsi les paires de type I du groupe Gs. Les paires 5 et 8 (resp. 6 et 7) ont
été obtenues par D. AHIEZER (resp. D. FELDMULLER).
La proposition 14 est ainsi entierement démontrée. O

3.2 Cas général

Une fois les stabilisateurs génériques obtenus pour les groupes de rang 2, on tra-
vaille avec un groupe G de rang strictement supérieur a 2. On considerera alors les
racines de G deux par deux — l'une d’entre elles sera fixée et notée 3 et telle que
supp # = A. Puis, grace au lemme 7, on obtiendra des conditions nécessaires sur le
systéme de racines ®(G;) du groupe G¢. Il ne nous restera alors qu’a vérifier si de
tels sous-systemes de racines génerent effectivement des stabilisateurs génériques de
variétés-a-deux-orbites cuspidales.

Pour des raisons pratiques, on pourra reformuler une partie de la proposition 14
en ces termes:

Lemme 9. — Soit o une racine de ® et {«, 5) le systéme de racines engendré par o
et 3. On a alors

) si{a, ) est de type A1 x Ay alors —a € ®(Gy) et/ou a € ®(G,);
) si{a, B) est de type As, alors, ou bien +a € ®(Gy), ou bien +s,(3) € ®(G,);
3) sila, ) est de type By avec f = €1 +¢j, alors ®(Gy) n{a, B) = {e1 —¢€j,€1};
) si o, B) est de type By avec B = €1, alors, ou bien ®(G;) n{a, ) D {e1 +
£, x(e1 —¢€5)}, ou bien ®(G,) n{a, f) = {e1 + ¢j,¢,}.

3.2.1 Cas des groupes classiques

Commencons donc par considérer le cas de type A, la seule racine de support
maximal est alors la racine la plus longue 3 = 3" | ;. Le systéme de racines (8, a;)
étant de type As, on a deux cas:

+oy € O(Gy) ou + (6 — ) € (Gy).

On considere les racines o' = ay+---+q; (2 <7 < n—1) pour montrer que ®(G,)
est engendré par A\{q,,}. En effet, (3, a*) est de type A; x A; donc —a; € ®(G,) et/ou
a; € ®(G,). De plus, comme (B, a; + o) est de type Ay, on obtient: +a € ®(Gy).
Le second cas se traite de la méme fagon et aboutit au méme résultat (par symétrie).

Conclusion 1. — On obtient la paire (SLy+1,gl,).

Afin de déterminer les G-variétés-a-deux-orbites cuspidales de type I pour G de
type B,, C, ou D,, les deux lemmes qui suivent nous seront utiles.

Lemme 10. — Si 8 =¢; +¢€j, j = 2, est de support mazimal, alors :
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(i) +0; € ®(Gy), i ¢ {1,7— 1,7}, lorsque G est de type C,, ou de type D, ;
(ii) +a; € ®(Gy), 1 ¢ {1,7 —1,j,n}, et —a,, € D(G,) et/ou o, € P(Gy), lorsque
G est de type B,.

Démonstration. — On considére les racines
o = a4+ pour2<i<j—2
o= a1+t pour j +1 <2< n.

Alors les systemes (3, a’) et (3,+") sont de type A; x A;. On a donc:

—a' e ®(G,) et/ou o € B(G,),
—v' e ®(G,) etfou A € ®(G,).

De plus, les systémes de racines (3, a; + &*) et {8, a; +7*) sont de type Ay sauf pour
7™ (ou a”) si G est de type B,. On en déduit que les racines +a' et +v* appartiennent
a ®(G,) sauf dans le cas venant d’étre mentionné. Le systéme {f3, o, ) étant de type
Ay x Ay pour j # n, on a: —a, € (G,) et/ou oy € D(Gy). O

Lemme 11. — Si § = e1+¢;, j = 2, est de support mazimal alors +(e1—¢;) ¢ ®(Gy).

Démonstration. — On suppose que —(e; — €;) € ®(G,) et/ou &1 —¢; € ®(G,). On
distinguera trois cas selon que j =2, j =n ou j ¢ {1,2,n}.

Affirmation 8. — Si j = 2, alors {+ay, +as} € ®(Gy) ou {+ay, +(f—asz)} € ®(G,).

Ceci résulte essentiellement du fait que (3, as) et {5, a; + ay) sont de type As. En
effet,

1) si +(oq + a2) € ®(G,) alors +ay € ®(G,) (sous notre hypothese) et donc
iO[l € @(Gm) ;

2) si +(aq + ag) ¢ D(Gy), t.e. £(8— a1 — ) € D(G,), alors +(8 — ay) € ®(Gy)
et donc +ay € ®(Gy).

En conclusion, si j = 2 alors ®(G,) contient une base (d’apres le lemme 10), ce
qui est absurde.

Affirmation 4. — Si j ¢ {1,2,n} les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(i) +oq € ®(Gy);
(i) +aj_1 € ®(Gy);
(iii) +o; € ®(Gy).

Le systeme (f, o)) étant de type A, pour oy € {ou,®j_1,;}, la racine —ay €
®(G,) si et seulement si oy, € P(Gy).

Pour montrer ’équivalence des deux premieres assertions, il suffit de considérer la
racine a égale d €1 —e; = oy +- - -+a;_1. Par hypothese, o € ®(G,) et/ou —a € ®(G,)
d’ou (en utilisant le lemme 10): oy € ®(G,) < o1 € ®(G,).
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Pour montrer ’équivalence des deux dernieres assertions, on considere cette fois
la racine ;1 + «;, en notant que a1 + o € ®(G,) et/ou — (o1 — ;) € B(Gy).
On aboutit alors a la méme conclusion que pour le cas ou j = 2.

La racine €; + ¢, n’étant pas de support maximal pour le type D,,, I'affirmation
précédente, adaptée au cas ol j = n, donne pour G de type B, ou de type C,:

Affirmation 5. —
(i) +oq € ®(G,) = +a, € ®(G,);
(i) +an_1 € ®(G,) = o, € (G,) et/ou —a, € P(Gy).

Ceci résulte du fait que:

e (B,a,_1+ a,) est de type A; x A; si G de type B,;

o (3,201 + ayp) est de type A; x A; si G de type C,,.
Or,

o (g1 —€pn,eny N P(G,) = {e1 —€n,e1} pour G de type B, ;

o (g1—¢pn,2e)N®(G,) = {2e1,61—¢€,} pour G de type C,, (sous notre hypothese).
Donc +ao, ¢ ®(G,) et on a +a; ¢ ©(G,), i.e. £(8— a;1) € (G,), ce qui conduit a:

e +(ay 1 +2ay) € ®(G;) pour G de type By ;

o +(ap_1+ a,) € B(G,) pour G de type C,,.

D’ou finalement : o, € ®(G;) et/ou —a,, € ®(G), ce qui n’est pas possible.
L’hypothese de départ: —(e1 — ¢;) € ®(G,) etfou 1 —¢; € ®(G,) était donc
erronée. Le lemme est ainsi entierement démontré. OJ

Conclusion 2. — [l n’existe aucune G-variété-a-deuz-orbites de type I lorsque G est
de type D,,.

Ceci résulte du lemme 11 et du fait que les racines de support maximal sont, dans
ce cas, toutes de la forme &1 +¢; (j # n) avec €1 —¢; et/ou —(e1 —¢;) € D(G,) car
(g1 +¢€j,61 — €y est de type A; x A;.

Lorsque G est de type B, d’apres les lemmes 9 et 11, la seule possibilité pour 3
est d’étre égale a .
Considérons donc le cas ou # = ;. On notera tout d’abord que:

1) {e14¢€:i>2}c ®(G,);
2) +(e1 —¢&;) € ®(G;) ou g; € ®(G,) pour tout i > 2.

Affirmation 6. — (i) Si +oq € ®(Gy), on a: +(e1 — &) € ®(G,), pour tout i > 2.
(i) Si +aq ¢ ®(G,) alors ¢; € ®(Gy), pour tout i > 2.

On considére, comme précédemment (cf. preuve du lemme 10) les racines o’ pour
2 <1 <n—1. Dans le premier cas de ’affirmation, il en résulte que

{+aq,...,*an_1,00-1 + 20a,,} < P(G,).
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On obtient alors les deux paires (obtenues par D. AHIEZER) de type I du groupe
SO2n+1

(SOQn-Ha 50271) et (502n+1a 9z = @ Yo @ t)

aev
ou ¥ ={Faq,...,+0n 1,0, 1+ 2a,).

Pour le second cas, on considére en plus 'ensemble [ = {i > 2 : ¢; ¢ ®(G,)};
si ’ensemble I n’est pas vide, on note i3 son élément minimal. On a alors: +(g; —
€ir) € ®(Gy). Le systéme (3, a;,_1) étant de type A; x Ay, on a a;,_1 € ®(G,) et/ou
—iy—1 € ®(G,). Tout ceci implique que +(g1 — €;y—1) € ®(G,), i.e. €i—1 ¢ P(G,), on
a donc une contradiction.

Apres avoir noté que {3, ) est de type A; x A; pour o € {cs, . .. , 1), On Obtient
dans le second cas:

Conclusion 3. — Si G est de type B, les sous-groupes
Hy =P n JPJ—l(I)a’I POUT T = 8189 - Sp

indicés par les sous-ensembles I de A\{ay, ay,} pourraient étre les stabilisateurs géné-
riques de variété-a-deux-orbites.

Remarque. — Pour I < A\{a1,a,}, 07'(I) est inclus dans {a,...,a,_o}, donc
Iécriture P,-1(7y a un sens.

Si G est de type C,,, on a pour [ les possibilités suivantes (d’apres les lemmes 9
et 11 ):
1) B =¢1+¢; avec 2e1, +2¢; € D(G,) et j

2) B =2, avec €1 + ¢, 2¢; € P(G,) pour ¢
On commence par considérer le premier cas.

= 2;
> 2

a) si +a; € ®(G,), par les mémes arguments que ceux utilisés pour montrer
laffirmation 4, en notant que e; — ¢; ¢ ®(G;), on obtient:

+(6+aj-1) e ®(G,) et (8- a;) € D(Gy) pour j # 2,n,
+(B+a,_1) e®(G) et +(Qayu_1+ ay) € P(Gy) pour j = n.

D’ou:

®(Gy) D {taq,...,toj9, (o1 + ), +oy41, ..., Loy, £2¢;}  pour j # 2,n,
O(Gy) o {+aq,...,tay 2, +(2an_1 + o), +a,}  pour j =n.

b) si (8 — a1) € ®(G,) alors en utilisant le lemme 10,
ta,_1 € ®(Gy) et + o € ®(Gy) pour j # 2.
On a donc dans ce cas:
®(G,) D {2, +as, ..., +a,}.
On consideére enfin le cas ot j = 2. Selon que a3 € ®(G;) ou pas, on obtient :

(D(Gw) - {281, tas, ..., i(l/n}
O(Gy) D {2, £(a1 + ay), ta; 11 > 3}
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Tout ce qui précéde conduit aux deux paires de type I (obtenues par D. AHIEZER) du
groupe Spoy, :

(SanaﬁpZ x 5p2n) et (Sp?n; Oz = @ Ja S t) ou ¥ = <i0£2, P T 281>‘

aew

Sif=2e,0na:
(g1 — 4,20y N B(Gy) = {e1 + &4, 2¢;} pour tout i # 1. (3.2)

Pour déterminer ®(G,), il suffit de remarquer que
1) (B, ) est de type A; x A; pour tout o € {ag, ..., 0, 1),
2) g, +¢,€®(G,) pourl <i<j<n,
car {#,&; + €;) est de type A; x A; donc ¢; +¢; € ®(G,) et/ou —(g; + ;) € D(Gy);
or —(g; +¢;) ¢ ®(G,) car sinon —2¢; € ®(G,), ce qui contredit la condition (3.2).
On obtient comme pour le cas B, la

Conclusion 4. — Si G est de type C,, les sous-groupes
Hy=Prn JP,,_1(I)J_1 POUT T = 5189+ Sy,

indicés par les sous-ensembles I de A\{ay, o} pourraient étre les stabilisateurs géné-
riques de variété-a-deux-orbites.

Etude de la famille (G, H;) pour G de type B, ou C,.

Le but de ce paragraphe est de montrer que G/H| peut se plonger dans une variété-
a-deux-orbites. Pour cela, on montrera que G/H; est sphérique et on utilisera, pour
conclure, la combinatoire des variétés sphériques rappelée dans le chapitre 1.

Rappelons que, pour I un sous-ensemble de A\{ay, a,} et o 1’élément s155- - s,
du groupe de Weyl de G,

H] = PI M O’ngl(I)O'il. (33)

Notons que oc~'(I) < A puisque o(a;) = a;11, pour 1 < i < n. Les sous-groupes
paraboliques Pr et 0 Py-1 1)0_1 ont comme sous-groupe de Levi commun le groupe Lj,
L; est donc un sous-groupe de Levi de Hj.

On a donc pour I = {011, -5 Qhysny—15 - -+ > Qi 1y -+ s Qg gmp—1 -

Ly ~ (CHM xGL,, x--- x (C*)* x GL,,
P/H ~ CreoC"@.---@C@C™ en tant que Lr-modules.

La variété C* étant sphérique de rang k (resp. de rang 1) pour I’action de (C*)*

(resp. GLg), on en déduit que P/H; est sphérique de rang n — |I|. Grace a la propo-
sition 2 et au corollaire 2 , on conclut de méme pour G/H;.

L’espace homogéne G/H| est sphérique de rang n — |I|.
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Lemme 12. — L’espace homogéne G/H posséde 2(n—|I|) couleurs. Les couleurs de
G/H; sont alors données par les fonctions de C[G]P*H1) qui suivent :

valg) = <U5,,9v,)  pour a€ A\l
0a(9) = (V5u,>GUow.)  pour a € A\o~'(I),

ou encore, en reprenant les notations du chapitre 1 et en posant I= {i:a; € A\(ITu
{aq,an}), on a pour tout i€ I

et o = [wi_1,w; — w1
et On = [wn, wn]
/

et Pn = [wn—la 2wy, — (,()1] st G = SO9p41
et ¢ = [wn1,wn —wi] st G = Spoy,.

Démonstration. — Afin de déterminer les couleurs des espaces homogenes (G/Hj),
commencons par considérer le cas ou I = ¢J. On pose H = Hy. L’espace homogene
G/H a 2n couleurs (car H est résoluble connexe et G/H de rang n, voir [9]). Or,
H = BnoBo !, on obtient donc n couleurs qui proviennent de G/B, et n autres qui
proviennent de G/oBo . Donc, toutes les couleurs de G/H sont obtenues ainsi.

De 1’écriture (3.3) de Hj, ressort que les vecteurs propres de H; sont donnés par
ceux de Py et ceux de o P,-1 1)0*1, désignés ci-apres par v, . A priori, on sait seulement
que les vecteurs propres de P; et JPG_1(1)0*1 sont des vecteurs de H;; il se pourrait
que H; ait d’autres vecteurs propres, H; a donc au moins 2(n — |I|) vecteurs propres.
Mais, d’apres la proposition 4, les couleurs de G/H; sont des couleurs de G/H ; plus
précisément, ’ensemble des couleurs de G/H; est égal a 1’ensemble des couleurs D de
G/H telles que ¢;(D) # G/Hy, pour ¢ 'application naturelle de G/H dans G/Hj.
Les couleurs de G/H qui ne sont pas des couleurs de G/H; sont donc associées aux
fonctions

f={% gv)

telles que v soit un vecteur propre de H mais pas de Hj, i.e. v vecteur propre de T’
mais pas de L; ou encore v vecteur propre de B (ou de 0 Bo ') mais pas de P; (ni
de 0 P,-1;07"). De tels vecteurs sont au nombre de 2|I|. Ce qui permet de conclure.

O

Lemme 13. — Le cone des valuations V est la chambre de Weyl anti-dominante du
systéme de racines de type B,y (resp. Cn_i1)) si G est de type B, (resp. de type Cy,),
dont une base est donnée par les poids des fonctions suivantes :

€1 — 8z‘1]

Eip — 5ik+1]

i, —€n] et Qlon(en)T =ea] 851G =500
e, —€n] et Qlon(el) = [26a]  5i G = Spa,

0104 (pi)™H = [
Sﬁz‘k(%k)_l(%kﬂ)_l%kﬂ = |
i, (95,) 7 (0n) 20, = [
i, (95,) " (en) e = [

pour I = {iy < iy < -+ <ip}.
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Démonstration. — Commengons par déterminer le cone des valuations de G/H, pour
H = Hg. Le groupe H est résoluble connexe, d’indice fini dans son normalisateur,
et G/H est de rang n égal a celui de G. Le dual du cone des valuations est donc
engendré par n arétes, associées a des espaces homogenes G/H' sphériques de rang
1 tels que H' soit résoluble (voir [9]). Mais alors 'espace homogene G/H' est induit
de SLy/T), et le dual du cone des valuations de G/H' est engendré par I'opposé d’une
racine simple donc le dual du cone des valuations de G/H est engendré par n opposés
de racines simples: le cone des valuations est la chambre négative.

En ce qui concerne le cone des valuations de (G/Hy), pour I ¢ A\{ay, a,} quel-
conque, on fera les remarques suivantes. Le cone des valuations de G/H| est I'image
de celui de G/H par I'application linéaire définie dans [24] et rappelée dans le pre-
mier chapitre. De plus, les fonctions ¢; du lemme 12 engendrent librement le monoide
C[G]B*H1); 1e groupe abélien libre X(G/H;) est donc engendré par les poids des
fonctions données dans I’énoncé de ce lemme. Soit @, 'application de V(G/H) dans
V(G/Hy) (voir chapitre 1), on a:

n
P (Z 5:) = Z H
k=1 kel
ou €}, est le vecteur dual du poids € de X'. D’ou le résultat annoncé. ]
Afin d’obtenir la combinatoire des espaces homogenes G/H, il nous faut encore

déterminer les images dans Hom (X (G/H), Q) des fonctions ¢; et ¢}, par le morphisme
p défini dans le chapitre 1. Un calcul direct ameéne les égalités suivantes:

€1 — &4 > 51',1 - 5i,i1
(pp): " Gin T Oiyir. — i
pRa) - €i, —En > 5z‘,z‘p - k5z‘,n
En . 2,n

avec k = 2 ou 1 selon que G = S0y,,1 ou Spay,,

€1 — &4 — 5i,i1
p(g0'~) . Gy T Cig 5i,ik+1 - 5i,ik
i)
€i, —&n — 5i,n - 5i,ip
En — 51',1 - lfsi,n

avec k =1 ou 2 selon que G = SO0y, .1 ou Spo,. D’our:

P
plpi) =¢e; pouri#mn, et  plen) = c(—51 +éen — Z €ik>
k=1

P
plet)=—e; pouri#1, et  p(p)) = 0(81 + e, + Z eik>
k=1
ou ¢ vaut 1 ou 2 selon que G soit de type B, ou C,,. Il apparait alors que I'intérieur
relatif du cone engendré par p(.) et p(yl) dans V(G/H;) rencontre le cone des
valuations de G/H;. De plus, le cone colorié (&, {¢n, ¢l }) possede exactement deux
faces coloriées donc est associé a un plongement a deux orbites d’apres la proposition 7.
En résumé, on a obtenu:

Proposition 15. — (i) L’espace homogéne G/H| est sphérique de rang n — |I|, sa
combinatoire est donnée par
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e son cone des valuations qui est l’image dans V(G/Hy) de la chambre de Weyl
négative

e 2(n — |I|) couleurs:

(w1, w] [Wn, Wn — w1] [wi, wi]

our G de type B
[wn,wn]  [wn—1,2wn, —w1]  [wi—1,w; —wi] p Ype On

[wla (.Ul] [wna Wy, — 2(")1] [w’ia wl]

our G de type C,.
[wn, wn] [wn—l,wn - wl] [wz'—l, w; — w1] p vp

ou i est différent de 1 et n et tel que a; € A\I.

(ii) L’espace homogéne G/H; posséde un unique plongement & deuz orbites dont
le cone colorié est

(@a {[wnawn]a [wn—l, 2wy, — w1]}) pour G de type B,,
(D, {[wns wn), [wn-1, wn — w1]}) pour G de type C,,.
Corollaire 6. — Seul l’espace homogéne G/H pour I mazimal i.e. I = A\{ay, a,}

possede un plongement a deuzr orbites complet.

Démonstration. — Ceci résulte essentiellement de la proposition ci-dessus et du théo-
reme 7 rappelé au chapitre premier. O

Ceci termine la démonstration du théoreme 9 pour le cas classique.
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La figure ci-dessous représente la combinatoire de (SO7, Hy); en ombragé est
représenté le cone des valuations et en trais gras les couleurs.
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3.2.2 Cas des groupes exceptionnels

Lorsque G est de type Eg, E7 ou Eg, les racines sont toutes de méme longueur
donc conjuguées par le groupe de Weyl, on peut donc supposer la ravcine 3 égale a la
racine la plus longue. On utilisera comme précédemment le lemme 8.

Le systeme {8, a) est de type A; x A; pour toutes les racines simples sauf une
(extrémale) notée «y, (voir les planches de [5]). On considére alors «; € A telle que
(i, iy) # 0, on a donc (B, o, + a;y de type Ay et +a; € ®(G,). De proche en proche,
on obtient de méme: A\{«;,} < ®(G,) avec +;, € P(G;) ou bien +(F—ay,) € P(G,).
Le systeme ®(G,) contient donc une base, ce qui est absurde; par conséquent, il
n’existe aucune G-variété-a-deuz-orbites de type I pour G de type Eg, E; ou Es.

Pour G de type F}, il y a deux possibilités pour la racine  (a conjugaison pres) a
savoir f = & =&, + &3 ou f = 3(e1 + &2 + €3 + £4).

Commencons par considérer le cas ol 3 = & le systéme (3, a) est de type A; x A,
pour tout 7 # 1 et (3, ay) est de type As. Tout comme pour le type Fg, E7; ou Eg, on
aboutit a une absurdité.

Considérons donc le cas ol 3 est égale & £ (g1 + &2 + €3 + &4). Les systemes (5, a)
sont de type A; x A; (resp. de type As) pour @ = oy ou s (resp. & = ag ou ay). On
peut donc supposer +a3 € ®(G,) ('autre cas étant symétrique). On obtient alors:
+a1,+as € ®(G,) et nécessairement +(5 + a4) € P(G,). Le systéme de racines
engendré par {+a;, +as, +as, +(6+ ay4)} est de type B, et contient toutes les racines
de ® dont le coefficient en a4 est égal & 0 ou 2. Les racines « dont le coefficient en
a4 est égal & 1 sont telles que (f, ) est de type A et +(8 — ) € ®(G,) (pour
a # B,a4). On a donc:

®(G,) = (tai, oo, taz, (8 + as)),

on obtient ainsi la paire (déja obtenue par D. AHIEZER) (Fy, Sping).






Chapitre 4

Description des variétés de type 11

Dans tout ce qui va suivre, X désignera une G-variété-a-deux-orbites de type II
(projective, normale et cuspidale), G un groupe algébrique semi-simple et V' un G-
module tel que X se plonge de fagon G-équivariante dans I’espace projectif P(V'). On
identifie la variété X a son image dans P(V') et on suppose que X « engendre » P(V).

Ce chapitre suit les grandes lignes du précédent. On commence par choisir conve-
nablement un élément x de la G-orbite ouverte de X, on réduit ensuite notre étude au
cas ol (G est simple ou de type A; x A;. On considere alors le sous-groupe de Levi L
associé a deux racines données de fagon naturelle par les propriétés de z, de la struc-
ture de la L-variété Adh(L-x), on tire, par des méthodes combinatoires, des propriétés
du stabilisateur générique. Apres quoi, on peut décrire les variétés-a-deux-orbites de
type II pour un groupe de rang 2 puis de rang supérieur.

Théoreme 10. — Les wvariétés-a-deuz-orbites cuspidales de type II sont données
uniquement par les paires du tableau 2 de l’introduction. En particulier, les variétés-
a-deux-orbites de type II sont sphériques de rang inférieur ou égal a 2.

On considere un élément x de l'orbite ouverte de X tel que T, soit un tore maximal
de G, = s’écrit

z=[v] =[vrg+ - Fur+ F o] pour r > 0

ou les poids A; appartiennent a une méme droite affine D, de X' ; cette droite n’est
pas portée par une racine car

TS = (@ ker(\; — Aj)>o

et T est régulier de codimension 1.
Si Ag et A1 désignent les poids extrémaux du support de v alors

AdW(T - z) =T -z U {{ur ], [va.41]} -

Les points [vy,] et [vy,,,] sont alors des points de l'orbite fermée fixés par le tore
T, donc conjugués par un élément w du groupe de Weyl W. Quitte a considérer un
conjugué de x par W, on peut choisir I’élément = de sorte que Ay soit dominant, Ag
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sera noté par A et A1 par w(A). Parmi les éléments z vérifiant toutes les conditions
précédentes, on en prendra un tel que w soit minimal (pour I'ordre de Bruhat): si
g’ = [v) 4+ + vy ()] est aussi un élément de 'orbite ouverte tel que T, est un tore
maximal de G, alors w < w’, pour w et w’ comparables.

En résumé, on considérera, tout au long de ce chapitre, un élément x de [’orbite
ouverte tel que x = [v] = [vx + -+ + v + -+ + vuy], Pour A et w(A) les points
extrémauz du support de v tels que A € X, le tore T est un tore mazimal de G, w
minimal pour de telles conditions sur x.

Soit a une racine simple telle que s,w < w et U, ¢ G,. Une telle racine a est
donnée (par exemple) de la fagon suivante: il suffit de considérer une racine simple
o telle que (w(A),@) < 0 (une telle racine existe puisque w(A) n’est pas dominant
contrairement a A). On a alors:

SaW < W et Ua - [vwy] # [vwon]-

Le sous-groupe U, ne peut donc fixer I’élément . On considere alors la variété X, =
Adh(TU, - z) de support

supp X, = U supp z.
2eAdh(Uq )z

Les éléments de supp X, sont tous de la forme \; + ka, pour A; un poids du support
de v et k un entier positif.

On note A 'enveloppe convexe de supp X, ; on désigne par v; (0 < ¢ < t) ses
points extrémaux de sorte que v et v correspondent respectivement aux poids A et
w(A), par D; les droites affines qui passent par v; et v;,1. Les poids v; sont, bien siir,
ordonnés de facon a ce que ces droites soient des faces du polygone A.

Lemme 14. — Si y; est un point de la variété X, dont le support est sur la droite
D; alors y; est un point de ’orbite fermée de X. Les directions des droites D; sont
alors données par des racines (3; de ®. En particulier, les points ertrémauz v; sont
W -conjugués et les points y; ont pour support l’ensemble des poids de X qui sont
contenus dans le segment [v;, vii1].



Démonstration. — Une fois qu’on aura montré que le segment [v;, v;11] est porté par
une racine, il résultera de la théorie des S'Ls-modules que

Yi = [vn, + - F vy + 0+ O] avec vy, 115 # 0, Vv, + 108 € [v4, Vi1 ]

On note l'intersection de la droite D; avec le support de X, par S;. Il y a alors deux
cas de figure pour S :
1) Si={vi,mm+a,...,vu =1 +ka} si(wlA),a)<0
2) Sy =A{vi, \p +kpa, ..., N+ ko) si(w(X),a) =0.

Pour montrer que les points y; sont dans ’orbite fermée, on fait ensuite les remarques
suivantes. Si on se trouve dans le premier cas, le stabilisateur de ’élément y; contient
le noyau de la racine «, par conséquent, cet élément est toujours dans 'orbite fermée,
d’apres la proposition 9. Le second cas amene a la méme conclusion; en effet, si le
point y; était dans I’orbite ouverte, il serait conjugué a x par un élément de Ng(T)
(corollaire 4) puisque le tore T, = ker(v; —v;41)° est de codimension 1. Le cardinal du
support S de y1, serait donc égal a celui de z, ce qui n’est pas vrai dans cette situation
car le cardinal de S est strictement inférieur a celui du support de z, le poids A étant
supposé dominant. Puis, si le nombre des points extrémaux de A est supérieur ou égal
a 4 ou si on se trouve dans le second cas, on utilise le méme argument sur la cardinalité
de S; pour conclure que les points y; correspondants sont dans ’orbite fermée. Il ne
nous reste donc qu’a considérer la premiere éventualité dans le cas ou le nombre des
points extrémaux de A est égal a 3. Le support de ’élément 1y, possede alors comme
points extrémaux les poids A et spw(A). Si I’élément y, était dans 'orbite ouverte,
I’hypothése s,w < w contredirait la minimalité de w. On a donc bien le résultat
annoncé. Il en découle, de plus, que les poids v; sont dans ’orbite W - A. O

Les racines 3; (1 < i < t) engendrent un systéme de racines de rang 2 ; on considére
une racine positive 3 telle que {a, 3} soit une base de ce systeme.

Corollaire 7. — L’élément w est égal a s,53.

Démonstration. — On sait que s,w < w et que A—w(\) n’est pas égal & une racine (a
une constante multiplicative prés); pour montrer la seconde assertion, on peut donc
déja exclure les cas ol w est une réflexion associée a une racine et, par conséquent,
la seconde assertion est évidente lorsque le systéeme engendré par « et (3 est de type
A; x A; ou As.

On considére donc les cas ou le systeme {«, §) est de type By ou G3. On note
ensuite que I’élément w ne peut étre I’élément le plus long du groupe de Weyl a cause
du fait que si le sous-groupe unipotent U, est inclus dans le stabilisateur générique,
il doit étre a la fois dans le stabilisateur de [v,] et de [v,(x)]! II ne nous reste donc
qua considérer le cas ol w = (8,85)? pour G de type G. Pour résoudre ce cas de
figure, on considere I’enveloppe convexe A de la variété X, = Adh(G - z). On rappelle
(lemme 14) que les points y; sont de support maximal, ce qui implique en particulier,
qu’il existe un poids v sur la droite D, tel que A — 3, = v + ka.. Si Dy _p, désigne la
droite de direction « passant par A — (3, on doit avoir:

Dm M Da,)\fﬁt NnX # @
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Cette condition amene 1’égalité
v=A+sw(A)=)\— 0 —ka pour 0 <s<1letkeN. (4.1)

Siw = (sa8s)%, il y a deux possibilités pour 'enveloppe convexe du support de X,, &
savoir 1’enveloppe convexe de sommets A, sg(A), sgsa(A), sg5a5s(A), w(A) et celle de
sommets A, sgsaSz(A), w().

La racine (3; est donc respectivement égale a 8 et 3 + a; apres avois substitué 3, a sa
valeur dans 1’égalité (4.1), on obtient la condition

(A a)
(A a)+ (A, B)

Ceci n’est pas vrai car aucun des entiers (A, ), (A, 3) ne peut étre nul, sinon 7 =
ker(A — w(X))® serait singulier. O

e N.

Proposition 16. — (i) Si X est une G-variété-a-deuz-orbites cuspidale de type II
alors le groupe G est simple ou de type Ay X Aj.

(ii) On a légalité: supp B U {a} = A.

Démonstration. — Pour montrer la premiére partie de l'assertion (i), on reprend le
méme raisonnement que celui adopté dans la proposition 13. En particulier, ces mémes
arguments imposent :

U,,Y c Gm — (/\,’y) =0 =i Y E A\(AZ v Azl)

ou A =A; x---xA, et suppf < A;, a € Ay. Ceci implique que le stabilisateur
générique est de la forme

Hy x ---x H, avec H; = G pour j # 4,7 .

Dans le cas ou i = 7, i.e. si les racines a et 3 sont dans la méme composante de A,
alors le groupe G' peut étre supposé simple.



Il nous reste donc a montrer d’une part que si ¢ # ¢’ alors G est nécessairement de
type A; x A; et d’autre part, la seconde assertion.

Commencons par la seconde assertion ; supposons que 'égalité : supp fu {a} = A
n’est pas vérifiée. Alors, dans ce cas, le sous-groupe parabolique P associé a Ig, =
supp 5 U {a} et la P-variété-a-deux-orbites

ZszP(C—DVH) pour p=\— Z nyY, Ny €N
u

'VEIB,Q

donneraient une induction simple, le radical de P opérant trivialement sur la variété
Z incluse dans X et contenant 1’élément z.

On note pour finir qu’il existe une racine v € supp g3 telle que (w()\), 'y) < 0. En
effet, sinon (w(X), ) = 0 et comme w(A) = sq455(A), on aurait: (sg(X), ﬂg > 0 et donc
(A, B) = 0, ce qui n’est pas possible d’apres ce qu'on a déja vu. Ainsi, w()\),y) <0
mais alors en appliquant le raisonnement qui a conduit a I'obtention de la racine [,
on obtient qu’il existe une racine ' telle que: {7y} U supp ' = A. Et, ceci n’est vrai
que si ' = a et v = (. Autrement dit, la racine 3 doit étre de support maximal et
simple a la fois donc G doit étre de type A; x A;. OJ

Dorénavant, le groupe G sera simple ou de type A; x Aj.

Lemme 15. — Soit ¢ la racine so(3). Le vecteur Y5 +Y_, de l’algébre de Lie de G
est un élément de g, contrairement a Yy, Y, étant un vecteur radiciel.

Démonstration. — Le fait que le vecteur radiciel Ys n’appartienne pas a g, est une
conséquence directe de I'inégalité s, < s,53. En effet, les assertions

S6W = S55088 = Sa et S§5aS8 < SaSp

impliquent que (sqa53(A),0") < 0 et donc que Y; ¢ g,
On va ensuite montrer que

w()\)] .

()"av) = (Aaﬂv)' (4.2)

Le poids dominant A s’écrit mw, + nwg avec m et n entiers positifs non nuls car le
tore T = ker(A — w(X))” est régulier. On a alors:

wA) = sasp(})
A —nd —ma
= A—nf—(m+an)aa  poura = (a,[").

On commence par considérer la variété X,. D’apres le lemme 14, les points ex-
trémaux de ’enveloppe du support de cette variété sont conjugués a A par le groupe
de Weyl. Mais comme, la variété Adh(U, - [vy(n]) contient Iélément [v,,(y)] et que
{a, B} est une base du systéme de racines {«, 3), les poids A, sg(A) et w(A) sont les
seuls poids extrémaux de ce convexe. Toujours par les mémes arguments (voir par
exemple la preuve du corollaire 7), on a en outre que le poids A — [ appartient au
support de Adh(U, - z), i.e. qu’il existe un vecteur vy,, intervenant dans Iécriture de
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I'élément z, tel que le vecteur Y] v, soit de poids A — 3 (pour r € N). Or, le poids A,
appartient au segment [\, w(\)], il est donc de la forme

Aj=A=s(nB+ (m+an)a) pour 0 < s < 1.
On a donc I’égalité
A=s(nB+ (m+an)a) +ra=1—p
puis
sn=1 et )\j=)\—,8—(—+a)oz.

D’ou: m/n e N.

De méme, en considérant la variété Adh(Us-x), on montre que n/m € N. Les poids
A, Sa(A) (et donc A — «) sont des éléments de son support, on obtient alors un vecteur
vy, tel que Y vy, soit de poids A — o« (pour 7’ € N), ce qui donne

Ni=A—a— 4.
m
On a donc: m = n et I’égalité (4.2) recherchée; on a de plus ainsi montré que
N=A—a—90 et Y_ o vy = —qY5 -0, pour g € C*. (4.3)
Considérons pour finir la variété
Zy = Adh(T exp t(Ys + qY_o) - ) pour t € C.

Son support est entiérement contenu dans le triangle de sommets A, s,(\) et w(A)
puisque « et 3 sont supposées simples et que (w()\), a) < 0. D’apres ’égalité (4.3), le
poids A — a n’est pas atteint, ce n’est pas un élément du support de Z;, ce qui signifie
qu’il en est de méme de X et s,(A). Par conséquent, le support de cette variété est
réduit au support de z. On a donc nécessairement que exp (t(Y(g + qY_a)) e G, pour
tout t € C. O

Corollaire 8. — (i) (A\,aY) = (\,8Y);
(ii) T2 = ker(a + sa(8))”;
(iii) le stabilisateur générique est d’indice fini dans son normalisateur;
(iv) la L-variété Adh(L - z) est a deux orbites.

Démonstration. — On a montré la premiere assertion dans la preuve, quant a la
seconde, elle tient au fait que 7 doit normaliser, en particulier, le groupe engendré
par les éléments expt(Y; +¢Y_,), t € C*. On a donc T < ker(a + sot(,B))O et, comme
le tore T est de codimension 1, on peut conclure a 1’égalité. L’assertion (iii) résulte du
fait que le normalisateur du stabilisateur générique ne peut contenir un tore maximal
au vu de ce qui a été obtenu dans le lemme précédent, et la derniere, du fait que le
stabilisateur de z dans L ne peut contenir un sous-groupe unipotent maximal puisque
le stabilisateur générique contient les éléments exp (t(Y;; + qY_a)). O
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4.1 Cas des groupes de rang 2

Le groupe G sera supposé de rang 2, tout au long de ce paragraphe, le groupe H
sera le stabilisateur générique. On conservera les mémes notations et hypotheses que
dans le préambule, en particulier, en ce qui concerne les racines o et 4. On a donc

ici: A = {a, #}.

Proposition 17. — Dans le cas des groupes simples de rang 2, les stabilisateurs
génériques de type II ont pour algébre de Lie

h=t@C(Y_a+Y,,9) @ EI—) 9y
yedt
T#a,5q(8)

ou t' est le noyau de o + s4(5) vu comme élément de t*.

Remarque. — «a € ®(G,) signifiera (par abus de language) que le sous-groupe U,
est inclus dans G,.

Démonstration. — On commence par noter que ®(G,) ne contient aucune racine
négative, du fait que le poids dominant A est un point du support de x tel que
(A aY).(\ BY) #0.

On montre ensuite que toute racine v de ®* distincte de « et de 3 appartient a
®(G,). Pour cela, on considére la variété X, = Adh(U,-x) et on procede par ’absurde.
Soit 7, la racine qui porte le c6té (différent du segment [A, w(A)]) du support de X,
de sommet A. En utilisant les droites Dy_,, , de direction v passant par A — v, et
en reprenant le méme raisonnement que celui adopté pour montrer le corollaire 7, on
doit aboutir a I'existence d’un poids v dans le support de x tel que v € D,_,, ,, i.e.
tel que

v=MA—"v —kvy pour k € N.
Or, le poids v € [\, w(A)], il s’écrit donc aussi (pour 0 < r < 1)
v=XA—r(\a")(a+s5.(0)) car (A, ) = (A, BY).
On a donc:
Y+ ky=r(\aY)(a+ 8- (6,a")a). (4.4)

En particulier, si v = 3 (et donc v; = «), on obtient :

{ kE=r(\aY)
1= r()\,oz")(l — (ﬁ,av))

ce qui donne: k = 1/(1 — (B, oz")) € N — assertion incongrue puisque 1— (3, ") > 1.
On en déduit que
Uﬁ C Gz

Cette inclusion termine le cas ou G est de type As, tout comme celui ou G est de type
Bs; avec « la racine longue. En effet, dans ce dernier cas, s,(3) est la racine o + 3 et

Ya+2ﬂ = [Y—a + Ysa(ﬂ)a Yﬂ] € gl‘
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De méme, lorsque G est de type (G5, avec « la racine longue, on a

Sﬂt(ﬂ) =a+ 5 et }/2ﬂ+aa YE’)ﬁ+a € gz-
Il reste & montrer que Ysg o, € g, L'égalité (4.4), pour v = 35+ 2a et 5 = «, conduit

: { 3k =r(\aY)
1+2k= r()\,oz")(l — (ﬁ,a"))

et donc & k = —1/(1 — 3(8,a")): cette contradiction montre le résultat escompté.

Supposons pour finir que G est de type By ou GGy avec « la racine courte. On
considere la racine 7y égale a o + [3, la racine 7, est une fois de plus la racine a. On a
dans ce cas:

{ E=r(AaY)
14+k= r()\,av)(l — (ﬂ,av))

Dou: k = —1/(ﬂ,av)) mais alors k ne peut étre entier car (3,a") # 1 dans le cas
présent. On a donc: Yg,, € g;. Le cas By est donc achevé. Si G est de type G, on a
aussi

}/E’)a-l-Qﬂ = [Y—a + Ysa(g)a Yﬂ] € gm

Il reste a prouver que Ya,43 € g;, par le méme procédé — procédé qui conduira a
Pabsurdité: k = —1/(1 + (8,a")) € N.

Ensuite, il convient de noter qu’a priori, il y a deux possibilités pour I'algebre de
Lie b du stabilisateur générique, a savoir:

b1 = ker(a+5.(8))"®C(Y.a+Ye9)® D 9,

yedt
’)’#Oé,sa(ﬁ)
bo = ker(a+ sa(ﬁ))° DC(Yoa+Ye(p) CYa+Yosu9)® P g,
<p+
’Y?;Leasa(ﬂ)

Pour conclure que h = by, il suffit de remarquer que le poids sg(\) appartient a 1’enve-
loppe convexe du support de la variété Adh(TU,-z) — car Adh(Us:[vwn)]) 3 [Vssiy] —
sans pour cela appartenir a celle de la variété Adh(TU_sa(ﬂ) - x). Par conséquent, si
z= Yo+ sta(ﬁ)) -z alors z5,0) # 0 et done Yo +Y ¢ (5) ¢ ga- Cette remarque acheve
la preuve de la proposition. O

4.2 Cas général

On se place dans le cas oli le groupe G est de rang strictement supérieur a 2. Avant
tout, faisons une synthese de tout ce que 1’on sait sur les racines « et 3 du préambule.
L’élément x de 'orbite ouverte est, en particulier, tel que x = [vx + - - 4 Vy(n)], avec

1) Ae Xt

2) ae A telle que (w()),a) <0

3) w = s, pour € @+ telle que supp U {a} = A
4) {a, f} une base de {a, ).
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De plus, on a aussi obtenu 1’égalité

(A, 87) = (A, a¥). (4.5)

Et finalement, on insistera sur le fait que
A— ’ll]()\) € <a7 ﬁ>C

ou {a, )¢ est le C-espace vectoriel engendré par les racines « et [; on rappelle
que la notation {a, 3) signifie systéme de racines engendré par «a et (3, i.e. {a, ) =
{a, B)c N D.

Le but de cette section consiste alors essentiellement a déterminer les triplets
possibles (G, «, §), G étant (par abus de notation) le type de G, grace a quoi, on
obtiendra le théoreme 10.

Soit § une racine simple telle que (5,6) > 0 (en particulier, § € supp 3), on pose
7 = $4(0) et on considere (w(A), 7). On a alors:

(w(X),7) <0. (4.6)

Cette inégalité provient du fait que

(w®),7) = (A8~ B")(B, 6)
= (A0 = (BB
< (N0)— (N, 0) < car § € supp 3.

Remarque. — Soient 71,79, 73 trois racines de ® qui engendrent un systeme ¥ de
racines de rang 3. On suppose que VU vérifie la propriété suivante: pour tout n €
U, n = my + noyye + ngys, (ni € Q), on a que n — ngys est une racine (d une
constante multiplicative prés). Alors, si n est une racine quelconque de ®, I'intersection
de (71,72 c avec {y3,n)c est ou bien engendrée par une racine, ou bien se réduit a

{0}.

Lemme 16. — Si «, 5, vérifient les conditions de la remarque précédente (avec 7y
jouant le role de ~s) alors nécessairement, (w(X),v) = 0.

Démonstration. — Si (w(X),v) # 0 alors (w()),7) < 0 (d’apres (4.6)) et il existe une
racine n € ® telle que

A— UJ()\) € <7: 77>C

Il suffit pour montrer cela de reprendre pour « les arguments qui ont conduit a I’ob-
tention de la racine [ a partir de a. On a alors

A —w(A) €<{a, B)c n {y,Mc-

L’inégalité (w(/\),q/) # 0 apparait alors absurde d’apres la remarque ci-dessus et le
fait que 7 est un sous-tore régulier. O

Dans ce qui suit, on utilisera principalement ce corollaire qui en fait s’averera tres
restrictif: A — w(\) n’appartient qu’a un nombre tres réduit de plans engendrés par
des racines vérifiant des conditions similaires a celles de a et .
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4.2.1 Cas des groupes classiques.

On procedera en deux temps selon qu’il existe ou pas une racine simple § telle
que (a,0) = 0 et supposée toujours vérifier (3,0) > 0. On suppose pour commencer
qu’une telle racine existe. Considérons d’abord le cas o supp § = A.

Affirmation 7. — Sous ces hypothéses, a, 3,0 engendrent un systeme de racines de
type A1 x Ay, A1 x By ou Az avec, dans ce dernier cas, {a, 3) de type A,.

Démonstration. — On commence par noter que {a, 3) ne peut étre de type Bs si le
support de § est maximal. En effet, si («, §) est de type Bs, vu les hypothéses faites
sur ces deux racines, la racine « est nécessairement extrémale et 3 de support égal
a A\{a}. De plus, l'inégalité (3,5) > 0 implique que le systéme {((3,0) est de type
Ay ou By (le cas G5 étant définitivement exclus puisque G est dorénavant de rang
strictement supérieur a 2). Il suffit donc, en fait, de montrer que si {«, 3) est de type
As, il en est de méme pour {3, 9).

Supposons donc {a, #) de type A, et G de type B, (resp. C,),  étant supposée
de support maximal, on a:

B =e1+¢j, a=qaj1 (j =3) et d=a.

Notre affirmation est donc justifiée. ]

Il apparait alors clairement dans cette premiere situation que 1’on peut appliquer
le lemme 16 & «, 3,0 = 7y pour obtenir:

(A, 0) = (A, B)
ce qui est incompatible avec 1’égalité (4.5) ; 5 ne peut donc étre de support maximal.

Supposons donc supp 3 = A\{a}. On notera que {«, §) ne peut étre de type
Ay x Ap, dans ce cas. Les triplets (G, «, 3) sont alors donnés par la liste suivante:

(Ap,i(i =1,n),& — a;);

(G, an,e1 —¢e,) pour G = B, C,;

(G, 1,62 + &,) pour G = By, Cy;

(G, a,e+6j(2<j< n)) pour G = B, C,, D,;

(
(

Dm Onp—1,€1 + 5n) ;

Dn: Op,&1 — En)-

Affirmation 8. — (i) Pour tous les triplets (G,a, ) ci-dessus, excepté le second,
a, 8,0 = v vérifient la propriété donnée dans la remarque précédente;

(ii) Dans le cas des trois premiers triplets, il existe &' € A telle que (a, ') # 0
et (B8,8") > 0. De plus, les racines a, 3 et s,(0") vérifient cette méme propriété (citée
ci-dessus).
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Grace au lemme 16, on obtient :

(A,d) = (AB) (4.8)

La condition (4.7) exclut donc les triplets de la forme (G, 1,62 +¢;) oU2 < j <n
et G = B,,C, ou D,. Les deux derniers cas sont rejetés d’emblée; il suffit pour
cela de noter qu’il existe deux valeurs possibles de §, ce qui contredit I’égalité (4.7).
En ce qui concerne les deux premiers cas, on note que les égalités (4.7) et (4.8)
sont incompatibles. Considérons enfin le second triplet a savoir (G, a1,y + €,) pour
Y=8B,C,Onad =a;et (w()\), an) < 0, or quelle que soit la racine 1 considérée

A—w(A) =a(2e1 —ex+€,) ¢, B)c N (N, an)c-

Ce triplet est donc aussi a rejeter.
Supposons, pour finir, que toute racine simple ¢ telle que (8, d) > 0, vérifie néces-
sairement l'inégalité (o, §) < 0. Les triplets (G, «, 3) sont alors de la forme:

b (A37 Qg, d) ;

e (G,a9,e1 +€3) pour G = B, Cy, ou Dy;
b (B?n as, d) )
L4 (Bna aq, 82) )
g (Cna a2, 65) ’
L4 (CTU aq, 282) )
i (Dna a, d)
Affirmation 9. — (w(}),v) < 0.
Démonstration. — Si (w(X),v) = 0 alors on a:
(A,0) = (A, B) (4.9)

ce qui exclut comme précédemment les cas ou le coefficient de § est égal a 2. 1l
ne reste donc que les deux premiers triplets qui eux aussi sont a rejeter car, dans
ce cas, le support de [ étant maximal, on ne peut avoir simultanément les égalités

(A aY) = (A BY) et (A,0)=(A\06). O
On considére alors le lemme 16 pour réduire la liste a:
o (A3,02,0);
o (Cs,0a9,61 +€3);
(Bs, a3, a);
(Cpnya,a);
e (D,,a1,a) .
On exclut enfin le quatrieme triplet en considérant (w()\), ozl). En effet, on a alors:
(w(/\),ozl) = (N az) —2()\, BY) <0.

Or, quelle que soit la racine n considérée,

A—w(A) = a(2e1 + &3 —e3) ¢ {a1,M)c.

On obtient finalement la

Proposition 18. — Dans le cas des groupes classiques, seuls les triplets
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o (A3, a0,0);
o (Cs,a9,61 +63);
hd (B?Ha?n )
i (Dn’ala )

génerent des variétés-a-deuz-orbites cuspidales de type I1.

Le triplet (C3, az,e1 + £3) donne la paire de C3 (obtenue a partir des résultats de
A. WASSERMANN). Les autres triplets génerent les paires cuspidales (obtenues par
D. AHIEZER) (D,,$p,,) et (Bs,g2). Ceci achéve la démonstration du théoreme 10
pour le cas classique.

4.2.2 Cas des groupes exceptionnels.

On considere d’abord le cas ou G est de type Eg, E; ou Eg; on notera par com-
modité les racines de G suivant le diagramme de Dynkin. On va montrer que dans ce
cas, il n’y a aucun candidat pour le stabilisateur générique.

Affirmation 10. — Il existe une racine simple ¢ telle que (3,9) > 0 et «, 3, s4(5)
vérifient la propriété de la deniére remarque, sauf dans les cas de type E; et Eg pour
respectivement les paires («, §) suivantes :

1 2 2111 1 221111
o, 1 et aq, 1 )

Démonstration. — Comme pour le cas classique, le seul cas ol «, 8 et § peuvent ne
pas vérifier la propriété de la remarque précédente se produit lorsque (o, 3) est de
type A; x Aj. Si tous les coefficients de ( sont égaux a 1 alors, quelle que soit la
racine «, on peut trouver § € A telle que (o, ) = 0 et (3,0) > 0. Les racines 3 dont
au moins 'un des coefficients est supérieur ou égal a 2 sont décrites explicitement
dans les planches V, VI ou VII de BOURBAKI (voir [5]). En procédant au cas par cas,
il apparait qu’on peut trouver une racine simple ¢ telle que («,d) = 0 et (3,6) > 0,
excepté pour les paires mentionnées dans ’énoncé de 'affirmation. On en déduit le
résultat annoncé. O]

On applique alors le lemme 16 aux racines «, [ et ¢ (sauf pour les cas cités ci-
dessus) et on obtient :

(A, 0) = (A, B). (4.10)

Et nécessairement d’apres I’égalité (4.5), le support de 3 est égal & A\{a} et a est
extrémale. Si tous les coefficients de 3 étaient égaux a 1, il existerait deux possibilités
pour 0 ce qui contredirait (4.10). Par conséquent, [ a au moins un coefficient supérieur
ou égal a 2; au lire des planches V,VI et VII de BOURBAKI (voir [5]), on constate
qu’on peut choisir la racine § telle que le coefficient de 8 en § soit égal a 2: ce qui est
absurde d’apres 1'égalité (4.10).

Il ne nous reste donc plus qu’a considérer les paires

1 2 2111 1 221111
aq, 1 et aq, 1 .
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De telles paires («, 3), ne peuvent étre retenues; pour montrer cela, il suffit de noter
que
(w()\),al + ag) <0

et qu’il n’existe aucune racine 7 telle que A — w(A) € {a, B)c N {ay + a3, N)c.
Il nous reste donc a considérer le type Fjy. Dans ce cas, toujours par les mémes
arguments, on montre que nécessairement :

6 =1231 et o= oy

et ainsi, le systéme de racines {1, s, a3, as + 2a3 + a4y doit étre contenu dans le
stabilisateur générique. L’égalité (A, «¥) = (A, ) donne de plus que:

(w()‘)aal) = (U)()\), a?) =0= ()‘a al) = (/\,042)
d’oll +a;,+a; € ®(G,). Quant a I'inégalité: (w(A), a3 + aq) <0, elle conduit &
Y os—as + Y1222 € gs.

En notant pour finir que le systeme (g + a4, 1222) est de type A; x Ay, on aboutit
ainst a la paire de type II de Fj.

On acheéve ainsi la démonstration du théoréme 10 et donc la classification des
variétés-a-deux-orbites.
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