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INTRODUCTION

Cette these est consacrée a 1’étude de divers problemes concernant 1’ob-
servabilité frontiere, la contrélabilité exacte et la stabilisation de 1’équation
des ondes et du systeme général d’élasticité. Dans cette étude, on généralise
et on améliore divers résultats antérieurs.

Dans la suite de cette introduction, on donnera une breve analyse du
contenu de la these, qui a été divisée en dix chapitres.

Chapitre 1. Soient {2 un ouvert borné non vide de R (n € N*) de frontiere I’
de classe C? et v le vecteur unitaire normal extérieur a I'. Soit A = 9;(a;;0;)
un opérateur elliptique différentiel de deuxieme ordre avec des coefficients
a;; € CHRT; W (Q))NWH(Q x RT) vérifiant les conditions de symétrie
et coercivité suivantes:

ai; =aj; et ai;&& > alé)? dans Q x RT

pour tout vecteur £ = (&1, -+,&,) € R™ oli, @ > 0 est un nombre fixé. (Dans
toute la these, on utilise la convention de sommation sur les indices répétés,
et tout indice ouvert désigne la répétition de cet indice de 1 & n.) Puis l'on
considere 1’équation des ondes avec la condition au bord du type Dirichlet
suivante:

y'—Ay=0 dans Q x RT,
(P1) y=v sur ' xRT,
y(0)=yo et y'(0) =1y dans

ol, v est le controle cherché.

Le systeme (P1) est dit exactement controlable si, pour un temps suff-
isamment grand 7" > 0 et pour toutes données (yo,y1) et (%o, ¥1) dans un
espace a définir, il existe un controle v tel que la solution y du systéme (P1)
vérifie la condition finale

(1.0) y(T) =790 et y'(T)=1.

La controlabilité exacte du systeme (P1) a été étudié par plusieurs auteurs,
parmi eux: Avellaneda et Lin [8], Ho [35, 36|, Komornik [45], Lasiecka, Trig-
giani et Yao [53] et Lions [54, 55] dans le cas ot les coefficients ne dépendent
pas du temps t, Munoz Rivera [61] dans le cas a;; = d;;a(t) ou a(t) est
une fonction donnée, Miranda [60] dans le cas a;; = (8;; — k' (t)%z;z;)k(t) 2
pour une fonction donnée k(t) avec la présence des termes Vy et Vy' dans
la premieére équation du systeme (P1). Récemment, Liu et Williams [58] ont
obtenu des résultats de controlabilité exacte de ’équation des ondes avec con-
dition au bord du type Neumann similaires a ceux que nous allons présenter
dans ce chapitre.
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Dans tous ces travaux, la méthode des multiplicateurs, développée par
exemple par Lagnese [48], Lions [55, 56|, Komornik [42] ou Komornik et
Zuazua [47], a été appliquée pour obtenir les inégalités d’observabilité (dites
directe et inverse). Ensuite les résultats de controlabilité exacte ont été
conclus en appliquant la méthode d’unicité Hilbertienne (HUM) introduite
par Lions [55].

La dépendance des coefficients a;; de t cause en général le manque de
la conservativité et la dissipativité du systeme considéré, c’est la difficulté
principale par rapport aux autres cas. On se place dans le cadre général et,
sous des conditions convenables sur les dérivées des coefficients par rapport
aux variables de 'espace et du temps et a 'aide de multiplicateurs adaptés
au systéme, on montre les inégalités d’observabilité du systeme (P1) avec
v = 0. Ensuite, en appliquant la méthode (HUM), on montre que le systeme
(P1) est exactement controlable.

Soit 2 € R™ et posant m(z) = # — 2°. Soient Ty et 'y deux parties de
I telles que
(1.1) I =T\Ty et Vzely: m(z) v(r)<O0.
On suppose que les coefficients a;; vérifient 1'une des trois hypotheses suiv-
antes:

(H1) Il existe v, > 0 et A > 0 trois réels tels que

(1.2) (2a;; — mpOra;;)&:&; > vai;&& dans Q x RT,
(1.3) (mi&r)? < Bai;&i€; dans Qx RT

et

(1.4) |a;;6&5] < Mag&&; dans QxR

pour tout £ € R oli, Oxa;; = %aTikj. On suppose que

(1.5) v <2n

et

4N/B

(1.6) ;

< 1.

On pose Ty = —+log (1 — %) Si A = 0, alors on pose T = #.

4
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(H2) On suppose que les conditions (1.2), (1.3) et (1.5) sont satisfaites et
qu’il existe une fonction A € L1(RT) telle que

(17) |a;J§Z§J| < )\(t)aij/fifj dans € x R+

pour tout £ € R™. On pose 1) = %(1 +eMe oy, A = Jo T () dt.

Si de plus on a:

(1.8) a;;j6&; <0 dans QxR*
ou
(1.9) a;;&& >0 dans QxRT

pour tout & € R™, alors on pose, respectivement, Ty = %65‘ si on a (1.8)
et Ty = #(1 +eM) siona (L9).

(H3) Supposons (1.3) et (1.7) et qu’il existe une fonction v avec |y| € L1 (RT)
telle que

(110) mkﬁkaijﬁiﬁj S ’y(t)aij&ﬁj dans §) x R+

pour tout £ € R™. On pose Ty = (3¢ + /B(1 + e))e* ot 5 = I~ (@) de.

Si de plus, on a (1.8) ou (1.9), alors on pose, respectivement, Ty =

(7 +2v/B)e* sion a (1.8), et Ty = (§ + /B(1 + e ))e si on a (1.9).

Donc, on a le résultat d’observabilité suivant: soit 1" > T}, alors il existe
deux constantes strictement positives ¢, et co telles que pour toute solution
y du systeme (P1) avec v = 0, I’énergie de la solution y définie par

E(t) = /((3/)2 + ai;0;y0;y) dx, te€RT
Q

N[ —

vérifie les estimations

T
ClE(O) S / / aijc")iy@jy dI'dt S CQE(O)
0 r's

La méthode des multiplicateurs adaptée dans ce chapitre sera utilisée
dans le ch. 2 pour obtenir les inégalités d’observabilité du systeme général
d’élasticité. Toutefois, on peut aussi 'appliquer a des problemes non conser-
vatifs ot I’énergie n’est pas une fonction constante.

5
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En appliquant la méthode HUM, on conclut le résultat de controlabilité
exacte suivant: soit 1" > Ty. Pour toutes données

(yanl)’ (?Jo,ﬂl) € L2(Q) X H_I(Q)a

il existe un controle v € L3(T' x RT) tel que la solution du systéme (P1)
vérifie (1.0).

Ce travail fait 'objet d’un article accepté pour publication au Israel. J.
Math.

Chapitre 2. Les chapitres 2-7 seront consacrés a I’étude de I'observabilité
frontiere avec la condition au bord du type Dirichlet, la controlabilité exacte
et la stabilisation du systeme général d’élasticité.

Le probleme de stabilisation consiste a déterminer le comportement
asymptotique de ’énergie qu’on note E(t), étudier sa limite afin de détermi-
ner si cette limite est nulle ou pas, et, si cette limite est nulle, donner une
estimation de la vitesse de décroissance de 1'énergie vers zéro.

Ce probleme a été étudié par de nombreux auteurs pour divers systemes.
Dans notre étude, on obtient trois types de stabilisation:

1. Stabilisation forte: E(t) — 0, lorsque t — oo.
2. Stabilisation polynomiale: E(t) < ct=%, Vt > 0, (¢, § > 0)
3. Stabilisation uniforme: E(t) < ce™%, Vt > 0, (¢, 6 > 0).

Le systeme d’élasticité a attiré 'intention de nombreux mathématiciens
dans les dernieres années. Un vrai progres a été réalisé dans ce domaine,
notamment dans les travaux de Lagnese [49, 50|, Komornik [39], Martinez
[59], Aassila [2], Alabau et Komornik [5, 6] et Horn [37, 38].

Dans [49], Lagnese prouve des résultats de stabilisation uniforme du
systeme d’élasticité soumis a un feedback linéaire, sous certaines conditions
techniques sur le tenseur d’élasticité. En particulier, ces résultats ne s’appliqg-
uent pas au cas linéaire homogene isotrope, pour lequel le tenseur d’élasticité
dépend de deux parametres appelés constantes de Lamé. Dans [50], il ob-
tient des estimations de stabilisation uniforme pour des systemes d’élasticité
homogenes, isotropes, linéaires et bidimensionnels, soumis a un feedback
linéaire frontiere artificiel.

Komornik [39] a montré les mémes estimations pour le systéme ho-
mogene isotrope en dimension 2 et 3, soumis a un feedback linéaire frontiere.
Ces estimations sur le taux de décroissance de I’énergie sont méme opti-
males lorsque le domaine est une boule de R3. Martinez [59] a généralisé
les résultats de [39] au systeme d’élasticité relatif aux cristaux cubiques, et
soumis a un feedback frontiere non linéaire. Pour ces systemes, le tenseur
d’élasticité dépend de trois parametres.

6
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Aassila [2] a montré la stabilisation forte du systéeme homogene isotrope
d’élasticité soumis a un feedback interne non linéaire dans un domaine de
mesure finie, mais sans donner aucune estimation sur le taux de décroissance
de I’énergie.

Alabau et Komornik [5, 6] ont étudié un systeme d’élasticité non isotrope
avec des coefficients constants. Ils ont obtenu des résultats de controlabilité
exacte et, sous certaines hypotheses géométriques, des résultats de stabilisa-
tion uniforme par un feedback frontiere linéaire, avec la précision du taux de
décroissance de I’énergie. Leur démonstration est basée sur la méthode des
multiplicateurs en donnant deux identités nouvelles cruciales.

Horn [37, 38] a obtenu des résultats de stabilisation du systeme ho-
mogene isotrope d’élasticité sous des hypotheses géométriques faibles en com-
binant la méthode des multiplicateurs et les techniques d’analyse micro-locale
développées par Bardos, Lebeau et Rauch [11] et appliquées par Lasiecka et
Triggiani [52] dans 1’étude de la stabilisation de ’équation des ondes, en
simplifiant les preuves de [11]. Les résultats de stabilisation de [37, 38] ne
précisent pas le taux de décroissance de 1’énergie: elle est donnée sous la
forme

E(t) <S5(t), Vt>O0,

olt, S(t) est la solution de I’équation différentielle
§'(t) +q(S(t) =0,

q étant une fonction dépendant de la fonction qui représente le feedback, par
I’intermédiaire d’un certain algorithme.

Le but de notre étude est d’atteindre les résultats de [5, 6] au cas non
linéaire avec des coefficients dépendants des variables de ’espace et du temps
et affaiblir certaines hypotheses.

Dans le ch. 2, on traite le probleme d’observabilité frontiere avec la
condition au bord du type Dirichlet et la contrélabilité exacte du systeme
général d’élasticité.

Soient 2 un ouvert borné non vide de R™ de frontiere I' de classe C? et

aijr € CHRY; W= (Q)) N Wh>e(Q x RT)

un ensemble des fonctions vérifiant les conditions de symétrie et coercivité
suivantes:

(2.0) Qijkl = Aklij = Qjikl et Qijkl€ij €KL Z Qi€ dans ) x R+

pour un nombre o > 0 fixé et pour tout tenseur symétrique ¢;;. Puis I'on

considere le systéeme suivant:
17 L +
y; — 0455 =0 dans €2 x RT,
Yi = U; sur I'xRT,

1

P2
2 yi(0) =y; et y;(0) =y dans Q,
i=1,-,n

7
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. . . doij
o, v = (vy,---,vy) est le controle cherché, o;;; = %, Oij = Qijki€ki,
J
1 oy le]
ext = 5 Ykt + Yik) et Yk = For Ykl = —a?jc'j-
Fixons un point 2 € R™ et posons m(z) = z — 2% R = ||m||p=(q).

Soient I'y et I'; deux parties de I telles que (1.1).

On suppose que les coefficients a;;1; vérifient 'une des hypotheses suiv-
antes:

(H1) Il existe v > 0 et A > 0 deux constantes telles que

(2.1) (2aijk1 — MpOpaijkl)Eij€kt > Vaijri€ijerr  dans Q x RT

et

(2.2) |a;jkl5ij5kl| < Aajjrigijerr  dans € X R*

pour tout tenseur symétrique ;; o, OpQ;jr = %j:’. On suppose que
(2.3) v <2n

et

(2.4) % %R <L

On pose Ty = ——log — %\/gR). Si A =0, alors on pose Ty = %\/gR.

(H2) On suppose que les conditions (2.1) et (2.3) sont satisfaites et qu’il
existe une fonction A € L'(R™) telle que

(2.5) |a;jkl€ij€kl| < A(t)aijklgijgkl dans ) x R+
pour tout tenseur symétrique e;;. On pose T = %\/gR(l + e;\)ej‘

A= 7 A()dt

Si de plus, on a:

(2.6) ajipciice <0 dans Qx RT
ou
(27) a’/ijklgijgkl >0 dans QO x ]R+

pour tout tenseur symétrique e;;, alors on pose, respectivement, Ty =

\/7Re sion a (2.6), et Ty = \/7R1—I—e ) sion a (2.7).
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(H3) Supposons (2.5) et qu’il existe une fonction v avec |y| € LY(R™) telle
que

(2.8) mpOpaijricijert < y(t)aijricijer, dans Q x RT

pour tout tenseur symétrique ;;. On pose Ty = (ye* + \/gR(l +eM))et oy,
¥=Jo Iv(®)dt.
Si de plus, on a (2.6) ou (2.7), alors on pose, respectivement, T =

v+ 2\/gR)eS‘ sion a (2.6), et Ty = (7 + \/gR(l +eM))e sion a (2.7).

Donc on a le résultat d’observabilité suivant: soit T' > T{,. Alors il existe
deux constantes strictement positives ¢ et co telles que pour toute solution
y du systeme (P2) avec v = 0, I"énergie de la solution y, définie par

1

B =3 [ Wyl +opey)de, eeRY,
Q

vérifie les estimations

T
ClE(O) S / / 0ijEij5 dI'dt S CQE(O)
0 Iy

En appliquant la méthode (HUM), on conclut le résultat de contrélabilité
exact suivant: soit 1" > Tj. Pour toutes données

(", y'), (@°,5") € (LA(Q)" x (H1(Q)",

il existe un controle v € (L?(T' x RT))™ tel que la solution du systeme (P2)
vérifie
y(T)=3" et y(T)=7g"

Chapitre 3. On considere dans ce chapitre le systeme linéaire d’élasticité
suivant:

u;’ — 045,75 = 0 dans €2 x R+,
U; = 0 sur FO X R+,

(P3) oiv; +au; + bul =0 sur I'y x RT,
u;i(0) = uf et ui(0)=wu] dans Q,
i=1,---.n

’

avec les mémes notations qu’au ch. 2 et sous la condition (2.0). Ici, b > 0, a >
0 sont deux constantes fixées. On étudie le comportement asymptotique de
Iénergie de la solution du systéme (P3), définie par

1 1
(3.1) E(t)= - / (uju) + 0458:5) dx + —/ auju; dU, t€RT.
2 Ja 2 Jr,

9
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Supposons que la condition (2.1) est satisfaite et que

ajip€iger <0 dans QxR
pour tout tenseur symétrique &;;,

Y&
2 e
(3:2) “<IR

(avec 7 assez petit s’il existe i, j, k, [ tels que a;j,d #0) et
(3.3) VeeTly: |z—2°| =R

Alors on montre le résultat de stabilisation uniforme suivant: il existe deux
constantes w, M > 0 telles que, pour toute donnée initiale

(u”, u') € (Hr, ()" x (L*(Q)",

(3.4) E(t) < ME(0)e “t, Vvt >0.
Dans le cas a;ji; =const (v = 2), (3.2) donne une condition plus faible que
celle supposée dans [5]. La condition (3.2) sera éliminée dans le ch. 4.

Les résultats des ch. 2 et 3 font ’'objet de deux articles parus aux Kyushu
J. of Math. et Acta Sci. Math. (Szeged).

Chapitre 4. On s’intéresse dans ce chapitre au probleme d’existence, de
régularité et de stabilisation non linéaire du systeme étudié dans le ch. 3.
Soient g; : R — R des fonctions continues, croissantes et g;(0) = 0 telles que

lgi(x)] < e(1+|z|) pour tout z € R

ol, ¢ > 0 est un nombre fixé. On considere le systeme suivant:

u” 0iji =0 dans Q x RT,

=0 sur Iy x RT,

(P4) aijuj + auZ + gi(u}) = sur I'; x RT,
u;i(0) = uf et ui(0) = dans €,

2217 N,

avec les mémes notations qu’au ch. 3. Ici, on prend des coefficients a;;i; €
W1o°(Q) vérifiant la condition (2.0).

Premierement, on applique la théorie des semi-groupes non linéaires, on
montre I'existence, 'unicité et la régularité de la solution du systeme (P4):

10
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1. Pour toute donnée initiale (u® u') € (HE (€2))" x (L*(Q))", le systéme
(P4) admet une solution globale unique (faible)

u € C(R™; (Hp, (2))") N CT(RY; (L*())").

De plus, énergie de la solution u définie par (3.1) est une fonction
décroissante.

2. Pour toute donnée initiale (u®,u') € (H?(Q) m[-[llo (Q))" x (HI;O (Q))" telle
que
0ij(u®) + auf + g;(uj) =0 sur T4,

la solution u (dite forte) vérifie
u, ' € L®(RY; (Hp, (Q)"),  u” € L®(RF; (L*(Q)").
Si de plus, les fonctions g; sont globalement Lipschitz, alors on a:
we LX(RT; (HA(Q) N HE (@), g(u') € (R (Hp ().

Puis on traite le probleme de stabilisation. Grace au résultat de stabilisation
uniforme obtenu au ch. 3, et par l'intermédiaire d’un principe général de
Russell [69] et une méthode introduite par Liu [57] dans le cadre d’un systéme
linéaire de thermoélasticité, on se débarasse de la condition a < Z—; supposée
dans le ch. 3 et on obtient des résultats de stabilisation pour toute valeur
positive de a avec des estimations précises sur le taux de décroissance de
I’énergie.

On suppose que les conditions (2.1) et (3.3) sont satisfaites.

1. Supposons qu'il existe des constantes ¢, co, c3, ¢4 > 0 et p € [1,00) telles
que

(4.1) arlz? < |gi(@)| < eolz|7 s |z < 1

(4.2) cslz] <|gi(z)| < eqlz| if |x| > 1.

Alors toute solution faible du systeme (P4) vérifie, pour trois constantes
My, My, w > 0,

(4.3) E@) < M(1+t) 577 Vt>0, sip>1
et
(4.4) E(t) < MgE(0)e™" VvVt >0, sip=1.

11
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2. Supposons que les fonctions g; vérifient (4.1) avec
p>1lsin=1, p>1sin=2 e p>n—1sin>3
et qu’il existe c; > 0 tel que
l9i(@)| < eslz[* si fa| > 1

o, A = prl (A > 1sip=1). Alors toute solution forte du systeme (P4)
vérifie les estimations (4.3) et (4.4) pour des constantes My, My, w > 0
dépendantes de la solution u.

La condition (3.3) est tres restrictive, elle signifie que I'y est une sphere.
Horn [37, 38| a affaibli cette condition pour le systeme d’élasticité homogene
isotrope sans préciser le taux de décroissance de ’énergie.

La bornitude de Q permet d’utiliser des résultats d’injection compacte
sur les espaces de Sobolev, et la croissance polynomiale des fonctions g; aux
voisinages de 0 et 00 permet 'utilisation des inégalités intégrales (voir par
exemple, Komornik [40, 43|, Nakao [65] ou Zuazua [73, 74]|) dans le but
d’obtenir des estimations sur le taux de décroissance de ’énergie.

Ce type d’estimations est connu, notamment pour ’équation des ondes.
On présentra des estimations analogues dans les ch. 6 et 7 et dans le ch. 9
ol on va étudier un systeme de Petrovsky.

Les résultats de ce chapitre font l'objet d’un article paru au journal
Portugaliae Math.

Chapitres 5, 6 et 7. On considere dans ces trois chapitres le systeme
d’élasticité, soumis a un feedback interne non linéaire, suivant:

ul! 05,5+ li(z, u;) =0 dans Q x RT,

i —

uzzo sur FOXR+,

(P5) oi;Vj +au; =0 sur I'y X R+,
ui(0) = u) et u/(0)=wu; dans Q,
i=1,--,n

oll, ) est un ouvert non vide de R™ de frontiere I' = 'y UT; de classe C?
avec Iy N Ty = 0 (on peut prendre I'y = @ ou I'y = 0), a > 0 pour simplifier
(on peut considérer le cas ot a := a(x) est une fonction positive et bornée),
li(z,ul) = bi(x)g;(ul), by € L°(£2) est une fonction positive, g; : R — R est
une fonction donnée et a;jr; € W (Q) vérifiant (2.0).

Dans le ch. 5, on suppose que b;(x) > by > 0 pour tout = € Q, Q est de
mesure finie et que les fonctions g; vérifient les hypotheses suivantes:

(H1) gi est continue, localement Lipschitz et g;(0) = 0;

12
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(H2) zg;(x) >0, pour tout =z € R*;
il existe deux constantes strictement positives c¢; et co telles que
(H3) c1|z) < lgi(z)| < colz|, pour tout |z| > 1.

Alors on a, pour toute donnée initiale (u®, u') € (Hf (€)™ x (L*(Q))", le
systéme (P5) admet une solution globale unique (faible)

u € C(R™; (Hr, (2))") N CHRT; (L*(Q)")
vérifiant
(5.1) E(t) — 0 lorsque t— oo

ol, F est I'énergie de la solution u définie par

1 1
(5.2) E(t)= = / (uju; 4+ o458i5) dx + —/ au;u; dl, t € RT.
2 Ja 2 Jr,

Si le domaine €2 est borné ou I'y = (), on peut montrer (5.1) par 'application
directe du principe d’invariance de LaSalle en utilisant des injections com-
pactes sur les espaces de Sobolev. Or, ce principe tombe en défaut quand
le domaine €2 est seulement de mesure finie et 'y = (), en ’absence de com-
pacité: d’apres Adams [4, corollary 6.41], 'existence d'une injection compacte
WmP(Q) — L1(§2), avec m € N*, ¢ > p > 1, implique que

Vk: e u(Q,) — 0 lorsque 7 — oo

o, , = {x € Q: |z| > r} et uest la mesure de Lebesgue dans R™. La
démonstration de (5.1) est basée sur une approche introduite par Aassila [1],
cette méthode ne fournit aucune estimation sur le taux de décroissance de
I’énergie et elle n’est plus applicable dans le cas d’'un feedback frontiere.

Dans le ch. 6, on suppose que I'y = ) (pour simplifier), b;(x) > by > 0
pour tout z € §2, € est borné et que les fonctions g; vérifient les hypotheses
suivantes:

(H4) g; est continue, croissante et g;(0) = 0;
il existe des constantes ¢, > 0 et ¢; € [1,00) avec (n — 2)g; < n telles que

(H5) lgi(z)] < (1 +|z|%), pour tout =z € R.

En appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires (voir Ball [9], Barbu
[10], Brezis [14], Conrad et Pierre [17], Komornik [42]), on montre que notre
systeme (P5) est bien posé, plus précisement on a:

13
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1. Pour toute donnée initiale (u®, ul) € (HI(Q))™ x (L?(2))™, le systéme
(P5) admet une solution globale unique (faible)

u € C(RY; (Hg(Q))") N CHRF; (LAQ)").

L’énergie de la solution u définie par (5.2) est une fonction décroissante.
2. Pour toute donnée initiale (u®,u') € (H?(Q) N H}(Q))"™ x (HL(Q)™, la
solution u (dite forte) vérifie
u” € L¥(RT5 (LX(Q)"), ' € L=(R™; (Hy()")
et
u € L*(RY; (H*(Q) N Hy(Q)"),  g(u) € L=(RT; (L*(Q)").
Ensuite, on montre le résultat de stabilisation suivant:

1. Supposons qu’il existe des constantes cj, ca, c3, ¢4 > 0 et p, ¢ € [1,00)
avec (n — 2)q < n telles que

(5.3) cilzl” < |gi(z)| < oz s |z| <1,
(5.4) 9:(0)] < cslalt si ] > 1

et

(5.5) eqlz) <lgi(z)] st |z| > 1.

Alors, toute solution faible su systeme (P5) vérifie, pour deux constantes
c, w >0,

(5.6) E(t) <ctrmr Yt>0, sip>1
et
(5.7) E(t) < E(0)e! ™t vt>0, sip=1.

2. Supposons que les fonctions g; vérifient (5.3) et (5.4) avec
(5.8) p>1lsin=1, p>1sin=2 et ngsinz&

Alors toute solution forte u du systeme (P5) vérifie les estimations (5.6) et
(5.7) pour des constantes ¢ et wy > 0 dépendantes de w.

Dans ces deux chapitres, on peut supposer que b;(z) = 1 pour tout z € Q
sans perte de généralité. Si Q est borné ou I'y = (), le principe d’invariance

14
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de LaSalle nous garantit le résultat (5.1) obtenu au ch. 5 méme si b; vérifie
seulement b;(z) > 0 pour tout x € .

Dans le ch. 7, on suppose que 2 est borné, I'y = () (pour simplifier),
les fonctions g; vérifient les hypotheses (H4) et (H5), et les fonctions b; sont
exercées sur une partie w de ). On note alors que notre systeme est bien
posé exactement comme au ch. 6.

Concernant ’équation des ondes, le probleme de stabilisation avec un
feedback interne localement distribué a été étudié par de nombreux auteurs,
des résultats de stabilisation uniforme et polynomiale ont été obtenus sous
différentes hypotheses.

Dans le cas non dégénéré (c’est a dire les dissipations ne tendent pas vers
zéro dans w) oll, w est un voisinage du bord de €2, Zuazua [75] a montré que,
si le feedback est linéaire, ’énergie décroit uniformément vers zéro. Nakao
[66] a étendu ce résultat au cas d’un feedback donné par a(x)|u'|"u’ avec
r > —1 et w est un voisinage de

(5.9) 'y ={zel: m(z) v(x) >0}

(par un voisinage de I', nous entendons 'intersection de € et d’un voisinage
de 'y dans R™) o, m(z) = z — 2% et 2° € R™ un point fixé, et a montré
qu’alors I’énergie décroit polynomialement. Nakao [66] a étudié aussi le cas
dégénéré (les dissipations tendent vers zéro dans w). Dans ce cas, 'auteur a
consideré seulement un feedback linéaire et a montré la décroissance polyno-
miale de I’énergie pour des données initiales dans

(H™ () N Hy () > (H™(Q) N Hy ()

ou, m € N* tel que 2m > n. Les preuves de [75] et [66] sont basées sur la
méthode des multiplicateurs et sur un argument de compacité. Dans le cas
dégénéré, dans [66] auteur a utilisé aussi le fait que la solution a la régularité
suivante:

k=m
(5.10) () CH®F; H™ Q) N Hy (Q)) nC™HH(RY; L2 (Q)).
k=0

Tcheugoué Tébou [72] a éliminé la condition 2m > n en simplifiant les
preuves de [66]. Dans le cas non linéaire, la régularité (5.10) utilisée dans [66]
et [72] n’est pas satisfaite en général, ce qui fait que, dans le cas dégénéré, la
question de la stabilisation par un feedback non linéaire reste ouverte.

Concernant le systeme général d’élasticité, aucun résultat n’est connu
dans cette direction. On considere dans ce chapitre les deux cas: dégénéré et
non dégénéré, avec un feedback non linéaire dans les deux cas. Nos résultats
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généralisent et améliorent dans un certain sens les résultats mentionés ci-
dessus. On donne une réponse positive a la question notée ci-dessus ou on
prend seulement des données initiales dans (H2(Q)NHE ()" x (HL(Q))™. De
plus, si le feedback est linéaire et n > 2, on obtient un taux de décroissance
plus grand que celui obtenu dans [72] et [66], et sans aucune condition sur
la dégénérence de b;. Notre méthode de démonstration est basée sur la tech-
nique des multiplicateurs et sur des inégalités intégrales diies a Haraux et
Komornik; nous utilisons aussi une idée de [72] pour nous débarasser des
termes d’ordres inférieurs génants.

Soient c¢1, co > 0 et p, r > 1 quatre constantes telles que les fonctions g;
vérifient la condition, pour tout z € R,

(5.11) ey min{lz|, |z|"} < |gi()| < e max{|z], [2]'/7}.

Soit w un voisinage de la partie I'y définie par (5.9) tel que

(5.12) bi(x) >by >0 sur w
ou
(5.13) bi(x) >0 sur w et / bi_p, (x)dz < 0

pour une constante p’ > 0 telle que
(5.14) Pip—1)>2 et p(p—1)>n.
Alors on a les résultats suivants:

1. Supposons que la condition (2.1), (5.12) et (5.11) avec r = p sont sat-
isfaites. Alors toute solution faible du systéme (P5) vérifie les estimations
(5.6) et (5.7).

2. Supposons que les conditions (2.1), (5.13), (5.14) et (5.11) avec r = 1 sont
satisfaites. Alors toute solution forte u du systéme (P5) vérifie I'estimation
(5.6) pour une constante ¢ > 0 dépendante de u.

Les résultats des ch. 5, 6 et 7 font I'objet de trois articles parus aux
PanAmerican Math. Journal, Portugaliae Math. et Asymptotic Analysis.

Chapitre 8. On présente dans ce chapitre un résultat de décroissance uni-
forme de I’énergie de I’équation des ondes avec conditions aux limites de type
mémoire. Soit €2 un ouvert borné non vide de R™ de frontiere I' = I'g U T’y
de classe C? avec ToNT; = 0. Soient k : Iy x Rt - Rt et b: T — RT
deux fonctions données de C?(R*; L>°(T'y)) et L>(T'y), respectivement, et
considérons le systeme suivant:

u — Au =0 dans Q x RT,

(P8) u=20 . sur g x RT,
opu+ [, k(t—s)u'(s)ds+bu' =0  sur I'y xR,
u(0) =up et v (0) =uy dans .
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Propst et Priiss [68] ont montré, dans un cadre plus général, que le systeme
(P8) est bien posé au sens standard. Par contre, aucun résultat de sta-
bilisation n’a été annoncé. En adaptant la méthode des multiplicateurs et
en utilisant des inégalités particuliéres, on montre que le systéeme (P8) est
uniformément stable.

On fixe un point xg € R™ et on pose m(z) = x —xp, € R™. On suppose
que
I'#40 ou inf k+#0
% Fl xR+ #

et qu’il existe trois réels a, (3, 6 > 0 tels que
m-v<0 sur T's, m-v>4 sur I},

b>p3 sur Iy
E'<0 sur T'; x RT,

K" > —ak’ sur Ty xRT et ainfk(0)> —Qilr}f k' (0).
1

r

Alors pour toute donnée initiale (ug,u1) € HE(2) x L*(2), la solution du
systeme (P8) vérifie, pour une constante w > 0,

E(t) < BE(0)e! @' Vvt>0

ol, ’énergie E de la solution u est définie par

B(t) = % /((u’)2+|Vu|2)da:+% /F ku? dl“—% /F A K (t—5) (u(t)—u(s))? dsdT.

Le résultat de ce chapitre fait I'objet d’un article paru au journal Afrika
Math.

Chapitre 9. On considere dans ce chapitre un systéeme de Petrovsky avec
des conditions au bord du type Dirichlet et Neumann, soumis a un feedback
interne non linéaire:

v’ 4+ A%u+qu+g(u') =0 dans Q x RT,
(P9) u=0,u=0 sur 'x RT,
u(0) =wug et v (0) =uy dans (2

oll, Q) est un ouvert borné non vide de R” de frontiere I' de classe C?, g :
R — R est une fonction continue croissante telle que g(0) =0et ¢: Q — R*
est une fonction de L>°(€2). On définit I’énergie de la solution par la formule

(9.1) B(t) = %/Q((u’)Q b (Au)? + qut)dz, teRY.
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Premierement, en appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires, on
montre que notre systéme (P9) est bien posé au sens suivant:

1. Pour toute donnée initiale (ug,u;) € HZ(2) x L%(Q), le systéme (P9)
admet une solution globale unique (faible)

u € C(RT; HZ(Q)) NCHRT; L2()).

L’énergie de la solution u définie par (9.1) est une fonction décroissante.

2. Pour toute donnée initiale (ug,u;) € (H*(2) N HZ(2)) x HZ() telle que
(9.2) g(uy) € L*(Q) et Aug=0,Aug=0 sur T,
la solution u (dite forte) vérifie
u, v’ € L°(RT; HF(Q)), u’ € L=(R';L*(Q)).
Si de plus, g est globalemet Lipschitz, alors on a:
u € L2(RY HY Q)N HG(Q)),  g(u) € L®(RY; Hy(Q)).

Ensuite, on montre le résultat de stabilisation suivant:

1. Supposons qu’il existe des constantes ¢, ¢z, 3, ¢4 > 0 et p, p’ € [1,00)
avec (n — 2)p’ < n + 2 telles que

(9.3) |zl < [g(2)| < colzP si |z| <1,
(9.4) lg(z)| < eslz? si |z > 1

et

(9.5) calz| <lg(z)| si |z| > 1.

Alors toute solution faible du systeme (P9) vérifie, pour deux constantes
c, w >0,

(9.6) E(t)<ctrT Vt>0, sip>1
et
(9.7) E(t) < BE(0)e'™" Vvt>0, sip=1.

2. Supposons que la fonction g vérifie (9.3) et (9.4) avec
p>1sin=1, p>1$n:2etng$n2&
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Alors toute solution forte du systeme (P9) vérifie les estimations (9.6) et
(9.7) pour des constantes ¢ et w > 0 dépendantes de la solution w.

Le systéeme composé de la premiere équation de (P9) avec ¢ = 0 et
—g(Au’) au lieu de g(u’), la condition au bord

u=Au=0 sur I'xRT

et la condition initiale a été étudié par Komornik et Kouémou-Patcheu [46]
et Komornik [40]. Dans [46], la méthode de Faedo-Galerkin a été appliquée
dans la démonstration de ’existence et 1'unicité de la solution, ce qui a exigé
des conditions sur g plus fortes que celles supposées dans notre travail, de plus
les estimations (9.6) et (9.7) se montrent seulement pour les solutions fortes.
Dans [40], auteur a utilisé la théorie des semi-groupes non linéaires qui a
permis d’affaiblir les conditions sur g et de montrer les estimations (9.6)
et (9.7) pour toute solution faible. Dans notre travail, et avec les mémes
conditions supposées sur g que dans [40], nous montrons ces résultats pour
le systéme (P9). De plus, nous montrons que les estimations (9.6) et (9.7)
restent vraies pour les solutions fortes sans que |g(x)| ne tende vers 'infini
lorsque |z| — oo ce qui permet de considérer les feedbacks bornés.

Les résultats de ce chapitre font I’objet d’un article paru au Bulletin of
the Belgian Math. Soc.

Chapitre 10. Dans ce chapitre, on présente un résultat de stabilisation
uniforme de 1’équation des ondes dans un domaine ouvert borné non vide de
R™ avec la condition de Dirichlet sur une partie I'y du bord et la condition de
Neumann sur 'autre partie I'y du bord, avec deux feedbacks non linéaires,
interne et frontiere:

v —Au+ f(u') =0 dans Q x RT,
u=0 sur I'gx RT,

(P10) Ou+ (m-v)(au+ g(u')) =0 sur Iy x Rt
u(0) =up et u'(0)=uy dans

ou, m(z) = x — xq, f, g sont deux fonctions continues croissantes telles que
f(0) = g(0) =0 et a > 0 est une constante fixée.

Dansle cas f = 0ouT'; = 0, le systeme (P10) a été étudié par nombreux
auteurs depuis les travaux de Russell [69], par exemple, Komornik [41, 43],
Nakao [65] et Zuazua [74]. Des résultats de stabilisation ont été obtenus. Le
but de ce travail est d’obtenir la stabilisation uniforme avec un meilleur taux
de décroissance de I’énergie, en supposant des conditions convenables sur les
fonctions f et g et sur la constante a.

On définit 1’énergie de la solution par la formule
1

E(t) = 5/9((u')2+|Vu|2)dx+%/F (m-v)u*dl, teR*,
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Sous certaines hypotheses géométriques, on montre le résultat suivant: sup-
posons qu’il existe des constantes c¢i, co > telles que

cilz| < |g(z)| < eo|lx| pour tout =z €R

1 1
5(3aR2 —n)c|z| < |f(z)| < 5(3@R2 —n)cg|x| pour tout z €R
et n
R™? max{n — 2, g} <a<nR?
oll, R = ||m|| (). Alors pour toute donnée initiale (ug,u;) € Hp () X

L?(9), la solution du systeme (P10) vérifie ’estimation
(10.1) E(t) < E(0)e! ' ¥t>0

avec w = (n — aR?)(2R+ R?cy + ) 1.

Si on choisit a = R™?max{n — 2,2} et ¢; = co = 1/R (i.e. g(x) =2/R

2 . yd .
et f(z) = 3¢E="4) alors on obtient un taux de décroissance

1
w=—7=581n>3 w=-——=sin=2 e w=—-—7sin=1
2R - 3R 6R ’
ce qui donne, dans le cas n = 2, un taux de décroissance plus grand que
celui obtenu par Komornik [44]. Tcheugoué Tébou [71] a obtenu un résultat
similaire en considérant des feedbacks linéaires, et Martinez [59] a amélioré
ce taux de décroissance dans des domaines polygonaux particuliers.

Le résultat de ce chapitre fait ’objet d’un article paru au journal Annal.
Polonici Math.
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CHAPITRE 1

OBSERV@BILITE FRONTIERE ET
CONTROLABILITE EXACTE DE
L’EQUATION DES ONDES

1. Introduction et résultats principaux

Soient €2 un ouvert borné non vide de R™ (n € N*) de frontiere I" de
classe C? et v le vecteur unitaire normal extérieur a I. Soit A = 9;(a;;0;)
un opérateur elliptique différentiel de deuxieme ordre avec des coefficients
a;; € CHRT; WHee(Q))NWh>(Q x RY) vérifiant les conditions de symétrie
et coercivité suivantes:

(10) A5 = G4y et aij&fj 2 Oé|£|2 dans ) x R+

pour tout vecteur £ = (&1,---,&,) € R™ oll, @ > 0 est un nombre fixé. (Dans
toute la suite, on utilise la convention de sommation sur les indices répétés
et tout indice ouvert désigne la répétition de cet indice de 1 & n). Puis l'on
considere ’équation générale des ondes avec la condition au bord du type
Dirichlet suivante:

y'—Ay=0 dans Q x R*,
(P1) y=v sur T xRT,
y(0)=yo et y'(0)=1wy dans

ou, v est le controle cherché.

Le systeme (P1) est dit exactement controlable si, pour un temps suff-
isamment grand 7" > 0 et pour toutes données (yo,y1) et (Yo, ¥1) dans un
espace a définir, il existe un contréle v tel que la solution y du systéme (P1)
vérifie la condition finale

(1.1) y(T) =70 et y(T) =1

La controlabilité exacte du systeme (P1) a été étudié par plusieurs auteurs,
parmi eux: Avellaneda et Lin [8], Ho [35, 36|, Komornik [45], Lasiecka,
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Triggiani et Yao [53], et Lions [54, 55| dans le cas ou les coefficients ne
dependent pas du temps ¢, Munoz Rivera [61] dans le cas a;; = d;5a(t) ou,
a(t) est une fonction donnée, Miranda [60] dans le cas

aij = (855 — k' (t)°wia;)k(t) >

pour une fonction donnée k(t) avec la présence des termes Vy et Vi’ dans
la premiere équation du systeme (P1). Récemment, Liu et Williams [58]
ont obtenus des résultats de controlabilité exacte de 1’équation des ondes
avec condition au bord du type Neumann, similaires a ceux que nous allons
présenter dans ce chapitre.

Dans tous ces travaux, la méthode des multiplicateurs, développée par
exemple par Lagnese [48], Lions [55, 56|, Komornik [42] ou Komornik et
Zuazua [47], a été appliquée pour obtenir les inégalités d’observalibilité (dites
directe et inverse). Ensuite, les résultats de controlabilité exacte ont été
conclus en appliquant la méthode d’unicité Hilbertienne (HUM) introduite
par Lions [55].

La dépendance des coefficients a;; de t cause en général le manque de
la conservativité et la dissipativité du systeme considéré; c’est la difficulté
principale par rapport aux autres cas. On se place dans le cadre général et,
sous des conditions convenables sur les dérivées des coeflicients par rapport
aux variables de I’espace et de temps et a ’aide de multiplicateurs adaptés au
systéme on montre les inégalités d’observabilité du systeme (P1) avec v = 0.
Ensuite, en appliquant la méthode HUM, on montre que le systeme (P1) est
excatement controlable.

On considére alors le systeme homogene associé a (P1)
v — Au =0 dans Q x RT,
(P2) u=0 sur ' xRT,
u(0) =wug, et u(0)=1wuy dans (.

L’existence et la régularité des solutions du probleme (P2) découle d’un
résultat de la théorie des systemes d’évolution (voir par exemple, Pazy [67,
Ch. 5]). Le principe est de se ramener & un probleme écrit sous la forme
d’un systeme d’évolution abstrait du premier ordre

U'(t)— At)U(t) = 0.

On note par H, V et W les espaces de Hilbert suivants:
H=1}@), [olfy = [ v*d
Q
V=H;Q)={veH'(Q): v=00nT}, |v|} = / |Vv|? dx
Q
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et
W= HXQ) N HLQ), [o]? = /Q ((A0)? + |Vol?) de.

L’inégalité de Poincaré nous assure que || - ||y et || - |[w définissent bien des
normes euclidiennes sur V' et W, respectivement, équivalentes a la structure
euclidienne classique. Soient:

z:=u', U:=(u,2), AQ)U :=(z,A(t)u)

et A I'opérateur défini par (on notera Oyu = gT“k)

Alors le probleme (P2) se réécrit sous la forme:
{ U't)—At)U(t)=0 sur RT,
U(O) = (’LLo, Ul).

On remarque que si u est une solution suffisamment réguliere de (P2), alors
U et A(t)U sont des éléments de V' x H. Ceci nous amene a définir le domaine

de A(t) par
D(A(t)) ={U = (u,2) e VXV : A(t)uc H}.
On peut prouver facilement que, pour tout ¢t € RT,
D(A(t) =W x V.

En effet, il est clair que W x V' C D(A(t)). D’autre part, si (u, 2) € D(A(t)),
alors u € V et 0;(a;;(t)0;u) € H, ce qui implique que a;;0; ju € H ou

0 ju = 8328“%. Or, (1.0) implique que a;; > « pour tout (z,t) € Q x R,

donc 0; ju € H, et par conséquent v € W. Donc le domaine de A(t) est
dense et s’injecte de facon continue dans V x H.

Pour tout ¢t € R, lopérateur linéaire A(t) engendre un semi-groupe
continu de contraction sur V x H (c’est facile de voir que A(t) est un opérateur
maximal monotone). D’autre part, et grace a la régularité des coefficients
a;; on a pour tout U € W x V, I"application:

h:t— At)U

de RT dans V x H est contintiment différentiable. En effet, pour tout U =
(u,2) €W xV et ty, tos € RT, on a:

[h(t1) — h(t2)llvxm = [LA(t)U — A(t2)Ullvxa = [[A(t1)u — A(t2)ullmg
= [[(aij(t1) — ai;(t2))0i ju — Oiai;j(t1) — aij(t2))d5ullm

< ¢ (D llass () = asg(t2)llwr (o ) lullw
2]
< ¢ (D Nlasg(tr) = ass(t2) lwr e ) 1T llw v
.
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ol, ¢ est une constante positive dépendante seulement de (). Grace a la
régularité suposée sur a;;, on déduit de I'inégalité précédente que h est con-
tinue, dérivable sur R et sa dérivée h' est définie comme h ot on remplace
les a;; par les aj;. Donc notre probleme (P2) est bien posé au sens suivant
(voir Pazy [67, Ch. 5]):

1. Etant donné (ug, u1) € V x H, le probléme (P2) admet une unique solution
faible:
u € C(RT; V)N CYHRY; H).

De plus, I’énergie de u, définie par:

(1.2) E(t)= %/Q((u')2 + a;j0;udju) dz, te€RT

(remarquer que d’apres (1.0), E(t) ~ ||(u(t), v/ (t))||% ;) vérifie I'identité:

1
(1.3) E'(t) = 5/ a;;Oudjudr, te R*.
Q

2. De plus, si (ug,u1) € W x V, alors la solution u (appelée solution forte)
du probleme (P2) est plus réguliere:

(1.4) ue CRY;W)NCHRT; V)N C*RY; H).

Remarque. Pour montrer Iidentité (1.3), il suffit de multiplier la premiére
équation dans (P2) par u’ et intégrer par parties sur 2. La formule (1.3)
implique que notre probleme (P2) n’est pas conservatif en général. Cette
formule sera essentielle dans la suite.

Soit 2 € R™ et posons m(z) = « — 2°, R = ||m|| (). Soient 'y et I'y
deux parties de I' telles que
(1.5) I''=T\Ty et Veely: m(z) v(z)<O0.
On suppose que les coefficients a;; vérifient 1'une des trois hypotheses suiv-
antes:

(H1) I existe v, B > 0 et A > 0 trois réels tels que

(16) (20,1']' — mkakaij)@-fj > 'yaijfiﬁj dans € x R+,
(1.7) (mrée)? < Bai;€€; dans Q x RT

et

(18) |(I;]£1£J| < )\aij@fj dans ) x ]R+
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8aij
Oz

pour tout £ € R™ o, Ora;; = . On suppose que

(1.9) v < 2n,

4N/B

(1.10) .

< 1.

On pose Ty = —%10g <1 — %) Si A =0, on pose Ty = #.

(H2) On suppose que les conditions (1.6), (1.7) et (1.9) sont satisfaites et
qu'il existe une fonction A € L1(R™) telle que

(111) |a;]§zlf]| < )\(t)aw&ﬁj dans € x R+

pour tout £ € R™. On pose Tj = %(1 +eM)e ot A = IS A) dt.
Si de plus on a:

(112) a;jfzﬁj <0 dans Q x R+

ou

(1.13) a;;j€&; >0 dans QxR*

pour tout & € R", alors on pose, respectivement, 1 = #e;‘ sion a (1.12),

et Ty = #(1 +e) siona (1.13).

(H3) Supposons (1.7), (1.11) et qu’il existe une fonction « avec |y| € L1 (RT)
telle que

(114) mk{)kaijﬁiﬁj < ’y(t)awﬁzfj dans € x R+

pour tout £ € R™. On pose Ty = (e + /B(1 + e))e* ol 7 = I~ ()] de.

Si de plus, on a (1.12) ou (1.13), alors on pose, respectivement, Ty =
(7 +2vB)e* sion a (1.12), et To = (7 + /B(1 +e*))e si on a (1.13).

Remarques. 1. Grace a la condition (1.0), la condition (1.7) est toujours
satisfaite. Les autres conditions peuvent étre obtenues en choisissant les
dérivées des coefficients a;; par rapport aux variables de ’espace et de temps
plus petites par rapport a a;;.

2. La condition (1.6) a été supposée pour la premiere fois dans [45] dans
le cadre de I’équation des ondes avec la condition au bord du type Neumann
et a;j = 0. La question concernant le cas général reste ouverte.
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Donc on a le résultat d’observabilité suivant:

Théoréme 1. Supposons que les hypothéses (1.0), (1.5) et l'une des hy-
potheses (H1)-(H3) sont satisfaites et soit T > Ty. Alors il existe deux
constantes strictement positives ¢ et co telles que pour toute solution u du
probléme (P2), ’énergie de la solution u définie par (1.2) vérifie les estima-
tions

(1.15) —clE / / a;;0;udjudldt < —CQE(O)
r;

on, ¢ et " sont les deuz constantes positives vérifiant

(1.16) (v, )V um < B(v,v) <00, V(o) €V x H.

Remarques. 1. Si A = 0 (c’est a dire a}; = 0), alors Ty = #. Dans ce
cas la, on tombe sur un temps de controlabilité plus petit que celui obtenu
dans [35].

2. Dans [45], auteur a montré que Ty = # est le temps optimal si
Q={zeR": |z|] <1} et A= A (c’est a dire a;; = d;;). On ne sais pas
si le temps Tj, donné dans les hypotheses (H1)-(H3), est optimal dans le cas
général.

En appliquant la méthode HUM, on conclut le résultat de controlabilité ex-
acte suivant:

Théoréeme 2. Supposons satisfaites les hypothéses du théoréeme 1. Pour
toutes données (yo,y1), (Yo, v1) € L*(Q) x H=1(Q), il existe un contréle v €
L2(T x RT) tel que la solution du probléme (P1) vérifie (1.1).

2. Observabilité: preuve du théoréeme 1

Il suffit de prouver les estimations (1.15) pour les solutions fortes: on
déduit alors le résultat pour les solutions faibles a I'aide d’un argument de
densité. On supposera donc que u est une solution forte de (P2); la régularité
de u donnée par (1.4) permet alors de justifier tous les calculs.

On commence par donner une relation entre E(t) et E(0) qui nous per-
met d’estimer le premier par rapport au second.

Lemme 2.1. On a:
(2.1) —A\E(t) < E'(t) < \E(t), VteRT,
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(2.2) e ME(0) < E(t) < eME(0), VteRT
si (1.8) est satisfaite, et

(2.3) ADE®) < E'(f) < AOE(®), VteR*,

(2.4) e *E(0) < E(t) <e*E(0), VteRT

si (1.11) est satisfaite.

Preuve. D’apres (1.2) et (1.3) on a (2.1) et (2.3). Par le lemme de Gronwall,
on déduit (2.2) et (2.4) de (2.1) et (2.3) respectivement.

On montre maintenant (1.15). On fixe une fonction arbitraire h €
(Wh>(Q))" et un nombre T > 0. On multiplie la premiére équation de
(P2) par hiOku et on intégre par parties sur 2 x [0, 77]:

T
0= / / (hiOku)(u" — 0;(a;;j05u)) dzdt
o Jao

T T
= [/ hy. Opun da:} —/ /hkﬁkuaijﬁjuw dI'dt
Q 0 0 T

T
1
+/ / (0ihiai;0;udku + hia;;0;ud;Oku — §hk8k|u/|2) dxdt.
0o Ja
Or (en utilisant la symétrie de a;;)
1 1
aijﬁjuﬁiaku = §8k(awt9ju81u) — 5(8kaij)8iu8ju,

donc on integre les deux derniers termes du membre de droite de I’identité
précédente et on multiplie par 2, on obtient:

T
(2.5) /0 /F(Qhkﬁkuaijﬁjuyi + (h - v)(|u'|* — a;;0;ud;u)) dTdt

T T
= [/ Qhkﬁkuu’dm} —/ /hkﬁkaij(()iuﬁjudxdt
Q 0 0 Q

T
—I—/ /(28ihkaij8ju8ku + (divh)(|u'|> — a;;0;ud;u)) dxdt.
0o Ja
Comme I’énergie définit une norme sur V' x H équivalente a la norme usuelle
alors, en utilisant I’estimation (2.2) ou (2.4) et le fait que hy € W1H>(Q),
a;; € WhHe(Q x RY), le membre de droite de (2.5) peut-étre facilement
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majoré par cE£(0) ol ¢ est une constante positive (dépendante de T'). D’autre
part, on déduit de la condition au bord de (P2) que:

W=0 et Opuv; =0,uviy; = Ojuy, sur T,

ce qui implique
hkﬁkuaijﬁjuui == (h . I/)aij&-u@ju.

Donc le membre de gauche de (2.5) se réduit a

T
/ /(]’L . V)aijaiuaju dl’dt.
0 r

On choisit la fonction h telle que h = v sur T' (concernant 'existence d’une
telle fonction, voir [42, lemme 2.1]), on obtient I'inégalité directe (I'inégalité
de droite) de (1.15) avec ca = c. L’inégalité directe de (1.15) est satisfaite
sans aucune condition sur le temps 7'.

On choisit maintenant h(z) = m(z), 'identité (2.5) devient:

T
/ /(m - v)a;;0;udju dl'dt
o Jr

= {/ 2my, O un/ da:] / / n)a;;Oiud;u + nlu'|?) dzdt
Q
—/ / mkﬁkaij&-uaju dxdt.
o Jo

Ensuite on multiplie la premiére équation de (P2) par u et on intégre par
parties sur Q x [0, 7], on obtient:

0—/ / 0;(ai;0;u)) dwdt

= {/ uu dm} / /uawﬁ uv; dth—l—/ / (aijOiudju — |u'|*) drdt
:{/uu da:} / /awﬁuf)u—|u|)da¢dt

En multipliant cette égalité par n — g ou, 0 < 0 < 2n et en combinant avec

la précédente, on trouve:

T
/ /(m . I/)aijai@ju dI'dt
0 r
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[/ (2mpOku + (n — 6/2)u)u dm] / / my (Okaij)0;udju dadt
Q

T
+/ / ((2 — 6/2)a;;0;udju + 6 /2|u'|?) dxdt.
0 Q

Alors, en utilisant (1.5) et la définition (1.2) de I’énergie, on déduit que:

T T
(2.6) R/ / aijé)iuf)ju dl’dt Z 5/ E(t) dt
0 I' 0

/ / d)a;j — myOka;;)0;udju drdt

T

_ { /Q (2mpdpu + (n— 6/2)u)u dmdt]

0

On estime maintenant le dernier terme de (2.6). En appliquant la méthode
de Komornik [45] on a:

J2mid + (n — 6/2)ul3aqq — [2mideulFa e
= / ((n—0/2)%u?® + 4(n — §/2)mpOpun) de
Q
- / ((n—6/2)*u? — 2(n — 6/2)nu?) dz + / 2(n — 6/2)mpvpu? dT'
Q r

= (62/4—n2)/ u? dx < 0.
Q

(Remarquer qu’on a supposé que § €]0,2n|.) En utilisant (1.7), grace a
I’inégalité de Young, on a:

(2.7)

/9(2mk8ku +(n—46/2)u)u’ dx

< ﬁ/ﬁ(2mk8ku)2+\/ﬁfﬂ|u’|2dac
< \/B/ (aijaiuaju + |U/|2) dr = 2\/BE(t)
Q

En substituant (2.7) dans (2.6), on voit donc que:

R/O /F aijO;udju dUdt > 5/0 E(t)dt — 21/B(E(0) + E(T))
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T
+/ /((2 - 5)aij - mk(Bka”))&uaju dxdt.
o Jo
On termine la preuve de I'inégalité inverse ('inégalité de gauche) de (1.15)
par distinguer trois cas.

Cas 1. Supposons satisfaite (H1) et T' > Ty. On choisit § =+, donc grace a
(1.6), le dernier terme de (2.8) est positif.

Supposons que E(T') > E(0). D’apres (2.1), on a

E(t)> —((1—e™E(t)), Vt>o0.

> =

Donc 'estimation (2.8) nous donne:

t
R / / Qij 8Zuaju dl'dt
0 JI

> (Ju-e - 4vA) )= (- - 403) o

d’ott on obtient I'inégalité inverse de (1.15) avec ¢; = #x(1 —e ) — %\/ﬁ
qui est une constante positive, grace a (1.10) et la définition de Ty dans (H1).

Si E(T) < E(0), alors en utilisant (2.2), on déduit de (2.8) que:
T T
R/ / a;j0;udju dldt > vE(O)/ e Ndt —4,/BE(0)
0o Jr 0
2 —,\T
> (L
= (X0 - 4vB) B

d’ot, on obtient l'inégalité inverse de (1.15) avec la méme constante c¢;
qu’auparavant.

Si A =0, donc (1.3) et (1.8) impliquent que E = const = E(0). Dans ce
cas, (2.8) implique que:

T
R/ / a;j0udyudldt > (YT — 4+/B)E(0
0 T

ce qui nous donne I'inégalité inverse de (1.15) avec ¢; = & (7T — 4v/B).

Cas 2. Supposons satisfaite (H2) et 7' > Tj. On choisit ici aussi § = v, donc
grace a (1.6), le dernier terme de (2.8) est positif, et par suite d’apres (2.4)

T _ -
R/ / aijO;udjudldt > (ye M — 24/B(1 4 €)) E(0),
o Jry
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d’ott on obtient I'inégalité inverse de (1.15).

De plus, si la propriété (1.12) est satisfaite, alors E’(t) < 0. Et par
conséquent E(t) < E(0) pour tout ¢t € RT. Donc (2.8) devient (en utilisant
aussi (2.4)):

R / ' / a;;0;ud;udldt > AT E(T) — 4/BE(0) > (yTe™ — 4y/B)E(0).
0 I

Si la propriété (1.13) est satisfaite, alors E’(t) > 0. Et par conséquent,
E(t) > E(0) pour tout t € RT. Donc, en utilisant (2.4), on conclut de (2.8)
que:

T —
0 I

Cas 3. Supposons satisfaite (H3) et T' > Tj. On choisit dans ce cas § = 2,
grace a (1.14) et (2.4), on déduit de (2.8) que:

T T B,
R/ / a;;0;udju dl’dt > 2/ E(t)dt—27 sup E(t)—2/B(1+e)E(0)
o Jr, 0 t€[0,77]
> 2(Te ™ — 3¢ — \/B(1 + ")) E(0).

De plus, si la propriété (1.12) est satisfaite, alors E’(t) < 0, et par conséquent
E(t) < E(0) pour tout t € R*. Donc (2.8) devient (en utilisant aussi (2.4)):

T
0 'y

> 2(Te > — v — 24/B)E(0).

Si la propriété (1.13) est satisfaite, alors E’(t) > 0. Et par conséquent
E(t) > E(0) pour tout t € R*. Donc, en utilisant (2.4), on conclut de (2.8)
que:

T _
R/ / a;;0;ud;udldt > 2T E(0) — 2yE(T) — 2/B(1 + €*)E(0)
0 I

> 2T —5e* — /B(1 + ")) E(0).

Grace a la définition de Ty dans (H1)-(H3), on obtient chaque fois 'inégalité
inverse de (1.15) avec une constante positive ¢;. Ceci termine donc la preuve
de (1.15) pour les solutions fortes.

On montre a I'aide d’un argument de densité que (1.15) reste vraie pour
toute solution faible u: soit (ug,u1) € V x H, et u la solution faible associée.
Le sous-espace vectoriel W x V est dense dans ’espace d’énergie V x H. On
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en déduit qu’il existe une suite {(ug, u7) }nen dans W x V' qui converge dans
Pespace d’énergie vers (ug,up). Soit u™ la solution forte du probleme (P2)
associée a la donnée initiale (ugf,u]). Pour tout n € N fixé, I’énergie FE,, de
la solution u™ vérifie les estimations (1.15):

T
(2.9) ClEn(O) S /0 /F aijaiunajun dl'dt S CgEn(O).
1

Or, par construction, la suite {(ug, u})}nen vérifie:
Bu(0) ~ | w2 st — [ltto, u) B ~ B(0) quand n — oo

ou, F est I’énergie de la solution faible u. D’autre part, I'inégalité directe de
(1.15) nous permet de définir la trace de a;;0;ud;u sur I'y x RT comme un
élément de L7 (I'; x RT), aussi pour toute solution faible. Ainsi, en passant
a la limite en n dans (2.9), on obtient (1.15). La preuve de (1.15) est donc
terminée.

On termine ce paragraphe par donner une formule équivalente a (1.15).
Lemme 2.2. On suppose (1.0) et on pose
2
n= Z I|aij||L°°(FxR+)'
,J
Alors, chaque solution de (P2) vérifie sur T x RT les inégalités suivantes:
/! /

(210) i—/aaijﬁju&-u S |aij8ju1/i|2 S €

— —a;;0;u0;u
o WTITT

ou, ¢ et ¢’ sont les deuzr constantes positives définies par (1.16).

Preuve. 1l suffit de montrer (2.10) pour les solutions fortes ou les calculs
sont justifiés. Un argument de densité, exactement comme on a fait pour
les estimations (1.15) nous permet de déduire le résultat pour les solutions
faibles.

La preuve de la deuxieme inégalité de (2.10) ne nécéssite pas la condition
au bord dans (P2):

2,J J

U
lasO5uvi| < laidzul® < (O lag ) O 10ul?) < -, ijOjudiu.

Concernant la preuve de la premiere inégalité de (2.10), on remarque tout
d’abord que la condition au bord dans (P2) implique que:

aijﬁju@u == (aijﬁjuyi)a,,u S |aij8juy¢||8,,u|
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1 1/2
< aij0uvs| ([Vul?)Y? < |ai;0;uv] ( a;;0u0; u) ,

donc
(aaijﬁjuc%-u)lﬁ S |a,-j8jw/,-|

d’ott on trouve la premiere inégalité de (2.10).

3. Controlabilité: preuve du théoréme 2

On commence par regarder le probleme d’existence et d’unicité de la
solution du probléeme non homogene (P1). Multipliant la premieére équation
de (P1) par une solution arbitraire u du probleme (P2) et en intégrant par
parties sur Q x [0,7], on a donc:

0= / / 0i(a;;0;y)) dxdt
Q

— /OT /Q(UH — 9i(ai;05u))y ddt + [/Q(uy’ —u) dw]:

T
+/ /(—uaijajyyi -+ yaijﬁjuz/i) dth,
0 r

et par suite, en utilisant les conditions au bord dans (P1) et (P2),

{/Q(uy —u'y da:} / /va”f) uy; dU'dt.

H=VxH, H=H"'Q)xH,

Alors, posons

donc I'identité précédente peut-étre donnée sous la forme

(3.1) (' (1), —y(T)), (w(T), u'(T))) 20 2

= ((y1, —yo), (w0, w1))n / /va”(‘? uv; dl'dt.

ce qui nous amene a la définition suivante:

Définition. Une solution y du probléme (P1) est une fonction continue telle
que

(y/’ _y) . R+ N Hl
vérifie identité (3.1) pour tout T € R et pour toute solution (faible) du
probléme (P2)
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Cette définition est justifiée par le théoreme suivant:

Théoréme 3. Supposons satisfaite (1.0). Alors pour toute donnée initiale
(yi,90) € H' et ve L*T xRT)

le probléme non homogéne (P1) admet une solution unique
y e CRT; HYNnCHRT; HHQ)).

De plus, Uapplication linéaire (yo,y1,v) — y est continue pour les topologies
correspondantes.

Preuve. D’apres 'inégalité directe de (1.15) et la deuxiéme inégalité de
(2.10), le membre de droite de (3.1) définit une forme linéaire bornée pour
(ug,u1) € H. Donc I'application linéaire

(uOv ul) - (U(T)v u,(T))

est un automorphisme sur H. D’autre part, le membre de gauche de (3.1)
peut-étre considéré comme une forme linéaire bornée pour (u(7'),v'(1")) € H.
Donc on déduit I'existence d’un élément unique (y'(1"), —y(7T')) € H' vérifiant
(3.1).

D’autre part, la forme linéaire bornée définie par le membre de droite
de (3.1) est continue par rapport a t € R et aussi par rapport au (yo, y1,v),
donc I'application (yg,y1,v) — y est continue pour les topologies correspon-
dantes et la solution (y'(t), —y(t)) est continue dans H’, d’ou la régularité
requise pour y dans le théoreme 3.

On montre maintenant le théoreme 2. La preuve découle de la méthode
(HUM). Premierement on remarque que, par linéarité, il suffit de montrer
qu’on peut ramener la solution (y(t),y’(t)) & I’état de repos (0,0) en temps 7.
En effet, une fois que (1.1) est prouvé pour gy = 71 = 0, il suffit de prendre
Yy = z 4+ w, ou z est la solution du probleme

2 —Az=0 dans Q x RT,
z2=0 sur I'xRT,
2(T)=yo et 2(T)=u dans Q

et w est la solution du probleme

w” — Aw =0 dans Q x RT,
w=0v sur I' xRT,
w(0) =yo — 2(0) et w'(0) =y — 2/(0) dans (),
w(T)=0 et w'(T)=0 dans 0,

d’ou (P1) et (1.1).
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L’idée de démonstration de (1.1) est de choisir le controle v sous la forme

(3.2) Y {az‘jﬁjuw sur Ty x]0, ]

0 sur T'x RT\Tyx]0,7]

ol, u est la solution du probleme (P2) correspondant & une donnée initiale
(up,uq) & définir. Soit (ug,u;) € H arbitraire. On considére la solution z du
probleme rétrograde

2 —Az=0 dans Q x RT,
(P3) z2=0 sur T'x RT,
2(T)=2(T)=0 dans €

ou, v est le controle défini par (3.2). Grace a (1.15) et (2.10), le controle v
vérifie, pour toute donnée initiale (ug,u1) € H, la régularité requise dans le
théoreme 1: v € L*(I" x R™), donc notre probleme (P3) admet une solution
unique (car c’est un probléme réversible par rapport au temps)

z€ C(RT; H)nCHRY; HH(Q)).
On remplace y par z dans (3.1) et on note que
A(uo,u1) = (2(0), —2(0)),

on obtient
T
(3.3) (A(uo,ur), (o, w1)) 1 i = / |a;;0;uv;|? dTdt.
0o Jry

Il est clair que, d’apres (1.15) et (2.10), A : H — H’ est une application
linéaire bornée. Appliquant (HUM), il suffit de montrer que A est surjective.
En effet, pour tout (yo,y1) € H x H=1(Q), il suffit de choisir le controle v
défini par (3.2) on, u est la solution du probléme (P2) correspondante aux
données initiales

(Uo, ul) = Ail(yla _yO)

Par conséquent la solution z du probleme (P3) vérifie (par définition de A)

(2(0),2(0)) = (yo,y1),

prenons donc dans (P1) le controle v défini par (3.2). Comme la solution du
probleme (P1) est unique, alors z = y. Donc, d’apres (P3), on déduit que
y(T) =y'(T) = 0.

On montre alors que 'application A est surjective. En effet, A est un
isomorphisme. Gréce a l'inégalité inverse de (1.15) et la premiere inégalité de
(2.10), on déduit de (3.3) que A est coercif. Appliquant le théoreme de Lax-
Milgram, on conclut que A est un isomorphisme, ce qui termine la preuve du
théoreme 2.
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CHAPITRE 2

OBSERV@BILITE FRONTIERE ET
CONTROLABILITE EXACTE DU
SYSTEME GENERAL D’ELASTICITE

1. Introduction et résultats principaux

En utilisant la méthode des multiplicateurs adaptée dans le ch. 1, on
montre dans ce chapitre les inégalités d’observabilité frontiere avec la condi-
tion au bord du type Dirichlet et la controlabilité exacte du systéeme général
d’élasticité avec des coefficients dépendants des variables de ’espace et du
temps. Des résultats analogues ont été obtenus par Alabau et Komornik [5,
6] dans le cas des coefficients constants.

Soient © un ouvert borné de R™ (n € N*) de frontiere I' de classe C? et
aijr € CHRY; WH=(Q)) N Wh>e(Q x RT)

un ensemble de fonctions vérifiant les conditions de symétrie et coercivité
suivante:

_ _ +
(10) Aijkl = Aklij = Qjikl et AijkI€i5EKI > Q€45 dans QxR
pour un nombre o > 0 fixé et pour tout tenseur symétrique ;;.

Dans tous les chapitres 2-7, et pour une fonction donnée v = (uy,-- -, uy,) :
Q x Rt — R"™ on utilise les notations
Eij =

§(ui,j +uji)y  Oij = QijkiCki

\ ; ou; ’ 2 L 7 O
ou, U; j = —g“? et uj; = 5.7 En cas de nécéssité de précision, on note & (u) et
T T

0;j(u) au lieu de €;; et 0;;. Puis I'on consideére le systeme général d’élasticité
avec la condition au bord du type Dirichlet non homogene suivant:

yi —0ij,(y) =0 dans Q x RT,
;= Ui I x R*
P1 Yi =V sur ,
(71) yi(0) =9) et yi(0)=y!  dans QQ,
1= ]-a AL
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o, v = (v1,---,vy,) est le controle cherché.

Notre objectif est de montrer que pour un temps suffisamment grand
T > 0 et pour toutes données initiales (y",y') et (§",4') dans un espace &
définir, il existe un controle v tel que la solution y du systeme (P1) vérifie la
condition finale

y(T)=7° et y'(T)=7"

Comme notre systéme (P1) est linéaire, il suffit de montrer qu’on peut
ramener (y(t),y'(t)) a I'état de repos (0,0) en temps 7' (voir ch. 1, §3);
c’est a dire

(1.1) y(IN=0 et y'(T)=0.

On considere tout d’abord le systeme général d’élasticité avec la condition
au bord du type Dirichlet homogene suivant:

u;’ — 05,5 = 0 dans ) x R+,
, =0 sur I'xRT
P2 u'L bl
(P2) u;(0) =u) et ui(0)=u} dans Q,
i=1,---,n.

Premierement, on peut montrer exactement comme on ’a fait au ch. 1, que
(P2) est bien posé au sens standard. En effet, on introduit les trois espaces
de Hilbert H, V et W définis par

H= (@), [olfy = [ vwida,
Q

V= (H@Q)", o] = /Q i5(0)235(v) do,

I'inégalité de Korn nous assure que || ||y, définit une norme sur V' équivalente
a la norme usuelle, et

W= (H(Q) N HY Q)" o]} = / (AiAv; + 35 (v)ei; (v)) da

et on écrit (P2) comme étant un systéme d’évolution d’ordre un dans l'espace
de Hilbert V' x H pour le vecteur U(t) = (u(t),u'(t)):

{U’(t)—A(t)U(t)zo sur RT,
U(0) = (u”,ut)

ou, A(t)U(t) = (u/(t), A(t)u(t)) et A est 'opérateur linéaire défini par
At)u(t) = (Ar(B)u(d), -5 An(Oult)) = (T1545 5 Onjg)-
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Pour tout ¢t € RT, Popérateur linéaire A(t) engendre un semi-groupe continu
de contraction sur V' x H et son domaine de définition

D(A(t) =W xV
(voir Lagnese [49]). D’autre part, pour tout U € W x V| 'application
h:t— At)U

de R* dans V x H est continfiment différentiable. En effet, pour tout U =
(u,2) € W XV et ty, to € RT, on a (comme au ch. 1, §1)

[h(t1) — h(t2)|lvxm = [[A(t)U — A(t2)Ullvxm = [[A(t1)u — A(t2)ullu

= |[(aijri(t1) — aijri(t2))0j(€ijent) — Oj(aijri(t1) — aijri(te))eijertll

<o [ D Naiw(ty) = asra(t)llwr ) | lullw
i

<o [ D laij(ty) = asra(t2)llwr ) | 1Ullwxv
i

oll, O = =2 et ¢ est une constante positive dépendante seulement de €.

Oz,
Grace a la régularité supposée sur a;ir;, on déduit de I'inégalité précédente
g pPp Jkl g p
que h est continue, dérivable sur R et sa dérivée h’ est définie comme h ot
/ N . 2
on remplace les a;;i; par les a;;;,;. Donc, notre probleme (P2) est bien posé

au sens suivant (voir Pazy [67, Ch. 5]):

1. Pour toute donnée initiale (u”,u') € V x H, le probleme (P2) admet une
unique solution faible

u € C(RT; V)N CYRY; H).
De plus, I’énergie de u, définit par

1
(12) E(t) = § / (u;ué + Uijsij) de, tEe€ RT
Q

est une fonction positive vérifiant ’identité (remarquer aussi que, grace a
(1.0), E() ~ [l(w, w)I$ 1)

1
(1.3) El(t) = 5/ a;jkl&‘kl&?ij dl‘, te RT.
Q

2. De plus, si (u® ul) € W x V alors la solution u (dite solution forte) du
probleme (P2) a la régularité suivante:

(1.4) u€ C(RT;W)NCHRT; V)N C*RT; H).
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Remarque. Pour montrer 'identité (1.3), on multiplie la premiere équation
dans (P2) par u] et on intégre par parties sur 2. Cette formule jouera un
role important dans la suite.

Fixons un point 2° € R™ et posons m(z) = x — 2% R = [m|| 1,00 (2)-

Soient {I'gp,T'1} une partition de T telle que

(1.5) VeeTly: m(z) v(z) <0 et T'1=T\T)

ol, v est le vecteur unitaire normal extérieur a I'. (On peut toujours choisir
FOZ(DetFl:F).

Remarque. Comme un exemple sur I'existence d’un tel 2%, on peut prendre
Q =01\ Q, 'y =0 et Ty = 9 ott, Qg et 2 sont deux domaines étoilés
par rapport & z° tels que Qg C Q.

On suppose que les coefficients a;;; vérifient 'une des hypotheses suiv-
antes:

(H1) Il existe v > 0 et A > 0 deux constantes telles que

(1.6) (2aijkl — mp(')paijkl)gijékl > YQijki€ijEkI dans €2 x R+
et
(1.7) |a;jkl5ij5kl| < )\aijkl&'jékl dans ) x R+

pour tout tenseur symétrique €;;. On suppose que

(1.8) v < 2n

et
4\ /2

(1.9) 2y ER<1.
vV a

On pose Ty = —§log (1 — %\/gR) Si A =0, alors on pose Ty = %\/gR.

(H2) On suppose que les conditions (1.6) et (1.8) sont satisfaites et qu’il
existe une fonction A € L1(R™) telle que

(1.10) |aieizert| < AMt)agjregern  dans Q x RT
pour tout tenseur symétrique €;;. On pose Ty = %\/gR(l + e;\)ex otl,

A= [i7At) dt.

Si de plus on a
(1.11) ajip€iier <0 dans Qx RT
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ou

(112) 1€i5€kI >0 dans €2 x R+

/
2

pour tout tenseur symétrique ¢;;, alors on pose Ty = %\/gReS‘ siona (1.11),
et Ty = %\/gR(l + V) si on a (1.12), respectivement.

(H3) Supposons (1.10) et qu’il existe une fonction v avec |y| € L'(RT) telle
que

(1.13) mpapaijkléijékl S ’)/(t)aijkl&jékl dans € x R+

pour tout tenseur symétrique €;;. On pose Ty = (7e* + \/gR(l +eM))er
fo [y(t)] dt.

Si de plus, on a (1.11) ou (1.12), alors on pose, respectivement, T =
(:y+2\/gR)eX siona (1.11), et Ty = (7 + \/gR(l +e))er sion a (1.12).
On montre alors les inégalités d’observabilité suivantes:

Théoréme 1. On suppose que (1.0), (1.5) et l'une des hypothéses (H1)-(H3)
sont satisfaites et soit T > Tyy. Alors il existe deux constantes strictement

positives c¢1 et co telles que pour toute solution u du systéme (P2), l’énergie
de la solution w définie par (1.2) vérifie les estimations:

(1.14) —clE / /1“ oij€i; dldt < —CQE(O)
1

ou, ¢ et ¢ sont définies comme dans (1.16), ch. 1.

Remarques. 1. Da a la propriété de propagation finie du systeme d’élasti-
cité, I'inégalité inverse de (1.14) n’est pas satisfaite pour un temps 7" > 0
arbitrairement petit. Si (P2) est isotropique, c’est a dire

@ijkt = Ao0i;0k1 + 1o (0ik0j1 + dirdjn)

(donc A = 0 et v = 2) oli, Ag et pp sont les deux constantes positives de

Lamé, alors T = 2\/g R est optimal (voir [39]). La question reste ouverte
pour le cas général.

2. Le théoréme 1 montre que si deux solutions de (P2) coincident sur
I'y pour un temps suffisamment grand 7', alors elles sont identiques; il suffit
d’appliquer 'inégalité inverse de (1.14) sur leur différence qui est aussi une
solution de (P2), d’oli on obtient que ’énergie initiale de leur différence est
égale a zéro, et comme la solution de (P2) est unique, alors ces deux solutions
sont identiques.

40



Alssd U LOlviLA
En appliquant la méthode HUM, on montre que le systeme (P1) est
exactement controlable.
Théoreme 2. Sous les hypothéses du théoréme 1 on a: pour toute donnée
initiale (y°,y') € (L*(Q))™ x (H~Y(Q))", il existe un controle
v e (LAT x RT)™

tel que la solution y du systeme (P1) vérifie (1.1).

Remarque. Dans la démonstration du théoreme 1, on va voir qu’on peut
supposer que le contréle v est nul & Pextérieur de T'y x]0, T7.

2. Observabilité: preuve du théoreme 1

Il suffit de prouver les estimations (1.14) pour les solutions fortes: on
déduit alors le résultat pour les solutions faibles a I’aide d’un argument de
densité (voir ch.1, §2). On supposera donc que u est une solution forte de
(P2), la régularité de u donnée par (1.4) permet alors de justifier tous les
calculs. Dans la preuve du théoreme 1, on suivra la méme démarche que
dans la preuve du théoreme 1 du ch. 1.

On commence par montrer le lemme suivant:

Lemme 2.1. On a:

(2.1) —AE(t) < E'(t) < AE(t), VteR*;

(2.2) e ME(0) < E(t) < eME(0), VteRT
si (1.7) est satisfaite, et

(2.3) ~AH)E(t) < E'(t) < A\t)E(t), VteRT;

e E(0) < E(t) < E(0), VteR*

si (1.10) est satisfaite.

Preuve. D’apres (1.2) et (1.3) on a (2.1) et (2.3). Par le lemme de Gronwall,
on déduit (2.2) et (2.4) de (2.1) et (2.3), respectivement.

Montrons maintenant (1.14). Soient h € (W1>°(Q))" et T' > 0. D’apres
(P2) on a

T
0 = / / (hmuzm)(u;' - Uij,j) dl‘dt
0o Ja '
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= [/ P Wi U d:c] / / mWi,m0ijVj dUdt

/ / .0 Wim + RO Wi jm, — —h (wp) ) ) dadt.

Or (par la symétrie de a;j;)

1 1
OijWijm = Oij€ijm = E(O'ijgij)m - §(amaijkl)€k15ijv

on integre les deux derniers termes de l'identité précédente et on multiplie
par 2, on trouve:

T
(25) / /(thui,maijuj + (h - V) (U;U; - Uijgij)) dl'dt
0 r
= [/ 2R Ui U d.’p] / / (Om@ijkl)Ericij dadt
/ / 2hm ,jOijWi,m + (dlvh)( O-ijgij)) dxdt.

Remarquer qu’on n’a pas utilisé la condition au bord de (P2) dans la preuve
de l'identité (2.5).

Il est clair que, d’apres l'estimation (2.2) ou (2.4) et les hypotheses
by, € WH2(Q) et ajj € WH(Q x RT), le second membre de (2.5) est
majoré par coE(0) avec une constante positive co dépendante de T. D’autre
part, en utilisant la condition au bord dans (P2),

/
u; =0 et u; Vi = Ui VnVj = U jVy sur I,

et par suite
himtimoijv; = (h-v)oiu; j = (h-v)oijei;.

Donc le premier membre de (2.5) se réduit a

T
/ /(h : V)O'ijez'j dI'dt.
0 r

En choisissant la fonction h telle que A = v sur I', on déduit I'inégalité directe
de (1.14).
On choisit maintenant h(z) = m(z), l'identité (2.5) devient:

T

T
/ /(h v)oiig; dldt = [/ 2R i U dm}
0 r Q 0
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/ / —n)oj€i; + nujus) dedt — / / Om@ijkl)ERiEij dadt.

D’autre part, on a aussi d’apres (P2)

0—/ /uZ — 045,5) dadt

= [/ uu; da:] / /uzawyj dI‘dt—l—/ / oijcij — uyuy) dedt
= [/ U, dx] / / oij€ij — ujuy) dadt.

On multiplie cette égalité par n — /2 o, 0 < § < 2n et on combine avec la

précédente, on obtient:
T
/ /(h . V)O-ijgij dl'dt
o Jr

[/ (2hmUim + (0 —6/2)u;)u; d.’p] / / Om@ijkl)ERi€is dadt
Q

T
+/ / ((2=198/2)0ijeij + 6/2uju;) dadt.
o Ja

En utilisant (1.5) et la définition (1.2) de ’énergie, on déduit de la derniere
égalité que

T T
(2.6) R/ / 0ij€ij dl'dt > / /((2 — 5)aijkl — hmamaijkl)e?klﬁij dxdt
0 I' 0 Q

T

+5 /0 o ‘ [ /Q (it + (1 — 5/2)us)] dwdt]

0

Majorons le dernier terme de (2.6). Comme au ch. 1, on a pour tout i €
{1,2,"',”},

”2hmui,m + (n - 5/2)%”%2({2) - ||2hmui,m||i2(ﬂ)
- / (n = 6/2)%2 + 4(n — 5/2)hmtts ) d
Q
/ ((n—3/2)%u? —2(n — §/2)nu?) dx + / 2(n — 6/2) hypvmus dT'
Q

r
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= (52/4_n2)/u§dm <0.

Q
Et par suite, en fixant € > 0 et en utilisant I'inégalité de Young, on a:

(2.7)

/(thui,m +(n— é)ul)u; dx
Q 2

< 2RZ</|VUZ-|2 d:L') (/(u;)z da:)
i=1\/ Q

< Re/ Ui Wim d:c+Re_1/ wiul, dz.
Q Q

D’autre part, en utilisant la formule de Green et la condition au bord dans
(P2), on trouve (comme dans [6])

/uiﬂmui,mdm:/2€imui,mdx—/um7iui,mdx
Q Q Q

- / (25im51m — Um,mUs,q dma
Q

et par conséquent

(2.8) /2€im€im da::/ui,muiM d:c+/(divu)2 dz.
Q Q Q

Donc, d’apres (1.0) et (2.8), on a

2
/ UimWUim AT < — | OimEim dT.
Q Q

En substituant cette inégalité dans (2.7) et en choisissant € = /a/2, on

obtient:
2
<2,/ = RE(t).
a
Donc, on conclut de I'inégalité (2.6) que

(2.9) R/OT/F oijei; dTdt > 5/OT E(t) dt—Q\/gR(E(O)+E(T))

T
+/ / ((2 - 5)aijkl - hmamaijk;l)f‘:k;l(‘:ij dxdt.
0 Q

o)

/ (2R m + (n — 6/2)u;)u; dz
Q

L’inégalité (2.9) est similaire a l'inégalité (2.8) du ch. 1, et la preuve se
termine de la méme facon en utilisant le lemme (2.1) et les hypotheses (H1)-

(H3).
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On montre ici une formule équivalente a (1.14).
Lemme 2.2. Supposons (1.0) et posons

B = Z ||aijkl||2Loo(r><R+)-

i’j7k7l
Alors toute solution de (P2) vérifie sur T xR les deux estimations suivantes:

"« & , _dp
(2.10) o 50 < D oyl < i o Oiiii
=1

ou, ¢ et " sont définies comme dans (1.16), ch.1.

Remarque. Dans le cas ou a;ji=const, la formule (2.10) a été démontrée
dans [6].

On montre (2.10) seulement pour les solutions fortes, la preuve reste
vraie pour les solutions faibles en utilisant un argument de densité (voir ch.

1, §2).
Preuve. On a:

Z joijvi|* < Z o517 = Z |aijmenr|?
irj

g
<D A D Naijul| Foe oxrey Y lewl® | = Bemen < = 0ijEij
ol

i\ k.l
d’ott la deuxiéme inégalité de (2.10).

En utilisant la condition au bord dans (P2), on trouve:

1
2
Ui jlUij = 5 > (g +uji)? = wigug,
1,J
= 26,j€i5 — Ui VjUjpli = 2€i5€i5 — Ui iUji,
et par conséquent
Uj, U5 = 25ij5ij — (divu)2 < 2€ij€ij sur I'.

Grace a cette inégalité, on obtient:

[N

1
2 =
Oijei = Osjtiig = Osvitsy < | Y lowyl? | (i, uin)?

7
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1
3 s .
< (Zlaiﬂ/jl2> (2ei5€45)° Z|UZJVJ| 2071013'%)2
7

d’ott la premiere inégalité de (2.10).

3. Controlabilité: preuve du théoréeme 2
Concernant ’existence et 1'unicité de la solution du probléeme non ho-
mogene (P1), on applique la méthode utilisée dans le ch. 1, §3: multipliant
la premiere équation de (P1) par une solution arbitraire du probleme (P2),

en intégrant par parties sur Q x [0, 7] et en utilisant les conditions au bord
dans (P1) et (P2), on obtient:

0= / / wi(y; — 04,5 (y)) dedt
T T
= [ [ = i) e + [ [ =) dm}
0 (9] Q 0

T
+/ /(—UiUz‘j(y)Vj + 045 (u)vsy;) dU'dt
0o Jr

= { / (usy; — ujy;) ] / / 04 (u)v;v; dTdt.
Q

Donc, posant

H =H Y Q))"xH, H=VxH

pour simplifier, on a:

(3.1) (" (T), =y(T)), (w(T), v (T)))r.n

= (i1, —¥i0) (wio, wi1)) / /023 u)vjv; dUdt.

Le probleme (P1) est bien posé au sens suivant:

Théoréme 3. Supposons que la condition (1.0) est satisfaite. Alors, pour
toute donnée initiale

(yhy°) e H' et ve (LT xRT))"
le probléme non homogéne (P1) admet une solution unique
y € C(RT; H)NCHRT (HTHQ)"™).
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De plus, lapplication linéaire (y°,y',v) — y est continue pour les topologies
correspondantes.

La preuve de ce théoreme est identique a celle du théoreme 3 du ch. 1,
§3.

La grande partie de la preuve du théoreme 1 est déja faite en montrant
(1.14) et (2.10); il nous reste maintenant & appliquer la méthode HUM pour

déduire (1.1). On prend le contréle v = (vq, -+, v,) sous la forme
_ Joy(uwy; sur T'yx]0,T7]
(3:2) Vi {0 sur T x R\ Ty x]0, 7]

ol, u est la solution du probleme (P2) correspondante a une donnée initiale
(u®,u') & définir. Soit (u’,u') € H arbitraire et u est la solution de (P2)
correspondante & (u®, u'). On définit le contrdle v par (3.2) (remarquer que,
grace & (1.14) et (2.10), le contrdle v a la régularité requise dans le théoréme
1) et on considere la solution z du probleme rétrograde

2 —0455(2) =0 dans Q x RT,
;= vy [ x R
p 2 = U; sur ,
(P3) zi(T)=2(T)=0 dans (2,
1= 1:" y Ty

(ce probleme est réversible par rapport au temps, donc il est bien posé comme
le probleme (P1)). Notons

A(u®,ut) = (2/(0), —2(0)).

Appliquant HUM, il suffit de montrer que A : H — H’ est surjective (voir
ch. 1, §3). On remplace y par z dans (3.1), on trouve:

0 1 0 1 _ 4 o (W) 12 _
(3.3) <A<u,u),<u,u>>w,ﬁ—/0 /Fl;mm drdt

Grace a l'inégalité inverse de (1.14) et la premiere inégalité de (2.10), on
déduit de (3.3) que A est coercif. Appliquant le théoréme de Lax-Milgram,
on conclut que A est un isomorphisme.
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CHAPITRE 3

STABILISATION FRONTIERE LINEAIRE
DU SYSTEME GENERAL D’ELASTICITE

1. Introduction et résultat principal

On considere dans ce chapitre le systeme d’élasticité suivant:

ué’ — 0455 = 0 dans ) x R+,
u; =0 sur I'g x RT,

(P) oijVj + au; +bul =0 sur I'y x RT,
u;(0) =u) et ui(0)=u) dans €,
i=1,---,n

ol, € est un ouvert borné non vide de R™ (n € N*) de frontiere I' de classe
C?, @ijki, 1, J,k,l =1,---,n est un ensemble de fonctions de

CHRT; Whe(Q) N W= (Q x RT)

et {T'0,T'1} est une partition de la frontiére I' telle que les conditions (1.0)
et (1.5) du ch. 2 soient satisfaites. Ici, b > 0, a > 0 sont deux constantes
fixées. On étudie le comportement asymptotique de I’énergie de la solution
du systeme (P), définie par

1 1
(1.1) E(t)= - / (wju; + 0458i5) dx + = / auju; dU, t€RT
2 Ja 2 Jr,

quand t — oo.

Dans le cas a;j,; = const, Alabau et Komornik [5, 6] ont montré, sous
certaines hypotheses géométriques, que le systeme (P) est uniformément sta-
ble. Notre objectif est d’atteindre ce résultat au cas des coefficients variables
en précisant le taux de décroissance de I’énergie. La démonstration est basée
sur la méthode des multiplicateurs et sur deux identités nouvelles cruciales
obtenues dans [5, 6].
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Premierement on peut montrer, exactement comme on a fait pour le
systeme (P2) du ch. 2, que le probléme (P) est bien posé: on écrit (P)
comme étant le systeme dévolution d’ordre 1 dans I’espace de Hilbert V xH =
(Hp, (Q))™ x (L*(€2))™, muni par la norme usuelle de (H'(€2))™ x (L*(Q))",
pour le vecteur U(t) = (u(t), u'(t)):

{U’(t)—.A(t)U(t)zO sur RT,
U(0) = (u”,u')

ou, Hy () ={v e H(Q): v=0sur To}, A{t)U(t) = («'(t), A(t)u(t)) et

A est I'opérateur linéaire défini par

At)u(t) = (Ar(®)u(t), - -, An(t)u(t)) = (015,5: -+ Onjj)
D(A(t)) =
{(u,2) € (H*(Q)NHp, ()" x (HE, ()" : 045(u)vj+au;+bz; = 0 sur T'y }.

Il est clair que, pour tout t € RT, D(A(t)) est dense dans V x H (il suffit de
remarquer que D(A(t)) contient (H0 ()" x (H}(Q))"™. Donc, en appliquant
un résultat de Pazy [67, Ch. 5], on obtient que notre probleme (P) est bien
posé au sens suivant:

1. Pour toute donnée initiale (u°,u') € V x H, le probleme (P) admet
une unique solution faible

u e C(RY;V)NCY(RT; H).

2. De plus, si (uul) € (HZ(Q)™ N (HY(Q))", alors la solution u (dite
solution forte) du probléeme (P) est plus réguliere:

(1.2) u € C(RT; (HZ(Q)™) NCHRT; (H(Q))™) N C*(RT; H).

Sous certaines hypotheses sur la constante a et la partie I'y du bord, on va
montrer que les solutions de (P) tendent vers zéro uniformément, avec une
estimation précise du taux de décroissance.

On suppose satisfaite les hypotheses suivantes:
(1.3) ajipiciice <0 dans Qx RT,

il existe une constante v > 0 (et v assez petite s’il existe i, j, k, [ tels que
aiir # 0) telle que

(1.4) (203581 — MpOpQijri)EijERL = VAijRIEiFERL
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pour tout tenseur symétrique &;;,

Yo
(1.5) a< s
et
(1.6) VeeTl,: |z—2° =R,

alors on a le résultat de stabilisation uniforme suivant:

Théoréeme 1. 1[I existe deuxr constantes w, M > 0 telles que pour toute
donnée initiale (u®,u') € (Hp (Q))" x (L*(Q))", Uénergie définie par (1.1)
vérifie

(1.7) E(t) < ME(0)e™*' ¥Vt >0.

Remarques. 1. La condition (1.3) nous garantit la dissipativité de (P)
(voir lemme 2.1).

2. Si la mesure de I'g est strictement positive, alors on peut prendre
a = 0 et le résultat (1.7) reste vrai car, grace au théoreme de trace, on a

encore E(t) ~ [[(u(t), w () IF1 yym x (L2 (@)

3. Le théoreme 1 reste vrai si on remplace la condition au bord sur I'y
par la suivante:

o + ai(2)u; + bi(x)ul =0, i=1,---,n

ot, les a; et les b; sont des fonctions positives dans C1(T';) telles que

. i
max{|a;]| L<(o)} < R

4. Dans le cas ot azj; =const (y = 2), la condition (1.5) devient a < 53
qui est une condition plus faible que celle supposée dans [5]: a < ;%. La

iR
condition (1.5) sera éliminée dans le chapitre suivant.

2. Stabilisation uniforme: preuve du théoreme 1

On commencera par prouver l’estimation (1.7) pour des données initiales
régulieres, c’est a dire (u®,ul) € (HZ(Q))™ x (H(Q))™ et, comme les con-
stantes w et M sont indépendantes de E(0), on conclura avec un argument
de densité. Lorsqu’on considere des données initiales régulieres, la validité
des calculs est acquise a ’aide de la régularité de la solution u donnée par
(1.2).
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Pour montrer l'estimation (1.7), il suffit de montrer que l'énergie E
vérifie (voir [42, theorem 8.1])

(2.1) /Ooo B(t)dt < éE(O).

Premierement, on montre la dissipativité de (P).

Lemme 2.1. L’énergie E : Rt — R est une fonction décroissante vérifiant

(2.2) E(0) — B(T)

1 /T T
:_5/ /agjklakleij dxdt—l—/ / buju; dldt, 0<T < oo.
o Ja o Jr,

Preuve. En dérivant ’énergie FE définie par (1.1) et en utilisant les condi-
tions au bord dans (P), on a:

1
F = / (! + aw&tw + 2amkleklaw) dx +/ au;u; dl*
Q Iy

1
= / (u] 0ijj + oiju )dx + — 2 / agjkzgkl&‘j dx -I—/ auul, dT
Q Q ry

1
:/ W05V, dF+§/a2jkl€kleij~ dx+/ au;u,, dT
Iy Q r

1
= 5/ @ik Ek1Es AT —/ buju; dT' < 0;
Q ry

d’out E est décroissante (voir (1.3)). Intégrant entre 0 et 7" on trouve (2.2).

Soient (u",u') une donnée initiale réguliere, u la solution de (P) et

0<T < o0, o0n a:
T
0= / / ul(u;' - Uij,j) dxdt

= [/ uu da:} / /uzcrwyj dth—l—/ / oij€ij — upuy) dadt,

et par suite

T T T
(2.3) / /uiaijyj dldt = [/ wu, dx} —I—/ /(Uijsij — ) dzdt.
0 r Q 0 0 Q

Multipliant (2.3) par n — % + 22& et combinant avec I'identité (2.5) du ch. 2
avec h(z) = z — ¥, posons

2aR
M; = 2(xm — 20 im + (n—l—i-L)ui
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pour simplifier, on obtient:

2
(1_G_R>/ /amgmﬁ—uu dmdt—l—[/Mu d:l?}

T
4aR
= / /(Miaijuj + (h - v)(uju; — 0y545)) dUdt — a_/ / oi;€ij dxdt
/ / )(Om@ijki)ericsj dadt + (v — 2) / / oij€i; dadt,

d’apres (1.4), la derniere partie de cette égalité est négative; en utilisant la
définition de 'énergie, on peut réécrire cette égalité sous la forme suivante:

T

4aR\ [T
(7_“_)/ E(t) dt + U Miu;dag]
« 0 Q 0
2 4
< <1 _ CL_R) / / au;u; dldx — a—R/ / 0455 dxdt
r

—I—/ /(Mio-ijyj + (h . V)(U;u; — O-ijgij)) dl'dt.
0 r

Maintenant, on utilise les conditions au bord dans (P), on obtient:

T

4 T
(2.4) (’y— a_R)/ E(t)dt+ [/ M dm}
@ 0 Q 0
/ / (h-v)oijei; drdt—@ / / ojei; dTdt
o

2
/ / <<_ _ a_R) au;u; — M;(au; + bul) + (h - v)(uiu — O'ijgij)> dTdt.
ry

(Le terme sur I'y est obtenu comme dans la démonstration du théoréme 1,
ch. 2).

Maintenant, on transforme l'intégrale sur I';. Comme dans [6], appli-
quant la formule de Green deux fois et utilisant la condition au bord sur I'y,
on obtient:

/ U, iWim AT = /(umﬂiuil/m — Uy, mUiv;) AL + / Uy m Wi ; AT
Q r Q

= / (2€miuil/m — ui,muiym — emmuiyi) dr’ + / EmmEii dx.
r Q
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D’autre part,

/ U, i Wi m AT = /(25miui7m — Ui Ui, m) AT = / (2emi€mi — Wi mUim) dT
Q Q Q

et par conséquent

(25) / (25mi5mi — Ui, mUim — 5mm5ii) dx
Q

= / (2EmiiVim — Wi mWilVim — EmmVit;) dL.
Iy

On multiplie (2.5) par 2aR et on utilise la relation h = Ry sur I'; on déduit
I’égalité suivante:

T
(2.6) / / (—2ahmu; mu;) dldt
o Jry

T
= / / (4aRemi€mi — 2aRu; i — 2aR(divu)?) dzdt
0o Jo

T
—l—/ / (2aR(divu)(v - u) — 4aRepmiu;Vp, ) dUdt.
o Jr,

Par la méme maniére on a:

T
/ / um,iugym dzdt
0 Q

T T
:/0 /F(umjiu;um—um,muiu;) dth+/0 /Qum,mu;’idxdt

T
1
= / / (28 miUVm — Wi m UiV — Emmiu,) dTdE + {— / (divu)? da:}
o Jri 2 Ja

D’autre part, on a:

T T
/ / umiiu;’m dxdt = / / (2emicr,; — ui,mu;,m) dxdt
0 Q 0 Q

T

1
= |:/ (5mi5mi — éu@mui’m) d33:| .
Q 0

En utilisant encore une fois la relation h = Rv sur I'y, on obtient:

T

0

T
(2.7) / / (=2bhunts pott}) AT
0 Iy
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T

= |:/ (QbREmi{-fmi — bRuiymui,m — bR(leU)Q) dx
Q 0
T
—l—/ / (2bR(divu)(v - u') — 4bRemiu,vy, ) dUdt,
Iy

((2.6) et (2.7) sont les deux identités cruciales du travail d’Alabau et Ko-
mornik [6]). En substituant les égalités (2.6) et (2.7) dans (2.4) et en utilisant
larelation h-v =R sur I'y et h-v <0 sur I'y on trouve:

os) (o8 [ s

|:/ (—Mzu; + 2b0Remi€mi — bR(le U)Q) dx
Q

T

IN

0

T
—l—/ /(4aR5mi5mi — 2aRu; ;Ui m — 2aR(div u)? — 4aR/ao;jei5) dadt

2 2

/ / = — a_R Yau;u; — (n — % - a—R)(aui + buj)u; + R(uju; — o45€5)
ry «Q

+2aR(divu)(v - u) — 4aRepmiuivy, + 20R(divu)(v - u') — 4bRe w1y, ) dUdL.

Estimons les termes du membre de droite de (2.8). En utilisant la définition

de ’énergie et 'inégalité de Korn,

S ClE(t)

/ (= M;u} + 20Re mi€mi — bRU; mti 1 — bR(divu)?) do
Q

et
T

2 4 4
—b(n — Ty a_R)/ / w;u, dUdt| = 9(271 — v+ a_R) [/ ulul]
2 (8 0 r; 4 (8] T 0

S CQE(O)

avec deux constantes ¢; et co indépendantes de E(0) et de T
D’apres la condition (1.0) du ch. 2, on a:

4aR
/Q(4aR5ijsz-j — 2aRu; ;Ui m — 2aR(div u)2 — %Uijffij) dx

4aR 4aR
S —O-ijgij — —O-ijgij dz = 0.
Q (6% «
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En appliquant le lemme 2.1 et en utilisant (1.3) on conclut que

o R R
R/O /F i, drdt < 5 (B(0) — E(T)) < 3 E(0).

Done, a 'aide de ces quatres derniéres estimations (on utilise aussi la con-
dition (1.0) du ch. 2 sur —Ro;je;5), on déduit a partir de I'inégalité (2.8)
que

(2.9) (’y - %) /OT B(t) dt

4
<c3E0)+ (y—n— a_R / / au;u; dx —I—/ / —Roe;jei;
Fl Fl

+2aR(divu)(u - v) — 4aRemitiVm + 20R(divu) (v’ - v) — 4bRem Uiy, ) dUdL.

Ici c3 = 2¢1 +2c2+ R/b. Reste a examiner I'intégrale sur I';. Pour tout § > 0
on a (on note par |divu|? = g;64;)

2aR(divu)u - v < §|divu|* + na® R%5 *|ul?,

2bR(divu)u’ - v < 6|divul® + nb? R?*6Hu'|?,
—4aRe ;i UiV < 0EmiCmi + 4a2R25_1|u|2,

—4bRe itV < 0€miEmi + 402 R*6 /%

On substitue ces quatres inégalités dans (2.9) et on utilise I'inégalité triviale
|div u|? < €mi€mi, on obtient:

(7 _ %) /OT E(t) dt < csE(0)

T
—l—/ / (('y —n— dakt + (4 + n)aRzé_l) alul?
0 JIy a

+(46 — aR)emiemi + (4 +n)bR*6~b|u'|?) dldt.

En utilisant (1.3) et (2.2) on trouve:
T
(44 n)bR25 ! / / blu/|2 dTdt < (44 n)bR?S L(E(0) — E(T))
0 Iy

< (4+n)bR?*E(0).
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En substituant cette inégalité dans la précédente et en choisissant § = aR /4,
on déduit donc que

(2.10) 7—@ / E(t)dt < c4E(0)

+(7—n+43+n //a|u| dr’dt
Iy

olt, ¢y = c3 +4(4 4 n) 2L,

Nous arrivons maintenant a la derniere étape de la démonstration du
théoreme 1; il s’agit de majorer l'intégrale sur I'y dans (2.10).

S’il existe 4, j, k, [ tels que a . ik 7 0, on choisit la constante v > 0 assez
petite telle que (1.4) est satisfaite et (y—n+4(3+n)%E)a < 0: grace a (1.5),
il suffit de prendre v > 0 telle que ((n+4)y —n)a < 0. Donc on voit que le
dernier terme de (2.10) est négatif.

Si aj;;; = 0, on choisit, dans le lemme 2.2, € > 0 tel que

R 4aR
(fy—n+4(3+n)aa )ae<’y—a7

On déduit donc de (2.10) l'inégalité
T
/ E(t)dt < cE(0), pour tout 7T >0
0

ol, ¢ = 021:705;5, o7 =7 — 228 et ¢ = max{0, (y—n+4(3+n)“)a}. Comme

la constante ¢ est indépendante de T et de E(0), donc on fait tendre T" vers
00, on voit que ’énergie E vérifie (2.1) avec w = 1/c. D’ot1 on obtient (1.7)
avec M > e.

En appliquant la méthode de Conrad et Rao [18] (voir aussi [6]), on
montre le lemme suivant:

Lemme 2.2. Supposons que a;jkl =0 et soit € > 0. 1l existe une constante
cs > 0 telle que
T T
/ / lu|?dl’dt < 5 E(0) + e/ E(t)dt
0o Jry 0

Preuve du lemme 2.2. Pour tout ¢ > 0, on note par 7n(t) la solution du
probleme elliptique suivant:

—0i5.;(n) =0 dans €,
N = U4 sur T

pour tout T > 0.
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Alors, on a d’apres la théorie de la régularité elliptique (voir [6] ou Ciarlet
[16]),

(2.11) Inllz2@)n < ellullzzmyn < eV E(t)

oll, ¢ est une constante positive indépendante de u. D’autre part, en dérivant
par rapport & t, on voit donc que 7’ est la solution du probléme

_O-ij,j(n/) =0 dans Q,
n, = u; sur T.

On en déduit que

(2.12) 17" lz2@)n < ellulpzayn < eV/IE].

On remarque aussi que

[ eutmestu=nyde == [ o) =n) dot [ osapvtui—n)ar =o

et par conséquent

(2.13) [ eutmede = [ oy da=o.

Q

Ensuite on multiplie la premiere équation de (P) par 7);, on intégre par parties
sur ) x [0, 7] et on utilise les conditions au bord sur u et sur n on obtient:

T
0:/ /m(ué’—aij,j(u))dxdt
0 Q
¢
{/ N, da:} // —njus+0;5(uw )6ij(n))dxdt+// w;(au;+bu;) dU'dt.
0J1,

Donc, en utilisant (2.13)

T
(2.14) a/ / |u|? dDdt
o Jr,
b o
< — [/ niuy dr + = |u|2df} —l—/ /néu;dajdt.
Q 2 Jr, 0 0o Ja

D’abord en utilisant (2.11), on remarque que

b T
[/ niu; dxe + = |u|2dI‘]
Q 2 Iy 0
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Ensuite, fixons € > 0:

T T
/ /Q ol dadt < / 17l 1l zeqyn dt
0 0

2

< C/T VIE'WEdt < /T(aeE+ 40—(—E'))dt

ae
T
< ae/ E(t)dt + ¢ E(0).
0

Enfin, substituant ces deux dernieres inégalités dans (2.14) d’ou le lemme
(2.2). Ceci termine donc la preuve de I’estimation annoncée dans le théoreme
1 pour les solutions & données initiales régulieres.

On prouve a ’aide d’un argument de densité que cette estimation reste
vraie pour toute solution faible u: soit (u’,u') € V x H, et u la solution
faible associée. Le sous espace vectoriel (HZ())™ x (Hg(£2))™ est dense dans
'espace d’énergie V x H. On en déduit qu’il existe une suite {u®", u>")},en
dans (H3(2))™ x (HJ(2))™ qui converge dans I'espace d’énergie vers (u’, u').

Soit u™ la solution forte du probleme (P) associée a la donnée initiale
(u%™ ub™). Pour tout n € N fixé, 'énergie E,, de la solution u™ vérifie
I’estimation:

(2.15) E,.(t) < E,(0)e ' VtcRT.

Or, par construction, la suite {(u%", ul'™)},en vérifie
En(0) ~ [[(u™™ ut ™) [Fr g — (W, u)[Fi g ~ E(0)  quand 7 — oo

ou E est I’énergie de la solution faible u. D’autre part, en utilisant la
décroissance de l'énergie du probleme linéaire:

E(u" —u)(t) < E(u™ —u)(0), VteRT;
on en déduit que:
VteR": E,(t) — E(t) quand n — oo.
Ainsi, en passant a la limite en n a ¢ fixé dans (2.15), on obtient (1.7) avec

M = (f—,l,e ol, ¢’ et ¢ sont définies comme dans (1.16), ch. 1. Ceci acheve la
preuve du théoreme 1.
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CHAPITRE 4

EXISTENCE GLOBALE ET
STABILISATION FRONTIERE DU
SYSTEME GENERAL D’ELASTICITE

1. Introduction et résultats principaux

On s’intéresse dans ce chapitre au probleme d’existence, de régularité et
de stabilisation non linéaire du systeme étudié dans le ch. 3.

Soit 2 un ouvert borné non vide dans R™ (n € N*) de frontiere I" de classe
C? et soit a;jpi, 4,5, k,0 = 1,--,n un ensemble de fonctions dans W1 (Q)
(indépendantes de t) telles que

(1.1) QijkI€ijERL = QEi5€55 €t Qijr = Qpiij = Qi sur 2

pour un nombre a > 0 fixé et pour tout tenseur symétrique €;;. On fixe un

point zg = (29, ---,2%) € R™ et on note

(1.2) h(z) =z —x9, R=|h]Le(q).
Soit {T'g, I'1 } une partition du bord I telle que

(1.3) [yNTy=0.

Soient a > 0 et g; : R — R, i =1,---,n des fonctions continues crois-
santes telles que g;(0) = 0.

Considérons le systeme suivant:

ué’ — 05,5 = 0 dans ) x R+,

u; =0 sur I'gx RT,
(P) oiV; +au; + gi(u) =0 sur I'y x RT,

u;(0) =u et ui(0)=ul dans €,

/I: — 1’--.’/"1/.
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On définit 1’énergie de la solution par la formule

1 1
(14) E(t) = — / (u;u; + O'Z‘j&‘ij)dl‘ + = / au;u;dl’, teRT.
2 Jo 2 Jr,

On observe que E est une fonction positive, et par la formule de Green on
obtient, formellement,

(1.5) E'(t) = —/ uigi(ui)dl <0, teRT
r;

(remarquer que zg;(z) > 0 pour tout x € R) et par suite l’énergie est
décroissante.

L’existence et la régularité des solutions découlent d’un résultat standard
de théorie des semi-groupes non linéaires (voir [9], [17] et [42]). On suppose
que

(1.6) Iy#0 ou a>0

et

(1.7) lgi(@)| < &(1+|z]), VzeR
pour des constantes ¢; > 0,i=1,---,n.

On définit trois espaces de Hilbert H, V et W par

H=(L2Q), [|ul? = /Q wsida,

V = (H%O(Q))n, ||u||%/ = / O'ijé‘ijdl'—}—/ au;u;dl’
Q Iy

o, Ht () ={ve H(Q): v=0 sur Do} et

W = (H2(Q) N le—l\o (Q))n, ||u||%,v = /Q(AU,LAUZ + O'ij&‘ij)d.’l? + / auZuZdF

I
On identifie H avec son dual H’. On obtient donc
W—VasH=H —V < W,

avec injection compacte et dense.

Remarques. 1. D’apres les conditions (1.1), (1.6), I'inégalité de Korn et le
théoreme de trace, on constate que les quantités ||.||y et ||.|[w définissent des
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normes sur V et W équivalentes & la norme usuelle de (H1(Q))™ et (H2(2))",
respectivement.

2. On peut affaiblir la condition (1.7) en admettant des nonlinéarités
surlinéaires, comme cela a été fait auparavant pour I’équation des ondes
(voir [42]): on suppose qu’il existe des constantes ¢, > 0 et ¢; € [1,+00),
i=1,---,n telles que ¢;(n —2) <n et

‘gz(wﬂ <c(l+ |m Y, VzeR,

2(n—1)

n—
n—2

en utilisant I'injection continue V' «— (L ()™ sin >3,V — (L))"
pour tout s € [2,00[sin=2et V — (L>(T))" sin = 1.

On a alors le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Théoréme 1. On suppose que les conditions (1.1), (1.8), (1.6) et (1.7)
sont satisfaites. Pour toute donnée initiale (u®,u') € V x H, le systeme (P)
admet une solution (au sense faible) unique u vérifiant

ue€ C(RT;V)NCHRT; H).

L’énergie de la solution, définie par (1.4) est décroissante. D’autre part, si
z est une autre solution du systéme (P) correspondante a (2°,2') € V x H,
alors on a l’estimation suivante:

(18) |E(—2)| e @) < Eu - 2)(0).

Pour la régularité de la solution on a le

Théoreme 2. Sous les conditions du théoreme 1 on a: pour toute donnée
initiale (u®,u') € W x V telle que

(1.9) oij(u)v; + aud + gi(u;) =0 sur T
la solution u (dite forte) du systéme (P) vérifie

(1.10) u, v’ € L°(RT;V), et o € L*R";H).

St de plus, les fonctions g; sont globalement Lipschitz alors on a:

(1.11) u € L®(RT; W).

On étudie maintenant la stabilité du systéme (P). Grace au résultat
de stabilisation uniforme obtenu dans le ch. 3 et par l'intermédiaire d’un
principe général de Russell [69] et une méthode introduite par Liu [57] dans le
cadre d’un systeme linéaire de thermoélasticité, on s’affranchit de la condition
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a < 7% supposée dans le ch. 3 et d’obtenir des résultats de stabilisation

pour toute valeur positive de a avec des estimations précises sur le taux de
décroissance de |’énergie.

On suppose que
(1.12) To={zel: h(z) -v(z) <0} et |z—xzg|=R Vrel

ou, v = (vy,---,vy) est le vecteur normal extérieur a I'. On désigne par v le
plus grand nombre positif tel que

(1.13) (205511 — himOmGijki)€ijert > YQijri€ijer  sur €2,

0a;j ki

pour tout tenseur symétrique g;; ot, hy, (z) = xp, — 29, €t Opaijr = Tt

Remarque. La condition (1.12) est vérifiée pour tout domaine 2 ou la
partie I'; de sa frontiere est une sphere; par exemple

Q={zeR": r<|z—x0| <R}

o, 0 <r<RetTy={zeT:|z—2° =R}our=0etIy=0. Hor
[37, 38] a affaibli la condition (1.12) pour le systéme d’élasticité homogene
isotrope sans préciser le taux de décroissance de ’énergie.

On a alors le résultat de stabilisation suivant:

Théoréme 3. On suppose que les conditions (1.1), (1.6), (1.12) et (1.13)
sont satisfaites. Supposons que les fonctions g; vérifient, pour une constante
p € [1,400) et pour des constantes ¢; > 0,1 =1,2,3,4,

1

(1.14) cl‘x‘p < ‘gz(:v){ < 62}:17}7’ 1 ‘a:‘ <1
et

(1.15) csle| < |gi(@)| < calw| st |z > 1.

Alors, pour tout (u®,u') € V x H, la solution du systéme (P) vérifie les
estimations

(1.16) E(t) < MgE(0)e™ " Vt>0, si p=1
et
(1.17) E@) < My(1+t)757T W>0, si p>1

ot, wo, My > 0 sont des constantes indépendantes de E(0), et My > 0 est
une constante dépendante de E(0).
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La condition (1.15) implique que g; n’est pas bornée. Le résultat suivant
montre qu’on peut affaiblir cette condition pour les solutions plus régulieres.

Théoréme 4. Sous les conditions (1.1), (1.6), (1.12) et (1.13). Si les
fonctions g; vérifient (1.14) telles que

p>1 st n=1,
(1.18) {p > 1 st n=2,
p>n—1 st n>3

et la condition suivante, pour A = prl (et A\>1sip=1)etcs >0,

(1.19) |gi(z)| < 05‘:1:‘)\ si |z > 1.

Alors, pour toute donnée initiale (u°,u') € W xV wérifiant (1.9), la solution
du systéeme (P) vérifie les estimations (1.16) et (1.17) avec des constantes
My, My et wg dépendantes de u.

Remarques. 1. Dans le cas linéaire g;(z) = bx, b > 0, on a donné dans
le ch. 3 une estimation du taux de décroissance en fonction des parametres
v, a, b et R. De méme, on donnera dans la démonstration du théoreme 3
une estimation de wqy et M.

2. Les résultats de stabilisation des théoremes 3 et 4 restent vrais dans
le cas ou on remplace la condition au bord sur I'y par la suivante:
oijvj + ai(x)u; + bi(x)g;(u;) =0, i=1,---,n
ot les a; et les b; sont des fonctions positives dans C*(I'y) telles que a; > 0
SllI‘Fl siI‘oz(Z), et bz Zbo >OSUI‘F1.

3. Dans le cas linéaire et pour une constante a assez petite, Alabau et
Komornik [6] ont montré que (P) est uniformément stable pour des domaines
ou, I'y est proche d’une sphere:

QO={zeR": 1<) B} <4}
1=1

et .
=n
I ={zecR": Z@-x?:zl}
i=1

ou, 3; €]0, 1[. En utilisant ce résultat, la méthode appliquée dans ce chapitre
montre que les théoremes 3 et 4 restent vrais pour ce type de domaines sans
aucune restriction sur la constante a.

4. La bornitude de 2 permet d’utiliser des résultats d’injection compacte
sur les espaces de Sobolev, et la croissance polynomiale des fonctions g; aux
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voisinages de 0 et 0o permet 'utilisation des inégalités intégrales (voir par
exemple, Komornik [40, 43|, Nakao [65] ou Zuazua [73, 74]) dans le but
d’obtenir des estimations précises sur le taux de décroissans de ’énergie. Ce
type des estimations est connu, notamment pour ’équation des ondes. On
présentra des estimations analogues dans les ch. 6, 7, et dans le ch. 9 ot on
va étudier un systeme de Petrovsky.

2. Existence et unicité: preuve du théoreme 1

On prend Dapplication du dual A:V — V”:

(Au,v)yr vy = (u,v)y = / aijrirl(w)ei;(v)de —I—/ au;v;dl’,  wu,v e V.
Q T

1

La formule:
(Bu,v)yr v ::/ gi(u;)vdl'y, w,v eV
ry

définit une application B : V' — V' (non linéaire en général). En effet, on
utilise (1.7) et 'injection continue

V C (HY Q)™ — (L3(T)))™

On trouve, pour une constante positive ¢ indépendante de u et de v,

‘/1“1 gi(u; deF‘ (/ 9i(us)gi(u;)dly ) (/Fl Uividrf

< (1 + Jlullv)llv]lv < oo.
D’ott Bu € V'’ pour tout u € V.

On multiplie la premiére équation dans (P) par v € V, on intégre par
parties sur €2 et on utilise les conditions au bord pour obtenir une formulation
faible du probleme, on obtient:

0= /Q(u;' — 045, (u))vidr = /Q(u;'vi + 045 (u)v; j)dx — /F oij(u)vjvdl

- / (ufv; + aijrier(w)ei;(v))de + / (au;v; + g;(u)v;)dl
Q

r

= <u// + Au + Bu,v U>V’,V7

(2.1) v +Au+Bu' =0 sur RT.
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v =2z U:=(u,2) et AU :=(—z,Au+ Bz).

On peut écrire le systeme (P) sous la forme:

/ — +
(2.2) {U +AU =0 sur RT,

U0) = (u’,ub).

On définit I'espace de Hilbert H = V x H et on considere 'opérateur A défini
dans ‘H, de domaine

D(A)={U = (u,2) e VxV:Au+ Bz € H}.
Ceci nous amene a définir les solutions faibles de (P) comme la premiere
composante des solutions de (2.2). Le lemme suivant justifie cette définition.
Lemme 2.1. A est un opérateur maximal monotone dans H.
Preuve. La croissance des fonctions g; donne la monotonie de A. En effet,
pour U, U € D(A) on a:

(AU — AU, U —U)y = (2 — z,u — W)y + (Au— Ali+ Bz — B2,z — 2)g
=—(z—Z,u—U)y+(Alu—10)+Bz—BZ,z—Z)y v

— (2= Bz 2= 2w = [ (g(z) — 9iE))(e - 2T 20,
r
L’opérateur A est donc monotone.

On montre maintenant le caractére maximal de l'opérateur A. Cela
revient & montrer que l'opérateur I + A est surjectif de D(.A) dans H. Soit
(u®, 2%) € H, on cherche (u,z) € D(A) tel que (I +.A)(u,z) = (u’,2°), c’est
a dire

u—z=u’ et z+4+ Au+ Bz=2".
On remplace u dans la deuxieme équation en utilisant la premiere équation,
on voit que (u, z) satisfait

v=z4+u" et z+4+ Az+ Bz=2:"— Ad.
Donc il suffit de montrer que l'opérateur I + A+ B : V. — V' est surjectif

et de prendre u = z +u’ et 2 € V tel que (I + A+ B)z = 2° — Au®. Soit
f eV’ onpose F:V — R définie par

1 1 -
Fw) = 5lulfy + 51l + 3 [ Giwdr = (v, Vuev
1=1
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o, G;(t) = fg gi(s)ds,t € R (remarquer que G; est une fonction positive).
Gréce a la condition (1.7), on voit que F' est une fonction bien définie, con-
tinue et différentiable. De plus on a:

Fluyp={(I+A+B)u— f,o)v v, Yu,veV.

D’autre part, la monotonie des g; implique la convexité de F', et comme

F(v) — oo quand [[v]y — oo (car F(v) = ([jolly = [|fllv-)[[vllv), alors F

atteint son minimum en un point u. Donc F'(u) = 0, c’est & dire (I + A +
B)u = f, d’ou la surjectivité de 'opérateur I + A + B.

On applique la théorie des semi-groupes non linéaires, on obtient que
(2.2) admet une solution faible unique, et par suite on prouve l’existence
d’une solution faible unique de (P).

2 H-

3. Régularité: preuve du théoréeme 2

La preuve du théoreme 2 s’acheve en montrant le lemme suivant:

Lemme 3.1. 1. On a:
{(u,2) e W xV :04(u)v; + au; + gi(z;) =0 sur T'1} C D(A).

Donc D(A) est dense dans H.

2. Si, pour tout i = 1,---,n, g; est globalement Lipschitz, alors on a
l’égalité, et il existe une constante ¢ > 0 telle que

(3.1) lullw < c(|Au+ Bzlla + [lzllv),  V(u, 2) € D(A).

La premiere partie de ce lemme prouve la premiere partie du théoreme
2 en appliquant toujours un résultat standard de la théorie des semi-groupes
non linéaires (voir [42]). Les propriétés (1.10) et (2.1) impliquent que v’ €
L*(R*;V) et Au+ Bu' € L*°(R"; H). En appliquant (3.1) pour (u,z) =
(u,u’), on obtient (1.11).

Preuve du lemme 3.1. Soit (u,z) € W x V tel que
oij(u)vj + au; + gi(z) =0, sur Ty.

Pour que (u,z) € D(A), il nous reste & montrer que Au + Bz € H. Pour
cela, il suffit de prouver 'estimation:

(3.2) |(Au+ Bz, o)y v| < c|v|lg, YoeV
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pour une constante c. On utilise la définition de A et de B, on trouve:

Mu+Bawwvz/"

; oij(uw)ei;(v)de + / (au;v; + gi(zi)v;)dT .

r

Comme u € W, en appliquant la formule de Green au terme o;;(u)e;;(v) =
0ij(u)v; ;, on obtient donc:

(Au + BZ, v>V’,V

= —/ aij’j(u)vid.’lz —|—/ (O'ij (U)Vj + au; + gi(zi))vidl“
Q 'y

—— [ uswnde < o5l alolr
Comme u € W, alors (01, -,0nj,;)(u) € H, et par suite on trouve (3.2).

Cette inclusion montre que (HZ(Q))™ x (Hj ()™ € D(A). 1l est clair que
(HZ ()™ x (H(2))™ dense dans H, et par conséquent D(A) est aussi.

D’autre part, soit (u, z) € D(A), c’est a dire: u,z € V et Au+ Bz € H,
donc pour tout v € V on a:

(Au+ Bz,v)y v = (Au+ Bz,v)p,

et par suite:

/O'ZJ(U)EZ](U)CZ.T-F/ auzuzdF:/fzvzdx—l— gbzvzdI‘
Q I Q I

o, f:=(f1, -+, fn) = Au+ Bz et ¢; = —g;(2;). Cette égalité implique que
u est la solution faible du systeme suivant:

—0ij,5 = fz dans Q,
u; =0 sur [,
O4jVj + au; = (bz sur Fl,
i=1,---,n.

OnafeHeto:= (1, +,0n) € V,eneffet, f € H, z € V par hypothese,
et comme g; est globalement Lipschitz (remarquer aussi que g;(0) = 0), alors

/ 9i(2i)gi(z;)dx < c/ 22 < c||z||%/ < 00
Q Q

/‘Vgi(zi)HVgi(sz:c:/|g§(zi)}2|Vzi|2da:
Q Q
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< c/ V2| [Vzi|de < cf|2])3 < 0.
Q
Et par conséquent

(3.3) lg()llv < ellz[lv-

Donc on applique la théorie de la régularité elliptique (remarquer que Iy N
I’y = 0 par I'hypothese (1.3)), on conclut que u € W,

oij(W)v; +au; + gi(z;)) =0 sur I'y
et
lullw < (| Au+ Ballar+ 1 (g1(1), - gn(zu))v) < el dut Bell +|12llv).
Dot (3.1). L’inégalité (3.3) implique aussi que, en posant z = u/,
(3.4) g(u') € L®(RT; V).

La preuve du lemme 3.1 est donc terminée.

4. Preuve d’un résultat de controlabilité

On va prouver les estimations (1.16) et (1.17) en suppposant que les
fonctions g; sont globalement Lipschitz. Dans le dernier paragraphe de ce
chapitre, on montrera comment éliminer cette hypothese.

On suppose donc que les fonctions g; sont globalement Lipschitz. Il suffit
alors de montrer les estimations (1.16) et (1.17) pour les solutions fortes. Par
arguments de densité (voir ch. 3, §2), le résultat se généralise aux solutions
faibles. On prend alors la donnée initiale (u”, u!') dans W x V telle que (1.9)
est satisfaite; donc la solution du systéme (P) a la régularité (1.10)-(1.11)
qui justifie tous les calculs.

On commence d’abord par vérifier que I’énergie est décroissante en don-
nant une identité importante pour la suite. On montre le lemme suivant:

Lemme 4.1. L’énergie E : RT™ — RT définie par (1.4) est décroissante,
localement absolument continue et

(4.1) /S /F uig;(u;)dldt = E(S) — E(T) < E(S)

pour tout 0 < S < T < oo.
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Preuve. On fixe 0 < § < T < oo, d’apres (P) et (1.4) on a:

T
0= / / (u;' — aijyj)u;da:dt
S JQ
T T
= / / (ui'w; + og5u; ;)daxdt — / / oijvju;dldt
S S JTU
T T
:/ / (u', + oy5e Zj)dxd7f+/ / (auzu; + usg;(uy))dldt
S S JIy

T
= E(T)— E(S) +/ / w,g;(us)dDdt.
s Jry
Et par suite

(4.2) B(S) — E(T) /S /F o, gi (] )dT'dt.

Or zg;(x) > 0,Vx € R, donc le terme de droite de (4.2) est positif; alors F est
décroissante. L’identité (4.2) implique aussi que F est localement absolument

continue, et par conséquent elle est dérivable presque partout et
(4.3) E'(t) = —/ uhg;(ui)dl, t e RT.
'

De plus, comme F est positive alors (4.1) est satisfaite.

L’objectif de ce paragraphe est de montrer le résultat de controlabilité
suivant: on fixe T > 0. Pour tout (y°,y') € H, cherchons un controle

¢ € (L*(T'y x [0,7]))" tel que la solution du systéme

yi —0i5.5(y) =0 dans 2 x [0, 77,
yi=0 sur FO x [0, 17,

(4.4) oij(Y)v; + aoy; = ¢i sur I'y x [0,77,
v:(0)=0 et y:(0)=0  dans £,
i=1,--.n

vérifie

(4.5) y() =9, ¢ =y" sur Q

o, 0 < ag < I% si a > 7% et ag = a sinon. Soit (v?,v') € H, on considere

le systeme suivant:

vl —045,(v) =0 dans  x [0,T],
v; =0 sur Ty x [0,T],

(4.6) oij(V)Vj + apv; — v, =0 sur Ty x [0,7],
v(T)=v" et o'(T) =0l dans €,
i=1,---,n,
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qui admet une solution unique (v(t),v'(t)) € C([0,T];H). (Il suffit de faire
le changement de variable p(t) = v(T'—t), t € [0, T et appliquer le théoréme
1). D’apres le théoréme 1 du ch. 3 on a: il existe deux constantes positives
w et M telles que

(4.7) Eo(v(t)) < MEy(v(T))e T vt e0,T]

pour tout (v, vl) € H ol, Ey(v) est définie par (1.4) en remplagant u par v
et a par ag.

On prend la solution v du systeme (4.6) et on considere le systeme

w) —oi;;(w) =0 dans € x [0,7],
w; =0 sur Ty x [0,7],

(4.8) oij(w)v; + apw; +w; =0 sur T’y x[0,77,
w(0) =v(0) et w'(0)=1'(0) dans €,
i=1,---,n,

qui admet une solution unique (w(t),w’(t)) € C([0,T]; H) car (v(0),2'(0)) €
H (voir théoreme 1).

On pose y = w —v. D’apres (4.6) et (4.8), on a y vérifie (4.4) avec
¢ = —(w’'+"). 1l suffit donc de bien choisir T' > 0 et (v°, v!) € H pour avoir
la condition finale (4.5) requise sur y. Pour cela, on choisit 7" > %m(%M )
et on note d = %M e~“T; donc d €]0, 1[. On définit alors I'opérateur linéaire
A:H — H par

A%, v = (w(T),w'(T)).

Montrons que A—I est inversible, il suffit donc de montrer que [|A|| £, < 1.
D’apres (4.7), on a:
a
Eo(v(0)) < —dEo(v(T).

D’autre part, les fonctions E et Ey définies par (1.4) correspondant & a et
agp, respectivement, vérifient, pour toute fonction (z(t), 2'(t)) € C(R*T; H),

Eo(2) < E(2) < L Ey(2).

= = a0

En utilisant ces deux derniéres propriétés, et en remarquant que Ey(w(0)) =
Ey(v(0)) et Ey(w) est décroissante, on voit que:

9 2a

IA°, o) I3, = [[(w(T), w'(T))||F, = 2E(w(T)) < a_OEO(w(T))
< z—ZEo(w(O)) _ z—ZEO(U(O)) < 2dE,(v(T))

< 2dE(v(T)) = d||(0°,vY)|1%,.
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Et par conséquent,
Al 2 < Vd < 1.

Donc A — I est un isomorphisme de H dans H. Alors pour toute donnée
(y°,y1) € H, il existe (v°,v1) € H tel que

(49) (°,y") = (A= D" v") = (w(T),w'(T)) - (°, ") = (Y(T),y'(T)).

D’ou le résultat cherché (4.5).

Il nous reste maintenant a vérifier que le controle
¢ = —(w +2') € (L*(Ty x [0,T])™

On multiplie la premiere équation de (4.6) par v] et la premiere équation
de (4.8) par w}, on integre par parties sur € x [0, 7], on obtient (comme au
lemme 4.1):

(4.10) // vldTdt = Ey(v(T)) — Eo(u(0)):

(4.11) /0 /r wiwidldt = Ey(w(0)) — Eo(w(T)).

D’autre part, comme (y°,y*) = (A — I)(v%v) et |Al|z3,2) < Vd, on a:

1(w®, 0" [l <

1 o ,1
S CRERILT

Donc on voit que:

/ ¢;p;dldt < 2/ / vivl + wiw!)dDdt
Fl l_‘1

= 2(Eo(v(T")) = Eo(v(0)) + Eo(w(0)) — Eo(w(T'))) = 2(Eo(v(1")) — Eo(w(1)))
< 2By (v(T)) < 2B(v(T)) = [|(v°,vh) %,
et par conséquent

(4.12) /T Grosdldt < — (40, )2
' T N

Dot ¢ € (LA(T; x [0,T]))".
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5. Preuve de la stabilisation forte

On applique ici le principe d’invariance de La Salle et on montre que
le systeme (P) est fortement stable; c’est a dire ’énergie E(t) — 0 quand
t — oo. Comme les fonctions g; sont globalement Lipschitz et les données
innitiales (uY,u) € W x V telles que (1.9) est satisfaite, alors le théoréme
2 montre que la trajectoire {u(t), v'(t)}+>0 est bornée dans W x V qui in-
jecte dans ‘H de fagon compacte, donc elle est relativement compacte dans
‘H. Appliquant le principe d’invariance de La Salle, il suffit de montrer que
I’ensemble w-limite contient seulement le point (0, 0):

(5.1) w{u®,u'} = {0,0}.

Soit (29, 21) € w{u®, u'} et soit z la solution du systéme (P) correspondante &
(29, 21). Comme w{u®, u'} contient seulement les donnés initiales ol ’énergie
est constante, on déduit de (4.3) que 2’ = 0 sur I'1, donc on dérive le systeme
(P) par rapport a t, on voit que w := 2’ est la solution du systéme suivant:

w” —o;;i(w)=0  dans Q x RT,

w; =0 sur I' x RT,
oij(w)v; =0 sur 'y x R,
1=1,---,n.

On applique sur w le théoreme 1 et le lemme 2.2 du ch. 2 on obtient
E(w(0)) = 0. Or, E(w(t)) =const= F(w(0)), et par conséquent w := 2" = 0.
Alors (P) implique que:

044,35 (Z) =0 dans €2 x R+,
z; = sur I'g x RT,

(5.2) 0ij(2)v; +az; =0 sur I'y x RT,
2 (0) =2Y et 2(0) =2z} dans €,
t=1,---,n.

Multiplions la premiére équation de (5.2) par z; et intégrons par parties, on
obtient:

0= / 0ij.(2)zidr = —/ 0ij(2)eij(z)dx —/ azizdl = —||z||%,
Q Q ry
ce qui implique que z = 0, et par conséquent (2%, 2') = (2(0), 2/(0)) = (0,0)

dott (5.1).

Remarques. 1. Ce résultat de stabilité forte sera utilisé dans la preuve de
Pestimation (1.17).

2. Ce résultat de stabilité forte du systeme (P) est satisfait sans la
condition géométrique supposée sur la partie I'y du bord et sans les conditions
(1.14), (1.15) et (1.19) supposées sur les fonctions g;.
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3. On a utilisé le théoreme 1 du ch. 2 sans supposer la condition v < 2n
comme dans ’hypothese (H1) ot son intérét réside seulement dans 1’obtention
d’une meilleure estimation sur le temps de controlabilité Tj. Ceci est justifié

par le fait que ce théoreme est vrai sans la condition v < 2n mais a priori

pour un temps de contrélabilité plus grand que celui obtenu dans I’hypothese
(H1) du ch. 2.

6. Cas des feedbacks non bornés: preuve du théoréeme 3

On montre maintenant les estimations (1.16) et (1.17). On choisit

(% ') = (u(T),u' (1)),

donc le systeéme (4.4) admet une solution unique (y,y’) € C(R™;H) telle que

(6.1) (y(T),y/(T)) = (u(T), u'(T)).

D’apres (P), (4.4) et (6.1) et par intégration par parties, on obtient:

0_/ /yz ? =045 (w) +ui(yi — 0ij5(y))]dadt
T
:/ /(u;yg+aijkzlui,jyk,l)/d.’13dt
+ [ o+ aiol) + oo — ooy
r

- /Q (Wl (TYu(T) + asjpue ; (T)ups(T))da + / auss (T (T) T

T
—I—/ / ((ap — a)uby; + yigi(u;) — w,¢;)dUdt
0o Jr,
T
4[] G = ayulys + vigi(ul) — wigodre,
0o Jry
ce qui implique que

T
(6.2) E(T) = % /0 /F ((a — ao)ujy; + uji — y;gi(u;))dldt.

D’apres la démonstration de (4.5) et (4.12),onay=w —v, ¢p = —(w' + ')
oll, v et w sont les solutions des systemes (4.6) et (4.8), respectivement, et

T
(6.3) / / (wjw; 4+ vjv})dDdt
o Jr,
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1 1

< ———— )i = ——

s v 0=

On note par ¢ la constante positive (dépendante seulement de €2, o, a et de
llaijr| L= ()) telle que

E(T).

(6.4) JelZaqeoye < B2l VeeV.
Cas p = 1. On a, d’apres (1.14)-(1.15), (4.1) et (6.2)-(6.3),

7)< 5 [l o) = o)l + ok + e

1

<[ [« (20l a) + ()

X </0T/F ((a — a0)®yiys + yiy; + ¢i¢i)dth>%

<b1 / / ugi(u dth / / wiw} + viv})dDdt
Fl Fl

1

vt ao? [ (ol + et ar)’

< b1(E(0) — E(T))?

N

1 a 0
(e P + 25T 25 0= a0 (Eofol) + Eof(0)))

[N

< by(E(0)— E(T))? (mE(T) +2(5T%(a —a0)*(1+ ) By (o(T)))

< ba(E(0) — E(T))? (E(T))?

11
by = \/g\/Q + max{ca, ¢4} + max{—, —};
2 C1 C3

b1 a
by = 14+ 26T (a — ap)?(— + d).
, 1_ﬁ¢ (@ - a (= +d)

ou,

Et par conséquent

(6.5) E(T) <
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ou, by = Par la méme maniére que dans la démonstration de (6.5) (on

b2
remplace Iintervalle [0, T] par [(m — 1)T,mTY]), on obtient:
1

B(mT) < S (EE

E((m—-1)T) < B(0), m=1,2,---,

14 b3

ce qui implique que E(t) < MyE(0)e™" avec My =1+ bs et wy = #In(1 +
b3). D’ou (1.16).

Cas p > 1. On fixe t € RT, soient
(6.6) If={zeli:|uj >1} et T; ={zel:|u <1}

En utilisant 'inégalité de Holder (1.14), (1.15) et (4.1), on obtient (dans
toute la suite, ¢ désigne une constante positive dépendante de E(0) et de T')

//|qubz|dth< / / wjujddt) (/OT Figbiq&idth)%
// \p“drdt //vv +ww)dth)%

(E(0) - 7T (B(T))?;

de méme, en utilisant (6.4),

T T 1, T 1
/ / (a— ao)‘u” ‘yi‘dI‘dt < c(/ / uéuédth) (/ / yiyidth>
0 - o Jr; 0 -
1

T 1 T 1
< C</0 /_ ‘u;‘p+1d1—‘dt> p+1 (/0 (H’UH%/ i ||w||%/)dt> 2

1

< ¢(E(0) — E(T))»1 (E(T))?;

M

IA
o

M

et par la méme maniere, on a:

/OT /Ff |vi||gi(u;)|dTat

<¢ / /  gi(u})gi(u dth) / / ) yzyldl“dt
1 1
< c(/ / ‘gi(u;)}pHdth i / / vl + wiw) )dFahf)2
o Jr;

< ¢(E(0) — E(T))7 1 (E(T))?.
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D’autre part, et comme dans le cas p = 1, on voit que:
T 1 1
| [ (@ oyt - yigituards < o(£0) - BB
o Jrf

Alors, on substitut ces trois inégalités dans (6.2), on obtient:

(B(D)? < e((B(0) - B(D)? + (B(0) - B(T))77 ),

Comme l'énergie E(t) — 0 quand ¢t — oo, on peut choisir 7' > LIn(% - M)
assez grand tel que E(T") < 1 (donc T est dépendant de E(0)). Soit ¢t > T par
le méme raisonnement qu’avant (on remplace l'intervalle [0, T'] par [t, ¢ +T]),
on obtient I'inégalité similaire & la précédente

E(t) < ¢(B(t)— B(t+T)+ (B(t) - B(t+T))77 ) < o(E(t) - E(t+T))7
Et par suite
(6.7) (BW)™ < c(B®) - E@+T)), W=T,

ce qui donne (1.17) (voir [63, lemma 1.1]).

7. Cas des feedbacks bornés: preuve du théoreme 4

Dans la démonstration du théoréme 4, on utilise la régularité (1.10) qui
est satisfaite pour les solutions fortes, et dans ce cas la, les constantes My, M;
et wy dans (1.16) et (1.17) sont dépendantes de la solution u, ce qui ne nous
permet pas de généraliser ces dernieres pour les solutions faibles. On note
aussi qu’on suppose toujours, comme dans le paragraphe précédent, que les
fonctions g; sont globalement Lipschitz. A la fin de ce chapitre on montrera
comment éliminer cette hypothese.

D’apres la preuve du théoreme 3, il suffit de montrer I'inégalité

(7.1) //F W, + gi () gs (ul))dTdt

2

< c(E(O) — B(T) + (E(0) — E(T))p_>

=
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sous les conditions (1.14), (1.18)-(1.19). On définit T';" et T, par (6.6).
Comme dans la preuve du théoreme 3, en utilsant (1.14) on a:

w2 [ L (wt + 0o pparar < (£0) ~ D)

D’autre part, on a:

Cas n = 1. On observe que (1.14) et la croissance de g; impliquent que
inf{|g;(z)| : |z| > 1} > 0.
Donc on utilise (1.10), (4.1) et I'injection
V C(HY(Q)" = (L))",

on obtient:

T T
(7.3) / / wiurdldt < c/ / |us|w)g; (u;)dTdt
o Jr} o Jrf

<e / ez (o (~E'(8))dt < e(E(0) — E(T)):

de méme, en utilsant (1.19) et (4.3) (remarquer que A > 1),

(7.4) / / gi(u})g;(ul)dldt < c/ / ‘u ‘ ug;(ul)dldt

< [y (-E (0)dt < el (0) - B(D),

Donc on déduit que:
(7.5) / / W+ gs(u)gs(ul))dTdt < ¢(E(0) — E(T)).

Cas n > 2. En utisant 'inégalité de Holder on trouve:

T
//u;u;df‘dtgc/ / ’u’”l u,gi(u p+1dth
0 Jrf
T 2 2
gc/ /|7, (/ wlg(u )dr)p dt.
o @rrImn I,

7
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On utilise (1.18) et on applique le théoreme de trace, on obtient:

2p

V C(HY Q)" — (L1 (D))"
Donc par 'utilisation du (1.10), on voit que:

2

(7.6) /0 ' /F wjuldldt < o(B(0) ~ B(T))7;

par la méme maniere, en utilisant (1.19), (4.3) et 'inégalité de Holder,

[ wttmspasacs [ [ 11 ooy
r T +
< pldr’“ 'gi(u ar) " i
<e [ ([ Juar) T ([ wiotuirar)

T 2p 2 2
<o [ WP (B < o(B0) - B@)F.
0 (LP=T(D)"

Cette inégalité et (7.6) donnent

(7.7) / / !+ go(ul) gi ()T dE < c(E(0) — E(T))7.

Alors grace aux (7.2), (7.5) et (7.7), on trouve (7.1) pour tout n € {1, 2,---}.
Donc on termine la démonstration par le méme raisonnement que dans la
démonstration du théoréme 3, d’ott on obtient les estimations (1.16)-(1.17).

On termine ce paragraphe par montrer comment éliminer 1’hpothese:
les g; sont globalement Lipschitz, supposée durant la preuve des estimations
(1.16) et (1.17). On applique une méthode générale utilisée par Komornik
[42]: pour toute fonction g; on peut construire une suite de fonctions {gF }pen-
continues, croissantes, s’annulant en zéro, globalement Lipschitz telles que,
pour tout =z € R,

(7.8) 9;(x) = gi(z) quand k — oo

Pour cela il suffit de considérer
k I
(7.9) 9i () := gi((Idw + 7 9:) " (2))-

On vérifie alors que les fonctions g vérifient les conditions (1.14) et (1.15)
dans le cas du théoreme 3, et (1.14) et (1.19) dans le cas du théoreme 4, avec
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des constantes positives ¢}, i = 1,2,3,4,5 (qui sont dépendantes seulement
de ¢;,1=1,2,3,4,5, et de p, \) au lieu de ¢;, i = 1,2,3,4,5 (voir [40]).

On peut alors appliquer les théorémes 3 et 4 au probleme (P}) obtenu en
remplagant les g; par les gF. Soient (u°, u') € H et u la solution du probléme
(P) et z* la solution du probléme (P;). D’apres le théoréme 3, 1'énergie
de la solution 2* vérifie les estimations (1.16) et (1.17) ol les constantes
My, M, et wg sont indépendantes de k. Dans le cas du théoreme 4, on prend
(u®,ul) € W x V vérifiant (1.9), on obtient que la solution 2* vérifie (1.16)
et (1.17) ou dans ce cas la les constantes My, My et wp sont dépendantes
(de maniére continue) de [|2’%|| e g+ v). Pour conclure, il suffit de montrer

que la suite (2%(t), 2’%(t))ren- converge dans H vers (u(t),(t)) pour tout
t € RT. D’apres [42, théoreme 7.3], il suffit de montrer que

(7.10) (I+Ax) 'U - (I+A)'U, dans H quand k — oo

pour tout U = (v,w) € H, ou Ay désigne le générateur du semi-groupe
associé au probleme (Py). Soit (v°,w°) et (v, w) les éléments de D(A) tels
que

(I4+ AU = (@°%uw°) et (I+Ax)"'U = (0", w").

On note par By, opérateur analogue & B correspondant aux fonctions gF, i =
1,---,n, donc par définition,

(7.11) v=2"—w" = vF —w* et w=w'+A"+Buw’ = w"+Av* +Byw".
L’objectif est donc de montrer que

vF 0% dans V, quand k — oo;

wkF —w dans H, quand k — oo.

Or v* = v? + w* — w". Donc tout revient & prouver que

wF —w® dans V, quand k — oo.

D’apres (7.11), on a:
(7.12) (I+ A+ B)(w” —uw®) = (B — B)uw'.
Par définition de By (voir la preuve du lemme 2.1),
lw® — w? I = (A(w* — w),w* = w’)y v
<{((I+ A+ Bp)(w" —w°),w" —w’)y: v = (B — Bp)w®,w* — w®)y v

- / (9:(w?) — gF(w?)) (wh — w?)dT
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1
< ([ (o) - g 2ar) fuk - wv.
ry
Ainsi

Jwk —w|y < (/r (gi(w?) — gf(w?)ﬁdl“) %.

1

On conclut a 'aide du théreme de convergence dominée de Lebegue:
gi(wy) = g (w) = 0 quad k — o0
et, d’apres (1.7),
lgi(w?) = gf @) < e(1+ [u[).
Donc on a la convergence, pour tout U € H,

(I4+A) U - (I+A)"'U dans V xV, quand k — oo.

Et par suite, si (u”,u!) € W x V comme dans le théoréme 4, alors on a la
convergence, pour tout t € R,

(25 (1), 2%(t)) — (u(t),v'(t)), dans V x V, quand k — oc.

Donc
||Z,k(t)||Loo(R+;V) — ||’U,/(t)||Loc(R+;V), quand k — oo.

Ceci nous permet d’éliminer ’hypothese: g; globalement Lipschitz, de
la preuve du théoremes 3 et 4.
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CHAPITRE 5
STABILISATION FORTE DU SYSTEME

GENERAL D’ELASTICITE DANS DES
DOMAINES NON NECESSAIREMENT BORNES

1. Introduction et résultats principaux

On considere dans ce chapitre le systeme d’élasticité soumis a un feed-
back interne non linéaire suivant:

w! — o5+ Li(z,u)) =0 dans Q x R*,
u; =0 sur Ip x RT,

(P) oV +au; =0 sur I'y x RT,
u;(0) =u) et ui(0)=ul dans (2,
i=1,---,n

o1, 2 est un ouvert non vide de mesure finie de R (n = 1,2, ---), de frontiere
I =ToUT, de classe C? avec To NIy =0, a > 0, l;(z,u)) = b;(x)g:(u}) et
gi : R =R, b; : Q — R sont des fonctions données. Le terme général du
tenseur d’élasticité o;; est défini comme dans le ch. 2 ol, a;j, € WH(Q)
vérifiant les conditions de symétrie et coercivité habituelles:

(10) aijkl = ajikl = aklij et aijkﬁij&‘kl Z Oé€ijéij dans €

pour un nombre o > 0 fixé et pour tout tenseur symétrique ¢;;. On utilise
dans ce chapitre et dans les deux chapitres suivants les méme notations que
dans les ch. 2 et 3.

L’objectif de ce chapitre est de montrer ’existence d’une solution unique
du systeme (P) tendant vers zéro quand le temps ¢ tend vers I'infini.

On consideére sur les fonctions g; et b; les hypotheéses suivantes:

(HO) b; € LOO(Q) et b; > by > 0;

(H1) gi est continue, localement Lipschitz, ¢;(0) = 0;
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(H2) xgi(x) >0 VreRY
il existe deux constantes strictement positives c; et co telles que
(H3) c1lz| < |gi(z)| < eolx|, pour tout |z| > 1.
On montre alors les résultats d’existence, d’unicité et de stabilisation suiv-

ants:

Théoréme 1. Pour toute donnée initiale (u°,u') € V x H, le systéeme (P)
admet une unique solution globale (faible)

u€ CRT;V)NCYRT; H)

ol, V = (Hp ()" et H = (L2(Q))".

Théoreme 2. L’énergie de la solution u, définie par

1 1
(1.1) E(t) == / (ujul + o45e:5)dx + 5/ auu; dl, t € RT,
0

'
vérifie

(1.2) E(t) =0 lorsque t— .

Si le domaine © est borné ou I'y = (), le résultat de stabilité forte (1.2)
peut étre démontré en appliquant le principe d’invariance de LaSalle et en
utilisant des injections compactes sur les espaces de Sobolev. Or, ce principe
n’est plus applicable dans des domaines seulement de mesure finie avec I'g =
(), en ’absence de compacité.

Les fonctions non linéaires g; qui représentent le terme d’amortissement
ne sont pas nécessairement monotones et elles n’ont pas un comportement
précis au voisinage de zéro. La monotonie de g; joue un role essentiel dans
I’existence de la solution du probleme, et la croissance polynémiale de g;
a l'origine permet de construire une fonction standard de Lyapounov et
d’utiliser des inégalitées intégrales pour obtenir un taux de décroissance de
Iénergie (voir ch. 6).

La démonstration de (1.2) est basée sur une approche introduite par
Aassila [1]. L’existence d’un taux de décroissance explicite est une ques-
tion ouverte méme si les fonctions g; sont monotones et ont une croissance
polynomiale pres de zéro.

2. Existence et unicité: preuve du théoreme 1
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On munit les espaces de Hilbert H = (L*(Q))" et V = (H{ (Q))",
respectivement, par les normes suivantes:

||v||%{:/vivida: et ||v||%/:/0ij(v)5ij(v)dx+/ av;v; dI.
Q Q I'y

Le probléme (P) peut étre réécrit sous la forme abstraite

U =AU+ F(U) sur RT,
U0) =Uy = (u’,ul)

AU = (z,Au) et Au= (01j,;(u),---,onj(u)).

Le domaine de A est
D(A) ={(u,z) e W x V : 04 (u)vj + au; = 0 sur I'1}

o, W = (H*(Q) N H} (€2))" muni de la norme
”UH%/V :/(sz‘AUz‘ +Uij(v)5ij(v))d$+/ av;v; dI.
Q ry

L’application
F:VxH—-VxH

est définie par
F(U,Z) = (07 —bg(z))

ol, bg(z) = (b1g1(21), -+, bngn(2n))-

L’opérateur A est maximal monotone dans V' x H. En effet, soit U =

(u,2), U= (u,2) € D(A), on a:
(AU — AU, U — D ywg = (z—Z,u— )y + (Alu— 1),z — 2) g
:/aijklekl(z—é)eij(u—ﬂ) dx
Q
+/F a(ul—ﬂl)(zz—EZ)dI‘%—/QaZJ,J(u—ﬂ)(zl—531) dx
= /1—‘ CL(UZ‘ - ﬂz)(zz - 51) dI’ + / O'Z'j(u - 71)(2Z - gi)Vj dl’ =0

r
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d’ot A est monotone. Maintenant on montre que ’opérateur A est maximal,
c’est a dire +.A4 est surjectif de D(A) dans V x H. Soit Uy = (u?,2%) € VxH,
cherchons un élément U = (u, z) € D(A) vérifiant
U+ AU = Uy,
ce qui est équivalent a dire
_,,0 _ .0

wi+zi=u; et z+o045,(u)=z.

Donc il suffit de trouver un élément v € W vérifiant

(2 1) U; — aij’j(u) = fz dans Q,
’ oij(w)v; +au; =0 sur I'y

o, f =u’ — 2, et prendre z = u? — u. Pour cela, on multiplie la premiere

équation de (2.1) par une fonction test v € V' et on intégre par parties, on
trouve:

(2.2) /Q (usvs + aguen (u)es (v))da + /

'y

au;v; dF:/fivida:.
Q

Grace a la condition (1.0), on voit que le membre de gauche de (2.2) définit
une forme bilinéaire bornée et coercive de V' x V dans R. Et comme f € H
par hypothese, le membre de droite de (2.2) définit une forme linéaire bornée
de V dans R. Appliquant le théoreme de Lax-Milgram, on déduit 'existence
d’un élément u € V vérifiant (2.2) pour tout v € V. Intégrons (2.2) par
parties, on obtient que u vérifie, pour tout v € V,

/ 0ij,j(u)vide = /(Uz — fi)vidz +/ (045(u)v; + au;)v; d.
Q Q r
En particulier, pour v € (H}(2))", on a

/Qaij_,j(u)vidm = /Q(U,L — fz)vzdx

Donc on applique la théorie de la régularité elliptique, on conclut que u € W,

lullw < flu—flla

et la premiere équation de (2.1) est satisfaite. Et par suite, pour tout v € V|

/ (045 (uw)v; + au;)v; dI' = 0,
ry
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ce qui implique la deuxiéme équation de (2.1). D’ott A est maximal. Donc
lopérateur A engendre un Cy-groupe d’isométrie sur V x H et son do-
maine est dense dans V x H. D’autre part, et d’apres (H0) — (H3), on
a: l'application F' est localement Lipschitz vérifiant, pour tout U = (u, 2) €
V x H,

En effet, les hypotheses (H1) et (H3) impliquent qu’il existe une constante
¢ > 0 indépendante de x telle que

(2.4) |gi(z)| < clz|, VzeR.
Donc, pour tout U = (u, 2), Uy = (u?,2°) € V x H,
IFU = Uo)llvxm = || = bg(z = 2°)l|m

< cl|bllzee(yyn 12 — 2°Nlm < ellbllzoe@y)n IU = Uollvx s,

d’out F' est localement Lipschitz. On déduit donc l’existence globale d’une
solution faible unique de (P) en utilisant le résultat général de Ball [9] suivant:

Theorem 2.1. Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe et

sur ’espace de Hilbert H, et F': 'H — H vérifiant

F' est localement Lipschitz,

(F(U),U)y <0 pour tout U € H.

Alors le probléme
U =AU+ F(U)
U(0) = Uy

admet une unique solution faible U(t) sur RT pour tout Uy € H.

3. Stabilisation forte: preuve du théoréme 2

On montre tout d’abord la dissipativité du probléme (P). En multipliant
la premiere équation dans (P) par u} et en utilisant la définition (1.1) de
I’énergie, on obtient facilement:

(3.1) B(t) =~ [ baiglui)da,
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d’apres (HO) et (H2), le membre de droite de (3.1) est négatif, donc 1'énergie
est décroissante. On integre (3.1) sur [0, ¢], on obtient:

(3.2) /0 /Q bottlg(ul)dads — E(0) — E(t) < E(0).

La preuve de (1.2) est basée sur le lemme suivant:

Lemme 3.1. On a, pour tout t > 0,

(3.3) /0 /Q‘blulgz(u;)‘ dxds < cE(0)Vt,

et pour tout € > 0, il existe c. > 0 tel que
t
(3.4) / / ubu) da ds < net 4 c.E(0)V/t.
0 JQ

Preuve. Dans toute la suite on désigne par ¢ une constante positive indépe-
ndante de t, et qui peut changer d’une ligne a l'autre.

Montrons (3.3). Grace aux hypotheses (H1) et (H3), on voit que:
|gi(z)] < c|z| pour tout z € RT,

donc, en utilisant le fait que b; est bornée, on obtient:

/Q‘bzuzgl(u;)‘dx < C/Q(bzu;gz(u;))%‘uz‘dx

§C</ blu;gz(u;)d$> |w|| gz
Q

Donc on applique I'inégalité de Holder, on trouve:

1
t t 2
//‘biuigi(u;)‘dwdsgc //biu;gi(u;)da}ds Vtsup ||u(s)] m-
0 Jo 0o Ja [0.¢]

Comme ’énergie est décroissante, alors

lu(s)||z < e/E(s) < e/E(0), VsecRT,

Et par suite, en utilisant (3.2),

[N

t
/ /‘biuigi(ug)‘dmds < cE(0)Vt.
0 JQ
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Dot (3.3).

On montre maintenant ’estimation ( . Soit € > 0. Posons:

M;(e) = sup{ }}_\/7} et M(e InaxM()

ou, ‘Q| est la mesure de Lebegue de € dans R™. Grace aux hypotheses (H1),
(H2) et (H3), on a M(e) < +oo. Alors il est clair que:

(3.5) /} wyu; dx < ne.
ul| < <

o]

D’autre part, en utilisant (HO) et la décroissance de 1’énergie,

(3.6) / |>
_ (/ _ UQuédz)_(/l 6 g.?i{)u;gi(u;)dx>
= Tal ul|> i (U]

< 2E(0)<M(e) /Q u;gi(u;)da:) < %E(O)M(e)( /Q biu;gi(u;)dx>

On déduit de (3.5) et (3.6) que

-

|
(NI

1
/ wu; dr < ne + 3E(O)M(e) (/ uggl(ug)da:) :
Q bo Q

et par suite, en utilisant 'inégalité de Holder et (3.2), on obtient:

/Ot/Q dg;ds<net+,/ (// wgi (u dmds) Vi

< net + ;M(G)E(O)\/% — net + c. E(O)VA.

D’ou (3.4).

La grande partie de la preuve du théoreme 2 est déja faite en montrant les
estimations (3.3) et (3.4). Pour terminer la preuve, on multiplie la premieére
équation de (P) par u; et on intégre par parties, on trouve facilement:

6(t) — 6(0) = 2 /0 t /Q Wl dads — 2 /0 " B(s)ds — /0 t /Q botsgi (u))dwds
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ou on note
o(t) = / w;uLde.
Q

Comme F est une fonction positive et décroissante, alors il existe [ > 0 tel
que
[ = lim E(t).
t—oo

Supposons que [ > 0, donc, en utilisant (3.3) et (3.4), 'égalité précédente
implique que:

o(t) < 2(ne — )t + . E(0)Vt + ¢(0),

et par conséquent, en choisissant € > 0 assez petit,
o(t) — —oo lorsque t— o0

ce qui est impossible car

o(t)] = ’/Quzu;da:‘g %/Q(u;u; + wju;)dr < cE(t) < cE(0).

Donc
lim E(t) = 0.

t—o0

Remarques. 1. Si Q est borné ou I'; = (), on peut prendre b; € L (Q)
tel que b; > 0 au lieu de (HO) et montrer que le théoréme 2 reste vrai en
appliquant le principe d’invariance de LaSalle.

2. Les résultats de ce chapitre se généralisent au cas ot on remplace la
premiere équation de (P) par

u;’ — 0555 + li(:p, u;) + q;u; =0
ou, g; € L*>(Q) vérifiant
(3.7) infinf q.} > ——
) min{inf g; R—
7 Q i Co

ol, ¢q est la constante (dépendante seulement de €2, a et o) qui vérifie

/ v;0; dz < ¢ (/ 0ij(v)gi;j(v) de —l—/ av;v; dF), Yv e V.
Q Q r,

La condition (3.7) garantit que ’énergie, définie dans ce cas la par

1 1
E(t) = 5 /Q(U;U; + 04545 + qzuzuz) dzr + 5 /I; au;u; dF, te R+,
1

définit une norme sur l'espace de Hilbert V' x H pour le vecteur (u,u').
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CHAPITRE 6

EXISTENCE GLOBALE ET
STABILISATION INTERNE DU SYSTEME
GENERAL D’ELASTICITE

1. Introduction et résultats principaux

On s’intéresse dans ce chapitre au probleme de stabilisation du systeme
d’élasticité étudié (dans un cadre plus général) dans le chapitre précédent:

w! — o455+ bigi(u)) =0 dans Q x Rt
(P) u; =0 sur T x RT,

u;(0) = ul et ui(0)=u) dans (2,
i=1,---,n.

Dans le ch. 5, on a obtenu la stabilisation forte du systéme (P) dans un
domaine () de mesure finie et sous certaines conditions sur les fonctions g;
et b; sans aucune estimation sur le taux de décroissance de 1’énergie. Notre
objectif ici est d’obtenir des estimations précises sur le taux de décroissance
de ’énergie vers zéro en supposant sur le domaine 2 et les fonctions g; des
hypotheses plus fortes que celles supposées précédemment.

On suppose que €2 est borné et que les fonctions b;, g; vérifient les con-
ditions suivantes:

(HO) b; € LOO(Q) et b; > by > 0;

(H1) g; est continue, croissante, g;(0) = 0;
il existe des constantes ¢, > 0 et ¢; € [1,00) avec (n — 2)g; < n telles que

(H2) lgi(z)] < (1 +|z|%), pour tout =€ R.

Définissons ’énergie de la solution par la formule
1

(1.1) B(t) = 5/(u;u;+0ijeij)d:v, t € RY,
Q
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on remarque que E est une fonction positive et on a, formelement,
(1.2) E'(t)=— /Q biuigi(uf)dr <0, teRT

(remarquer que (H1) implique que zg;(x) > 0 pour tout « € R); alors notre
systeme (P) est dissipatif.

On s’intéresse tout d’abord au probléeme d’existence et d’unicité de la
solution. On définit les espaces de Hilbert H, V et W comme dans le ch. 5
(I'y = () munis par les mémes normes. On identifie H avec son dual H' on
obtient:

W—V—asH=H -V < W

avec injection compacte et dense.
On a le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Théoréme 1. Supposons que la condition (1.0) du ch. 5 et les hypothéses
(HO)-(H2) sont satisfaites. Pour toute donnée initiale (u®,u') € V x H, le
systeme (P) admet une unique solution globale (faible)

(1.3) u € C(RT; V)N CHRY; H).

Si z est une autre solution de (P) correspondante a (2°,2') € V x H,
alors la fonction

1
E(u—z,t) := 5/ (|u’—z"2—l—aij(u—z)eij(u—z)>dm, t € RT,
Q

est décroissante.

Remarque. Le deuxieme résultat de ce théoreme implique, premierement,
que E(u — z) est bornée:

(1.4) [E(u— 2)||Lem+) < E(u—2,0).

Deuxiemment, on choisit z = 0 (il est possible car g;(0) = 0) on obtient la
décroissance de 1’énergie de la solution.

Pour la régularité de la solution on a le résultat suivant:

Théoreme 2. Supposons que les hypotheses du théoréme 1 sont satisfaites.
Soit

(1.5). (w,ul) e W x V.
Alors la solution u (dite forte) du systéme (P) vérifie
(1.6) u” € L®(RT;H), « € L¥R";V)
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et

(1.7) u€ L®(RT;W).

On étudie maintenant la stabilité du systeme (P) sous des conditions
convenables sur les fonctions g;. Supposons qu’il existe des constantes posi-
tives c1, ca, c3, ¢4 > 0 et p, g € [1,00) telles que

(1.8) crlal” < lgi(2) < eolal /7 si ol <1,
(1.9) cslz| <lgi(z)] si |z| > 1,
(1.10) lgi(z)] < eqlz]? si |z >1

et

(1.11) (n—2)g <n.

Remarque. On remarque que, si I'inégalité (1.8) (resp. (1.9) et (1.10))
est satisfaite dans un voisinage de zéro (resp. +00), alors elle est satisfaite
(peut-étre pour des constantes ¢; différentes) pour |x| < 1 (resp. ‘x‘ > 1).

Théoreme 3. Sous les hypothéses du théoreme 1 on a: si les fonctions g;
vérifient (1.8)-(1.11), alors toute solution faible du systéme (P) vérifie

(1.12) E(t)<ctrT Wt>0, si p>1
et
(1.13) E(t) < E0)'™" Vvt>0, si p=1

ot, ¢ et w sont deux constantes positives dépendantes (de maniére continue)
de E(0).

La condition (1.9) implique que les fonctions g; ne sont pas bornées, le
théoréeme suivant montre que les estimations (1.12) et (1.13) restent vraies
pour les solutions fortes du systéeme (P) méme si les fonctions g; sont bornées;
ce qui nous permet de considérer les feedbacks bornés.

Théoreme 4. Supposons satisfaites les hypothéses du théoreme 1. Si les
fonctions g; vérifient (1.8), (1.10) et (1.11) telles que

p>1 st n=lI,
(1.14) p>1 st n=2,
P>5 st n> 3,
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alors toute solution forte w du systéeme (P) vérifie les estimations (1.12) et
(1.18) pour des constantes positives ¢ et w dépendantes de la solution w.

On va montrer les théoremes 1 et 2 par I'application de la théorie des
semi-groupes non linéaires en suivant les mémes étapes que dans la preuve
des théoremes 1 et 2 du ch. 4. La démonstration des estimations de stabilité
est basée sur les inégalités d’intégrales appliquées dans les ch. 3 et 4.

2. Existence et unicité: preuve du théoreme 1

Soient

G;(t) = /Ot gi(s)ds, teR

o) = [ bi(@)Gilui(a))ds, veV.
Q
On prend Dapplication du dual A: V — V':

(Au,v)vr v = (u,v)y = / aijricr(w)ei;(v)de, u,v e V.
Q

On va écrire le systeme (P) sous la forme

uw! + Aju; + Biu, =0 sur Rt
(2.1) (ui(0), ui(0)) = (uf, u}),

i=1,---,n

ol, B = [Bjli=1,... : V — V' est un opérateur a définir.

On remarque premiérement que la condition au bord dans (P) est incluse
dans la définition de V. De plus, pour u € W on a Aju; = —oy;;(u). En
effet, pour tout v € V on a:

aijklskl(u)gij(v)dx:/Uij(u)vi-jdx
Q

(Au,v)vry = (u,v)y = /

Q

= / Jij(u)viyjdf —/ O'ij7j(u)?)id$ == —/ Jim-(u)vidx
r Q Q
= (=0;j(w),v)n = (=0;;(w), v)r m = (=0;;(u),v)v v
d’ou A,u, = —O'ij’j(u).
Finalement, on peut vérifier que 'application (non linéaire en général)

(Bu,v)yry = / bigi(u;)vide, wu,v €V
Q
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est bien définie. En effet, en utilisant (HO), (H2) et I'injection continue
HI(Q) € HY(©) — 191(9),

on trouve:

‘/Qbigi(ui)vida:‘ < c’(/ﬂ‘gi(ui)‘qﬁld@%</Q|vi
<o (f ol ) T

<1+ ull§)llvllv < oo

1
er-ldm) ai+1

_1
Qi+1d$) a;+1

ol, ¢ = max;{¢;} et ¢ > 0 dépendant seulement de 2 et des constantes ¢,
données par (H2). On multiplie I’équation dans (P) par v € V', on intégre par
parties sur {2 et on utilise la condition au bord pour obtenir une formulation
faible du probleme, on obtient aisément:

(u" + Au+ Bu',v)y y =0 sur RT
d’ou (2.1).
On pose

u =2z U:=(uz2) et AU :=(—z,Au+ Bz).

On peut aussi écrire le systeme (P) sous la forme:

(2.2)

U+AU =0 sur RT,
U0) = (u®ut).

On définit I'espace de Hilbert H = V x H et on considere 'opérateur A défini
dans ‘H, de domaine
D(A)={U = (u,2) e VxV: Au+ Bz H}.

Lemme 2.1. A est un opérateur maximal monotone dans H.

Preuve. La croissance des fonctions g; donne la monotonie de A. En effet,
pour U, U € D(A) on a:

(AU — AU, U —U)p = (2 — zyu — W)y + (Au— Ali+ Bz — B2,z — )
=—(z—Z,u—u)y + (A(u—1u)+ Bz —BZ,z — Z)y' v

(B B3,z 2)yy = / bi(gi(2i) — gi(2)) (2 — 2)da > 0.
Q
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L’opérateur A est donc monotone.

On montre maintenant que I'opérateur I + A est surjectif de D(.A) dans
H, ce qui signifie que A est maximal. Soit (u°, 2") € H, on cherche (u,2) €
D(A) tel que (I + A)(u,z) = (u°,2%), c’est & dire

u=z4+u' et z+ Az+ Bz=2"— Ad°.

Donc il suffit de montrer que 'opérateur I + A+ B : V — V'’ est surjectif
et de prendre u = z+u® ot1, 2 € V tel que (I + A+ B)z = 2 — Au®. Soit
f eV’ onpose F:V — R définie par

1 1
Fu) = g llulle + S lulli + ¢(w) = (fu)pvv, VueV.

Grace aux hypotheses (H1) et (H2), la fonction F est bien définie, continue
et différentiable. De plus on a:

Fluyw={(I+A+Bu- fv)yy, Yuvel.

D’autre part, la monotonie des g; implique la convexité de F', et comme
F(v) — oo quand [[v]|y — oo car F(v) > (3|v]lv — | f]lv/)||lv]lv (remarquer
que 0 < G4(t) < tgi(t), V¥t € R), alors F atteint son minimum en un point
u. Donc F'(u) = 0, c’est a dire (I + A+ B)u = f, d’ou la surjectivité de
lopérateur I + A + B.

On applique la théorie des semi-groupes non linéaires, on trouve que le

systeme (2.2) admet une solution faible unique U ou la premiére composante

est une solution de notre systéme (P). De plus on a E(t) = 1|U||3,, d’oti la

décroissance de 1’énergie. Ceci termine la preuve du théoreme 1.

3. Régularité: preuve du théoréme 2

Le théoreme 2 se déduit en montrant le lemme suivant:

Lemme 3.1. On a:
W xV = D(A);

donc D(A) est dense dans H. Et il existe une constante ¢ > 0 telle que
(3.1) lullw < e + | Au+ Bz|lu + |2[),  ¥(u,2) € D(A)

ot, ¢ = max;{q;}.

La premiere partie de ce lemme prouve la premiere partie du théoreme
2 en appliquant toujours un résultat standard de la théorie des semi-groupes
non linéaires (voir [42]). Les propriétés (1.6) et (2.1) impliquent que v’ €
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L>*(R";V) et Au+ Bu' € L*°(R*; H). En appliquant (3.1) pour (u,z) =
(u,u"), on obtient (1.7).

Preuve du lemme 3.1. Soit (u,z) € W x V, montrons que (u, z) € D(A),
pour cela, il faut montrer que Au+ Bz € H. Or u € W, ce qui implique que
Au = 045 ;(u) € H, il suffit donc de vérifier 'estimation:

(32) |<BZ, U>V’,V‘ < C”’UHH, YveV

pour une constante c. Comme dans le §2, en utilisant 'injection continue

(3.3) H}(Q) c H(Q) — L*(Q),

on a:

[(Bzyvhvv| = ‘/Q bigi(zi)vidw‘ < </Q gi(zi)gi(zi)dl') : (/Q Uivid-T)%

< (1—{— (/|zZ quw>§>||v||H
Q

< (1+ 1209 ) vl = elloll.

q,
k2 ZZ

D’ou (3.2). On sait que W x V dense dans H, et par conséquent D(.A) est
aussi.

D’autre part, soit (u,z) € D(A), montrons que u € W. Comme Au +
Bz € H alors, pour tout v € V fixé, on a:

(Au+ Bz, v)yr v = (Au+ Bz,v)n,

et par suite:

/Qaij(u)sij(v)da::/gfividx

ou, f = (fl, e ,fn) et fl = Aju; + Bz — bzgl(zl) Alors f € H. En effet,
Au+ Bz € H par hypothese, et grace aux hypotheses (HO), (H2) et I'injection

(3.3) on a:
1
1 2
Ga) gl = ([ Botede)” <1+ [ [a]" || o
@ )
Donc on applique la théorie de la régularité elliptique on conclut que u € W

2 ro1 ’
<c(l+ 237 )2 <e(L+ [I2]Y) < oo
et

qi

Z;

[ullw < el fller < e(llAu + Bz||a + |[bg(2)| =)

95



ilaplivlire 0. otablilsatlonl 1Nierne noill 1nealre

< c(1+|[Au+ Bz||g + |12]|{).

D’ou (3.1). La propriété (3.4) implique aussi que bg(v') € L>®(R*; H). La
preuve du lemme 3.1 est donc terminée.

4. Cas des feedbacks non bornés: preuve du théoreme 3

On va prouver les estimations (1.11) et (1.12) en considérant que les
solutions fortes ou la régularité (1.6)-(1.7) justifie tous les calculs. Le résultat

se généralise aux solutions faibles en utilisant des arguments de densité (voir
ch. 3, §2).

On commence par montrer I'inégalité suivante qui jouera un role fonda-
mental dans la suite.

Lemme 4.1. La fonction E : R™ — R définie par (1.1) est décroissante,
localement absolument continue et

(4.1) /s /Qbigi(u;)u;dxdt = FE(S)— E(T) < E(S)

pour tout 0 < S < T < oo0.
Preuve. On fixe 0 < S < T < oo, d’apres (P) et (1.1) on a:

T
0= / / (U;’ — Oij,j + bzgl(u;))u;da:dt
S Q

T
— /S /(u//u/ + OijU z] + bzgz d.”L'dt —/ /O'ZJVJU dI'dt
/ E t)dt —I—/ / igi(u;)u; "dxdt
= E(T) — E(S) +/ / b;gi (u})w,dzdt.
S Q

(4.2) /S /Q bsgi (W udwdt = E(S) — E(T) < E(S).

Et par suite

L’identité (4.2) implique aussi que E est localement absolument continue, et
par conséquent elle est dérivable presque partout et vérifie (1.2).

Lemme 4.2. On a:

(4.3) ; /S B (1t F0) /Q uiu;da;}i
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-1 /T ..
-I-p—/ Est(t)E'(t)/uiu;dazdt-l—
2 Js Q
T
1

/ E%(t) / (2uju, — b;g; (w))u;)dzdt
S Q
pour tout 0 < S < T < oco.

Preuve. On a:

T
0= / Ep%(t) / (u;’ — 0ij,5 + blgz(u;))uldxdt
S Q

p—1 / T p-1 r p—3 / ’

= U; U, Ar| —— U; U AT

[E = (1) 'd ] E= ()E'(t) ! dadt
Q S 2 S Q

T
+/ EpTl(t)/(—uM + 0igti + bigi(u)us)dwdt.
S Q

On utilise la définition de I’énergie on obtient (4.3).

Lemme 4.3. On a:
T pt1 p+1 T p—1

(4.4) 2 / B (#)dt < cB5(S) + / 5 (1) / (2uld!, — bigs (s dadt
S S Q

pour tout 0 < S < T < 0.

A partir de ce lemme, ¢ désigne une constante positive indépendante de
S et de T, et qui peut changer d’une ligne a 'autre.

Preuve du lemme 4.3. On utilise I'inégalité de Korn, la condition au bord
dans (P) on obtient:

p— 1 p—1 pr-
’E 21(t)/ uzu;dx’ < §E 2 (t)/(uiui—l—u;ug)dxch > (t).
Q Q

En utilisant la décroissance de I’énergie, on trouve:

1 p+1 p+1

HEPT(t)/Quiu;d:v]i‘ < cB"(S) + cE™F (T) < cE* (S).

De la méme maniere, on a:

p—1 (T s
— ET(t)E'(t)/uiu;dxdt
2 Js Q

< c/s E—= (t)(—E’(t))/Q(uZuz + ujul)dxdt
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N®n
AN
o
]
&

<e / B ()(—E/(t))dt < B (1)
S

On substitut ces deux derniéres inégalités dans (4.3) on obtient (4.4).

Lemme 4.4. Pour tout € > 0 il existe une constante c(e) > 0 telle que

p+1

(4.5) 2 /S L /Q Wl dudt < € /S B (0t 1 () E(S) + B (S)

pour tout 0 < S < T < 0.

Preuve. On fixe t € R, soient
(4.6) Qf ={zeQ: |uj| >1} et Qf ={zeQ: |u <1}

On utilise les hypotheses (HO), (1.8)-(1.9) et la propriété (1.2) on voit que:

/uéuédmz/ u;u;dx—l-/ uiusdx
Q Qf Q

2

2 2p
éC/ bigi(ul i + [ |7 ol 1 da
of Q;
: =1
(bigi(ug)ui) P+ de < —cE'(t) + C(/ bigi(%)u;d:v> ’
i Q

< —cE'(t) + c/

Q;

2

1

— cE'(t) + c(—E'(t)) T

T
2/ BT (t)/ i dzdt
s Q

< —C/STEpTl(t)E/(t)dt-l-c/T

S

et par suite

E™ T (1) (—E’(t)) T

En appliquant I'inégalité de Young sur le dernier terme de cette inégalité on
trouve, pour tout € > 0,

+1

T T T
2 / E"T (1) / Wddzdt < c[E"T (£)]5 — c(e) / E'(t)dt + € / E*= (t)dt
S Q S S

p+1 p+1

T
< e/ E™= (t)dt 4 c(e)E(S) + cE = (9).
S
D’oti I'inégalité (4.5).
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Lemme 4.5. Pour tout € > 0 il existe une constante c(e) > 0 telle que

(4.7) )/TEPT”(t)/Qu,.gi(u;)dxdt‘

S

pour tout 0 < S < T < 0.

Preuve. On définit ;" et Q; par (4.6). On utilise I'inégalité de Holder et
I’inégalité de Young on obtient:

| [wgtuips] < | [ wigstudds]+ | [ wigitut)da]
Q of i

q+1 T atl T
< ([ ol ae) ™ (f o) )
Qf QF

+4 0i€idT + c(el)/ big? (u))dx
2 Jo; Q;
ol, €1 > 0. En appliquant maintenant I’'inégalité de Young sur le terme la
ol se trouve la constante ¢ et on utilise (1.10) et I'injection continue (voir
(1.11))

Ve (L))",

et on majore le dernier terme en utilisant (HO) et (1.8) (comme au lemme

4.4), on trouve:
‘/ uigi(u;)dm’
Q

< B () + c(er) /m bigi (uujde + e E(t) + () (~E'(1))

k2

2

< (B () +E0) + ) (-E(0)77 ~ E'()),

et par suite

‘/ST EpTl(t)/Quigi(ug)dxdt‘ <e /T<E%(t) +E7(t))dt

S

Fele) B 01+ cle) [ () B e

On applique encore une fois I'inégalité de Young sur le dernier terme, et
comme |’énergie est décroissante et ¢ > 1, alors

pta g—1 pt1

EF ()= E'T (1)E™S (t) < E'T (0)E™F (1),
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on obtient, pour tout € > 0,

‘/ST EpTl(t)/Quigi(u;)dwdt) < e/ST B (t)dt + (o) (E(5) + B (S)).

D’ott on trouve (4.7).

Lemme 4.6. L’énergie E vérifie l’estimation suivante, pour une constante
positive C,

(4.8) /S "B (dt < 2B (S)

pour tout 0 < S < T < oco.

Preuve. Il suffit de substituer les inégalités (4.5) et (4.7) dans (4.4) en

choisissant € = %, on conclut que

(4.9) /ST B (t)dt < c(E(S) B (S))

ce qui implique (4.8).

Remarque. C'est dans la majoration de £ (t) dans le lemme 4.5 que la

constante ¢ de (4.9) devient dépendante de E(0) sous la forme c(EqT_l(O)),
cette dépendance est continue. Donc la constante ¢ de (4.9) est continu-
ment dépendante de E(0) ce qui nous permet de généraliser les résultats du
théoreme 3 aux solutions faibles en utilisant des arguments de densité. Si
p = q =1, la constante ¢ de (4.9) devient indépendante de E(0).

Les lemmes 4.1 et 4.6 impliquent que E : RT™ — RT est une fonction
décroissante vérifiant 1'inégalité

/ E™F (s)ds < ¢E(t), teR".
t

Alors on déduit les estimations (1.12) et (1.13) en appliquant [42, Theorem
9.1].

5. Cas des feedbacks bornés: preuve du théoréme 4

On prend (u°,u') € W x V, donc la solution u du systeme (P) & la
régularité (1.6)-(1.7). On va voir dans la preuve que les constantes ¢ et w
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sont dépendantes de u ce qui ne nous permet pas de généraliser les estimations
(1.12) et (1.13) aux solutions faibles.

En choisissant € = 1 dans (4.7) et en substituant dans (4.4) (remarquer
qu’on a pas utilisé la condition (1.9) dans la démonstration de ces deux
estimations), on trouve:

(5.1) /STE"T“(t)dt < c(B(S) + B*F (5)) +2/TE"71(t)/Qu;u;dmdt.

S

Donc il nous reste & majorer le dernier terme de (5.1). Comme dans la preuve
du lemme 4.4, on a:

(5.2) /STEpTl(t)/Q

pour tout € > 0. D’autre part on a:

T
wuidrdt < e/ E™T (t)dt + c(e)E(S)
S

[

Cas: n = 1. On observe que (1.8) et la croissance de g; impliquent que

inf |g;(x)| > 0.
le

Alors on utilise (HO), (1.6), (1.2) et I'injection continue
VT (HY(Q)" = (L))",

on obtient:

/Q+ wudr < c/QJu;‘bzgz(u;)u;dx

< ¢l || (poe(yyn (—E'(t)) < —cE'(t),

et par conséquent
T p—1 T p—1 pt+1
(5.3) / 5 (1) / Wil dadt < —c / 5 () E ()t < cB*5(S).
s Qf S

Cas: n > 2. En utilisant (HO) et 'inégalité de Holder on constate que

2p -2
(5.4) [ e < [ a7 (bgstuiyu) T do
ot ot

2p p—1 _2
< c(/ ‘u;‘ﬁdaj> o (/ bzgz(u;)u;dx> o
Q Q
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2p _2
e |7, (—E®)7
(LP=T ()"

D’apres (1.6) et 'injection continue (voir (1.14))
V@ Q)" < (L7 ()"

on conclut a partir de (5.4)

/ wjusdr < c(—E’(t)) m,
Qf

en utilisant I'inégalité de Young, on trouve:

T p—1 T p—1 p+1
/ E—= (t)/ wjuidrdt < c/ E= (t) (—E’(t)) dt
S Qf S

T p+1 T
<e / B (0)dt — c(e) / B (b,
S S
donc
T p—1 T p+1
(5.5) / B5 (1) / Wil dadt < e / 5 (1)t + c(e) E(S).
s Qf S

Les inégalités (5.3) et (5.5) impliquent que pour tout n € N*

T T
/ B (1) / wjdedt < e / BT (t)dt + () E(S) + cB*T (S).
S QF 5

On choisit € €]0, ;[ dans cette inégalité et dans (5.2), et on remplace par leur
somme dans (5.1) on obtient (4.9). Ainsi les estimations (1.12) et (1.13) se
déduisent en appliquant [42, Theorem 9.1].

Remarques. 1. Concernant les résultats de ce chapitre, la derniere remar-
que du ch. 5, §3 reste vraie.

2. Si les fonctions g; vérifient (1.8) pour p = 1 alors cette condition est
satisfaite pour tout p > 1. En choisissant p comme le plus petit nombre qui
vérifie (1.14); c’est a dire

1
p=1sin=1, p=1+—,meNsip=2 et p:gsinz&
m

on constate que dans ce cas la I’énergie de toute solution forte du systeme
(P) décroit exponentielement vers zéro si n = 1,

Et)<ct™™ VtecRT, YmeN* si n=2

et
E(t)<ctv== VteR* si n>3.
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CHAPITRE 7

STABILISATION INTERNE DU SYSTEME
GENERAL D’ELASTICITE PAR UN
FEEDBACK LOCALEMENT DISTRIBUE

1. Introduction et résultats principaux

Soit € un ouvert borné non vide de R™ (n € N*) de frontiere I" de classe
C? et soit aijr; un ensemble des fonctions de Wl’OO(Q) vérifiant les conditions
de symétrie et coercivité (1.0) du ch. 5.

Dans toute la suite, on utilise les notations habituelles. On fixe un point
20 = (29,.--,2%) € R™, soit

m(x) =z — a:o, R = ||m||Loo(Q).

On définit les espaces de Hilbert H, V' et W comme dans le ch. 5 (I'y = 0)
munis des mémes normes.

On s’intéresse dans ce chapitre au probleme de stabilisation du systeme
d’élasticité étudié dans les deux chapitres précédents:

u;' — 0ij5,5 + lz(x,u;) =0 dans ) x R+,

(P) u; =0 sur I' xRT,
u;(0) = u) et ui(0)=u) dans €,
1=1,---,n

ou, li(z,u;) = bi(x)g;(u;), g + R — R sont des fonctions vérifiant les hy-
potheses (H1) et (H2) du ch. 6 et b; € L>°(Q2) sont des fonctions positives.

Notons tout d’abord que le systéme (P) est bien posé au sens des
théoremes 1 et 2 du ch. 6 ot on a utilisé dans la preuve seulement la positivité
et la bornitude des fonctions b;. La condition

(1.1) b; > by >0
a été utilisée dans le but d’obtenir les estimations de stabilisation.
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Soient (u®,ul) € V x H et u la solution unique de (P) de classe u €
C(RT; V)N CY(R*; H), alors I'énergie de la solution u définie par

1
(1.2) E(t) = 5 / (u;u; + O'ije’iij)dl', teRT
Q
satisfait (voir ch. 6, §4)
(1.3) E'(t) = —/ biusg;(uf)dz <0, teRT;
Q

d’ou la décroissance de 1’énergie.

Dans ce chapitre, on considere le cas ou les fonctions b; sont exercées
sur une partie w de € au lieu de la condition (1.1) supposée dans le ch. 6.

Concernant I’équation des ondes, le probleme de stabilisation avec un
feedback interne localement distribué a été étudié par de nombreux auteurs,
des résultats de stabilisation uniforme et polynomiale ont été obtenus sous
différentes hypotheses.

Dans le cas non dégénéré (c’est a dire les dissipations ne tendent pas vers
zéro dans w) oll, w est un voisinage du bord de €2, Zuazua [75] a montré que,
si le feedback est linéaire, ’énergie décroit uniformément vers zéro. Nakao
[66] a étendu ce résultat au cas d'un feedback donné par a(x)|u'|"u’ avec
r > —1 et w est un voisinage de

(1.4) 'y ={zel: m(z) v(z) >0}

ou, v = (v1,---,v,) est le vecteur normal extérieur & I' (par un voisinage
de T';, nous entendons l'intersection de €2 et d’'un voisinage de I'y dans
R™) et a montré qu’alors ’énergie décroit polynomialement. Nakao [66] a
étudié aussi le cas dégénéré (les dissipations tendent vers zéro dans w). Dans
ce cas, 'auteur a consideré seulement un feedback linéaire et a montré la
décroissance polynomiale de I’énergie pour des données initiales dans

(H™H(Q) N Hy () > (H™(Q) N Hy ()

ou, m € N* tel que 2m > n. A l'aide de la méthode de multiplicateurs par
morceaux, Martinez [59] a affaibli ’hypothese géométrique sur la localisation
de la dissipation, mais il a obtenu des estimations de décroissance plus faibles.
Les preuves de [75] et [66] sont basées sur la méthode des multiplicateurs et
sur un argument de compacité. Dans le cas dégénéré, dans [66] l'auteur a
utilisé aussi le fait que la solution a la régularité suivante:

(1.5) ﬁm CFRT; H™F=1(Q)n HL(Q)) n C™ L (RT; L2(Q)).

104



Alsda U LLOLvVILA

Tcheugoué Tébou [72] a éliminé la condition 2m > n en simplifiant les
preuves de [66]. Dans le cas non linéaire, la régularité (1.5) utilisée dans [66]
et [72] n’est pas satisfaite en général, ce qui fait que, dans le cas dégénéré, la
question de la stabilisation par un feedback non linéaire reste ouverte.

Concernant le systeme général d’élasticité, aucun résultat n’est connu
dans cette direction. On considere dans ce chapitre les deux cas: dégénéré et
non dégénéré, avec un feedback non linéaire dans les deux cas. Nos résultats
généralisent et améliorent dans un certain sens les résultats mentionés ci-
dessus. On donne une réponse positive a la question notée ci-dessus ou on
prend seulement des données initiales dans W x V. De plus, si le feedback
est linéaire et n > 2, on obtient un taux de décroissance plus grand que celui
obtenu dans [72], sans aucune condition sur la dégénéréscence de b;. Notre
méthode de démonstration est basée sur la technique des multiplicateurs et
sur des inégalités intégrales diies a Haraux et Komornik; nous utilisons aussi
une idée de [72] pour nous débarasser des termes d’ordres inférieurs génants.

Soient ¢y, co > 0 et p, » > 1 quatre constantes telles que les fonctions g;
vérifient la condition, pour tout = € R,

(1.6) crmin{lz|, [z} < |gi(x)] < e max{|z, |z|'/7}.

Remarque. La classe des fonctions qui vérifie (1.6) est tres large; on peut
prendre comme un exemple

() = ai‘x‘Plx if ’x’ <1,
gi\®) = a;x if |x|21

ou, a; > 0 et on prend ¢; = min;{a;}, co = max;{a;}.

Soit w un voisinage de la partie I'y définie par (1.4) tel que

(1.7) bi(x) >by >0 sur w
ou
(1.8) bi(z) >0 sur w et / b;p, (x)dx < 0o

pour une constante p’ > 0 telle que
(1.9) Plp—1)>2 et p(p—1) >n

Finalement, on suppose que les coefficients a;;x; vérifient 'hypothese suiv-
ante: il existe une constante v > 0 telle que

(1.10) (23551 — MpOpaijr1)€ijEkl = Yijki€ijkt  dans £
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0a; k1

pour tout tenseur symétrique e;; ott, Opa;jk = o,

Remarque. La condition (1.10) a été déja supposée dans les ch. 3 et 4,
cette condition peut étre obtenue en choisissant les dérivées de a;;i; assez
petites par raport a a;jr;. Si ;% =const, alors on a v = 2.

Alors on a les résultats de stabilité suivants:

Théoreme 1. Supposons satisfaites les conditions (1.10), (1.7) et (1.6) avec
r = p. Alors pour toute donnée (u®,u') € V x H, la solution du systéme (P)
vérifie les estimations

(1.11) E(t)<ctr1 t>0, si p>1
et
(1.12) E(t) < E(0)e'™" t>0, si p=1

ot, ¢ > 0 dépendante de E(0) et wg > 0 est indépendante des donnés initiales.

Théoréeme 2. Supposons que les conditions (1.10), (1.9), (1.8) et (1.6)
avec r = 1 sont satisfaites. Alors pour toute donnée (u’,ul) € W x V,
la solution u du systéeme (P) vérifie l’estimation (1.11) pour une constante
c > 0 dépendante de u.

Remarques. 1. Dans le cas non dégénéré (1.7) et si les fonctions g; vérifient
les conditions (1.8) et (1.10) avec ¢ = 1 du ch. 6, le théoreme 4 du ch. 6
reste vraie, la preuve est identique.

2. Dans la démonstration, on considere seulement des données initiales
(u?,;ut) € W x V ou la solution u & la régularité (1.6)-(1.7) du ch. 6. Dans le
cas non dégénéré (1.7), les constantes ¢ et wy données dans (1.11) et (1.12),
respectivement, seront indépendantes de u, et donc des arguments de densité
nous permeteront de généraliser (1.11) et (1.12) aux solutions faibles (voir
ch. 3, §2). Dans le cas dégénéré (1.8) et comme les constantes ¢ et wy
seront dépendantes de u dans ce cas la, (1.11) se montrera seulement pour
les solutions fortes.

2. Cas non dégénéré: preuve du théoreme 1

Comme dans le chapitre précédent, pour obtenir les estimations (1.11)
et (1.12) il suffit de montrer que I'énergie vérifie I'inégalité suivante:

(2.1) /SOO B (#)dt < cB(S)

pour tout 0 < S < +o0o. Dans toute la suite, ¢ désigne une constante positive
indépendante de temps, et qui peut changer d’une ligne a 'autre.
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Premierement, on voit que I’énergie vérifie, pour tout 0 < 5 < T < oo,

(2.2) /S /Q boail g (ulVdadt — E(S) — B(T) < E(S).

(Voir ch. 6, lemme 4.1). On va montrer (2.1) dans plusieurs étapes.

Etape 1. On multiplie la premiére équation de (P) par 2EPT_1(t)hmui,m
avec h € (Wh*°(Q))". En intégrant par parties on obtient (comme dans la
preuve de 'identité (2.5) du ch. 2)

T
(2.3) /S EpT_l(t) /Q(th’jaijui,m + (diV h)(u;u; — 0'7;j€7;j))d£13dt

T T
= / Ep% (t) /(h . V)Uij&‘ijdrdt + / Ep% (t) / hm(8maijkl)5k15ijdxdt
S r S Q

T
—2 / E" 7 (t) / Bn i i gi () dasdt
Q

S

p—3

p— S T
-I-[QETl(t) / Bt mu;dx] tp—1) / E*T (1)E'(t) / huts mttdzdt.
Q ’ T S Q ’

En utilisant la définition de ’énergie et les inégalités de Holder et de Korn,
on trouve:

‘QEPTl(t)/ hmuiimugdaj‘ < cE"T (t)
Q

‘(p _DEZ()E () / hmui,mu;dx‘ < cB% (1)(—E'(1)).

Q
Comme D’énergie est décroissante, alors les deux derniers termes de (2.3)

peuvent étre facilement majorés par cF pTH(S) Donc, en prenant h = m
dans (2.3) et en utilisant (1.10) et la définition de I';, on conclut que

T
(2.4) / B (1) / (7 = n)oues; + il )dadt
S Q

T
§—2/ E'T /mmuZ mbigi(u )d:t:dt+cE 3 (S)

+R/ Ep_ / Uijéidedt.

On prend maintenant dans (2.3) h € (W1>°(Q))" tel que

h=v sur T'y; h-v>0 sur I' et h=0 sur &°

107



iaplitre (. otablilsatloll pal ull 1ecdbaCkK 10CalCieilt dlstilipue

oll, @ est un autre voisinage de I'y strictement inclu dans w (concernant
Pexistence d’un tel vecteur h, voir Zuazua [75] et ses références), on déduit:

T T
/ EPT(t)/ aij€ijdrdt:/ E%(t)/ (h-v)oijei;dldt
S j S ry
T 1
S/ ET(t)/(hV)O’Z]&‘”dth
S r

T
< c/ EpTl(t)/(aljem + vl dedt + cE"T z (S)

—|—2/ BT / P mbigi(us)dadt.

D’autre part et pour tout € > 0 (noter que b; est bornée),

T
)2/ EpTl(t)/mmuiymbigi(u;)dwdt‘
S Q
T p+1 T p—1
/ E5 (1)t + / B (1) / bsg? () ) dadlt:
S S Q

‘2/ pT_l(t)/hmulmbzgz( dacdt‘

p+ 2,
_QR/ E = dt-l—c/ E"T / big; (u;)dxdt.

En combinant ces deux inégalités avec (2.4) et (2.5) on voit que

IA
(O

T
(2.6) / E*7 (1) / ((y = n)oijeij + nuju,)dxdt
S Q

T
< cE" (S) +c/ /bgl dacdt+e/ E™ (t)dt
Q S

/ Ep7 / oij€ij + ujul)dzdt.

Etape 2. On va majorer maintenant le terme

/ E™ ( / oijeijdadt.
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On multiplie la premiere équation de (P) par E*T (t)n(x)u; o, n € WHoo(Q)
et on integre par parties, on obtient 1’identité suivante:

1

T T
(2.7) / E" 7 (1) / n(oijei; — ubul)dedt + / E"7 (1) / (8;1) 04 usdadt
Q Q

S S

T
= —/ EpT(t)/nbigi(u;)uidxdt
S Q

p—1 / S p - ]- T p=3 / /
+[E T (t) nuiuid:c} +— E 7= (H)E'(t) | nuu;dzdt.
Q r 2 S Q

En utilisant la définition de 1’énergie, les deux derniers termes de cette iden-

tité peuvent étre aisément majorés par cEY (). Donc, en prenant n = n—4
dans (2.7), on trouve:

(2.8) / " e (t) / (n— %)(Uijgij — ulul)dzdt

p+1

Q
S A
< B (S) — (n— —)/ ET(t)/ bigi (] Jusddt.
27 Js Q
On prend maintenat dans (2.7) une fonction n € W>°(Q) telle que
n=1 dans @; 0<n<1 dans Q et n=0 dans w°

(concernant l'existence d’une telle fonction 7, voir [75] et ses référence), on
déduit:

T T
(29) /S ET(t)[O'w&‘wdwdtS/S ET(t)/Q’I]O'ij&‘ijdxdt

T
< cE"T (S) - / BT (1) / (0;m)0;usdadt
S w

T
e [[ 20 [ i+ bl s,
S w
On a:

T T
/ B (1) / b gs (i dedt < / B (1) / (uits + bsg? (ul))dwdt;
S w S w
T I
S w

T T
< 6/ EPTH(t)dt-I—c/ EpTl(t)/uiuidxdt
S S w
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et

T
‘(n—%)/g E%(t)/ﬂbigi(u;)uidxdt’

T T
ge/ E”T“(t)dwrc/ EpTl(t)/ big? (u})dzdt
S S Q

pour tout € > 0. En combinant ces trois dernieres inégalités avec (2.6), (2.8)
et (2.9) ou, € > 0 est assez petit, on déduit (noter que @ C w)

T
p+1 p—1

(2.10) /STEPTH(t)dt <cE= (5)+ c/ E= (1) /Q big? (ul)dxdt

S

T T
—l—c/ EPT_I(t)/u;u;dxdt—l—c/ EpT_l(t)/uiuidxdt.
S w S w

Etape 3. Pour majorer le dernier terme de (2.10), on adapte a notre systéme
une méthode donnée par Tcheugoué Tébou [72] dans le cadre de 1’équation
des ondes linéaire. On montre le lemme suivant:

Lemme 2.1. Pour tout € > 0, on a:

T
p+1

(2.11) /ST EpTl(t)/wuiuida:dt < e/ B (t)dt

S
p+1 T p—1
+cE 2z () + c/ E™= (1) </ wuidr + / blgf(u;)d:v) dt.
S w Q
Preuve. On fixe t € RT et on pose z(t) la solution du probléme:

—045.i(2) = x(w)u; dans €,
(P1) { 2z =0 sur I

ol, x(w) est la fonction caractéristique de w. On a:

/uizida::/x(w)uizida::—/Jij’j(z)zidx:/aij(z)gij(z)da:: [ElE
w Q Q Q

Et par conséquent

(2.12) |z||3 < c/ u;u;dx

w

(la constante ¢ dans (2.12) est indépendante de u). On dérive (P1) par raport
au temps et on déduit de (2.12) que

(2.13) 12]13 < c/ wuldr.

110



Alsda U LLOLvVILA

D’autre part, on remarque que

(2.14) /uiuidmzfx(w)uiuida:
w Q

:—/Qa'ij,j(z)uidx:/Qo-ij(z)gij(u)dm'

Multiplions la premiére équation de (P) par zZ-EpT_1 (t), intégrons par parties
et utilisons (2.14) on obtient:

T T
(2.15) / B (1) / wpusdadt — / B (1) / (2 — zibugs(ul))dadt
S w S Q

p—1 ]_ _
+[E_2 (t)/ Ziu;da:] +— E 23(t)E’(t)/ ziuhdzdt.
Q 2 Js Q

En utilisant (2.12), on peut majorer les deux derniers termes de (2.15) par
cEb (S). D’autre part, en utilisant (2.12), (2.13) et en appliquant I'inégalité

de Young, on a:
T
/ BT (t) / Ziuldxdt
s

T
Se'/ EpTl(t)/u’u’da:dt+c/ BT /z'-zgdxdt
S
T,
Se’/ ET(t)/ u’u’dmdt-i—c/ E*T /u;u;dxdt;
S
T
—/ ET(t)/zibigi(u;)da:dt
S Q
T E / . . . 2 /
< E7=(t)\€ | zizidzdt+c | bg;(u;)dz )dt
S Q Q

T T
Se’/ EpT(t)/uiuida:dt—}—c/ EpT(t)/ big?(u})dadt
S w S Q

pour tout € €]0, 1[. En substituant ces deux inégalités dans (2.15) et en

choisissant € = 126 - on obtient (2.11).

En prenant € > 0 assez petit, les estimations (2.10) et (2.11) impliquent
que

T
(2.16) / B (t)dt < cE"5 (8)
S
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T
—I—c/ EPT(t)(/ u;u;dm+/ bigf(u;)dm)dt.
S w Q

Etape 4. Il nous reste a estimer le dernier terme de (2.16). En utilisant les
conditions (1.6) et (1.7), on montre le lemme suivant:

Lemme 2.2. On a, pour toutt € RT,

(2.17) /Q big2(ul)dz < —cE'(t) + c(—E’(t))%
et
(2.18) / wjujde < (1) + c(~E'(1)) i

Preuve. On fixe t > 0 et on pose (comme dans le ch. 6, §4)
Q7 ={zeQ: |uj(z)| <1}, QFf ={zeQ: |uj(z)|>1}.

On utilise la condition (1.6) et I'inégalité de Holder, on voit que (noter aussi
que b; est bornée)

J

2 2

big? i < ¢ [ (badgi(u)) e <o [ vatgi(u)ar) T
th

i

2

< C(/Q bzu;gz(u;)dﬂﬁ‘)% < c(—El(t)>p l

(on a utilisé (1.3) dans la derniére majoration) et

/Q+ big? (u))dx < C/Q+ biusgi(ul)dx < —cE'(t).

Ces deux dernieres inégalitées donnent (2.17).

Montrons (2.18). D’apres (1.7) on a:

1 1
/u;u;da: < — [ bululdr < —/ biuiuldx,
w bO w bO Q

et par suite, en utilisant encore (1.6) (noter qu’on a dans ce cas r = p), on
montre par la méme maniere I'estimation (2.18). La preuve du lemme 2.2
est donc terminée.

On substitue (2.17) et (2.18) dans le membre de droite de (2.16), on
trouve:

/SEPTH(t)dtchpTH(S)—{-c/S (- () (1) + B (1)(~E' (1) 7 )t
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T 2
< cE"T (S) + c/ E"= (1) (—E’(t)) Tt
S
Appliquant I'inégalité de Young, pour tout € > 0 on a:

2
p—1

ET(t)(—E’(t))m < ¢E

p+1

= () +ce T (—E' ().

Et par suite, en utilisant la décroissance de ’énergie,

(1_6)/S E%“(t)dtch”T“(S)Hel‘TpL (—E'(t))dt

<e(l+ el_Tp)<1 B (S))E(S) <e(l+ el_Tp)<1 B (0))13(5),

choisissant 0 < € < 1 et laissant 7" tendre vers l'infini, on obtient:
(2.19) / B0 dt < e(1+ B(0)') B(S) = e (5)
s

d’ou estimation cherchée (2.1). Ceci achéve la preuve du théoréme 1.

Remarque. La constante positive ¢ de (2.19) est indépendante de E(0),
donc si p = 1, la constante positive ¢ de (2.19) est aussi.

3. Cas dégénéré: preuve du théoreme 2

Il suffit ici de montrer le lemme 2.2 sous les conditions (1.8) et (1.9). Or
(2.17) se montre exactement comme dans le §2, montrons alors (2.18). On
a, d’apres (1.6), (noter qu’on a supposé que r = 1)

(3.1) alz| < |gi(x)], pour tout =z €R.

Comme les données initiales (u®,u') € W x V, alors la solution u du (P)
vérifie (ch. 6, théoreme 2)

(3.2) u' € L®(RT; V).

On pose ¢ =1+ p’(p—4ﬁ’ donc (1.9) implique que ¢ € [1,00[ et (n —2)g <
n + 2, d’ou on a 'injection continue

Ve (LT Q).

En appliquant I'inégalité de Holder et en utilisant (3.1), (3.2), on trouve:

/.7 / 2o 1) / 2
uudr = ‘uz‘ Pt ‘ui"’“da:
w w
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2(p—1) 4(q+1) 1 2(@—1)
< c(/ ‘uﬂqﬂdx) ey </ ‘u;‘ “’“xq“*z“’*“d:p) (CESNICERY
w w

2(p—1) _ p’ p’ 4(q+1) 17M
/ TpFL p'+1pp'+1 | /| o+ (g+1)—2(p—1) (p+1)(g+1)
<l @l ([ b 70 T
w

L T e 4(q+1)
< C[( b; P da:) ( bz‘uz‘ » (p+1><q+1>—2<p—1>dw>
w w
2

< c</ bzuigz(ui)d$> o < C(—El(t)> "
Q

on a utilisé (1.3) dans la derniére étape et le fait que

Pl 1— 2(p—1)
p’+1} (p+1)(a+1)

p+1 4(g +1) _, P (1_ 2(p— 1) ): 2

P (p+l@@+1)-2pp-1) 7 p+1 (p+(e+1)/ p+1
D’ot (2.18). Donc la preuve du théoreme 2 se termine comme dans le para-
graphe précédent.

Remarques. 1. Si la condition (1.6) est satisfaite pour p = 1, par exemple
les g; sont linéaires, alors elle est satisfaite pour tout p € [1, 00[. On obtient
donc, la stabilité exponentielle dans le cas non dégénéré (1.7). Et dans le cas
dégénéré (1.8), en prenant

2+2
pzﬁl—l—l si n>3 et p= +/€
p p

+1 si n=1,2

ol, € €]0,1[ (donc (1.9) est vérifié), on obtient:

2 ’

(3.3) Et)y<et™™ t>0, si n>3
et
(3.4) E(t)<ct™TF t>0, si n=1,2.

Pour n > 2, (3.3) et (3.4) donnent un taux de décroissance plus grand que
celui obtenu dans [66] et [72]:

/

E(t)<ct™ % t>0, si n>3etp >n—2,

et
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De plus, on a aucune condition sur la dégénéréscence de b; contrairement aux
[66] et [72]. Dans le cas n = 1, notre résultat est moins bon que celui obtenu
dans [66] et [72].

2. On considere le systeme d’élasticité suivant avec un potentiel de type

w! — 05,5+ qiu; + li(z,ul) =0 dans Q x RT,
u; =0 sur I'x RT,

(P2) ( Yy=ul et ui(0)=ul} dans (2,
=1,

’L

ol, ¢; € L>(Q) vérifiant la condition (3.7) du ch. 5 (I'y = 0). Si la quantité
max;{||g:| 1)} est suffisamment petite, alors des résultats analogues a ceux
des théoremes 1 et 2 peuvent étre obtenus en utilisant la méthode développée
dans ce chapitre ou ’énergie du systéme (P2) est définie par

1
E(t) =5 / (ujul + oijeij + qiui)dz, t € RT.
Q
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CHAPITRE 8

STABILISATION UNIFORME DE L’EQUATION
DES ONDES AVEC CONDITION AUX
LIMITES DE TYPE MEMOIRE

1. Introduction et résultat principal

On présente dans ce chapitre un résultat de décroissance uniforme de
I’énergie de I’équation des ondes avec conditions aux limites de type mémoire.
Soit, dans toute la suite, 2 un ouvert borné non vide de R™ de frontiere I' =
Iy UT; de classe C? oi1, I'y et I'y sont deux parties disjointes de I'. Soient  :
I xRT — RT et b:T'; — RT deux fonctions appartenant & C2(R*; L>°(T'))
et L>°(T'1), respectivement, vérifiant les conditions suivantes:

(1.1) <0 sur I'y x RT
et il existe une constante o > 0 telle que

(1.2) k' > —ak’ sur Ty xRT.

Remarque. On peut prendre comme exemple la fonction
(13) k() = f(2)e +g(x), (z,t) €Ty x RY

o, f, g € L*(I;RY).

On considere le systeme suivant:

v — Au=0 dans Q x RT,

(P) u=20 . sur I'g x RT,
dpu+ [y k(t —s)u'(s)ds+bu’' =0 sur 'y x RT,
u(0) =ug et v (0) =uy dans .

Propst et Priiss [68] ont montré, dans un cadre plus général, que le systéme
(P) est bien posé au sens standard, plus précisément, ils ont montré le
théoreme suivant:
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Théoréme (Propst et Priiss [68]). Pour toute donnée initiale (ug,u;) €
HE (Q) x L*(Q) ou, HE () ={v e H(Q): v =0 sur To}, le systéme
(P) admet une solution unique u (définie au sens faible) vérifiant

(1.4) ue CHRT; L*(Q)) N C(RT; HE ().

De plus, si (ug,u1) € (H*(Q) N HE () x Hy(Q), alors la solution u (dite
forte) a la régularité suivante:

(1.5) ue C*(RT; L*(Q) N CHRY; HE (Q)) NC(RT; H*(Q)).

Par contre, aucun résultat de stabilisation n’a été énoncé. En adaptant
la méthode des multiplicateurs et en utilisant des inégalités particulieres, on
montre que le systéme (P) est uniformément stable.

On va transformer la condition au bord sur la partie I'{, on suppose que
(1.6) up=0 sur T}.

Par intégration par parties on voit qu’on a sur I';:

/0 k(t — s)u'(s)ds = [k(t — s)u(s)]y + /0 K (t — s)u(s)ds

= /0 K'(t — s)u(s)ds + k(0)u(t) — k(t)ug = /0 K (t — s)u(s)ds + k(0)u(t),

donc sur la partie I'y on a la condition
t
(1.7) Oyu + / K'(t — s)u(s)ds + k(0)u + bu’ = 0.
0

On définit ’énergie associée a la solution u par la formule

(1.8) B(t) = %/Q((u/)2+|Vu|2)dx+%/F ku? T
—% /F/O K (t — s)(u(t) — u(s))? dsdl

pour tout t € R*. D’apres (1.1) on constate que E est une fonction positive.

On fixe un point xg € R™ et on pose
(1.9) m(r) =z -z,  €R" et R=|m| ).
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On suppose que

1.10 r inf £#0
(110 b A0 ou i k0
(1.11) m-v<0 sur Iy

et qu’il existe un réel 6 > 0 tel que
(1.12) m-v>9 sur Iy

ou, v est le vecteur normal extérieur a I'. Concernant la fonction b, on
suppose qu’elle est minorée par une constante 3 > 0:

(1.13) b>p3 sur TI7j.

Notre résultat de stabilisation est le suivant:

Théoréeme 1. Supposons satisfaites les conditions (1.1)-(1.2), (1.10)-(1.13).
Si

(1.14) ainf £(0) > —Qilgf k' (0),
1

ry

alors pour toute donnée initiale (ug,u1) € H}(Q) x L*(Q), lénergie de la
solution du systéeme (P) vérifie, pour une constante w > 0 indépendante de
(ug,u1),

(1.15) E(t) < BE(0)e! ™, vt > 0.

Remarques. 1. La condition (1.10) garantit que la quantité

/|Vu|2da:+/ k(s)u® dT
Q 'y

définit une norme sur H'(2) équivalente & la norme usuelle, pour tout s € R
fixé.

2. Les conditions (1.11) et (1.12) impliquent que Ty N Ty = 0 et que le
domaine  est étoilé par rapport a z¢, la condition (1.12) peut étre affaiblie
(voir [47]).

2. Stabilisation uniforme: preuve du théoreme 1
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Comme dans le chapitre précédent, on va montrer l'existence d’une
constante strictement positive ¢ dépendante seulement de €2 ou I’énergie E
vérifie, pour toute solution faible du systéme (P),

(2.0) /Soo E(t)dt < cE(S), VS eRT,

et estimation cherchée (1.15) se déduit en appliquant [42, Theorem 8.1].
Comme la constante c est indépendante de la solution wu, il suffit de montrer
(2.0) pour les solutions fortes, un simple argument de densité nous permet
d’etendre le résultat aux solutions faibles (voir ch. 3, §2). On considere donc
que les données initiales (ug,u;) € (H?(Q) N HI(Q)) x HJ () ot la solution
u a la régularité (1.5), ce qui justifie tous les calculs qui suivent.

On commence ce paragraphe par démontrer les deux indentités fonda-
mentales suivantes:

Lemme 2.1. La fonction E : RT — RT est décroissante et vérifie, pour
tout 0 < S < T < o0,

1 T t
1 / / / K (t — $)[u(t) — u(s)]2dsddt + / / \2drdt
2J)s Jr, Jo r,

T
—1/ / k'u?dldt = E(S) — E(T).
2J)s Jr,

Preuve. Soit 0 < S < T < oo. On dérive (1.8) par rapport a ¢ et on intégre
sur [S,T] on obtient:
T
E(T)— E(S) = / E'(t)dt
S

:/ST/Q W+ V- V) dacdt+/ /Flkuu’dl“dt
% /S ' /F KL /S /F | /0 K (t — $)[u(t) — ()| (t)dsdT'dt
= / /F / k" (t—s)[u(t)—u(s)]dsdTdt—= / /F )—u(t)]*dLdt.

On remplace u” par Au, on utilise la formule de Green et la condition au
bord (1.7), on trouve:

/ (W'u" + Vu - Vu')dz = / (W' Au + Vu - Vu')dz
Q Q
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t
— / v Oy udl = —/ u (bu' + k(0)u —l—/ K (t — s)u(s)ds)df,
r I 0

et par suite, les deux identités précédentes donnent:

E(T) - / / u')2dldt + - / / k'udldt
Fl F1

_% /S ! /F | /O "Rt — $){ult) — u(s)PdsdTdt
+/ST/F1 uu,(k_k(o)_/Otk/(t—s)d:;)dl“dt,

et par conséquent

(2.2) E(S / /F b dre
= /S : /F | /0 K (t = )[u(t) — u(s)PdsdTdt — : /S ' /F KT

D’ott (2.1). D’apres (1.1), (1.2) et (1.13), 'identité (2.2) implique aussi que
E est décroissante.

Lemme 2.2. On pose
(2.3) M =2m-Vu+ (n—1)u.

Pour tout 0 < S < T < o0 on a:

(2.4) /ST/Q((u’)%r Vu|*)dxdt = [/Q Mu’dx]i

T
+/ (m-y)|Vu|2dI‘dt
S To
T
/ (m-v) |Vu‘ dth—I—/ MO, udldt.
r, s Jry

Preuve. Soit 0 < S < T < co. En mulitipliant la premiere équation de (P)
par (n — 1)u, en intégrant sur [S, 7] x Q et en utilisant la condition au bord
sur Iy, on obtient:

(2.5) (l—n)/s /Q((u’)2 | Vul*)dudt
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=(n—1) /ST /F1 ud,udl'dt + (n — 1) [/ﬂ uu'dm]i.

D’autre part, en mulitipliant la premiere équation de (P) par 2m - Vu, en
intégrant sur [S,T] x Q et en utilisant ’identité de Rellich:

2/(m - Vu)Audzx
Q

= (n—2)/9}Vu‘2dx—l—2/r(m-Vu)@,,udF—/F(m-V)‘Vu‘QdF,

on obtient:

(2.6) /S /Q(n(u')2 ~ (n—2)|Vul*)dzdt

T T
= -2 [/ u'(m - Vu)da:] + 2/ Oyu(m - Vu)dl'dt
Q s S JTy

+/ST/F1(m.U)((u')2— |Vul*)drdt

-|-/S /FO (20,u(m - Vu) — (m - v)|Vu|")dldt.

Or
u=0 sur I'o= Vu=0,ur sur I,

donc la derniere intégrale de (2.6) est égale a

T
/ / (m - v)|Vu|*dTdt,
S I'o

et par conséquent la somme de (2.5) et (2.6) donne (2.4).

Lemme 2.3. On a, pour tout 0 < S < T < o0,

(2.7) /ST /Q((u')2 + ‘Vuf)da:dt

R2 T T
< cE(S)+ =5 / / (O,u)?*dldt + (n — 1)/ Oyuudldt.
S JI'y S

r

A partir de ce lemme, ¢ désigne une constante positive indépendante de
(uo, ul).
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Preuve. D’apres (1.10) et la définition (1.8) de I’énergie, on voit que:

)/ Mu'dac‘ < cE(t),

et par suite, en remarquant que I’énergie est décroissante,

H/ﬂ Mu’dx}i‘ < cE(9).

Les propriétés (1.13) et (2.1) impliquent que

D’autre part, en appliquant I'inégalité de Young, on trouve:

T T 9 R2 T
2/ Oyu(m - Vu)dl'dt < 5/ / |Vu| dldt + —/ / (O, u)*dDdt.
s Jr, s Jr, o Js Jry

En substituant ces trois dernieres inégalités dans (2.4) et en utilisant (1.11)-
(1.12), on obtient (2.7).

Lemme 2.4. On pose

@8) @)= e A max "o RO e
Alors on a:
(2.9) / ' E(t)dt < cE(S)

S

+(% ) /ST /F k(O)quth+2/ST /qu(/ot K (t — s)u(s)ds)2dth

pour tout 0 < S < T < 0.

Preuve. Grace a (2.8) et la condition au bord (1.7) on a:

R2
7(81,11)2 + (n— 1)ud,u

< Y[(8,u)* + 2k(0)ud,u] + (n — 1 — 2vk(0))ud,u
= [(0u + k(0)u)? — k*(0)u?] + (n — 1 — 2yk(0))ud,u

< ’y(bu’ + /Ot K'(t — s)u(s)ds)2 — Ak(0)u? + (n — 1 — 2\)ud,u.
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Donc

(2.10) %2(3,,u)2 + (n—1)ud,u

< 290 (v )% + 2y </0t K (t — s)u(s)ds>2 — Mk(0)u? + (n — 1 — 2\)ud,u.

Or (1.1) et (1.14) impliquent que la fonction 7 est bornée. Donc, en utilisant

(2.1), on a:
/ / b2 (u')2dldt < ¢ / / )2dldt < cE(S).
Fl I-11

En intégrant (2.10) sur I'; x [S,T] et en utilisant I'inégalité précédente, on
conclut d’apres (2.7) que

(2.11) / / 2 4 |Vul|*)dwdt < cB( )—A/ST/F k(0)u?dl'dt
42 / /F / "t — s)u(s )ds)2d1“dt+(n—1—2)\) /S : /F udyudldt.

D’autre part, d’apres (1.2) et (2.1) on voit que:

_% /S ' /F | /0 Kt — $)(u(t) — u(s))2dsdTdt
<2 /S ' /F | /0 Kt — $)(u(t) — u(s))?dsdTdt < aB(S),

et (1.1) implique

1 (7 ) 1 (7 )
- ku2dTdt < — k(0)udTdt.
2)s Jr, 2/)s Jr,

En combinant ces deux derniéres inégalités dans (2.11), on déduit que:

(2.12)/ t)dt+= / / V2dxdt < cE( )+(%—A)/ST/F k(0)udl'dt
+2/ /F / ‘(¢ — $)u ()ds) dl“dt+(n—1—2)\/ /Fuaudrdt

Pour obtenir (2.9), il suffit de combiner (2.12) avec (2.13) en choisissant € > 0
tel que (2\ 4+ 1 — n)e = 5 dans le lemme suivant:
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Lemme 2.5. Soit 0 < S < T < 0o. Pour tout € > 0 il existe une constante
positive c(e) telle que

(2.13) — /ST /Fl ud,udldt < E/ST/Q(UI)2d$dt + c(e)E(S).

Preuve. On applique la méthode introduite par Conrad et Rao [18]. On
fixe t € RT et on note par z(¢) la solution du probléme elliptique

(P1) { —Az=0 dans (2,

Z=1U sur I

On multiplie (P1) une fois par z et une fois par u et on integre par parties,
on voit que la fonction z vérifie

(2.14) / Vz - Vudx = ‘Vz‘Qda: = / ud,zdl >0
Q Q r

et, en appliquant la régularité elliptique, il existe une constante ¢’ > 0
indépendante de u telle que

(2.15) /szx < c’/quF.
Q r

En dérivant le systéme (P1) par rapport au temps on constate que z’ vérifie
I’inégalité similaire:

(2.16) /Q (+')2dz < ¢ / (/)2

r

On multiplie la premiére équation de (P) par z et on intégre par parties sur
Q x [S,T] on obtient:

T T T T
—/ /z@,,udf‘dt = —/ / Vz-Vud:vdt—l—/ / 2"/ dxdt — [/ zu’da:] ,
s Jr s Ja s Ja Q S

grace aux (2.14) et les conditions au bord sur z, u on trouve:

T T T
(2.17) —/ / ud, udldt g/ /z’u’dmdt— [/ zu’dw] :
s Jry s Ja Q S

D’apres (2.15) on a:

/

1
‘/ zu’dm‘ < —/(u’)Qdm—I—c—/ (u)?dl < cE(t),
Q 2 Ja 2 Jr,
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et par suite, en utilisant la décroissance de 1’énergie,

—[/Q zu’dw}: < cE(S).

On utilise (1.13), (2.1) et (2.16) on trouve, pour tout € > 0,

/ /z'u'dwdt< e/ / d:vdt+—/ / )2dadt
<o Jooraan g 7 [ o< [ [ rasiaozs)

On substitut par ces deux dernieéres inégalités dans (2.17) on obtient (2.13).

On va maintenant majorer la derniere intégrale de (2.9). On montre le
lemme suivant:

Lemme 2.6. Soit € > 0 vérifiant

(2.18) eilglf E'(0)+1>0.
1

Alors pour tout 0 < S <T < o0 on a:

2 A [T
(2.19) / / / 't — s)u (s)ds) dthch(S)Jr—/ / u?dldt
I, ex Js Jr,

ou, vy et X sont définis par (2.8).
Preuve. Soit € > 0 vérifiant (2.18). On pose

k(0)

(2.20) hi=h(@) = o o)

x c Fl-
La condition (2.18) implique que h > 0 et h € L>(T';). Posons

(2.21) I = (/Ot K (t— s)u(s)ds>2 - h/ot K (t — 5)(u(t) — u(s))2ds + hk'u?.

On a, en appliquant I’inégalité de Holder,

I< (/Ot—k’(t—s)ds></0

t
+2hu / K’ (t — s)u(s)ds + hE' (0)u? — hk'u* + hk'u?
0

t

—K'(t — s)uQ(s)ds) — h/ot K’ (t — s)u?(s)ds
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t t

< (k — k(0)) / K (t — s)u®(s)ds — h/ K’ (t — s)u(s)ds
0 0

+h(K'(0) + 1)u2 + ¢eh (/Ot K" (t — s)u(s)ds)Q.

€

Or (voir (1.1) et (1.2))

¢ ¢
k/ K (t— s)u?(s)ds <0 et ehk:’/ K" (t — s)u(s)ds < 0,
0 0

donc, en appliquant I’'inégalité de Holder sur la derniere intégrale et en util-
isant la condition (1.2),

1 1
1< [-k(0) ~ h(1 +eK'(0))] / K (t — s)u2(s)ds + h(K'(0) + 2)u?.
D’apres la définition (2.20) de h on déduit que

1
I < —Fk(0)u?

(g6

et par conséquent

T
(2.22) / /7[d1“dt<— / / u?dl'dt.
S Fl F1

Comme h, v € L>®(T';) et grace a (2.1), on a:

/sT /pl i </0t B/ (t = 8)(u(t) — u(s))?ds — K'u? ) dTdt

< 1yl e / / / K (= 5)(u(t) — u(s))*ds — K'u? ) dTdt

< 2[|hy[ Lo (ry) E(9).
On combine cette inégalité avec (2.22), d’ott on obtient (2.19).

Les estimations (2.9) et (2.19) impliquent, pour tout 0 < S < T < oo et
€ > 0 vérifiant (2.18),

(2.23) /ST E(t)dt < cE(S / /F S Nk ZA) u2dTdt.

La condition (1.14) implique qu’il existe € > 0 tel que

ainf k(0) > —(2 + €) inf £'(0),
Fl 1—‘1
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on choisit € > 0 tel que

/+4
N
ein k'(0) )
(remarquer que € vérifie (2.18)). On a:
1 2\ A 1
S k0) + 2 = 22— eak “k
(3 = VO + 2 = X (2~ cak(0)) + 3k(0)

e 1
— X+ =k oo .
- +2|| (0)|[oe(ry)

A 1
< — "4 ! _ < —
< (2+6(2+6)11;11fk (0)) + 2k(O) < 5

€

Et par suite, en choisissant

2
A = max{n — 1, (R—

€EQ

(remarque que (2.8) est satisfaite), on trouve:

k) + 2 <o,

2 €Q

Donc, en laissant T tendre vers l'infini, on déduit de (2.23) que

/ T Bt < cB(S)
S

d’ott I'inégalité cherchée (2.0).

Remarque. Si infp, £(0) = 0, alors (1.1) et (1.2) impliquent que k' = 0;
c’est a dire k est une fonction de z. Donc la condition au bord (1.7) devient

ou+ku+bu =0 sur Ty.

Dans ce cas la, le résultat de stabilisation (1.15) est déja trés connu.
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CHAPITRE 9

EXISTENCE GLOBALE ET
STABILISATION INTERNE D’UN
SYSTEME DE PETROVSKY

1. Introduction et résultats principaux

On considere dans ce chapitre un systeme de Petrovsky avec des condi-
tions au bord du type Dirichlet et Neumann homogenes, soumis a un feedback
interne non linéaire:

v’ 4+ A%u+qu+g(u') =0 dans Q x R*,
(P) u=0,u=0 sur I'x RT,
u(0) =ug et v (0) =uy dans (2

oll, 2 est un ouvert borné non vide de R™ (n € N*) de frontiere I' de classe
C* g : R — R est une fonction continue croissante telle que g(0) = 0 et
q: Q — RT est une fonction de L>°(€2). On définit I’énergie de la solution
par la formule

(1.1) E(t) = % /Q((u’)2 + (Au)? + qu?) dz, teRT.

Le but de ce chapitre est de montrer que le systéme (P) est stable en
donnant des estimations sur le taux de décroissance de ’énergie F sous des
conditions convenables sur la fonction g.

Avant de définir la solution du systeme (P), on considere les espaces de
Hilbert suivants:

Hzﬁm»nwézﬁﬁm,

V=), ol = [ (80 + @?)do
Q
et

W={ve HQ)NV: Av=0,Av=0 sur T'}, |ovl|l} = / (A%v)?d.
Q
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On identifie H avec son dual H’ on obtient:
W—sVasH=H <V W

avec injection compacte et dense.

Remarque. Gréce & I'inégalité de Poincaré, la quantité [, (A%v)?dz définit
une norme sur l'espace W équivalente & la norme usuelle de H*(Q), et
Pénergie E' définit une norme pour le couple (u,u’) équivalente a la norme

usuelle de H?(Q) x L?(Q).

En appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires, on montre que
notre systeme (P) est bien posé au sens suivant:

Théoréme 1. Pour toute donnée initiale (ug,u1) € V x H, le systéme (P)
admet une solution globale unique (faible) u vérifiant

ue€ C(RT;V)NCYHRT; H).
L’énergie de la solution u définie par (1.1) est une fonction décroissante. De

plus, si z est une autre solution de (P) correspondante d (z9,21) € V x H,
alors ’énergie de u — z vérifie l’estimation

(12) B 2 )l ey < Blu—2,0) = 2 (u0 — 20,01 — 2} -
Pour la régularité de la solution on a:

Théoreme 2. On suppose que

(1.3) (ug,u1) e WxV et g(u)e H.

Alors la solution u (dite forte) du systéme (P) vérifie

(1.4) u, u' € LR, V), " € L®R"; H).

Si de plus, g est globalemet Lipschitz, alors on a:

(1.5) ue LR W), g(u) e L>®RT; HEH(Q)).

On va supposer, comme dans les ch. 6 et 7, des conditions convenables
sur la fonction g dans le but d’obtenir la stabilité du systéme (P) en donnant
des estimations précises sur le taux de décroissance de 1’énergie. Supposons
qu’il existe des constantes ¢y, ca, c3, ¢4 > 0 et p, p’ € [1,00) telles que

(1.6) afel? < lg(@)] < eolaVP s Jaf <1,
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(1.7) cslz| <lg(z)| si |z| > 1,
(1.8) 9(@)| < ealal” sifaf > 1
et

(1.9) (n—2)p" <n+2.

On a les résultats de stabilisation uniforme et rationelle suivants:

Théoréme 3. On suppose que les conditions (1.6)-(1.9) sont satisfaites. Il
existe deux constantes ¢, w > 0 telles que toute solution faible du systéme

(P) vérifie

(1.10) E(t)<ctrT VYt>0, sip>1
et
(1.11) E(t) < E(0)e'™" Vt>0, sip=1.

Théoreme 4. Supposons satisfaites les conditions (1.6), (1.8) et (1.9) avec
(1.12) p>lsin=1 p>1sin=2 et ngsinz&

Alors toute solution forte du systéme (P) wvérifie les estimations (1.10) et
(1.11) pour des constantes ¢ et w > 0 dépendantes de la solution u.

Remarques. 1. Dans le théoreme 3, les constantes ¢ et w sont dépendantes
de maniere continue de Iénergie initiale E(0). Si p = p/ = 1, la constante w
devient indépendante de E(0).

2. Le théoréme 4 montre que les estimations de stabilité (1.10) et (1.11)
restent vraies pour les solutions fortes méme si la fonction g est bornée. La
démonstration est identique a celle du théoreme 4 du ch. 6.

Le systeme composé de la premiere équation de (P) avec ¢ = 0 et
—g(Au') au lieu de g(u'), la condition au bord

(1.13) u=Au=0 sur I xRT

et la condition initiale a été étudié par Komornik et Kouémou-Patcheu [46] et
Komornik [40]. Dans [46], la méthode de Faedo-Galerkin a été appliquée dans
la démonstration de ’existence et I'unicité de la solution, ce qui a exigé des
conditions sur g plus fortes que celles supposées dans notre travail, de plus les
estimations (1.10) et (1.11) se montrent seulement pour les solutions fortes.
Dans [40], auteur a utilisé la théorie des semi-groupes non linéaires qui a
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permis d’affaiblir les conditions sur g et de montrer les estimations (1.10)
et (1.11) pour toute solution faible. Dans notre travail, et avec les mémes
conditions supposées sur g que dans [40], nous montrerons ces résultats pour
le systéme (P). De plus, nous montrerons que les estimations (1.10) et (1.11)
restent vraies pour les solutions fortes sans que |g(x)| ne tende vers 'infini
lorsque |z| — oo ce qui permet de considérer les feedbacks bornés.

Dans la démonstration des théoremes 1 et 2 on applique la théorie
des semi-groupes non linéaires exactement comme dans le ch. 6. Pour la
preuve des théoremes 3 et 4 on utilise la méthode de Liapounov basée sur
des inégalités d’intégrales (voir ch. 6 et 7).

2. Existence, unicité et régularité: preuve des théorémes 1 et 2

Soient
et

La fonction ¢ : V —] — 00, 00] (remarquer que 0 < G(t) < tg(t), Vt € R) est
propre, s.c.i, convexe et son sous-differentiel

B:=0p: V=V’

est un opérateur maximal monotone (voir [40]).

On prend 'application du dual A : V' — V' et on écrit le systeme (P)
sous la forme

" r_ +
2.1) {u +Au+Bu' =0 sur RT,

(u(0),u'(0)) = (uo, uy).

Pour justifier cette interprétation on note premierement que la condition
au bord dans (P) est incluse dans la définition de V. Pour u € W on a
Au = A?u+ qu. En effet, soit v € V on a, en intégrant deux fois par parties,

(Au,v)yr vy = (u,v)y = / (AuAv + quov)dx
Q

= /(Au&,v — 0, Auv)dl’ +/
r

(A%u + qu)vdr = / (A%u + qu)vde
Q

Q

= (A%u+ qu,v) g = (A%u+ qu,v) g g = (A%u + qu,v)yr v
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d’ott Au = A?u+que V',

Finalement, on peut vérifier que si g est globalement Lipschitz alors on
a:

(2.2) (Bu,v>vr,V:/Qg(u)vda:

pour tout v € V. En effet, comme g est globalement Lipschitz et ¢g(0) = 0
alors g vérifie, pour une constante positive ¢,

(2.3) ’g(x)’ gc"ﬂ, Vx € R,

donc pour tout v € V on trouve:

o) = | [ @wie| < [ lowrelds < ¢ [ oo =i,

et par conséquent ’application ¢ est bien définie, continue et différentiable,
d’ott on trouve (2.2). L’inégalité (2.3) implique aussi, en utilisant l'inégalité
de Holder,

(24) ‘<BU,U>V/7\/‘ < CIHUHHHU”H, Yu, v e V.

On multiplie la premiere équation dans (P) par v € V et on intégre par
parties sur €2, on obtient:

(u" + Au+ Bu',v)y vy =0 sur RT
doit (2.1).
On pose
ui=2z U:=(uz2) et AU :=(—z,Au+ Bz).

On peut aussi réécrire le systeme (P) sous la forme d’un systeme différentiel
d’ordre un:

U+AU =0 sur Rt
2.5 ’
(2.5) {U<o> — (uo, ).

On définit ’espace de Hilbert H = V x H et on considere A comme un
opérateur défini dans H tel que

D(A)={U = (u,2) e VxV: Au+ Bz € H}.

L’opérateur A est maximal monotone dans H: la preuve est similaire
a celle donnée dans le ch. 6, §2 (voir aussi [14] pour des divers problémes
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analogues a (2.1)). D’ou on obtient I'existence d’une solution unique u de
(P) comme étant la premiére composante de la solution de (2.5). Le fait que
Popérateur A est maximal monotone implique aussi (1.4). La régularité (1.5)
découle directement du lemme suivant:

Lemme 2.1. Si g est globalemlent Lipschitz alors
D(A)=W xV

et il existe une constante ¢ > 0 telle que

(2.6) lullw < c([[Au+ Bz||u + [|2[lv), V(u,2) € D(A)
et
(2.7) lg() 1) < cllzllv, VzeV.

Preuve. On montre premierement que W xV C D(A). Soit (u, z) € WxV,
il faut montrer que Au+ Bz € H. Or v € W implique que

Au=A%u+qu e H,
et (2.4) implique que
[(Bz,v)vv| <clv|a, YoeV

avec ¢ = c||z||g, donc Bz € H' = H. D’ot Au+ Bz € H.

D’autre part, soit (u,z) € D(A), montrons que u € W. Comme Au +
Bz € H alors, pour tout v € V on a:

(Au+ Bz,v)yr v = (Au+ Bz,v) g,

et par suite:

/(AuAv + quv)dx = / fudz
Q Q

ot, f = Au+ Bz — g(z). Par la formule de Green, on obtient:

/(AQu + qu)vdx + /(Au@vv — 0, Auv)dl’ = / fodz.
Q r Q

Comme v = d,v = 0 sur I', donc

/(AQU—I—qu)vdx:/fv, Vv e V.
Q Q
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Cette formulation variationelle montre que u est la solution faible du probl-
eme

Au+qu=f dans €,
(28) { u=0,u=0 sur T

Or (2.3) implique que
(2.9) lg()lz < |zl < oo,

donc g(z) € H, et comme Au + Bz € H par hypothese, alors f 'est aussi.
En appliquant la théorie de la régularité elliptique on conclut que u € H*(Q)
vérifiant la condition au bord de (2.8) et tel que

lullw < ellflla < e(llAu + Bz|la + llg(2)llm)

< c([|Au+ Bzl + ||z v)
avec une constante ¢ indépendante de (u, z). D’ou (2.6).
Les propriétés (1.4) et (2.1) impliquent que
u' € L°(RT;V) et Au+ Bu' € L¥(R™; H).
En appliquant (2.6) pour (u,z) = (u,u’), on obtient la premieére partie de
(1.5).

Comme la fonction g est globalement Lipschitz, alors ¢’ est bornée, et
par suite

(2.10) IVl = lg' )Vl < cllzlly, V=€ V.

Donc on trouve, d’apres (2.9) et (2.10), que [|g(2)[| 1) < cl|z|lv. Comme
9(0) = 0, on déduit de (1.4) la deuxieme partie de (1.5). Ceci termine la
preuve du lemme 2.1.

3. Cas des feedbacks non bornés: preuve du théoréme 3

On va montrer les estimations (1.10) et (1.11) sous la condition supplém-
entaire: ¢ est globalement Lipschitz, cette condition peut étre éliminée co-
mme dans le ch. 4, §7.

En considérant les solutions fortes du systeme (P), la régularité (1.4)-
(1.5) justifie tous les calculs qui suivent. Le résultat se généralise aux solu-
tions faibles en utilisant des arguments de densité (voir ch. 3, §2).

On montre premierement les deux inégalités fondamentales suivantes:
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Lemme 3.1. L’énergiec E : RT™ — R™ est décroissante, localement absolu-
ment continue et

(3.1) Bt = _/ W g(u)dedt <0, teRY.
Q

Preuve. Pour tout 0 < S < T < oo, d’apreés (P) et (1.1), et par intégration
par parties on voit que:

T
0= / / (u" 4+ A?u + qu + g(u'))u'dzdt
s Ja

T
= / / (u"v + AulAu’ + quu’ + g(u')u’)dxdt
S JQ

T
+/ /(8,,Auu' — Aud,u’)dldt
s Jr

/ E'(t)dt + / / Yu'dxdt
= E(T / / Yu'dzdt.
Et par suite

(3.2) E(S / / Y/ dadt.

Par hypotheése sur g on a xzg(x) > 0, Vz € R, donc E est décroissante.
L’identité (3.2) implique aussi que E est localement absolument continue et
I’égalité (3.1) est satisfaite.

Lemme 3.2. Pour tout 0 < S < T < o0 on a lidentité

(3.3) 2 /S TE”T“(t)dt: [E%”(t) /Q uu'daz}j

/ B () E (1) / wd dedt + / 5 (1) /Q (2)? — g(uYu)dadt.

Preuve. On a, en intégrant par parties sur Q x [S, T,

T
0= / E"7 (1) / (u" + A%u + qu + g(u'))udzdt
S Q
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p— T -1 T p—=
= [ETl(t)/uu'dx] . B (t)E'(t)/ uu' dadt
Q s 2 Q

S

BT [0+ A0+l + gt

D’apres la définition de ’énergie on trouve (3.3).
Lemme 3.3. L’énergie E vérifie l’estimation
T p+1 p+1 T p—1 2
(3.4) 2 / B (1)dt < cB*(S) + / B4 (1) / (2(')? — g(uu)dwdt
s s Q
pour tout 0 < § < T < oo ou, ¢ est une constante indépendante de S, T et
de u.

Preuve. La condition au bord dans (P) implique que

(3.5) /Qu%zg; < C/Q(Au)%zx.

On utilise (3.5) et la définition de I’énergie on voit que:

‘EpTl(t)/Quu’dx‘ < cEpTl(t)/Q((u')Q +(Aw)?)dz < B (1),

Comme E est décroissance, on trouve:

1

HEPT(t)/Quu'd:E]i‘ <c(E

p+1 p+1 p+1

Z(S)+ E = (T) <cE = (9).

D’autre part on a:

7%1 j Est(t)El(t)/Quu’dxdtSC/s E*Z ()(~E' (1)) B (t)dt

2

< [B(0)]F < BT (S),
On substitut ces deux estimations dans (3.3) on obtient (3.4).

Lemme 3.4. Soit 0 < S < T < oo, pour tout € > 0 il existe une constante
c(e) > 0 telle que

T

(3.6) Q/STEpTl(t)/Q(u’)dedt < E/S E"T (t)dt + () E(S) + cE™= (S).

Preuve. Soit t € RT fixé, on pose (comme dans les ch. 6 et 7)
(3.7) Qp={zeQ: [u|>1} et Q_={zecQ:|v|<1}.
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On utilise 'inégalité de Holder on voit que:

/Q(u’)2d:v:/ dm+/ N2dx
< c(/ |ul‘p+1dx>p—i1 / /

donc, en utilisant les inégalités (1.6), (1.7) et I'identité (3.1), on trouve:

/Q (u')2dx = c(—E’(t)) PGB,

2 /S B (1) /Q (') 2dzdt
< —c/STEpTl(t)E’(t)dthc/STEpTl(t)<—E’(t)>#dt,

en appliquant I'inégalité de Young sur le dernier terme de cette inégalité on

trouve, pour tout € > 0,
T
) / BE (1) / (') 2dadt
s Q

< e/TE " (H)dt — cle )/TE’(t)dt—c/STEp1(t)E’(t)dt

S

et par suite

N‘

<e / E™= (t)dt + () E(S) + cE™= (S)

d’ou estimation (3.6).

Lemme 3.5. Soit 0 < S < T < o0, on a:

(3.8) ‘/ST EpTl(t)/ng(u’)dxdt’ < e/sT B (#)dt + () E(S)

pour tout € > 0.

Preuve. En considérant les notations (3.7), d’apres (1.6) et (3.5) on a, pour
tout € > 0,

(3.9) ‘/ ug(u dm‘<e/ )?dz + ofe )/Q () dz

2 2

< 2 E(t) + c(¢') ( /Q | g(u’)|p+1dm) T <2 B(E) + ) (—E’(t)) o
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Par la méme maniere, on utilise (1.8) et 'injection continue de Sobolev (voir

(19) |
H(Q) = L7 4(9),

on a, en appliquant encore une fois I'inégalité de Hélder,

(3.10) ‘/Q Ug(u/)dx‘ < </Q {u{p'—l-ldm)p'—il(/g |g(u/)}pl;’rldm>ﬁ

< o(B()* (-E'(t >)P’%.

D’apres (3.9) et (3.10) on constate que

T T
| / B (1) / ug(u/)dedt] < 2¢ / B (1)t
S Q S

/ T p—1 p+1 p'p+1
&) [ E"T (1) (— dive| B2 )) dt.
S

On applique I'inégalité de Young sur les deux dernieres intégrales, on obtient:

‘/ /ug( dmdt‘
;[T e Y A e
< 3e —c(e €
<3 / B (1)t ()/ Bt + /E = ()t
S S S

Le fait que p, p’ > 1 et la décroissance de I’énergie donnent

p(p’+1) pp’—1 + ptl
3 3

(t) = E®7 ()™ (1) < B"= (0B (1),

donc, en prenant € = €'( P (0)), on trouve (3.8).

Lemme 3.6. On a lestimation suivante:

(3.11) /STE+()dt<c(1+E 0)E(S), 0<S<T < .

Preuve. Il suffit de substituer les inégalités (3.6) et (3.8) dans (3.4) en

choisissant € = %

Les lemmes 3.1 et 3.6 impliquent que E : RT — RT est une fonction
décroissante vérifiant 'inégalité

/ E™T (s)ds < cE(t), teR".
t
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Donc on déduit les estimations (1.10) et (1.11) en appliquant [42, Theorem
8.1].

4. Cas des feedbacks bornés: preuve du théoreme 4

On prend (ug,u1) € W x V tel que g(uy) € H, donc la solution u du
systeme (P) a la régularité (1.4). Les constantes w et ¢ de (1.10)-(1.11) seront
dépendantes de u; c’est pourqoi les estimations de stabilité se montreront
seulement pour les solutions fortes.

Dans la preuve du théoreme 3, les inégalités (3.4) et (3.8) (remarquer
qu’on a pas utilisé la condition (1.7) dans leur preuve) impliquent que, en
choisissant € = 1 dans (3.8),

1 p

(4.1) /STE%(t)dt < c(E(S) +E”T+1(5)> +2/T E%(t)/ﬂ(u')?dxdt.

S

Donc il nous reste & majorer le dernier terme de (4.1). Comme dans la preuve
du lemme 3.4, on a:

T T

(4.2) / BE (1) / (' dzdt < ¢ / B (#)dt + () B(S)
s O S

pour tout € > 0. D’autre part on a:

Cas: n = 1. On observe que (1.10) et la croissance de g impliquent que

inf [g(z)| > 0.
|2|>1

Alors, en utilisant (1.4), (3.1) et 'injection continue
V C HY(Q) — L™(Q),

on obtient:
/ (u')?dx < c/ v |g(w)u' d
Q4 Q4
< cf|u| Lo ) (—E' (1) < —cE'(1),
et par suite
T, T
(4.3) / ET(t)/ (u')?dzdt < —c/ E= (H)E'(t)dt < cE = (9).
S Qy S
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Cas: n > 2. On a, en appliquant I’inégalité de Holder,

(4.4) /Q+ (u')?dz < C/Q |u"% (g(u’)u’) %dx

+

22\ T 22 T
<of [P ar) ™ ([ gwan) T <ol (-E@)7
Q Q LP=T1(Q)
D’apres (1.4) et I'injection continue (voir (1.12))

2

V C HYQ) — Ly 1(Q)

on déduit a partir de (4.4) que

2

/Q (e < o(~E'(1) 7

en utilisant I'inégalité de Young, on trouve:

2

/ST BT (1) /m(U’)Qda:dt < c/STE”Tl(t)(_Ez(t))ﬁdt

< e/STEPT“(t)dt—c(e) /ST B ()dt,

donc

S

(4.5) /S 5 (1) /Q () 2dzdt < e / B (1)dt + () B(S).

Les inégalités (4.3) et (4.5) impliquent que pour tout n € N*

T
p+1 p+1

/S E 7 (t) /Q+(u/)2dmdt§e/ E™=> (t)dt + c(e)E(S) + cE = (S).

S
On choisit € €]0, ;[ dans cette inégalité et dans (4.2), et on remplace par leur

somme dans (4.1) on obtient (3.11). Ainsi les estimations (1.10) et (1.11) se
déduisent en appliquant [42, Theorem 8.1].
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CHAPITRE 10

STABILISATION UNIFORME DE
L’EQUATION DES ONDES AVEC DEUX
FEEDBACKS: INTERNE ET FRONTIERE

1. Introduction et résultat principal

Dans ce chapitre on présente un résultat de stabilisation uniforme de
I’équation des ondes dans un domaine ouvert borné non vide {2 de R™ avec la
condition de Dirichlet sur une partie I'y du bord et la condition de Neumann
sur 'autre partie I'y du bord, avec deux feedbacks non linéaires, interne et
frontiere:

v —Au+ f(u')=0 dans Q x Rt
(P) u=0 sur I'gx RT,
du+ (m-v)(au+g(u'))=0  sur Ty xRH,
u(0) =ug et u'(0)=uy dans €
ol

m(x) =z —x9, z€R"

pour un point xg € R™ fixé tel que

(1.1) Tp#0 ou a>0et ilglf(m.y) >0
et
(1.2) m-v>0 sur I'y e¢ m-v<0 sur I

avec ToNT; = (0, f et g sont deux fonctions continues croissantes telles que
f(0) = g(0) = 0 et a > 0 est une constante fixée pour simplifier (on peut
prendre a comme une fonction positive de C(I'1)).

Dans le cas f = 0 ou I'y = (), le systéme (P) a été étudié par nombreux
auteurs depuis les travaux de Russell [69], par exemple, Komornik [41, 43],
Nakao [65] et Zuazua [74]. Des résultats de stabilisation ont été obtenus. Le
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but de ce travail est d’obtenir la stabilisation uniforme avec un meilleur taux
de décroissance de I’énergie, en supposant des conditions convenables sur les
fonctions f et g et un choix particulier de la constante a.

On définit 1’énergie de la solution par la formule

(13)  B(t) - %/Q((u')2+|Vu|2)da:+g/F (m-vy2dl, teRY.

L’existence et I'unicité de la solution du systéeme (P) découle d'un résul-
tat standard de la théorie des semi-groupes (voir [41, 43, 64, 65, 74| dans le
cadre de I’équation des ondes avec un feedback interne ou frontiére): con-
sidérons les espaces de Hilbert

H=L*Q), V=H(Q e W=HQ)NV

ou, Hy () = {v € H'(Q) : v = 0 sur Ty} et supposons qu’il existe une
constante positive ¢’ telle que

(1.4) |f(@)] <A +]z]) et |g(x)| <1+ |z]), VaeR.

Théoréme. Soit (ug,u1) € V x H donné, le systéme (P) a une unique
solution faible wu:

(1.5) u€ C(RT;V)NCHRT; H).

Si (up,u1) € W x V tel que
(1.6) Oyuo + (m-v)(aug + g(u1)) =0 sur Ty,

alors la solution u est plus réquliere:

(1.7) u € L®(RT; W),
(1.8) u' € L®(RT; V),
(1.9) u” € L®(RT; H).

Notre résultat de stabilisation uniforme est le suivant:

Théoreme 1. Supposons qu’il existe deur constantes ¢y, co > 0 telles que
(1.10) alz| < |g@)| < colz|, VzeR,
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1 1
(1.11) 5(3aR2 —n)er|z| < | f(z)] < 5(3aR2 —n)eo|z|, VzeR
et
(1.12) Lomax{n—2, "y <a<n
: — max{n —2, - —
R? "3 T R?
o, R = ||m| (), alors pour toute donnée initiale (ug,u1) € V x H,

lénergie de la solution de (P) décroit exponentialement vers zéro:
(1.13) E(t) < B(0)e! ', VvteR*

o, w = (n — aR?)(2R + R?%cy + é)_l.
Remarques. 1. Si on choisit

1
a:R*QmaX{n—Z,g} et ¢ =co=—

R

3aR’—n

57 —-x) alors on obtient un taux de

(cest & dire g(z) = £z et f(z) =
décroissance

1
w:ﬁ sin>3, w:ﬁ sin=2 et w:@ sin=1,

ce qui donne dans le cas n = 2 un taux de décroissance plus grand que le

taux w = 7 obtenu par Komornik [44]. Tcheugoué Tébou [71] a obtenu un

résultat similaire en considérant des feedbacks linéaires, et Martinez [59] a
amélioré ce taux de décroissance dans des domaines polygonaux particuliers.

2. Grace a ’hypothése (1.1) et I'inégalité de Poincaré, I'expression
|ul|3 = / |Vu‘2dx + a/ (m - v)u?dl
Q r

définit une norme sur V equivalente & la norme usuelle de H'(Q); et par
conséquent V' est un espace de Hilbert avec cette norme.

2. Stabilisation uniforme: preuve du théoreme 1

On note tout d’abord qu’on va montrer que I’énergie E vérifie I'inégalité
> 1
(2.0) / E(t)dt < —E(S), VSeR™ .
S w

Donc on déduit (1.13) en appliquant [42, theorem 8.1].

143



ilaplitre 1v. otablilisatlolnl uniorimne de 1equatloll aes onaes

L’idée de la démonstration est d’utiliser des multiplicateurs adaptés au
systeme (P) et qui donnent une meilleure estimation sur le taux de décroissa-
nce de P’énergie. On multiplie le systéme (P) par u’ et 2m - Vu + 2aR?u,
respectivement, et on intégre par parties sur Q x [S,T] ou, [S,T] est un
intervalle borné quelconque de RT. Dans les travaux antérieurs (voir par
exemple: [18, 39, 43, 47, 74]), le multiplicateur 2m - Vu + (n — 1)u a été
souvent utilisé.

Commencons par montrer la dissipativité de (P).

Lemme 2.1. L’énergie E : Rt — RT définie par (1.3) est décroissante
vérifiant

21) B = —/ o f (') — / (m-V)'g()dl, teR*.
Q ry
Preuve. Fixons 0 < § < T < oo arbitraire, on a:

T
0:/5 /Qu(u — Au+ f(u'))dzdt

T T
= / / (Wu" + Vu-Vu' + ' f(u))dzdt — / / u' O, udldt
S Q S r

- /S ' /Q (W' +Vu- Vo' + o f(u))dadt + /S : /F 1(m-y)(au+ g(u))u/drdt,

et par suite

(2.2)  E(S)— B(T) = /S : /Q o f(u)dwdt + /S ' /F (m- v gfal )l

Or (m-v) > 0 sur I'y, et zf(z), zg(z) > 0, Vo € R, donc le membre de
droite de (2.2) est positif; et par conséquent E est décroissante. L’égalité
(2.2) implique aussi (2.1).

Lemme 2.2. Posons
(2.3) M = 2m - Vu+ 2aR%u,

pour tout 0 < S <T < oo on a:

(2.4)  (2aR*+4+2—n) /ST/Q!VU‘dedt+(n—2aR2)/ST/Q(u’)2dxdt

| /Q Mu'dm]z— /S ' /Q M f(u)dadt + /S : /F (=)@, drds
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v [ o) = [uf? = M+ gty

Preuve. On a:

(2.5) 0— /S /Q M — Au+ f(u'))dadt

= [/Qu’de]:—}—/ST/QMf(u')da:dt—/ST/Q(UIM'—I—MAu)da:dt.

En intégrant par parties et en utilisant la relation div m = n, la derniere
intégrale de (2.5) peut étre transformée comme suivant:

/(u’M’ + M Au)dx
0

= / (m-V(u)?+2aR*(u')* — Vu- VM)dz + / MO, udl
Q r
= / (m-V(u')? 4 2aR*(u')? — 2’Vu‘2 —m- V‘VU}Q — 2aR2|Vu‘2)d:L'
Q
+/ MO, udl’
r
= —(2aR* +2 —n) / {Vu}Qdac — (n —2aR?) / (u')?dx
Q Q
+/ (—(m - V)‘VU‘Q + (2m - Vu)9,u)dl
o

+ [ (@ = |Vuf’ - Mlaw+ gu))ar.

En substituant cette égalité dans (2.5) et en utilisant la propriété Vu = vd,u
sur Iy, on obtient (2.4).

Lemme 2.3. On a les deux estimations
(2.6) | / Mu'da| < 2RE(1)
Q
et pour tout € > 0,
/ 2/ 1 R2 2 2
(2.7) ) Mf(u )da:‘ <e | f(u )dx-l——( \Vu|"dz+a | (m-v)u dF).
Q Q € Q I,
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Preuve. En utilisant (1.12) on voit que

/ ‘Qm -Vu + 2aR2u|2daZ — / ‘Qm . Vu‘Qdac
Q Q
= / (4a® R*u? + 8aR*(m - Vu)u)dx
Q

= 4aR2/ (m - v)u?dl’ + 4aR*(aR? — n)/ u?dr < 4aR2/ (m - v)u*dr.
I Q

I

Et par suite, en utilisant la définition de I’énergie,

1
)/ Mu’d:t:‘ < —/‘Qm.Vu+2aR2u|2da:—l—R/(u' 2

< /|2m Vul dm—l—aR/ (m )u2dF+R/(u/)2d$
4R ry Q

< R(/Q((u’)Q +|Vu|*)de + a/F (m - V)u2dr> = 2RE(t)

d’ott on trouve (2.6).

Par la méme maniere, on applique I'inégalité de Young on trouve pour

tout € > O:
‘/QMf(u’)da:‘ < E/QfQ(u’)dx+i/Q|M}2da:

<e/ A (u da:+ /|2m Vul dx+4aR2/ (m )u2dF>
Iy

<e/f2 dac—l—— /‘Vu’ da:+a/rl( )u2daj),

dott (2.7).

Lemme 2.4. Sur I'y on a l’estimation
(2.8) —M(au+ g(u')) — !VU}Q < R*¢*(u') — a®R*u?.
Preuve. On a:
—M(au+ g(u)) < 2|m - Vul|au + g(v')|-2a* R*v* — 2aR*ug(v)
< ‘Vu‘ + R*(a*u? + ¢*(v') + 2aug(u')) — 2a*R*u? — 2aR*ug(u’)
< ‘VU‘Q — a’R*u® + R*¢* ()
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ce qui prouve (2.8).

On revient maintenant a l'identité (2.4). En combinant (2.6), (2.7) et
(2.8) avec (2.4), et en utilisant les conditions (1.2), (1.10) et la définition
(1.3) de I’énergie, on déduit facilement que pour tout 0 < S < T < oo et
pour tout € > 0:

€

< 2R(E(S)+E(T))+6/T/ f2(u)dxdt

c +R202/ (m-v)u'g(u dth+(3aR2—n—— // )2 dxdt.
1 r,

D’apres (1 12), le deuxiéme terme de (2.9) est positif. Donc, en choisissant

€ = 3a2RI§_n (31 n = 3aR?, alors (1.11) implique que f = 0, on fait dans ce

cas la € — 400 dans (2.9)), on trouve:

(2.9) 232(a_1)/TE(t)dt+(aR2+2—n) /T/\vufdxdt
S S Q

(n— aR?) / " B(0)dt < 2R(E(S) + E(T)

3aR2_n/ /f Ndxdt 4 = 3aR2—n// 2dxdt

+(— +R262/ (m - v)u'g(u)dldt,
Cl 1"1

et par suite, en utilisant (1.11) et (2.2), on obtient:

(2.10) (n —aR?) /ST E(t)dt <2R(E(S) + E(T))

+(R%*cy + é) /ST (/Q v f(u')dx + /Fl(m : V)U’g(u’)dF)dt

— (2R + R2, + ci)E(S) + (2R — R — cl)E(T).
1 1

Or (voir (1.10))
2R—]%262—i <2R—R201_i :_(R\/a_i)2 <0
cr C1 Vo ’

donc, en laissant 17" — +oo dans (2.10) on obtient:

o 1 1
2.11 E(t)dt < ———(2 e+ —)E >
Q1) [ B0 € R+ B+ E(S), S 20

ce qui prouve I'inégalité cherchée (2.0) avec w = (n—aR?)(2R+ R%cy+ %)_1.
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