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Introduction

Soient G un groupe algébrique semi-simple sur un corps k algébriquement clos, T’
un tore maximal, B un sous-groupe de Borel et W le groupe de Weyl de G relatif a
T. Soient P un sous-groupe parabolique, Wp son groupe de Weyl et WF le quotient
W/Wp muni de I'ordre de Bruhat. Soient w un élément de W72 et X (w) la variété de
Schubert associée a w, c’est-a-dire la fermeture de Zariski dans G/P de la B-orbite
B -w-ep, ep étant I'image de P dans G/P.

Le présent travail est constitué principalement de deux parties. Dans la premiere,
nous construisons une variété projective Y,, (réunion de variétés toriques) telle que
pour tout poids dominant A, associé a P, il existe un fibré en droite ample sur Y,
dont le polynome de Hilbert est égal a au polynome de Hilbert de L, restreint a la
variété de Schubert X (w). Dans la seconde partie, nous construisons une déformation
plate de X (w) lorsque P est classique (voir tableau) dont la fibre speciale est égale a
Y,,. Ce résultat nous permet de répondre a plusieurs questions concernant les variétés
de Schubert et ce en étudiant la fibre spéciale qui est plus simple. Voici quelques
exemples: la propriété de Cohen-Macaulay qui est préservée par déformation plate;
la normalité qui est une conséquence de la propriété de Cohen-Macaulay et le fait que
les variétés de Schubert sont non singulieres en codimension 1; le théoreme de semi-
continuité nous dit que la caractéristique d’Euler est invariante, ainsi que le polynéme
de Hilbert (voir 15, 33, 37]).

Commencons par donner un survol de l'historique de la théorie des mondmes
standard, dans le but de rappeler les déformations construites par le passé.

Soient R un anneau commutatif, H un ensemble partiellement ordonné et R une
R-algebre engendrée par des éléments z,, 7 € H. Un monéme m = x,, - -z, est dit
standard si 7; > --- > 7,. On dit que R¥ est une algébre de Hodge, ou algébre munie
de relations de redressement, si R¥ est un R-module libre et I’ensemble des monomes
standard forme une base de R : une autre condition technique doit étre vérifiée.
Les anneaux des coordonnées des grassmaniennes et leurs variétés de Schubert, des
variétés déterminantales et des variétés de complexes en sont des exemples.

DE ConNciNI, EISENBUD et PROCESI [7] ont formulé 1’axiomatique des algebres
de Hodge et ils en ont montré plusieurs propriétés en utilisant la fibre spéciale d’une
déformation plate. En s’inspirant de la théorie des monomes standard développée par
LAKSHMIBAI, MUSILI et SESHADRI (voir [26, 27]), DE CONCINI et LAKSHMIBATI ont
généralisé la notion d’algebre de Hodge en Doset algebre. Ensuite, en adaptant la
déformation utilisée dans [7], ils ont montré que les variétés de Schubert dans G/ P,
P classique, sont de Cohen-Macaulay et normales (voir [8]).

Soit X le réseau des poids de G. Fixons un poids dominant A et soit P le sous-
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groupe parabolique associé a .

Dans [29], LITTELMANN a introduit la définition des chemins de Lakshmibai-
Seshadri (L-S) de type A; c’est un ensemble de chaines dans W¥, qu'on note B()).
Puis dans [30], il a construit un ensemble de vecteurs p,, 7 € B(\) qui forment une
base de 'espace des sections globales H (X (w), LA). Ainsi, il a établi la théorie des
monomes standard de G/P en toute généralité, en particulier, il montre que 1'idéal
de I’homomorphisme surjectif

P s"H (X (w), L) — @ H (X (w), L§")

n>0 n>0

est engendré par des éléments de degré 2, qui s’écrivent sous la forme

9rn ! = PrPr! — Z G, PnPr »

ou 7 et 7’ sont incomparables pour un certain ordre > sur B(\) et n > 7.

En s’inspirant de ces résultats, CHIRIVI [6] a défini des L-S algebres généralisant
la notion de Doset algebre. Puis, a ’aide d’une déformation généralisant celle de
DE CONCINI et LAKSHMIBAL, il a donné une nouvelle preuve de la propriété de Cohen-
Macaulay et de la normalité des variétés de Schubert dans G/P pour P quelconque.

L’anneau de coordonnées homogenes de G/P est une L-S algébre sur W7, c’est-
A-dire H = WF. La fibre spéciale obtenue dans ces précédentes déformations est une
réunion de variétés toriques. L’anneau de coordonnées homogenes de chacune des
composantes irréductibles est une L-S algébre sur une chaine maximale dans W7

Par ailleurs, dans [42], STURMFELS a construit une déformation plate des grass-
maniennes en variétés toriques. En suite, GONCIULEA et LAKSHMIBAI ont montré
que les variétés de Schubert dans G/P, P minuscule, et les variétés de Kempf dans
SL(n)/B, se déforment en variétés toriques (voir [13]).

Les arguments utilisés dans [13, 42] sont basés essentiellement sur la théorie des
monomes standard, définie en terme de coordonnées de Pliicker, qui décrit les anneaux
des coordonnées homogenes des variétés de Schubert dans G /P, P minuscule, comme
des algebres de Hodge sur des treillis distributifs, & savoir W est un treillis distributif.

En général, si P est quelconque, I’ensemble W est loin d’étre un treillis.

Pour généraliser le résultat de GONCIULEA et LAKSHMIBAL il y a deux considé-
rations possibles.

— La premieére consiste a dire que toute variété de Schubert se déforme en une
variété torique.

— La deuxieéme dit que toute variété de Schubert se déforme en une réunion de
variétés toriques telles que les anneaux de coordonnées homogenes de ces variétés
soient des L-S algebres sur des treillis distributifs. De plus, on demande que cette
déformation soit compatible avec celle des deux derniers auteurs, c’est-a-dire que par
restriction au cas minuscule, on obtient une déformation en variété torique.

C’est cette deuxieme généralisation qui nous concerne.

L’idée principale a été inspirée de STEMBRIDGE [41]. Dans cet article, il a considéré
une relation d’équivalence sur un ensemble de chaines dans W, qui lui a permis de
caractériser les quotients W% qui sont des treillis distributifs (c’est-a-dire W est un
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treillis distributif si et seulement si cet ensemble de chaines forme un seule classe
d’équivalence).

Avec un peu plus d’efforts, nous étendons cette relation d’équivalence a C l’en-
semble de toute les chaines maximales de WF. Soit

C=CU---UC,

la décomposition de C en réunion de classe d’équivalence. Cette décomposition induit
d’une facon naturelle un recouvrement de W¥ par des treillis distributifs,

wr=uu.---ul,,

oll U; est 'ensemble des éléments de W qui appartiennent aux chaines de la classe
C;.

A chaque treillis distributif Z4;, nous associons une variété torique X (I4;) dont
I’anneau des coordonnées homogenes est une L-S algebre sur U;.

Le recouvrement de WY par les If;, induit d’une facon naturelle un recollement
des X (i4;). On dispose ainsi d’une variété projective Y”. Soit w un élément de W7,
en remplagcant W* par {r < w}, la méme construction nous donne une réunion de
variétés toriques qu’on note Y,”. Le théoréme principal que nous démontrons est le
suivant :

Théoreme 0.1. — St P est un sous-groupe parabolique classique, alors pour tout w
élément de WF, il existe une famille plate sur Spec(k[t]) telle que la fibre en (t — u),
u # 0, est isomorphe a X (w) et la fibre en (t) (la fibre spéciale) est égale a Y,I.

D’une part, dans le cas particulier o P est minuscule, nous retrouvons les résultats
de GONCUILEA, LAKSHMIBAI et STURMFELS. D’autre part, dans le cas ou G égal a
SP(n) et P égal a P, (le sous-groupe parabolique associé au poids fondamental w;,), ou
G quelconque, P quasi-minuscule et la dimension de X (w) inférieure & 3 (dim G/P+1),
alors VI’ est une variété torique. Plus précisément :

Corollaire 0.1. — Soit w un élément de WT, vérifiant la propriété suivante : pour
tout § < w et a une racine positive, X (s,0) est un diviseur de X (§) seulement si «
est une racine simple.

Alors X (w) se déforme en une variété torique. En particulier, st W¥ est un treillis
distributif, toute variété de Schubert dans G/P se déforme en une variété torique.

Naturellement, nous nous sommes aussi intéressés aux variétés toriques de la fibre
spéciale, ceci fait I’objet du chapitre 1. Tous les résultats de ce chapitre ont été dé-
montrés sans la restriction classique.

Soit P un sous-groupe parabolique quelconque et fixons U parmi les ;. Par le
théoreme de structure de Birkhoff, on sait qu’a isomorphisme pres, il existe un unique
ensemble partiellement ordonné A tel que U est isomorphe a I’ensemble des idéaux de
A, ordonnés par I’inclusion.
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A P’aide d’une relation d’équivalence sur les arétes de U, nous réalisons A comme
I’ensemble des classes d’équivalence des arétes de Y. Pour tout w élément de U, on
note A, I'idéal de A obtenu comme image de w par cet isomorphisme.

Cette fagon de définir A permet d’associer a chaque plongement projectif G/P —
P(V)) des multiplicités aux éléments de A qu’on note a,, v € A. Avec ces données,
nous construisons un polytope P(U*), défini comme I'enveloppe convexe des points

Uy = E (ryCry, weU,

YEA

ou les e, ce sont les éléments de la base canonique de RA.

Plus généralement, pour toute intersection Uy = (\,., Ui, I C {1,...,r}, nous
associons un polytope P(U}') et pour tout w € U, nous notons P, (U4}) 'enveloppe
convexe des points us, 0 < w et § € U;. En utilisant, la formule caractere de Weyl et
le modele des chemins de LITTELMANN, nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 0.2. — Le polynéme de Hilbert de X (w), associé au fibré Ly est une
somme alternée de polynomes d’Ehrhart. Plus précisément,

dim H(X (w), L§") = Y (=)' Card (nP, (U}') N 247).

Ic{1,..,r}

Ensuite, nous décrivons I’éventail de la variété torique X, (i) associée au polytope
P, (U?), a I'aide duquel on montre le résultat suivant: soit U* I’ensemble des L-S
chemins de type A & support dans U (voir définition 1.2), alors

Théoréme 0.3. — i) Le fibré en droite associé au polytope P, (U*) est trés ample ;

ii) le groupe de Picard de X,,(U) est isomorphe a Z°, ou c est le nombre des
composantes connezes de Ay, ;

iii) l’idéal homogeéne qui définit X,,(U) est engendré par des éléments de degré 2,
fop = TpTp — Tply, m,m e D,

ot m et ' sont incomparables et n > n';
iv) H(Y,F,0(m)) =0, pouri>1 et m > 0.

Dans la deuxieme partie, pour construire la déformation, nous utilisons la méthode
exposée dans [11], chap.15,8 et nous réduisons la preuve du théoréme principal aux
deux assertions suivantes:

i) il existe une fonction de poids 1 satisfaisant la condition suivante: pour tout
couple (n,n') de L-S chemins de type A, tel que le coefficient a,,; de p,py dans g
est différent de zero, on a

Y(m) +o(r) < P(n) +¢(7)

et on a égalité seulement si fr 1 = TpZp — TpTy ;



i) 80 fron =TT — Tpy, alors le coefficient a,,y dans g . est égal a 1.

Pour montrer ces deux assertions, on a eu besoin d’étudier les propriétés combi-
natoires des variétés de Schubert dans G/P. Ceci fait I'objet du chapitre 2.

Soit a une racine positive et notons supp o I’ensemble des racines simples figurant
dans l'expression @ = 276 ATyy avec un coefficient non nul, ou A est I’ensemble
des racines simples. Le résultat principal que nous obtenons dans ce chapitre est une
classification des configurations des diviseurs des variétés de Schubert dans G/P, P
classique.

Proposition 0.1. — Soient o, 8 deuz racines positives et w un élément de W
tels que: X (sqw) et X (sgw) sont des diviseurs de X (w), alors chacun des ensembles
supp « et supp [ est constitué de racines simples de méme norme, formant un segment
dans le graphe de Dynkin de G. De plus, on a l’une des trois situations suivantes :

i) pour tout couple de racines simples (v,7') dans le produit supp o X supp 3, on
a {(7,vY) = 0. Dans ce cas,

X (sqw) N X (sgw) = X (sa55w),

dim X (sospw) = dim X (w) — 2;
ii) lintersection des ensembles supp « et supp 3 est vide et il existe un couple
(v,7") dans le produit supp « x supp [ tel que (7',vV) # 0. Dans ce cas,
X(sqw) N X (spw) = X (sa58w) U X(sgs,w),

dim z(sespw) = dim X (sgw) — Card (supp «),
dim z(sgs,w) = dim X (sqw) — Card (supp f) ;

iii) ’intersection des ensembles supp « et supp [ est non vide. Dans ce cas,
X (sqw) N X (spw) = X (s455w),
dim X (saspw) = dim X (w) — Card(supp a N supp ﬂ) —2.

Dans le troisieme chapitre, nous construisons des bases des modules de Weyl V/,,,
A classique (ceci a été réalisé a I’aide d’une extention de la méthode de LAKSHMIBAI
et SESHADRI dans [26], ainsi que la méthode des groupes quantiques introduite par
LITTELMANN dans [30]) a I'aide desquelles nous effectuons le calcul des coefficients
any . Ensuite, nous montrons que la fonction de poids donnée dans le cas classique
par

P(r) =Y N, pourt(\)=A—3 . nly
et
1 1
Y(m) = 51&(7’) + 51/)(7), pour m = (7,7') € B(A)

vérifie la condition (7), pour N un entier positif assez grand, ce qui achéve la preuve.

Finalement, il nous semble essentiel de rappeler que DEHY [9] avait construit
une famille de polytopes associés aux chaines maximales de W¥ qui lui ont permis
de donner une nouvelle formule de la dimension de ’espace des sections globales
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HY (X (w), L)\). On peut remarquer que les variétés toriques obtenues par la déforma-
tion de CHIRIVI correspondent aux polytopes de DEHY, que chaque polytope P (U4*)
est un recollement des polytopes de DEhy associés aux chaines maximales de U*, et
que la fibre spéciale de la déformation de DE CONCINI et LAKSHMIBAI s’obtient par
déformation plate de la fibre spéciale que nous construisons.

Rappelons aussi que dans un travail commun, DEHY et YU [10] ont construit
les polytopes des variétés toriques obtenues par la déformation de GONCUILEA et
LAKSHMIBAI et que dans [20], KARSHON et GROSSBERG ont démontré que toute
variété de Schubert se déforme en une variété torique, mais celle-ci n’est pas en général
munie d’un plongement projectif, ils en ont donné un exemple.

Tableau des poids dominants classiques

poids minuscules | poids classiques non minuscules
A, | wi,. .. wy witwj, 1<4,j<n
B, | w, Wi, enn ,Wnot
Cp | wr Woy ... ,Why
Dn W1y, Wy, Wp—1 W2, ... ,Wn-2, Wi + Wp—1, W1 + Wny Wn—1 + wp
FEe | wi, we wa, w3, Wy, W1 + We
E; | wy w1, W2, We
Eg W1, Ws
F, W1, Wy
G2 w1
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Chapitre 1

Variétés toriques

1.1 Définitions et notations

Soit G un groupe algébrique semi-simple, B un sous-groupe de Borel et A I’en-
semble des racines simples relatif & B. Considérons Y le réseau des racines, X le réseau
des poids et W le groupe de Weyl. Fixons un poids dominant ), désignons par W* le
quotient de W par le stabilisateur du poids A et notons wy le plus grand élément de
WA, Une chaine marimale dans W* est une suite 71 > --- > 7,4 telle que 7 = wy,
Tr41 = Id et £(7;) = £(7541) + 1 pour 1 <4 <7, ou £ désigne la fonction longueur sur
le quotient W,

Tous les résultats que nous allons obtenir dans ce chapitre restent valables si on
remplace W par un sous-ensemble contenant un unique élément maximal, un unique
élément minimal et toute chaine reliant ces deux éléments.

Soit C* I’ensemble des chaines maximales de W*. Comme tout élément de W*
appartient & une chaine maximale, C* donne un recouvrement de W*. Toute relation
d’équivalence sur C* induit une partition en réunion de classes d’équivalence, donc
un nouveau recouvrement dont les composantes sont les classes d’équivalence des
chaines maximales. Nous allons définir une relation d’équivalence, qui nous permettra
de déduire que chaque classe d’équivalence couvre un treillis distributifs dans W?.

Soient v = (7 > -+ > T, > T,41) une chaine maximale et 8, = (f,...,05;)
I'unique r-uplet de racines positives (ou d’une fagon équivalente I'unique expression)
vérifiant sg, - --sg, = 7 pour ¢ = 1,...,r. De méme, & tout r-uplet (5,...,5,) de

racines positives vérifiant
Sg, -+ -8, = Wy et l(sg ---sp,) =L(wo) —i+1 (1.1)

on associe I'unique chalne maximale constituée de I’élément Id et 7; = sg, - - - 55, pour
1 = 1,...,7. Donc on a une bijection entre ’ensemble des chaines maximales et
I’ensemble des r-uplets de racines positives vérifiant (1.1).

Pour tout v dans Y, on définit le support de v, qu’on note supp v, comme étant
'ensemble des racines simples qui figurent dans ’expression ) . na@, 0ll Ny 7# 0. En
particulier, pour 7 et 7’ dans W*, on appelle support de (7, 7'), qu’on note supp(r, 7')
le support de I'expression 7(\) — /().
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Deux suites de racines positives sont dites équivalentes si 'une est obtenue a partir
de I'autre a I'aide d’une suite de transformations élémentaires

( aﬂiaﬁi—l—la"') ~ ( aﬁi—l—laﬂia"')

si les supports de f3; et 3;;1 sont orthogonaux (c¢’est-a-dire que pour tout couple (o, o)
dans le produit supp 3; X supp fi11, on a {(a,a’) = 0, ou (.,.) est le produit scalaire
W invariant sur Yz = Y ®z R). 1l convient de remarquer que l’ensemble des suites
vérifiant (1.1) est stable par ces transformations.

Définition 1.1. — Deuz chaines mazimales dans W sont dites équivalentes si les
deuz r-uplets de racines positives correspondants sont équivalents. Pour toute chaine
mazimale u, on note U* I’ensemble des éléments de W qui figurent dans les chaines
équivalentes a u.

Lemme 1.1. — Soient S, le groupe des permutations de l’ensemble {1,...,r} et 0,
la transposition qui échange j et j+1, pour j = 1,... ,r—1. Deux chaines mazrimales
u et u' sont équivalentes si et seulement si il existe o un élément de S, vérifiant les
deuz propriétés suivantes :

(1) Bu= (B, ,Br) €t Bu = (Bo), - s Botr) 5

(ii) il ewiste une expression o = Oy, -+ O, vérifiant la propriété suivante: pour
i=1,...,p, 0, =0k b et oo =1d, la transposition O, , est égale a O, seulement
si les supports de By, €t Bo;(j+1) sont orthogonau.

Démonstration. — C’est une reformulation (directe) de la définition. O

Propriété d’orthogonalité. — On dit qu'un couple d’éléments (7, 7') de W* possede
la propriété d’orthogonalité, s’il existe w supérieur a 7 et a 7’ tel que les supports de
(1,w) et (7', w) sont orthogonaux. Dans ce cas (voir chap. 2 corollaire 2.4), il existe
w' tel que w et w' sont respectivement 1'unique borne supérieure et 'unique borne
inférieure de 7 et 7 dans W*. En particulier, le support de (w,w') est la réunion des
supports de (7,w) et (7', w) et on a ’égalité des poids

7(A) +7'(A) = w(A) + w'(N). (1.2)

Un sous-ensemble & de W* possede la propriété d’orthogonalité si tout couple d’élé-
ments de U possede cette propriété.

On rappelle qu’'un treillis est un ensemble partiellement ordonné tel que tout
couple d’éléments possede une unique borne supérieure est une unique borne infé-
rieure. Comme conséquence de cette derniere propriété, on a le résultat suivant :

Corollaire 1.1. — Pour tout ensemble U*, tout couple (7,7') d’éléments de U pos-
séde la propriété d’orthogonalité et U est un treillis.

Démonstration. — Comme Y contient un unique élément maximal, il existe § une
borne supérieure de 7 et 7' dans U*, telle que £(§) est minimal. On proceéde par
récurrence sur £(§). Si £(§) = 1, alors il n’y a rien & démontrer.
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Supposons que £(w) > 1 et fixons u et v’ deux chaines maximales dans > telles
que 7 (resp. 7', 6 € uNu') est un élément de u (resp. v/, u N u'). On peut aussi
considérer que u et u’' contiennent les mémes éléments supérieurs a 6. Supposons en
outre que:

5u:(51:---aﬂr): ﬂu’:(ala"':ar) et 5:5ﬂi"'36T:5ai"'3ar-

Par le choix de u et v/, on a a; = 3;, pour j = 1,... ,i—1. Par définition de la relation
d’équivalence, il existe une permutation o dans S, et vérifiant le lemme 1.1 telle que:

(ala"' 7ar) = (ﬁo(l);-" :ﬁa(r))-

I en résulte que 3; = B3,(;), pour 1 < j <1, et

Sa; " Sar T 8By " SBok—-1)5B:5Bokr1) T " SBo(r):

En appliquant une récurrence sur £(o), on déduit que le support de §; est orthogonal
aux supports des racines §,(;) pour ¢ < j < k — 1. Donc par définition de la relation
d’équivalence, on obtient

(517 <. ;ﬁ?‘) ~ (/8(7(1)7 s 7ﬂa(j)7 /B'h ﬂa(j-l—l)v s 7ﬁa(k71)7 ﬁa(k—l—l)v s 7ﬁa('r))- (13)

Rappelons que, par construction de u on a , s3,0 > T et sgd € U*, donc de la
minimalité de § dans U*, on déduit que s, et 7’ sont incomparables. Comme

5,0 = S$Boiy " SBotk—1)SBor1y T SBo(rys

qui est supérieur a sg_, . ---Sg,, et que 7! et ce dernier élément appartiennent a la
meéme chaine, il en résulte que sg,;55, .., * " 8,y < 7', ce qui induit que le support de
(7',6) est un sous-ensemble de la réunion des supports des 3,(;) pour i < j <k — 1.
Puisque ces derniers supports sont orthogonaux au support de 3;, on déduit que le
couple (sg,0,7') possede la propriété d’orthogonalité. De plus 0 est 'unique borne
supérieure et sg 7' est 'unique borne inférieure de sg,0 et 7.

Remarquons que, d’apreés 1.3, 'élément sg, 7’ est dans U*. Si T = 54,0, alorsiln’y a
plus rien & prouver. Sinon, par hypotheése de récurrence sur £(sg,0), le couple (sg, 7', 7)
possede la propriété d’orthogonalité, et I'unique borne supérieure (resp. inférieure) de
sg, 7' et T est dans U*. En particulier, 'unique borne inférieure de sg,T', T est égale
a la borne inférieure de 7 et 7. En effet, pour voir cela il suffit de prouver que tout
élément k inférieur & 7 et & 7’ est aussi inférieur a sg,7'. Puisque sg,6 > 7, donc
sg;0 > Kk et 7' > k. Comme sg,7’" est 'unique borne inférieure de sg,7" et sg,0, on
déduit que £ < sg,7'. Pour conclure que U est un treillis, il suffit de montrer que &
est 'unique borne supérieure de 7 et 7/ dans W*.

Notons par 7 I'unique borne supérieure de sz, 7’ et 7. Comme s5,0 est supérieur a
55,7 et & 7, on an < s5,6. Considérons une chaine maximale u” dans Y contenant
la chaine sg,7" < 1 < sg,6 < 6. Supposons que B = (71,...,7) et solent ¢ > j > 1
tels que v; = G; et

f— o .o e o e o I_ o e o
0 =5y "5y, M= Sy "8y et S8, T = Soy*** Sy

r r
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Rappelons que la réunion des supports des racines v;11,...,7: est égale au support
du couple (sg,0,55,7'), qui est orthogonal au support de §;. Par conséquent [, est
équivalente a la suite

(fyla"' y Yi—1, Vi1 - - - J’Yt—laﬁia’Yta"' ’77‘)7

de plus sg,n =8, "+ Sy, _185,5y * * * Sy,. Il en résulte donc que sg,7n est supérieur a 7 et
a 7' et sz,n appartient a U™,

Etant donné que & > sgn, par minimalité de la longueur de d, on conclut que
sg;m = 0 et s3,0 = 1. Notons que le support de (4, 7) est égal a la réunion du support
de B; et (sg,0,7), ainsi que les supports de (J,7') et (sg,0, sp,7') sont égaux. Puisque
les supports de f3; et (sg,d, 7) sont orthogonaux au support de (sg,0, s3,7'), on déduit
que (7,7") posseéde la propriété d’orthogonalité et que § est 'unique borne supérieure
de 7 et 7' dans W, O

Dans toute la suite, pour tout couple (7,7') d’éléments incomparables qui possede
la propriété d’orthogonalité, on note respectivement 7V 7" et 7 A 7/ I'unique borne
supérieure et 'unique borne inférieure de 7 et 7’

Corollaire 1.2. — Soit (7, 7') un couple d’éléments de W* possédant la propriété
d’orthogonalité. Alors, pour que T et 7' soient dans U* il faut et il suffit que TV 7' et
T AT soient dans U*.

Démonstration. — La condition nécessaire est triviale puisque nous avons montré que
U* est un treillis. Montrons la condition suffisante. Notons § =7V 7' et 6’ =7 A 7.
Soient B, = (01, ..., B;) et i,j deux entiers positifs tels que:
5:Sﬂi"'5ﬂr et 5’255].---85

D’apres les hypotheéses, on peut construire une chaine u' équivalente & u telle que
w!, = (a1, ...,q) et il existe un entier p entre i et j vérifiant :

T T

!
0 = Sa; """ Sa et 0" = 54, """ Sa

avec la réunion des supports des oy, i < k < p est égale au support de (§,7); et la
réunion des support des ap, p < h < j est égale au support de (J,7'). De plus de
I’équation des poids 1.2, on a

6(A) = Saps = Sar (A) + Sapsr =+ Sar (A) = 0'(A) = 7(A) = 6"(A) + 7' () = §'(N).

Puisque les supports de (7,d") et (7/,¢") sont orthogonaux, de la derniére égalité on
déduit que 7'(X) = 54,,, * - * 5a,(A). Ce qui implique que 7/ = s, - - - 54,, donc 7' est
un élément de Y*. Les mémes arguments montrent que 7 appartient & . O

Soit T(W?*) 'ensemble de tous les sous-ensembles de W* qui sont des treillis et
possédent la propriété d’orthogonalité. Considérons 'ordre partiel sur T(W?*) donné
par 'inclusion.

Proposition 1.1. — Les ensembles U* sont les treillis mazimauz de T(W?).



1.1. DEFINITIONS ET NOTATIONS )

Démonstration. — D’apres le corollaire 1.1, les treillis 4* sont dans T(W?). Soit U un
treillis de T(W?) et c une chaine maximale dans I. Si ¢ n’est pas maximale dans W*
on la compléte en une chaine maximale u dans W?*. Soit U* le treillis correspondant
A la classe d’équivalence de u. Nous allons montrer que U est dans U*.

Soit § un élément de U. Montrons par récurrence sur £(d) que & est dans U*. Si
£(8) = 0, alors 6 = Id qui appartient & toute chaine maximale de W*, donc Id est
dans U™

Si £(6) > 0, supposons que ¢ = (6 > -+ > 0p), u= (73 > -+ 7,) et que 0 n’est pas
dans ¢. Comme u contient I'unique élément maximal de U*, soit ¢ maximal tel que
7; > 0. Si T, =4, alors § € u et donc § € U*. Sinon, du fait que §, est 'unique borne
inférieure de U, on voit que 6 > d,. Soit j minimal tel que d; < 7,. Puisque c est une
chaine maximale dans U et que d;;; > 7;, on déduit que d n’est pas supérieur a J; et
par la minimalité de 7, on conclut que 0 et J; sont incomparables. Il en résulte donc
que £(d A 6;) < £(d), et par hypothese de récurrence, on déduit que 0 A d; est dans U.

L’élément 6; V & > d;, de plus 6 < 7; et 6; < 75, donc 6; < §; VI < 75, comme ¢
est une chaine maximale dans ¢/, on déduit que 0, V ¢ est dans ¢, donc dans u. Ce qui
implique que d V §; et § A 6; sont des éléments de U*, puis grace au corollaire 1.2, on
conclut que 6 est dans U*. O

Soient L et Lo deux treillis. Une injection 1 de L; dans L, est une injection de
treillis si elle respecte 1'ordre et vérifie les égalités

PV ) =d(r)vy(r) et (T AT) =P(r) Ad(T).
Un treillis est dit distributif s’il satisfait les deux conditions supplémentaires suivantes
SAN(TVT)=0BAT)V(EAT)

et
SV(TAT)=0BVT)A@BVT)

Le théoreme de structure de Birkhoff (voir [3], page 59) assure que tout treillis distri-
butif est isomorphe a ’ensemble des idéaux ordonnés par l'inclusion, d’un ensemble
partiellement ordonné, ot un idéal I est un sous-ensemble vérifiant

zel et y<z=ye€l.

Le but du reste de cette section est de démontrer que U* est un treillis distribu-
tif. Pour cela on va construire I’ensemble partiellement ordonné dont 1’existence est
assurée par le théoreme de structure, puis on va donner I'isomorphisme en question.

Considérons 'ensemble des arétes de U*, ¢’est-A-dire 'ensemble des couples (7, s57)
d’éléments de U tels que £(7) = £(s37) + 1, et § un élément abstrait. On définit une
action du monoide libre engendré par les réflexions de W sur ’ensemble des arétes et
0, de la maniere suivante :

SaT,SaSaT) sisuppa L supp et £(s,7) =£(7) £ 1,
Sa-(T, 547) :{ ( 6 ) sinon. (o) =40
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Cette action définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des arétes de la facon
suivante : deux arétes (7, s47) et (k, sgr) sont dites équivalentes si o = 3 et s’il existe
une suite de racines positives [y, ... , 3 telle que:

Sgy S, (T, SaT) = (K, Sak).
Soit .A* I’ensemble des classes d’équivalence des arétes de ™.

Lemme 1.2. — Pour toute chaine maximale u, ’ensemble des arétes de u forme un
systeme minimal de représentants des classes d’équivalences des arétes.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que toute aréte (k, sgk) est équivalente & une
aréte de u. On procede par récurrence sur £(k).

Si /(k) = 1, alors, ou bien k est un élément de u, ou bien, du fait que la chaine u
contient I'unique élément maximal de *, il existe 7, et 7, dans le support de u tels
que

Kk < To, 71 < 7o, L(1e) =4(11) + 1, et k et 7; sont incomparables.

Supposons que 77 est de longueur maximale, il en résulte que 7 est 'unique borne
supérieure de k et 7. Etant donné que ces deux éléments appartiennent 3 4, par le
corollaire 1.1, on déduit que 'aréte (k,1d) est équivalente & I'aréte (73, 71).

Plus généralement, il existe 7 unique dans u tel que 7 > & et £(7) minimale. Soit
« une racine positive telle que (7, s,7) est une aréte de u et supposons que (k, Sgk)
n’est pas une aréte de wu.

Par minimalité de 7, on conclut que k et s,7 sont incomparables, et par le corol-
laire 1.1, il s’ensuit que les supports de « et (7, ) sont orthogonaux.

Ce qui induit que P’aréte (k, sqk) est équivalente a I’aréte (7, s,7). Ainsi, I'une des
deux propriétés suivantes est vérifiée:

a) o= 3, dans ce cas (K, Sqk) ~ (T, SaT) ;

b) a« # (3, dans ce cas les supports des racines « et [ sont orthogonaux et
(Sak, Sasgk) ~ (K, SgK).
Par hypothese de récurrence, il existe une aréte de u équivalente a (sok, SoSgk), On
conclut alors par transitivité. O

A chaque élément 7 € UY*, on associe le sous-treillis
Ur={eu|s<r},

et 'ensemble A} de toutes les classes d’équivalence des arétes de U

Soit P(A*) I’ensemble des parties de la réunion de A* et I’ensemble vide, ordonné
par l'inclusion et muni de I'intersection et de la réunion ; qui est un treillis distributif.
Considérons P application de U* dans P(A*) qui & 7 associe A?. pour montrer que
U* est un treillis distributif, il suffit de monter que c’est un sous-treillis de P(U*).

Théoréme 1.1. — L’application P est une injection de treillis. En particulier, U*
est un treillis distributif.
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Démonstration. — Soient u une chaine maximale et (7,s,7), (k,sgk) deux arétes
distinctes de u. On peut supposer que s,7 > k. Pour que ces deux arétes soient
équivalentes, il faut que o = 3, et qu’il existe une suite de racines positives f;,... , 3
telle que

S8, SgT =K et suppaJ_supp{ﬂ1,.-- ,@}-

Cependant le support de « est inclus dans le support de (7, k), ce qui implique que
les deux arétes ne sont pas équivalentes et on conclut que

T>K= A} D A
par conséquent P est injective. Soient 7, x deux éléments incomparables dans U?, soit
T Ak leur borne inférieure. D’apres le corollaire 1.1, il existe £y,..., 8, o, ..., a, des
racines positives telles que

T =5+ 58,(T \NK) et K= Sq; ***5a,(T A\ K)

et les supports des racines f3;,...,0; sont orthogonaux a ceux de ai,...,qp. Par
définition de la relation d’équivalence sur les arétes, on sait qu’aucune des arétes de
la forme

(sﬁi Cr 8By (T A ’{)7 SBig1 """ 5P (T A ’{))

n’est équivalente a une aréte de la forme
(Sa; =~ Sap (T A K), Saspy -+~ Sa, (T A K))
pour 1 <z <tetl<j<p. Cecientraine que
AN AN = AN,
Par les mémes arguments, on déduit que
ANU ALY = A,

Ce qui acheve la preuve. O

Remarque 1.1. — Le treillis distributif U, induit naturellement un ordre partiel sur
Iensemble des classes d’équivalence des arétes A*, ot v > ' si et seulement si pour
tout T dans U, la propriété suivante est satisfaite :

ye A =+ € AN

De cette facon, on voit que * est isomorphe & I’ensemble des idéaux de A*.
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1.2 Polytopes associés aux modules de Demazure

Désignons par B(\A) 'ensemble des chemins de Lakshmibai-Seshadri (L-S) de type A
(voir [29, 36]). La définition qu’on va donner ici est légérement différente de celle des
précédents auteurs, elle est due aux travaux de Dehy (dans sa these) (voir [9]).

Soient (7, so7) une aréte de W* et considérons a(, .y = [(T()), @)| sa multiplicité.

Définition 1.2. — Un L-S chemin de type A est un couple
T=(m> - >7,0<a <+ <a;=1)

formé d’une chaine dans W et d’une suite de nombres rationnels telle que pour tout
i=1,...,5 — 1 et toute aréte (1,s,7) contenue dans une chaine reliant 7; @ T;y1,
on a

O(r,507)0i € 7.

Pour tout treillis distributif U*, on désigne par U* I’ensemble des L-S chemins de
type X tels que les éléments i, ... , T, appartiennent a U™ .

Fixons un treillis distributif Z4*. De la définition de la relation d’équivalence sur
I'ensemble des arétes de U*, on déduit que pour tout couple d’arétes équivalentes
(7, 8aT) ~ (7', 547"), on 2

A(1,5q7) = Q1! 507"

Par conséquent, pour toute classe d’équivalence d’arétes v, on définit la multiplicité
ay = [(7(A), "),
ou (7, s,7) est un représentant de la classe de ~.

Définition 1.3. — Soient V = RO dA* ¢t [es €y, ¥ € A* la base canonique de V.
On définit le polytope P(U)comme I’enveloppe conveze des points

U, = Z (€, avec u, =0 st 7 =1d.
YEA}
On rappelle que A est ’ensemble des classes d’équivalence des arétes (6, 5,0) dans
U* telles que 6 < .
Pour toute chaine mazimale u, on note P,(U*) I’enveloppe convexe des points u.,
T élément de la chaine u.

Proposition 1.2. — (i) dimP,(U*) = Card A*;
(i) PU) = Uchaines—max;males P.(U) est une décomposition simpliciale ;
dans U
(iii) les sommets de P(U*) sont ezactement les points u, pour T € U ;
(iv) PU) NZC™4A est égal & ensemble des points

S

Ug = Z(ai - ai—l)un

i=1
oum=(11,...,7s,0,a1,...,a, =1) est un L-S chemin de type \ dans U ;
(v) pour tout n >0, on a nPU*) = P(U™).
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Démonstration. — La premiere assertion est une conséquence directe du lemme 1.2.
D’apres le théoreme 1.1 et la définition des u,, on obtient les relations

Ur + Upr = Upyrt + Urprt -

Pour montrer (ii), on considére un point v dans P(U*),
vzz:aTuT, ZGT=1 et a,; > 0.
TEUAN TeUr

A T’aide des relation précédentent, on déduit qu’on peut écrire
S

v = E Qr, Ur, pour T > > Tse
i=1

Il en résulte que v appartient & I’'un des polytopes P, (U?). 1l reste & montrer que les
intersections sont de dimension inférieure & Card A*.

Notons que les polytopes P,(U*) sont simpliciaux, donc les facettes de P, (U*)
sont indexées par les sous-chaines de u. Plus précisément, pour toute sous-chaine o
de u et F, la face correspondante, on a

F, = {’U = ZaTuT , a; > 0, ZaT = 1}.
TET TET

Considérons deux expressions
s t

v:E an“n—:E as, Us, avec 7p > - > Tg et 0p > oo > 0.
i=1 i=1

Puisque I'application 7 — A2 est une injection qui respecte I’ordre, on déduit que
71 = 01 et a;, = as, . En utilisant une récurrence sur s, il vient que 7; = 6; et a,, = ay,
pour tout i et p = s. En particulier, si v appartient & Iintersection de P,(U*) et
P (U?), alors 71, ... , 7, sont des éléments de I'intersection de u et v’ ce qui implique
que v appartient a la facette Fin,.

Démontrons (iii). Soit 7 € U™ tel que

U, = Z asug, as >0 et Z as = 1.

(SEU)‘ 5euA
Nous allons montrer que as # 0 si et seulement si § = 7. Notons que
E asUs = E a7< E a5> €y-
seur yEAX yEA

Par conséquent,

Z as =1 pour v € A} (1.4)

veA}
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et

Z a; =0  pour tout v ¢ A} (1.5)

A
YEA;Z

Comme a; > 0 pour tout  dans A*, de (1.5) on déduit que a; = 0 pour tout & non
inférieure ou égale a 7. Mais s’il existe § < 7 tel que as # 0, alors pour 7 élément de
AP\ AG, ona Yo 4 ax < 1, ce qui contredit (1.4).

Montrons (iv). Supposons que n=1. D’aprés (ii), tout point dans P(U?*) peut
s’écrire sous la forme

S S
U=Zaiuﬂ. pour > >Ts, a; >0 et Zaizl.

En transformant cette écriture, on obtient
0= a1 (U = Up) + o+ (a1 4+t ag1)(Ug,  —ug) + (a0 + 0+ ag)ug,.

Par définition des points ., il vient que v € ZC44" gj et seulement si ay(a1+---+a;)
est dans Z pour tout  dans A} \ A} et i =1,...,s— 1. Par définition des L-S
chemins de type A, le couple 7 = (71, ... ,7,,0,b1,...,1), 00 b; = a; + - -+ + a; est un
L-S chemin de type A et v = u,.

En remplacant le poids A par nA dans la construction, tout coefficient a, se rem-
place par na, et U* = U™ Le polytope P(U™) est 'enveloppe convexe des points

nu,, et par définition de nP(U?), on obtient I’égalité, ce qui compleéte la preuve. O

Considérons w dans W* et soit B, ()\) 'ensemble des L-S chemins 7 = (7y,...)

tels que 71 < w. Dans [29], Littelmann a montré la formule de caractére du module
de Demazure V,,()\)

CarV,(\) = Y &, (1.6)
TEBy (A)

ot m(1) =327 (i — ai—1)7i(A),

Le recouvrement de W* par des treillis distributifs induit d’une facon naturelle
un recouvrement de l’ensemble des L-S chemins de type A. Plus précisement pour
WA =UPU- - -UU2, ol m est le nombre des classes d’équivalence des chaines maximales
dans W*, on a B(A\) =} U---U T,

Pour tout sous-ensemble I de {1,...,n}, soit U} (resp. U}) Dlintersection des
treillis 4} (resp. U}). Ainsi, le nombre des L-S chemins de type A est donné par la
formule combinatoire

CardB(A) = > (-=1)/'*' Card(1}).

Ic{1,...,n}

D’apres la formule de caractére dim V,,()\) est égale au cardinal de B, (A\). Nous allons
interpréter cette dimension en terme de somme alternée de polynomes d’Ehrhart. Pour
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cela, pour chaque I dans {1,...,n}, on construit un polytope P; tel que le nombre
des points & coordonnées entiéres de nP; est égal au nombre des L-S chenims de U .

Fixons i € {1,...,n} et {u’, 7 € U}} I'ensemble des sommets de P(U?). Pour
toute partie I dans {1,... ,n} et i € I, on considere le polytope

Pr(U)) = conv{ul, T € U}}.

Lemme 1.3. — Le cardinal des points entiers dans P;(U?) est égal @ Card U}. De
méme, nPr(U}) = Pr(U™).

Démonstration. — Puisque U3 est un sous-treillis distributif de 4}, il en résulte que
tout point v de P;(U4;)) peut s’écrire

p p
vzz:ajuij ou Zajzl et {n<...<7}CU.
i=1 i=1

Puis le méme raisonnement que celui de la preuve de la proposition 1.2 nous conduit
au résultat. O

Pour chaque sous-ensemble I C {1,... ,n}, on fixe i € I. Comme le cardinal de
Pr(U) est indépendant de 4, on note P; le polytope P;(U?). Comme conséquence du
dernier lemme on a:

Théoréme 1.2. — La dimension de V,(\) est une somme alternée de polynémes
d’Ehrhart. Plus précisément

dimV,(\) = Y (=1)"! Card(P; N 24,

Ic{1,...,n}

1.3 Variété torique associée a U*

Soit P un polytope & sommets entiers dans R* et I(n) I'espace vectoriel engendré
par X%, olt u € nP NZF. L’algebre

Pl = @ I(n),
neN
ou la multiplication est donnée par X*X? = X“* est une algébre N-graduée. D’apres
[14] (chap. 7, §3), il existe une variété torique projective X et un fibré ample L tels
que C[P] = F(X , E). L’éventail de X est donné par I’ensemble des cones

op = {v € R¥ tel que (v,u’ — u) > 0 pour tous u dans F et u' dans P} (1.7)

ou F' décrit ’ensemble des faces propres et impropres de P. Si on suppose de plus que
L est trés ample, alors ’homomorphisme de C[X,,u € P N Z*] dans C[P] qui a X,
associe X" est surjective et son noyau est engendré par des relations binomiales.
Soit X (U*) la variété torique projective associée au polytope P(U*) et A(U*) son
éventail. Nous allons déterminer les cones de A(U4?*), montrer que le fibré en droite
associé au polytope P(U*) est trés ample, calculer le groupe de picard de X (U*) et
ensuite déterminer Iidéal de X (U*). Dans le cas ou toutes les multiplicités a, sont
égales a 1, ces variétés, coincident avec celles qui ont été étudiées dans [16, 43].
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1.3.1 Eventail de X (U*)

Le graphe de Hasse d’un ensemble partiellement ordonné A est le graphe dont les
sommets sont les éléments de A et les arétes sont les couples d’éléments (vy,7') tels
que v > 7" > +/ implique que 7" = 7. Soit H* le graphe de Hasse de A”.

Théoréme 1.3. — Les générateurs minimauz de I’éventail A(U>) sont les suivants :

1) les vecteurs D,y = )(ayeAY — ayey), (7,7') une aréte de H* ;

1
pged(ay,a.
2) les vecteurs e, vy une borne supérieure de AN ;

3) les vecteurs —e.,, v borne inférieure de A*.

Démonstration. — D’apres la décomposition simpliciale, les faces propres (c’est-a-dire
que les faces de dimension r = Card A* — 1) sont en bijection avec certaines chaines
a r éléments. Pour obtenir les générateurs minimaux de A(U4?*), on détermine pour
chaque chaine de taille r le vecteur orthogonal a la face correspondante a cette chaine,
puis on teste si ce vecteur vérifie I’équation (1.7). Si c’est le cas, alors ce vecteur est
un générateur minimal. De plus, tout générateur minimal s’obtient de cette fagon.

Soit ¢ = (71,...,7), F la face correspondante et ¢; = A} \ A}  pour i =
1,...,7r—1. Notons que d’apres la taille de la chaine, on a I’'un des deux cas suivants:

1) 7 =wp et 7, =1d;

2) 1 = wg ou 7, = 1d.

Dans le premier cas, il existe un unique i tel que |¢;| = 2 et [¢;| = 1 pour j # i.
Supposons que ¢; = {7,7'}. Alors le vecteur v = (a,e, — a,e,) est orthogonal a la
face F', de plus (v,u) = 0 pour tout u € F. Donc, si v est dans o, alors (v, u') > 0
pour tout u' € P(U?). Si v et o/ sont incomparables, alors il existe 7 dans U* tel
que vy appartient & A} et 4/ n’appartient pas & A>. Par conséquent (v,u,) < 0. De
méme, il existe 7’ tel que A% contient 4/ mais ne contient pas v. Donc (—v,u) < 0,
ce qui implique que ni v ni —v n’est un générateur minimal de A(&4?*). Sinon, on peut
supposer que v > 7. Dans ce cas, du fait que v dans A} implique que ' est dans A?,
on voit que (v,u,) > 0 pour tout 7 dans U*, donc v satisfait (1.7). Remaquons que
¢; contient tout 4" vérifiant v > " > +', donc du fait que |¢;| = 2, il vient que (v,7')
est une aréte de H*.

Dans le second cas, si 7, # Id, alors £(7,) = 1 et A} est réduit & un élément noté
~. Puisque v dans .Ai‘i pour tout 7, donc (e,,ur,) = a, pour tout i, ce qui induit que
(e4,u) = a, pour tout u dans F. Il en résulte que pour tout v’ dans P(U?) tel que
u' =3 n0rlravec a, > 0et Y a, =1,0na

(—epu' —u) = ay,- Z ar(—€y, Ur)
TEUN

= aﬂ,(l—ZaT)ZO

YEAD

ce qui prouve que —e,, satisfait (1.7).

Si 71 # wy et v 'unique élément de A* qui n’appartient pas .Ai‘l, alors (e, u) =0
pour tout v dans F' et (e,,u') > 0 pour tout v’ dans U* ; ceci montre clairement que
ce vecteur vérifie (1.7). O
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Les cones maximaux de A(U*) sont en bijection avec les sommets de P(U*). Il en
résulte qu'on peut les indexer par les éléments de ¢*. D’apres (1.7), on a

o, ={v e R4 (y o/ —u) >0, Vu € PUM)}.

Corollaire 1.3. — Pour tout 7 dans U*, le cone o, est engendré par les vecteurs
suivants :

1) les vecteurs D, ., avec v et 7' dans A} ou aucune des deuz n’est dans A2 ;
2) les vecteurs e.,, v mazimal dans A* et v n’appartient pas a A2 ;

8) les vecteurs —e.,, v minimal dans A* et v dans A}.

Démonstration. — Si D, est un générateur de o,, alors du fait que uyq = 0, on
déduit que (D), ur) = 0, ce qui implique que y et 7' sont dans A2, ou bien A? ne
contient ni v ni 7'; en particulier D, est dans o;.

Supposons que o, contient un générateur de la forme e,, alors on doit avoir
—(ey,u,) > 0, mais ceci n’est possible que si y n’appartient pas 4 A}. De méme,
supposons 7y est minimal dans A* et que —e, est un générateur de o,. Alors, ou
bien v n’est pas dans A}, dans ce cas il existe § dans U* tel que v dans A} tel que
(—ey,us — u,) < 0, ce qui donne une contradiction, ou bien 7 est dans A} et dans ce

cas on vérifie directement que —e, satisfait (1.7). O
Corollaire 1.4. — Soient 7 et ¢ deuz éléments de U*. Alors
0r MOy = Orvp N Trpg.

Démonstration. — Grace au précédent corollaire, on vérifie que dans les deux cas
I'intersection est engendrée par les vecteurs D, . ou vy et 7' sont simultanément
5 : . AX A A A P
dans I'un des ensembles suivants: A"\ A7, 4, ou A7, \ A7, ou A7, ;5 les vecteurs
. A A . . . .
e, 7 maximal dans A* et v ¢ .ATV¢, ainsi que les vecteurs —e, pour v minimal dans

AN et y & A, O

1.3.2 Groupe de Picard de X (U*)

Le graphe de Hasse H* est dit conneze si tout couple de sommets est relié par
une suite d’arétes. Un sous-ensemble A de A* est dit connexe, si le graphe, dont les
sommets sont les éléments de A et les arétes sont les arétes (v,7') de H* telles que
v et +' appartiennent & A, est connexe. Notons par V), le sous-espace vectoriel de
[RCard A* engendré par les e, pour v dans A et Dy le sous-espace de V4 engendré par
les vecteurs D, 1.

Lemme 1.4. — Le sous-espace D5 est engendré par les vecteurs

up = E Ay Esy,

Y€EB

ou B décrit I’ensemble des composantes connezes de A.
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Démonstration. — On se restreint au cas connexe et on vérifie que D4 est 'hyperplan
défini par 'équation ) . , a,2, = 0. O

Par construction de la variété torique X (4*), le fibré en droite £(U*) associé au
polytope P(U*) est ample. Pour montrer qu'il est trés ample (voir [12], chap. 3, §4),
il suffit de montrer que pour tout cone maximal o, le semi-groupe o) N Z,Card A et
engendré par P(U*) — u,. Comme conséquence du lemme qui va suivre, on a:

Corollaire 1.5. — Le fibré en droite L(U*) est trés ample.
Lemme 1.5. — Les générateurs du céne o sont les vecteurs

Usr = Us — Us tels que A3, \ A3., est conneze.
De plus 0¥ N ZCA est engendré par P(U) — u,.

Démonstration. — Rappelons que les générateurs de o sont en bijection avec les faces
de codimension 1 de o,. Toute face de codimension 1 de o, est 'intersection de o,
avec un autre cone maximal o; de A(U?*). D’apres le lemme 1.4, on voit que o5 N o,
ne peut étre de codimension 1 que si A}, \ A}, est connexe. Dans ce cas, la droite
orthogonale a cette face est engendrée par le vecteur

Vs,r = E (€.

A A
’YEAJVT\AJ/\T

Puisque,

Ai‘ \ -Ai‘/\& U -’45/\ \ Ai‘/\d = -AJ)‘VT \ -’435‘/\7

et que tout v dans A} \ A}, est incomparable avec les éléments de A} \ A2, 5, on
déduit que I’ensemble A3, \ A}, ne peut étre connexe que si 7 est d sont ordon-
nés. Si 7 > 6, alors vs, = —us; et (us., Diy,,)) = 0 pour tout v et v appartenant
simultanément & 1'un des trois ensemble suivants: A2 \ A}, ou A* \ A}, ou A3. Re-
marquons que (us, e,) = 0 pour v maximal dans A* et y n’appartient pas a A} ; de
plus (usr, D(y,y)) > 0 pour 7 dans A} et v dans A}, ainsi que (us,, —e,) > 0 pour
v minimal dans A. Il en résulte donc que us, est un générateur de 0. De méme, si
d > 7, alors, en utilisant les méme arguments, on montre que u;s, est un générateur
de 0.

Notons par a;” + (resp. a;/, _) le cones engendrés par les vecteurs us, pour § > T
(resp. 0 < 7). Remarquons que le céne o, est le produit de o, et o . Donc,

T T,+
ZCard AX

pour voir que P(U*) — u, engendre le semi-groupe o N , il suffit de voir que

oy, N 7,024 A egt engendré par
{tg —try, m=(11,...,7,0,...,1), 1€ U et 7, > 7},

N ZCard AX

ainsi que o _ est engendré par
b

{ug —tr, m=(10,...,75,0,...,1), r€ P et 7, <7}
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En effet, tous les générateurs du cone o sont dans P(U*) — u, et que chacun des
deux cones o/, et o/  admet une décomposition simpliciale induite par I’ensemble
des chaines maximales dans {0 > 7} et {§ < 7} respectivement.

Soit u € 0/, N Z,Card A ot 4y = > i, @it ; et a; > 0. Considérons I'expression

U= a1 (Ur, — Up,) + -+ (a1 4+ -+ 1) (Ur_, — Ur,) + (a1 + -+ ay) (Ur, — Ur).

Notons que (a; + - + a,)a, est dans Z, pour tout vy € A} \ A2, il en résulte que
(a1+---+a,) pged. AN\ AX (a,) est dans N. Pour montrer que u est dans le semi-groupe

engendré par P(U*) — u,, on va utiliser une récurrence sur cet entier.

Remarquons tout d’abord que si (a; + -+ + a5) < 1, alors u = u, — u,, pour
= (T,...,7T,0,a1,... ,a1 + -+ as1)

ou on enleve 7 si (a3 + --- + as) = 1. En particulier, I’hypothése de récurrence est
vérifié.
Sia; > 1, alors v = u,, » + v, ol

u' = (a1 — 1) (g —tp) +-oo+ (a1 + -+ a5 — 1)(ug, — uy)

et u' € a;/, +N 7,Card A Par hypothese de récurrence, il vient que u’ est dans le semi-
groupe engendré par P(U*) — u, et puisque Ur,,r appartient a ce semi-groupe, donc u
aussi.

Si a; < 1, soit ¢ 'unique entier vérifiant a1 + -4+ a; <let ay +---+a;41 > 1.
De ce choix, on déduit que u s’écrit u = u, — u, +u', ou

71':(7'1,... ,TZ'_H,O,CLl,... ,0,1+"'—|—(1,i,1)

et
!
u=(a;+--+--+a 1—1)uTi+1,T+a,~ QUr;or T 0o+ QsUr, 1

Comme u' appartient a o;/, LN anrdAA, par I’hypothese de récurrence, on sait que u’
est dans le semi-groupe engendré par P(U*) — u,, ce qui implique que u est dans ce
semi-groupe. Pour montrer que o _ N 7,CardA* ost dans le semi-groupe P(U) — u,,
on procede de la méme fagon. O

Soit H* = C; U --- U C,, une décomposition en composantes connexes. D’apres
ce qui précede, tout cone o, est le produit de n cones ol x --- x o™, o étant le
cone engendré par les générateurs minimaux de X () appartenant au sous-espace
engendré par les e,, v € C;. Pour tout i 'ensemble des cones o?, 7 € Y*, forme un
éventail A;(U*) et on a: A(U) = A (U*) x --- x A, (U*). Par conséquent, le groupe
de Picard de la variété X (U*) est la somme directe des groupes de Picard des variétés
toriques associées aux éventails A;(U?).

Théoréme 1.4. — Le groupe de Picard de X (U*) est isomorphe a Z", ot n est le
nombre des composantes connexes de H*.
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Pour tout cone o, soit M(o) = o+ N 7,Card A* Rappelons que, par construction, les
cones maximaux de A(U*) sont tous de dimension Card A*. De [12] (page 64), on a
le lemme suivant :

Lemme 1.6. — Le groupe de Picard de U* vérifie

Pic(U*) = ker <@ M(o; N oj) —— €D M(oino; N ok))

i<j i<j<k

ou pour tout i, o; est un cone mazimal, et d est la différentielle (u;j)ic; —> (uij +

Ujk — Uz‘k)i<j<k-

Démonstration du théoreme 1.4. — Fixons une extension de ’ordre de Bruhat en un
ordre total, indexons les éléments de * du plus petit au plus grand et notons o; le
cone maximal o,,, pour 1 < 7 < m, ou m est le nombre des cones maximaux. On
suppose que H* est connexe et on va montrer que Pic(U*) est isomorphe & Z. En
effet, de la connexité de A* et du lemme 1.4, il vient que

1
M(oyNoy,) =2 ———— a-e oll 01 = 01q et Oy = Oy
(1N om) (ngd'yEA)‘ (a,) Z,\ ! 7)’ ' . " v
yEA
Soit u € @, M(0i N o)), u = (uis)icj €t 7; € U* tels que

AN\NA=Clu---uCk et AL=BlU---UB.

D’apres le lemme 1.4, on a

hi ki
Wiy, = E Chlck et Uy = E kaBf;
k=1 k=1

oll on rappelle que pour tout sous-ensemble connexe A de A*, le vecteur u, désigne

le facteur .

———— ) a,e,.
pgedc 4(ay) YA m

Si u € ker d, alors de I’équation u;,, — %1, + u1; = 0, on déduit que

Uim, Ulm, U1;) € L Ugk, Uy, U
( m im 12) (ngdryeAA a"y <Z Ck A Z Bk))
Maintenant considérons ¢ < j et supposons que

Aij\AiizB},-u---uBfgi et AX\AY =B, U---UBY.

Alors,

hji hij
Ui; = E bkuB]z_ci + E UBZ
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Siu € kerd, de I’équation wu;; — uy; + uy; = 0, on déduit que

uGZ(m(hZu Z“B >>

Il reste & vérifier que kerd # 0, or ceci découle du fait que pour tout i < j < [,
I’élément,

1<J

hij hi;

ZuB ZUBk—Z'U,Bk +Zu3k +Zu3k—2u3
k=1

est nul.

1.3.3 Mondmes standard et idéal de X (I}

Rappelons que U* désigne I’ensemble des L-S chemins de type A dont les supports
sont dans U*. Soit C[U*] = Clz,, 7 € U], puisqu’il a été montré que L est tres
ample, I'application canonique de C[U*] dans C[P(U*)], qui & z, associee X" est
donc surjective. Soit Z(U*) le noyau de cet homomorphisme. Nous allons préciser les
relations qui engendrent I'idéal Z(U*).

Définition 1.4. — Soient m,... ,m un ensemble de L-S chemins de type X\. On

appelle le r-uplet (m,...,m,) enchainement de chemins et on le note m * - - * 7.

Un enchainement est dit standard si, pour tout © = 1,... ,r — 1 et tout L-S chemin
H—l

o= (1}, .. .Tsii, 0,...,1),onatt>m Un enchainement est dit standard dans U,
s’il est standard et si pour tout i, le chemz’n m; est dans UM, Un monéme T, -+ Ty
dans C[U*] est standard si l’enchainement my * - - - % 7, est standard.

T

Soit < l'ordre sur U* défini par (7i,...,7,0,a1,...,1) > (61,...,0:,0,b1,...,1)
siT > 51 ou 17 = 51 et a1 > bl, ou 7 = 51, ap =by et > 62, etc.

Ainsi, on définit 'ordre lexicographique sur les enchainements par: 7 - - - % m, >
M %+ %1y siT > g, ou bien r = ¢ et il existe j < r tel que m; = n; pour ¢ < j et
Ur S UIE

Pour tout L-S chemin 7 de type nA, on considere 'unique enchainement standard
my % - -« % T, de chemins de type A\, donné de la maniere suivante.

Notons 7 = (71,...,7s,0,a1,... ,as = 1) et 7 'unique entier tel que a; < % pour
j<ietay > % Considérons le chemin rationnel

m = (T1,-.-,Tit1,0,na1, ... ,n0;1),

comme 7 est un L S chemin de type nA, donc a;jna., dans Z pour tout v dans A’\ \ AL -
et j = 1,...,1, par conséquent m; est un L-S chemin de type A. De meme on a
(na; — 1)a7 est dans Z pour tout v dans .,4’\ \A“r et j=i1+4+1,...,s— 1. Puisque

1

na; 41 — 1 nag_1 — 1
L N — <1
n—1 n—1 ’
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on déduit que le chemin rationnel

naiy1 —1 1)

/
7T=<T,'_|_1,...,Ts,0, Yo
n—1

est un L-S chemin de type (n—1)\. En appliquant le méme procédé a 7', de proche en
proche, on détermine les 7;. Ainsi, on a une bijection entre les enchainements standard
7 * - - - % m, de L-S chemins de type A et les L-S chemins de type nA\.

Soit 7 et 7’ deux L-S chemins de type A tels que 7 * 7’ est non standard. Comme
Uy + U est un point entier de P(U**). De la décomposition simpliciale de P(U?*),
on déduit qu’il existe un unique L-S chemin 7 de type 2\ tel que u, = u; + uy. A
I’aide du précédent procédé, on détermine I'unique enchainement standard 7, * 7, de
L-S chemins de type A, tel que u, = u,, + u,,. Notons 7, par 7 V 7’ et 1, par 7 A 7',

Lemme 1.7. — 7 V7' <.

Démonstration. — Soient © = (11,...,75,0,a1,...,1), 7" = (7{,... ,7,0,b1,...,1)
et supposons que 7V 7 = (61,...,0,c1,...). Remarquons que pour tout x dans U*,
I'ensemble {§ < k} est stable par les opérations V et A. Donc, en utilisant la relation
Ury + Ugl = Uz ] + Uparf, OD Obtient

Ug + Uy = dluan{ + Z AUy, d, > 0.

K<T1VT]

r conséquent, 6y =7 VT c > di. nc,ou bientvVa' <mw n iln

Par conséquent, § V 7{ et ¢; > dy. Donc, ou bien 7 V' < 7 et dans ce cas il n’

a plus rien a prouver, ou bien 7 = d; et d; = a; = ¢; et dans ce cas-la on considere i
maximal tel que 7; > 7] pour 1 < j <i. Si 1, > 77, alors 7 V 7' = 7. Sinon,

Ur + Uy = a1Ur v} +e+ (ai—f—l - a/i)uTi+1 + blu’r{ + (Z dn“n) .

K<T;

Il en résulte donc, que

Up + Uy = QUpy + -+ (a; — ai—1) Uy,

+ min(a; 1 — ag, b1) s, ve + E dsus.

(SSTZ+1VT1
Par définition de 7 V 7’ et de la derniére expression, on déduit que
VT = (T, T, Tigt Vs 50,01, ... a0, + min(a; 1 — ag, by),-..),
ou on enléve a; si 7; = 7| V 7,1 Remarquons que 7{ V 7,41 > 7,1, donc 7 V7' < 7. O

Théoreme 1.5. — L’ensemble des monomes standard forme une base du quotient
C[UA|/Z(U) et Z(U*) est engendré par les binomes de degré 2

f7r,7r’ = TnqZn — Tava' Tapn! -
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Démonstration. — Soit X = z,, ---x,, un monome standard de degré n, I'image de
X dans C[P(U*)] est un mondéme X“~ olt m un L-S chemin de type n\. Donc pour
I’'unique enchainement standard my * - - - % 7, vérifiant

uﬂ:uﬂ1+...+uﬂn’

ona X = T, -+ T, mod Z(U"). Ainsi ensemble des monomes standard engendre
C[U*]/Z(U*). Montrons, a présent, 'indépendance linéaire.

Dire que les monomes standard sont linéairement dépendants implique qu’il existe
F = 3\ andara %X non nul dans C[U] et tel que son image dans C[P(U*)] est
nulle. Notons X; I"image de X; , donc dans C[P(U4*)] on a

0= Z( > ai)X“”.

s Xz =Xur

Comme les X"~ sont linéairement indépendants, on a Z)—(FXM a; =0. Or X; # Xj
pour i # j, d’ott X; # X, donc la somme des a; tel que X; = X"~ est réduite & un
seul terme, ce qui veut dire que a; = 0 pour tout .

Il reste & montrer que les éléments f; » engendrent 7 (U), pour cela on va montrer
que modulo ces éléments tout monome de C[U*] est équivalent 4 un monéme standard.
Remarquons tout d’abord que, par définition de 7V 7', tous les fr .- sont dans Z(U?).

Supposons que 7 *- - -*7, n’est pas standard. Par définition des monomes standard,
il existe ¢ maximal tel que 7y * - - - % 7; est standard et 7; % m; ;1 est non standard. Alors

Lay =T, = Ty " Ty Trpvmip 1 TrAmip1 T =7 " Ly

Du lemme précédent, il résulte que nous avons remplacé I’enchainement 7y * - - - x 7,
par un enchainement plus petit pour I'ordre lexicographique. Comme ’ensemble des
enchainements a r éléments est fini, on conclut que le procédé de remplacement s’arréte
et que 1’élément minimal obtenu de cette facon est standard. O

Exemple 1.1 (cas classique). — Supposons que A\ est un poids classique (c’est-a-
dire (A, ") < 2, pour tout racine positive ). Dans ce cas, tout L-S chemin de type
A est de la forme (1,70, %, 1) avec 7 > 7', ot on enléve le % siT=1" (voir [26]).

1

Sim=(m,Ts,0, %, 1) et ' = (11,75,0,5,1), alors

1
TV = (7'1 VT{a (11 /\T{) V (T VTé)’O’ 9’ 1)

et

1
T AT = ((7’1 AT A (T2 V 1), T2 A Ts, 0, 3 1)
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VT

71

T2

(i AT9) V(1] A T2)

o AT

En effet, pour suivre les notations, le lecteur pourra s’aider de la figure, qui représente
le plus petit sous-treillis de U contenant les éléments T, 7'{, Ty et T;. Les traits doubles
sont des suites d’arétes de multiplicité 2. Notons que

X A A A

AﬁVT{ - ‘A’T1V7'é U AT{ \ ‘ATé
En particulier, pour tout v dans A;\IVT{ \A;\lvfgf on a a, = 2. De meme, pour tout y
dans Ai‘lVT{ \Ai‘QVT{, a, = 2. Cela implique que pour tout v dans Ai‘lvT{ \AZ\Tsz{) A(r VL)

on a ay = 2. En utilisant le fait que U* est un treillis distributif, on déduit que
(RVT)AMNVT) =M ATV (T2 V).

Et il s’ensuit que le chemin rationnel m V 7' est un L-S chemin dans U*. Le méme
argument montre que © A7 est un L-S chemin dans U*. De plus 7 * 7' est standard.
De plus, en utilisant les relations us + Ux = Usye + Usnk, ON déduit que U, + Uy =
Upya! + Ugpg! -

1.4 Une famille de variétés

Le paragraphe suivant est motivé par la déformation qu’on décrira plus tard. Par
la suite, notre but est de démontrer un théoréeme d’annulation de cohomologie sur une
classe de variétés projectives, obtenues comme réunion de variétés toriques projectives.
La méthode utilisée a été inspirée de Seshadri (voir [40]).

Considérons la décomposition
wWr=u}u---uu)

oll n est le nombre des classes d’équivalence des chaines maximales de W*. Comme
dans la section 2, a tout sous-ensemble I de {1, ... ,n}, on associe le treillis distributif
U =Nie; U Notons que Uy est un treillis distributif de méme nature que ¢*, dans
le sens ot tout couple d’éléments de U} posseéde la propriété d’orthogonalité. Ainsi,
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on peut adapter la construction de la premiére section pour définir A} I’ensemble
partiellement ordonné donné par le théoréme de structure de Birkhoff. De plus, pour
tout 7 dans U7, soit A7 . I'image de 7 dans le treillis des idéaux ordonnés de Aj. Soit Uy
’ensemble des L-S chemins m = (74, ... ) tels que 7; dans U} pour tout 7. Remarquons
que par définition des L-S chemins, 7w est de type A si, et seulement si pour tout 7, le
chemin (7;,7;41,0,a;, 1) est de type A. La condition nécessaire et suffisante pour que
ce dernier chemin soit de type A est que le nombre rationnel a; pged, . AN (a,)
soit en fait un entier.

A chaque aréte (7, 7') dans U, on associe sa multiplicité A(ryrr) = PEEd, e a2, (a,)
et & tout élément y dans A}, une classe d’équivalence d’arétes de U3, on définit I’entier
b, égal a la multiplicité de ses représentants. Soient {e,, v € A2} une base canonique

de ZCard AT e VA? = 7Cad A7 @, R. Pour tout 7 dans U*, on considere le point

vy = Z bye,

VEAD

et P; 'enveloppe convexe des points v,. Soient Y; et L; respectivement la variété
torique et le fibré en droite associés a Py, ainsi que R; = Clz,, 7 € U}] et J; Iidéal
engendré par les éléments

Jrm = Talar — Tavar Topat pour 7 et 7’ dans U?}.

En utilisant les mémes arguments qu’aux sections précédentes, on obtient le résultat
suivant :

Théoréme 1.6. — 1) Le plongement projectif associé & Ly est fermé;

2) le groupe de Picard de Y; est isomorphe a Z", ou n est le nombre des compo-
santes connezes du graphe de Hasse associé a A} ;

3) Uensemble des mondmes standard forme une base de F(XI, LI) et le noyau de
l’homomorphisme surjectif de Ry dans F(XI, LI) est égal a J.

A tout sous-ensemble de parties I de {1,...,n}, on associe ’ensemble
A _ A
Uy =Ju.
Iei

Soient R; = Clz,, 7 € U}] et J; I'idéal engendré par les éléments

Tplyr — TpymTange Sl existe I € I tel que m, ' € U}
Tr Lyt sinon.

On pose S; = Rj;/J; et Y; = Proj S;. Pour tout monéme z,, 7 € U%, on note p,

son image dans S;. Un monome p,, - - - p,, dans S; est dit standard si ’enchainement
m * -+ %, est standard dans U}}.

Lemme 1.8. — L’ensemble des monomes standard dans TU}} forme une base de Sj.
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Démonstration. — Soit py, - - - pr, un monome dans S;. Nous allons montrer qu’il est
équivalent a un monome standard dans Sj.

En effet, supposons que 7 * - - % 7. n’est pas standard. Soit ¢ I’entier maximal
tel que 7 * 7, est sta~ndard pour j < i et m; * m;.1 est non standard. Si aucun des
ensembles Uf‘, I dans I ne contient simultanément m; et m;;1, alors pg, ---pr, = 0.
Sinon

Pry - Pr, = Pry *° Pryo1 Py 1 Prosamip a1 Prsgn * ° * Py

Donc, nous avons remplacé ’enchainement 7; * - - - * 7, par un enchainement plus petit
pour l'ordre lexicographique. Comme ’ensemble des enchainements a r éléments est
fini, on conclut que le procédé de remplacement s’arréte et que 1’élément minimal
obtenu de cette fagon est standard.

I reste a montrer I'indépendance linéaire. Considérons une expression de S;

f = Z Qg seesm, Py * ° " Py

T kR T
standard dans U%,’I‘ZO

Soit I une partie de I et S; — St donné par p, — p, si 7 dans U}, et 0 sinon.
Par construction de U}‘ et d’apres la définition des mondmes standard de Sj,
I'image de f dans Sy est égale a

f_. = Z Oy sty Py * ° * Py

T Kk T
standard dans U?,’I‘ZO

Mais les monémes standard dans S; forment une base, donc f = 0 si et seulement
Si, Qg 5.sn, = 0 pour tout 7y * - - - * 7, standard dans U}. Ceci étant vrai pour toute

partie I de I, il s’ensuit que @y, 4....r, = 0, pour tout m; * - - - x m, standard dans S;. O

Pour considérer toutes ces variétés dans un meéme espace projectif. Soit R =
Clar,m € B(A)], pour tout I un ensemble de parties de {1,...,n}, on note aussi

Jr I'image réciproque de 'idéal J; dans R par Papplication restriction de R sur R;,
qui a x, associe z, si m dans U}\ et 0 sinon.

Lemme 1.9. — Soit I = I, U L, une décomposition en réunion disjointe. Alors:
(i) Le noyau de Uapplication 0; : S; — S;., (pr = pr si T dans TU} et 0 sinon)

est engendré par
{p |7 €U} \ U} }

(11) ker 91 N ker 92 =0.

Démonstration. — La premiere assertion découle du fait que les monomes standard
dans U;, forment une base de S;,. Pour (ii), remarquons que ker 6, et ker #, sont des
idéaux mondmiaux, donc leur intersection est un idéal monémial. Comme pour tout
monome standard pr, - - - pr, dans Sy, il existe I € I tel que 7y * - - - % 7, est standard
dans U}, Pimage d’'un monéme standard non nul de S; est nulle dans Sj, seulement
si son image dans S}, est non nulle. O
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Lemme 1.10. — Pour tout I = {I1,... L.}, on a J; = Np=1 1

-
Démonstration. — Rappelons que J; est engendré par les éléments
Tl — Toyw Tane S'1l existe I € T tel que 7,7 € U};

TpTpr si pour tout 7 € T on a7 € U} oun’ ¢ U ;
T sim ¢ U

Il est clair que les deux derniers types d’éléments appartiennent a J,, pour tout
p=1,...,r.

Soit frx =TT —Tpyr Topr un élément de J;. Comme 7V 7'sm A7’ est standard,
il existe I dans I tel que 7V 7’ et 7 A 7’ sont dans U}. Par construction, les chemins
7V ' et m A 7' sont obtenus a partir de 7 et 7’ en appliquant un suite d’opérations
V, A aux supports de 7 et 7. Du fait que

7V 71 et T AT dans U* <= T et 7' sont dans U*,
(voir corollaire 1.2). De la, on déduit que

nV 7' et m A’ dans Uﬁ‘p <= 7 et 7’ sont dans U}‘p.

Ainsi, si 7 V7' et m A7’ sont dans Uﬁ‘p, alors fr - est un générateur de J; , et si V7'
ou m A7’ n'est pas dans U7 , alors 7 ou 7’ n’est pas dans U7 , et donc fr .+ est dans Jp,.

Pour I’inclusion inverse, considérons les applications surjectives
® P
R — S; — 5i,.

Soient f € R et ¢(f) = >_ a;m; non nul. Par définition de S7, pour tout m; tel que
a; # 0, il existe I, tel que ¥¢(f) # 0 dans St ce qui donne l'inclusion inverse. 0O

Lemme 1.11. — Pour tout I une partie de {1,...,n}, on a
Jr=>Y_Ji
i€l

Démonstration. — L’inclusion de J; dans ) ., J; est triviale. Pour I'inclusion inverse,
on fixe v dans I, et on montre que J; C J;.

En effet, si 7 ¢ U2, alors par définition de U} le chemin 7 n’appartient pas a U},
donc z, € Jr. Et comme dans la preuve du lemme précédent, I’élément f, » est dans
Jr. (|
Lemme 1.12. — Soient I, = {I,,,,... , I, } et I, = {I,, ... , I+, }. Alors on a:

T, +J1, = () Jnos;,
1,J

Odie{pla"'apr} etje{k17"'7k5}‘
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Démonstration. — Rappelons que d’apres le lemme précédent on a:
JL;UI]' - Jli + JI]"

Comme
Jf1 CJIi et sz CJI].,
pour tout i € {py,--- ,pr} et j € {ky, -, ks}. Il en résulte que
Ji, + Ji, € () Jnu,-
%,J

L’inclusion inverse vient du fait que l'algebre R/(Jj + Jj,) est engendrée par les
mondmes standard dans U}‘l N U}‘Z. En effet, considérons les projections

R %5 R/(J;, + J;) =% Spu,-

Soient f un élément de R* et o(f) = 3 Grysosm, Py * * * P, nON nul. Alors il existe i
et jet mx---km € Up N U}\j tels que ¥p(f) est non nul, ce qui donne 'inclusion
inverse. O

Soient R un anneau commutatif et J; et Jy deux idéaux de R. L’homomorphisme
R— R/Jl SY R/Jz

donné par a — (¢ mod Ji,a mod J5) induit une suite exacte

0= R/(JiNJy) = R/, @R/ Jo = R/(J, + J5) = 0 (1.8)

ou j(ai,az) = a3 — ay mod (J; + J3) et (a1,a2) dans R @ R un représentant d’'un
élément de R/ J; @ R/ J>.
Si Jy N Jy =0, alors de (1.8), on déduit la suite exacte

0— R— R/J, &R/ Jy —L+ R/(J, + J5) — 0. (1.9)

Soit Z = Spec(R) et Z; le sous-schéma fermé de Z , Z; = Spec(R/J;), i=1,2. Ainsi
Z =7Z1UZyet Spec(R/(Jl + J2)) = 71 N Zy. Et ceci induit la suite exacte

O—)OZ—)OZI@Ozz _>OZ10Z2 — 0. (110)

Soit I = {I,...,I.,} un ensemble de parties de {1,...,n} et I; I'ensemble des
parties Iy U l; pour j = 2,... 7.

Par abus de notations, pour tout sous-ensemble Kdel , on note aussi Jz 'image
de J; dans S par la projection de R sur Sj. Soient I= {I,...,I,} un ensemble
de parties de {1,...,n}, I; Pensemble des parties I; U I pour j =2,...,r et I, =
{LL,...,I,}.

Du lemme 1.12, on déduit que J;, = Jr, + Jj,. D’apres le lemme 1.9 et la remarque
précédente, on a la suite exacte

0— S;— S, ®S5;, — S;; — 0.



1.4. UNE FAMILLE DE VARIETES 25

Grace au lemme 1.11, on a J}\IUI], = Jj\l + JI)‘],, de la il résulte que Y; =Y, NYj,
ce qui nous donne la suite exacte

0 — Oy; — Oy;, @ OY,-2 — OYIIQYI_2 — 0.
En tensorisant avec le faisceau O(m), on obtient
0 — Oy,;(m) — Oy, (m) ® Oy, (m) — Oy, ny;, (m) — 0,
ce qui induit la suite exacte de cohomologie

0 — H°(Y7, Oy, (m)) — H°(Yy,, Oy, (m)) & H° (Y}, Oy, (m))
— H* (Y, NYj,, Ov,avy (m)) — H' (Y7, Oy, (m)) — -+

Théoréme 1.7. — (i) Pour tout m > 0, H°(Y;, Oy,(m)) est engendré par les mo-
nomes standard dans U}‘ ;
(i) H'(Y;, Ov,(m)) =0 pour m >0 et i > 0.

Démonstration. — Supposons que I = {I,...,I}. Procédons par récurrence sur r.

Si r = 1, alors remarquons que L;, = ¢*(Op), ol ¢ est le plongement projectif de
Y} dans Pespace projectif P = Proj S; . Comme le fibré L; est associé a une fonction
linéaire par morceaux, d’apres [14, 12] (ii) est vérifié, du théoréme 1.6, on déduit que
(i) est vérifié.

Plus généralement, étant donné que le nombre des composantes irréductibles de
Y7, Yj, et Y, est inférieur a r, par hypotheése de récurrence, on sait que H 0 (YI1 N
Y, Oy vy, (m)), H°(Y1,, Oy, (m)) et H° (YizaOY,-2 (m)) sont engendrés par les mo-
nomes standard. En particulier, les applications restriction de H° (IF’, Op(m)) dans ces
derniers espaces sont surjectives. Donc, ’application restriction

H® (Y1, Oy, (m)) & H"(Y,, Oy, (m)) — H" (Y, N Y3, Oy, ny; (m)).

est surjective. En utilisant la suite exacte de cohomologie, on obtient I’assertion (ii).
De plus, on a la suite exacte

0 — H°(Y7, Oy;(m)) — H°(Yy,, Oy, (m)) ® H° (Y7, Oy, (m))
— H° (Y, NV, Oy, vy (m)) — 0
ce qui nous permet de conclure que
dim H (Y7, Oy, (m)) = dim H (Y1, Oy, (m)) + dim H°(Y7,, Oy; (m))
— dim H°(Yy, N Y7, Oy, v, (m).

Remarquons que le second membre est égal au cardinal des monomes standard de de-
gré m dans S;. Etant donné que les mondmes standard sont linéairement indépendants
(voir lemme 1.8), on obtient (i). O
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Chapitre 2

Configuration des variétés de
Schubert dans G/P

2.1 Préliminaires

Soient GG un groupe algébrique semi-simple, B un sous-groupe de Borel, A un poids
dominant, V) la représentation irréductible de plus haut poids A, et v, un vecteur de
plus haut poids. Soit P, le stabilisateur de la droite engendrée par vy. Considérons la
décomposition de Bruhat G/Py = [J, cps Bwey, ol ey est 'image de Py dans G/ P,
et X(w) =, ., BTex la variété de Schubert associée a w.

Définition 2.1. — Soient w et w' deux éléments de W> et « est une racine positive
tels que : w' = sqw, (w(A), ") < 0 et b(w) = l(sqw)+1. On dit dans ce cas que X (w')
est un diviseur de Schubert de X (w) associé & «. On appelle U’entier |(w(N),a¥)| la
multiplicité de X (sqw) dans X (w). En particulier, si o est une racine simple, on dit
que X (sqw) est un diviseur double (resp. simple) si [(w(\), ") =2 (resp. 1).

Rappelons les résultats suivants (voir [26]):

Lemme 2.1. — Soient w et w' deuz éléments de W tels que X (w') C X (w), et a
une racine simple telle que X (sqw) est un diviseur de X (w). Alors l'une des deuz
propriétés suivantes est satisfaite :

(i) X(w') C X(sqw);

(i) X(squ') C X(sqw).

Lemme 2.2. — Soient v une racine simple, o une racine positive et w un élément de
WA tels que: X (sqw) et X (s w) sont des diviseurs de X (w). Alors pour 8 = s, (),
on a X(sysqw) = X (sgsyw).

Lemme 2.3 (cas classique). — Soient a une racine positive et w dans W tels que
X (sqw) est un diviseur double de X (w). Alors a est simple.



28CHAPITRE 2. CONFIGURATION DES VARIETES DE SCHUBERT DANS G /P

2.1.1 Diviseurs d’une variété de Schubert

Dans toute cette sous-section, le poids A sera supposé classique, c¢’est-a-dire que
(A, @") < 2 pour toute racine positive a, et on dira diviseur a la place de diviseur de
Schubert.

Comme dans le chapitre 1, pour tout v = nyeA
racines Y, on associe ’ensemble des racines simples

n,7y un €élément du réseau des

suppv = {y € A | n, #0}.

En particulier, pour 7, w deux éléments de W* et v = 7(\) —w(\), on note supp(w, 7)
I’ensemble supp v.

Le but de cette sous-section est d’étudier les liens entre les racines positives qui
peuvent apparaitre comme des racines associées a des diviseurs d’une variété de Schu-
bert donnée dans G/ P,. Plus précisément, soit o une racine positive et w un élément
de W tels que X (s,w) est un diviseur de X (w). Les questions que nous nous propo-
sons d’étudier dans ce qui suit, sont les suivantes:

1. que peut-on dire sur supp a?

2. Si (3 est une racine positive telle que X (sgw) est un diviseur de X (w), quelle
est I'intersection des supports de « et 37

Notons que, dans le cas minuscule tout diviseur d’une variété de Schubert est
associé & une racine simple et pour tout couple de racines simples (vy, 7') tel que X (s,w)
et X (syw) sont des diviseurs de X (w), les deux racines «y et 7' sont orthogonales.
Par contre, dans le cas quasi-minuscule, les diviseurs sont donnés par les racines
positives qui s’écrivent au plus comme somme de deux racines simples, de méme
norme (voir [25]).

Par la suite, sauf mention du contraire, les lettres a, 3, o/, 3, a;, 5; désigneront des
racines positives, et les lettres v, ', 7;, seront réservées aux racines simples.

Lemme 2.4. — Soient A\ un poids classique, o une racine positive et w un élément
de W tel que X (sqw) est un diviseur de X (w). Alors supp « est constitué de racines
sitmples de méme norme.

Démonstration. — On procede par récurrence sur £(w).
Si /(w) = 1, alors « est une racine simple, donc il n’y a rien a prouver.
Supposons que £(w) > 1, on considéere vy une racine simple telle que s,w < w et
on suppose que a n’est pas simple. Considérons la racine positive 3 = s,(a) donnée
par lemme 2.2, du lemme 2.3, on a

(w(A),a’) = (syw(}), ") = —1.
Soit n., et m., des entiers positifs tels que

(w()‘)77v> = TNy et <5aw()‘)> ’YV> = =My,

par des considérations de poids, il s’ensuit que

a = (n, —m,)y+ 0.
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Siny, < m,, on en déduit que supp a est un sous-ensemble du supp 3, puis on conclut
par récurrence sur £(s,w).

Dans le cas contraire, si n, > m,, et 3 et v ne possédent pas la méme norme,
d’apres les planches de [4], on a

<ﬂa7v> =—2ou —3 ou <'}’, ﬁv> =—2o0u — 3.

Du lemme 2.1, on tire que (sqw(A),7") < 0. De I'expression o = s,(f), on a s, =
5,535, et de 'invariance du produit scalaire par I’action de W, on déduit que

(saw(A),7") = —(sgsyw(A),7")

et
(sps,w(A), BY) = (saw(}), ),

ce qui implique que

(saw(N), 8Y) = (sgs,w(N), BY) - (7, 8") = Boud

ou

(syw(A),7") = (sps,w(N),7") = (B,7") = 3ou4,
d’ou une contradiction. O
Lemme 2.5. — Soient A\ un poids classique, o une racine positive et w un élément

de W* tels que X (sqw) est un diviseur de X (w). Alors supp « est un segment, c’est-
dedire SUDD @ = {71, 17}, atee (i1 ps) 7 0.

Démonstration. — Par récurrence sur ¢(w). Cette propriété est satisfaite pour ¢(w)
=1, puisque w = s,, ou 7y est une une racine simple.

Supposons que « n’est pas une racine simple, soient v une racine simple telle que
syw < w et B = s,(a) 'unique racine positive telle que sgs,w = s,s,w.

Par hypothese de récurrence sur £(s,w), il vient que supp 3 est un segment. Ceci
induit que, soit supp a est un segment, soit on peut se restreindre au cas D,, ou FE,,.
De la classification de [4], on déduit que a s’écrit comme la somme 7, + ¥, + v3 + v,
ol les 7; sont des racines simples et «q est une racine positive vérifiant :

a) {a,7’) =1, pour 1 <i < 3;
b) v + ap et y; + y; + o sont des racines positives, pour 1 < # j < 3.

Etant donné que X (s,w) est un diviseur de X (w), il s’ensuit que
(w(A),7) #0 pour i =1, 2 ou 3.

En effet, si (w(A),v,”) = 0, alors on considére o' = o — 7; et on a s,w < Syw < w, ce
qui induit que X (s,w) est de codimension 2 dans X (w).
Par conséquent, il existe {4, j} un sous-ensemble de {1,2,3} tel que

(wA), %) <0 et (w(}),7) <0
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WA, >0 et (w(h),) > 0.

Supposons que (w(A),7) <0 et (w(A),v;) < 0. Comme s,,w est incomparable avec
sqw, il en résulte que X (s,,s,w) est un diviseur de X (sqw), en particulier

0> (saw(A), 7YY = (w(A), 7)) — (w(\), 'Y, 7)) > (w(\),~Y) > -2,
(W), wWy=-2 et (wh),))=-2

ce qui induit que (w(A), ag + 7)) =3, ou {3, 5,k} = {1,2,3}.
De méme, si

(wA),7) >0 et (w(}),]) >0,

alors (w(\), ap+7y) < —3. Donc dans les deux cas, on obtient une contradiction avec
I’hypothese A classique. O

Définition 2.2. — Soit a une racine positive, on appelle frontiere de o l’ensemble
des racines simples

Fla) ={y € Al{a,7) >0},
et intérieur de o l’ensemble des racines simples
Int(a) = {vy € suppa | (a,7) = 0}.

On dit que ~y est une frontiere de « si y appartient 4 F(«); et v est dans I'intérieure
de « si vy appartient ¢ Int(x)

Le lemme suivant peut étre vu comme un corollaire du lemme 2.5.

Lemme 2.6. — Soient A\ un poids classique, o une racine positive non simple et w
un élément de W* tels que X (sqw) est un diviseur de X (w). Alors il existe v dans
F(a) telle que X (s,w) est un diviseur double de X (w).

Démonstration. — Du lemme 2.5, il vient que F'(«) est constitué de deux racines
simples v et +'. Si

(WA),7") >0 et (w(H),7") >0,

alors pour o/ = o — v — ', on a {(w()\),a’”) < —3; or A est classique ce qui nous
donne une contradiction. Supposons que (w(A),vY) < 0 et considérons 1’égalité

(w(A),7") = (saw(A), ") + (w(A), ") ex, 7).

Comme X (sqw) ¢ X(syw), le lemme 2.1 induit que (s,w(A),7") < 0 et comme
{a,vY) > 0, il en résulte que (w(N),v") = —2. O
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Proposition 2.1. — Soient A un poids classique, o une racine positive non simple
et w un élément de W tels que X (sqw) est un diviseur de X (w). Alors pour a =

Y14+ v, avee (v, vit1) 0 et (w(A), )y =—=2, on a:
(i) la suite
X(w) 2 X(s%w) 22 X(s%—l e szw):
est une suite de diviseurs doubles ;

(ii) la suite
X(saw) 2 X(sy5aw) 2+ -+ 2 X(5y,_, ++* Sy SaW),

est une suite de diviseurs simples.

En particulier Sy, _, 5y, SqW = Sy, =+ Sy, W, €t X(Sy, -+ sy, w) est un diviseur simple
de X (Sy,_, Sy, w) (voir fig.1).

Ve—-1 Vt
Figure 1
Démonstration. — Grace au lemme 2.6, on peut supposer que (w(}\),7) = —2. Du

lemme 2.2, on a X(s,,sqw) est un diviseur de X (s, w) (resp. X(sqw)) associé a
o' = s,() (resp. ).

Observons que 7, appartient a la frontiere de o/, puisque X (s s,, w) est un diviseur
de X (s, w); on en déduit que (s,,w(A),75) # 0. Le lemme 2.4 nous dit que tous les
7v; sont de méme norme, donc (y; + v2)¥ =7, + 75 . Par conséquent

(suw(A), (m+72)") =2+ (s5,w(A), 73)-

Comme A est classique, il en résulte que (s.,,w(X),vy) < 0.

Du fait que X (s Sy, w) ¢ X (81,8,,w), le lemme 2.1 induit que X (S,,Sq/5,,w) est
un diviseur de X (548, w), donc (sus,,w(N),vy) < 0 et puisque (s, w()),a’”) = —1,
on a

(sarsyw(N),73) = (w(}),7;) =1 <0. (2.1)

De plus, (w(A), (71 +72)Y) = =2+ (w(N), vy ), or A est classique, donc {(w(N),~vy) > 0.
En comparant ceci avec l'inégalité 2.1, on déduit que (w(A),75) = 0 et il en résulte
que (s,,w(A),75) = —2. En appliquant I’hypothése de récurrence a la racine positive
o' et a I’élément s,, w, on obtient le résultat désiré. a



32CHAPITRE 2. CONFIGURATION DES VARIETES DE SCHUBERT DANS G /P

Remarque 2.1. — Soient wy le plus grand élément de W, X\ un poids dominant
et N = —wo()). Fizons un systéme de représentants minimauz de W dans W
et considérons application de W dans lui-méme donnée par (T — Twy). Comme
(Twe(XN'), ") = —(7(A), ") pour toute racine o, on déduit que wy réalise une bijec-
tion donnée par la composition

WX W — WX,

ou l'injection est donnée par le choiz d’un systéme de représentants minimauz de W*
dans W. Cette bijection inverse l'ordre. En particulier, si X (so7) est un diviseur de
X(1) dans G/ Py, alors X (Tw) est un diviseur de X (saTwg) dans G/Py. Ainsi, on
peut voir qu’il eriste une suite de diviseurs doubles croissante partant de X (sqw) et
associée a la suite de racines simples vy, ... ,v1. De méme qu’une suite de diviseurs
simples croissante partant de X (w) et associée a la suite v, ... ,Yo.

Lemme 2.7. — Soient w un élément de W et a une racine positive tels que X (saw)
est un diviseur de X(w). Si v est une racine simple appartenant & lintérieur de
supp «, alors X (syw) = X (w).

Démonstration. — Observons que, par définition de 'intérieur, (o, y') = 0; supposons
que s,w < w et que o=y + -+ -+ avec (w(A), 1) = —2 et v = ;.

En tenant compte de la proposition 2.1, on peut voir que X (s,,_, ... ,,w) contient
un diviseur double associé & 7;_1. Grace au lemme 2.1, on sait que X (s,,_,...s,w)
contient un diviseur associé a «y; et puisque ; et v;_; sont de méme norme, on obtient

<S’Yj—2 s S’Ylw()\)a (’Yj + ’7j—1)v> <-3
Ce qui montre que A ne peut étre un poids classique. O

Corollaire 2.1. — Soient a, 8 deuz racines positives et w un élément de W* tels
que X (sqw) et X(sgw) soient des diviseurs de X(w). Alors, ou bien [’intersection
de supp « et supp 3 est vide, ou bien il existe une frontiere commune a o et 3. En
particulier, si supp « est contenu dans supp 3, alors a est une racine simple.

Démonstration. — Supposons que supp aNsupp 5 # @ et que les deux supports n’ont
pas de frontiere commune. Du lemme 2.4, on déduit que supp aUsupp [ est constitué
de racines simples de méme longueur. Grace aux diagrammes de Dynkin, on constate
qu’on peut supposer qu’il existe v une frontiere de o dans a I'intérieur du support de
(. Le lemme 2.7 induit que {(w(\),vY) = 0 et ceci implique que

(W(A),55(2)") = (w(A), ) = =1 et (s5,@w(A),7") = —(a,7") = —1

par conséquent
SqW = SySs, ()W < Ssny(a)W < w.

Or, on a supposé que X (s,w) est un diviseur de X (w), ce qui donne une contradiction.
Si supp a C supp (3, alors, ou bien « est une racine simple, ou bien il existe une
frontiere de o dans l'intérieur de 3, mais par ce qui précede, ceci est impossible. O
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2.2 Intersection des variétés de Schubert

Le lemme suivant et son corollaire (voir [25]) seront utilisés continuellement dans
tout le reste de ce chapitre.

Lemme 2.8. — Soient ¢, ¢1 et ¢o des éléments du groupe de Weyl W tels que
(i) = L(¢;) + (@) pour i =1, 2. Alors pour toutn € W, on a

(< g etn < o) = n < oo

pour un élément ¢y bien choisi tel que ¢o < d1, do < Po et L(dod) = £(P) + (o).

L’idée principale est de considérer deux éléments incomparables 7 et 7/, puis de
chercher un élément ¢ tel qu’il existe deux suites de diviseurs qui sont associées a
des racines simples I'une reliant X (7) a X (¢) et 'autre reliant X (7') & X (¢). Si on
suppose que T = s, + 5, ¢ et 7' = s,/ -+ -5, $, alors trouver I'intersection de X (7) et
X(7') revient & trouver les bornes inférieures de s,, ---s,, et s, ---s, dans W, qui
vérifie les conditions du lemme.

Corollaire 2.2. — Soient 7, v deuz racines simples distinctes et ¢ € W tels que
540 > ¢ et sy > ¢. Alors pour tout n € W, on a

(n < 5,9 et n<syd) <= n<g.
Si sy et sy ne commutent pas, ainsi que SySy @ > Sy > ¢ et 55, > sy > ¢, alors
(N < $ySyd et N < SySyd) <= (n < 5,0 ou n< Syd).

Lemme 2.9. — Soient A un poids dominant, w un élément de W et o une racine
positive telle que X (sqw) est un diviseur de X (w). Alors il existe v un élément du
support de « telle que X (s,w) est un diviseur de X (w).

Démonstration. — Soit a =)\ n,7y olt ny > 0. Comme (w()), ) < 0, il en résulte
qu’au moins un des termes (w(A),7y") est strictement négatif. O

Corollaire 2.3. — Soient A\ un poids dominant, w un élément de W et o, 8 deux
racines positives telles que X (sqw) et X (sgw) sont des diviseurs de X (w) et tel que
les supports de o et 3 sont orthogonauz. Alors

X (sqw) N X (spw) = X (sa55wW).

Démonstration. — Pour a = Z%A nyy et B = Z’yEA nlﬂ,% on pose £(a) = Z'yeA Ty
et £(8) = 3 ca 1) On va montrer le résultat par récurrence sur £(c) + £(3) et £(w)
simultanément.

Sil(a)+£(B) = 2, alors a et 3 sont des racines simples et on conclut en appliquant
le corollaire 2.2 aux éléments ¢ = s,53w, SuW = 5P et sgw = 5,9.
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Si £(«) +£(B) > 2, on peut supposer que « n’est pas simple. D’apres le lemme 2.9,
il existe une racine simple vy dans le support de « telle que X (s,w) est un diviseur de
X (w). Comme £(y) + £(8) < (a) + £(3), par hypothese de récurrence, on a

X (syw) N X (spw) = X (sgsyw).

Gréace au lemme 2.1, on sait que X (s,s,w) C X (syw).
Du lemme 2.2, on a
X (5y5aw) = X (54, (a)5yW)

et par hypothese de récurrence sur ¢(s,w), on obtient
X (sgsyw) N X (55 ()syw) = X(5,8a53w). (2.2)

Considérons 1 < sqw et 1 < sgw, du lemme 2.1, on déduit que min(7n, s,n) est
inférieur & s,s,w et sgw. Puis a 'aide de 2.2, on voit que min(n, s,7) < s,Sassw. En
utilisant encore une fois le lemme 2.1, et le fait que s,s,s3w < s,5sw, on conclut que
n < max(n, s,1) < SaSpW. O

Le corollaire qui va suivre est la preuve de la propriété d’orthogonalité énoncée a
la section 1.1 du chapitre 1.

Corollaire 2.4. — Soient 7, ¢ et w trois éléments de W* tels que :

(1) w est supérieur a T et ¢;

(i) supp(7,w) est orthogonal au supp(¢,w). Alors X (1) N X (¢) est irréductible
et X (k) contient X (w) si X (1) et X (@) appartiennent a X (k).

Démonstration. — Soient o, ... ,a,, B1,..., s deux suites de racines positives telles
que

T = Sa, " Sa,W et ¢ =5, S3,W,
avec

l(Sa; *** Sapw) =b(w) —r+i—1 et L(sp; -+ sp,w) = L(w) — s+ 37— 1,

pour 1 < <retl<j<s. On démontre le résultat par récurrence sur r + s. En
utilisant le corollaire 2.3, le résultat est vrai pour s +r = 2.

Sir+ s> 2, on suppose que r > 1. Comme supp a, est orthogonal au supp(¢, w),
il en résulte que les trois éléments 7, ¢’ = s,, ¢ et s, w vérifient les hypotheses du
corollaire et par récurrence sur r + s — 1, on sait que

X(1) N X(¢) = X(sa, +* 50,86 -+~ 55,w) (2:3)

et
X(k) D (X(nUX(¢)) < X(k) D X(sq,w). (2.4)

De méme s + 1 < 7+ s et les trois éléments w, s,w et ¢ vérifient les hypotheses
du corollaire. Par hypothese de récurrence, on a
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X (k) D (X(syw)UX(¢) <= X(x) D X(w) (2.5)
et
X(syw) N X(9) = X(¢). (2.6)

Rappelons que so,w > 7, donc X (1) N X(¢) = X(7) N (X (syw) N X(9)). A Taide
de 2.6 et 2.3, on conclut que X (7) N X (¢) est irréductible

Soit n > T et n > ¢, comme ¢ > ¢, ’équivalence (2.4), implique que 1 > s,,w,
mais 1 > ¢, donc (2.5) induit que k > w. O

2.2.1 Le cas classique

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant :

Proposition 2.2. — Soient A\ un poids classique, o, B deuz racines positives et w un
élément de W*, tels que X (sqw) et X (spw) soient des diviseurs de X (w) dans G/ P.
Alors :

(i) si{a, BY) >0, alors Uintersection de X (sqw) et X (sgw) est égale & X (sas5w).
De plus si {(a, 8Y) > 0, alors la dimension de X (sqspw) est égal a dim X (w)—2. Sinon

dim X (sgsqw) = dim X (w) — Card (supp o N supp ﬁ) —-2;

(ii) si (@, B) <0, alors Uintersection de X (sqw) et X (sgw) est réunion des deux
composantes irréductibles, X (sgsqw) et X (sqSpw). En particulier, on a:

dim X (sgsew) = dim X (w) — Card (supp ) — 1
dim X (so5pw) = dim X (w) — Card (supp o) — 1;
w(A) + %(saw()\) + sa55w(N)) = sqw(A) + sgw(N)

et
w(A) + %(smu(/\) + 558aw(N)) = saw(A) + sgw(A).

La démonstration de cette proposition se présentera sous la forme d’une suite de
lemmes et de corollaires.

Lemme 2.10. — Soient o une racine positive, v une racine simple et w un élément
de W*, tels que X (sqw) et X (s,w) sont des diviseurs de X (w), et~ est une frontiére
de a. Alors Uintersection de X (sqw) et X (s w) est égale & X (sysqw).
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Démonstration. — Supposons que o = 7y; + - -+ + 7 et que v = ;. D’apres la propo-
sition 2.1, on a

¢:s’)’t"'s’71wa (251:872"'5% et ¢2:S’71"'s’)’t—1a

et aussi

SqW = (o et SqW = P16 avec £(pad) = L(p19) = L(w) — 1.

Soit k € W inférieur & s,w et a syw. En choisissant des représentants minimaux de
k et de ¢ dans W, et en appliquant le lemme 2.8, on déduit qu’il existe ¢ inférieur a
01 et a ¢y tel que

Kk < oo et U(po9) = £(9) + L(¢o)-

Comme la réflexion s,, ne figure pas dans ’expression de ¢; et que s,, ne figure pas
dans l'expression de ¢, on en déduit que ’élément ¢y du lemme 2.8 est inférieur a

Sqg "t Syoae

’

Etant donné que £(s, - - - 5,,_,¢) = £(4) +t — 2 et que toute expression réduite de
¢o est une sous expression de s, -+ -s,, ;, on déduit que ¢op < s,, -+ 5,,_, ¢, mais

_ _ A
Syy "t Sy 1 @ = S5 (a)SyW = Sy8ew  mod W
et s,Sqw est inférieur a s,w et sqw. Donc, ¢g = S, - -+ 5,,_, et Pop = s,5,w. O

Lemme 2.11. — Soient a, 3 deuz racines positives et w un élément de W vérifiant :

(i) (a,8)=0;

(i) X(sew) et X(sgw) sont des diviseurs de X (w).
Alors X (sqw) N X (spw) = X (sqspw). Et si vy est a Uintersection des frontiéres de o
et G, alors:

X (syw) D X (sqspw)

et
dim X (saspw) = £(w) — Card (supp o Nsupp 3) — 2.

Démonstration. — On procede par récurrence sur r = Card (supp o N supp ﬂ).

Si r =0, alors (i) implique que les deux supports sont orthogonaux et on conclut
par le corollaire 2.3. Sinon, en appliquant la proposition 2.1, on déduit que « et 3
admettent une frontiére commune.

Soient « =y, + -+ et f=7+ -+, avec y; = vy, pour 1 <4 < p pour un
certain p > 1. D’apres le lemme 2.6, ou bien X (s,,w) est un diviseur double de X (w),
ou bien X (s, w) et X(s,,w) sont des diviseurs doubles de X (w). Dans le second cas:

d’un coté

(Syp0y 7t S Saprs o+ S5 W(A), ) = (w(A), 7)) — 4.
Comme A est supposé classique , il en résulte que X (w) est un diviseur double de
X (sy,w).
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D’un autre coté, grace a la remarque 2.1 et la proposition 2.1, on constate que
X(w) € X(S’)’lw) c---C X(Svple s '571w)

est une suite de diviseurs simples. Etant donné que -, est orthogonale a I’ensemble
des racines simples 7, ... ,7, 2 et du fait que toutes les ; sont de méme norme, on
déduit que
<5’7p—2 T S’Ylw()\)’ (7;0 + ’Vp*l)v> =3,

ce qui donne une contradiction. Il en résulte donc que X (s,,w) est un diviseur double
de X (w).

Observons que dans cette situation, 1'élément s,w et les deux racines o/ = o — vy
et 3 = 3 — ~, vérifient les hypotheses du lemme et

Card (supp o/ Nsupp ') < Card (supp o N supp 3).
Par hypothese de récurrence, il vient que
X (8Syw) N X(sg5,,w) = X (5055 Sy,w), (2.7)
mais on remarque que

(sarspsyw(N), 1) = (wh), )+ 20y, %) + &, %) +{B,%)
= 0.

Ce qui est équivalent a
578/ Sa1 Sy W = S S Sy W = Sespgw  mod Wj. (2.8)
Considérons 1 < s,w, sgw. Grace aux lemme 2.1 et I’égalité (2.7), on constate que
min(7, s,1) < SoSp S, W,

puis en utilisant le lemme 2.1 et (2.8), on déduit que n < s,spw. La formule de
dimension s’obtient par hypothese de récurrence a partir de celle de X (sysgw). O

Corollaire 2.5. — Soient o, 8 deuz racines positives et w un élément de W* tels
que X (sqw) et X (sgw) soient des diviseurs de X (w) et (o, ) < 0. Alors

X (sqw) N X (spw) = X (sasw) U X (sgsew).
Démonstration. — Puisque A est un poids classique, que
(saw(A), 8Y) = (w(A), B) + (e, ) < =1 + (e, BY)

et que
(spw(A), ) = (w(A),a”) + (B,a”) < =1+ (B,a")

il vient que (o, 8Y) = (8,a") = —1. Puisqu’on a montré que les supports de « et
( sont des segments et que 'intersection des deux supports est vide ou contient une
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frontiere, a 1'aide des diagrammes de Dynkin et le fait que (o, 8Y) = (3,a") = —1,
on déduit que l'intersection est vide.

Pour le reste de la preuve, on procede par récurrence sur r, le cardinal de la réunion
des deux supports. Si r = 2, alors « et 3 sont des racines simples et on conclut par le
corollaire 2.2.

Sir > 2, d’apres le lemme 2.6, il existe v une frontiere de « telle que X (s,w) est
un diviseur double de X (w). De plus, 7 est orthogonal au supp £.

Soit n < sqw, sgw. D’apres les corollaires 2.10 et 2.3, il vient que

min(n, s,1) < S,SaW et min(n, s,1) < s,Szw.

Observons que s,5,W = 54 5,w, Oll o/ = a—; par hypothese de récurrence, il résulte
que
min(n, s,1) < Sq'SaSyW ou min(n, s,1) < SgSy SyW,
mais
Sy8a/ S35y W = SqrSpS,W = SaSgw  mod Wy,
535015y W = 8,585, w mod Wy et 5,585, W < SgSaW

ce qui implique que, ou bien n < sgs,w, ou bien n < s,sgw. Et ceci acheve la
démonstration. O

A T’aide d’un calcul direct, on peut vérifier que sous les hypotheses du dernier corol-
laire, on a le diagramme suivant :

N -

M

Figure 2: o=y + - +y et f=7+ -+ et (v,7) = -1

Ce qui prouve l'exactitude des formules de dimension et les équations des poids
énoncées dans la proposition 2.2.

Remarque 2.2. — (i) En appliquant la remarque 2.1 a la proposition 2.1, on voit
aisément que la variété X (s., ---s,w) contient deuz diviseurs associés respective-
ment auz racines simples y; et 2, ainsi l'intersection des deuz variétés de Schubert
X (8 Spyw) et X(8y,8y, Syw) nlest pas irréductible, et donc W n’est pas un
treillss.
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(ii) Si tout diviseur d’une variété de Schubert quelconque dans G /Py est associé
a une racine simple, alors pour tout w dans W* et pour tout X (s,w) et X (syw)
deuz diviseurs de X (w), les deuz racines simples v et v' sont orthogonales (sinon
X (85, (y)5yw) serait un diviseur de X (s,w) associé a s,(¥'), qui n’est pas une ra-
cine simple). De ld, on peut déduire que tout couple (1,7') d’éléments incomparables
dans W* et w une borne supérieure de T et 7', les supports de (7, w) et (7', w) sont
orthogonauz. Ainsi par le corollaire 2.4, on déduit que W est un treillis possédant
la propriété d’orthogonalité, donc W est un treillis distributif associé a une classe
d’équivalence de chaines (voir proposition 1.1).

2.2.2 Applications

Le but de cette section est d’étendre les résultats trouvés dans la section précédente
a une situation plus générale. En particulier, on dégagera les outils nécessaires pour
prouver la déformation qu’on va décrire. Sauf mention du contraire le poids A sera
supposé classique. Considérons trois éléments 7, 7' et w de W* tels que

1. w est une borne supérieure de 7 et 7';
2. supp(r,w) Nsupp(7’,w) = &.

Considérons entier

d(r,7") = Card{(~,~') € supp(r,w) x supp(7’,w) | {y,7') # 0}.
Alors on a le résultat suivant:

Proposition 2.3. — Soient 7 et 7' deuz éléments incomparables dans W tels que
Vintersection des supports de (T, w) et (7', w) est vide. Alors X ()N X (7') est réunion
de 24m™) composantes irréductibles.

Pour démontrer cette proposition, on procede en deux étapes. Dans la premiere, on
généralise le résultat de la proposition 2.2 (ii) au cas d(7,7’) = 1, puis on simplifie le
probleme par une réduction qui nous ramene a la premiere étape. On commence donc
par donner quelques lemmes techniques.

Lemme 2.12. — Soient a, B deux racines positives, A un poids dominant et w un
élément de W*, tels que X (w) D X(sqw) D X(88aw). Si l'une des trois conditions
suivantes est satisfaite :

(i) (@, pBY) >0;

(i) (o, BY) = —1 et (w(A), ") > (sqw(A),BY);

(iii) (8,aY) = =1 et (w(A),a) < (sqw(A), 5Y).
Alors il existe k dans W tel que

X(sgsew) C X(k) C X(w) et KF# Sqw.

En particulier, st o et B sont de méme norme, alors l’élément k existe sauf dans le
cas ot (w(A), ") = (sqw(A), BY) et a+ [ est une racine.
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Démonstration. — Considérons 1’expression

(saw(A), B¥) = (w(}), B) = (w(A), ") a, ) < 0. (2.9)

De cette inégalité et de la condition (i), on déduit que (w(A), 8Y) < 0 et il en résulte
que
88SaW = Ss5(a)SpW mod W) et $pSW < Spgw < W,

on peut donc considérer que K = sgw.
Si (ii) est vérifié, alors (2.9) implique que (w(A), 5Y) < 0, de plus

Ss5(a)SpW = SSaW mod W)

ainsi K = sgw.
Si (iii) est satisfaite, on obtient

(ssapyw(), @) = (w() a’) = (w(A), 5a(8) ) ssus) @)
ya) = (w(X )Sa( b))
= (w() a’) = (saw(}), 87) <0,

de plus, s485,(sw = sgsqw mod W), donc k = s,, (s w. En particulier, si a et 3 sont
de méme norme et (w(A),a") # (sqw(A), 3Y), alors ou bien

Il
—~
@
/—\
\_/

(w(A), ")y < (sqw(A), ") et 585aW = S5,(8)53W < SgW,
ou bien
(w(),a") > (sqw(N), ) et 58SaW = SaSsu(p)W < Ssu ()W,
ce qui termine la preuve. O

Corollaire 2.6. — Soient 7 < w deuz éléments de W*, By et 31 deuz racines positives
tels que:

(1) les supports de By et (w,T) sont d’intersection vide et (fy, 31) = —1;
(i) X(sgw) est un diviseur de X (w) et X(spw) est l'unique diviseur de X (w)
contenant X (7).

Alors il existe une unique chaine entre T et w. En particulier T = sgw, ot 8 =
T(A) —w(N).

Démonstration. — Supposons que T = Sg, +--SgW, T, = Sg,**-Spw et L(1) =
l(w) — k pour k < 7.

Soit j maximal tel que X(7;) est l'unique diviseur de X (74_1) contenant X ()
pour k < j. D’apres les hypotheses, on a j7 > 1.

Supposons que j < r, donc X(7;) contient deux diviseurs associés a deux racines
positives qu’on note a et o/ avec 7 < 5,7, S/ Tj.

Assertion 2.1. — Les racines o, o', By, fi,- .., B; sont de méme norme.
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Démonstration. — Le fait que 3; et 3, sont de méme norme est une conséquence de
I’hypotheése faite sur A. En effet, dans le cas contraire on a

<ﬂ1aﬂ(\)/> € {_27 _3} ou <ﬂ01/8¥> € {_2’_3}a

ceci implique que

(sgw(N), By) € {—3,—4} ou (sgow(N), BY) € {—3, -4},

ce qui est impossible.

Soit p minimal tel que la norme de f3, est différente de celle de ;. Par hypothése
sur j, on déduit que X (%) est I'unique diviseur de X (7;_1) contenu dans X (7;_s) pour
tout £ < j. D’apres le lemme 2.12 et le fait que toutes les racines 3; pour 1 < <p
sont de méme norme, ainsi que de (i), on déduit que l'expression ' = B+ -+ Bp-1
est une racine positive.

Etant donné que (7, 1(\), ") < 0, on considére oy, ... , o, une suite de racines
positives telles que s,, - -S4, Tp—1 = SgTp—1 €t X(saj -+ 80,Tp—1) est un diviseur de
X(soﬁ_1 -+ 80, Tp—1) pour 1 < j < s —1. De 14, on déduit que, ou bien le support de
B, est orthogonal au support de (', dans ce cas X (w) contient un deuxieme diviseur
contenant X (7), ce qui contredit les hypotheses, ou bien il existe k, 1 < k < s tel que

(Bp, ) <0 et (Bpa))y =10 pour 1 < ¢ < k.
Comme la norme de oy est égale a celle de (3, il s’ensuit que

<6P’ al\€/> € {_2’ _3} ou <ak: 51\)/) € {_2’ —3},

et donc pour K = 84, _, ***Sa,Tp—1, ON 2

(sg,k(N),ap) € {-3,—-4}  ou (5a,k(N), By) € {—3, -4},
ce qui donne une contradiction. O

Retour a la preuve du corollaire. — Grace a (i), on déduit que o' = f§y + 31 est une
racine positive. Comme )\ est classique et que

(w(A),a"") = (W), BY) + (w(A), BY),
la condition (ii) implique que (w(A), By) = (w(N), 5Y) = —1. De plus, & 'aide du
lemme 2.12 et du fait que tous les 3, sont de méme norme, il vient que (B, 8;,,) = —1
pour tout 1 < k < j, donc ' = By + - - - + (3; est une racine positive.
Supposons que supp aNsupp o # &. Du lemme 2.11, il s’ensuit que X (7;) contient
un diviseur double X (s,7;) contenant X (7) ou 7 est la frontiere commune a « et (3,
de plus v et §;_; sont de méme norme. En appliquant le lemme 2.12 a la suite

X(sy75) C X(7j) C X(7-1),

on déduit que X (7;_;) contient un diviseur différent de X (7;) qui contient X (7), ce
qui contredit I’hypothese faite sur j.
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Supposons que les supports de « et o’ ne se rencontrent pas. Alors, des diagrammes
de Dynkin et lu fait que (o, 3'Y) = =1 et (o/, 8") = —1, on déduit que a” = a+ao/+f'
est une racine positive et on a

nv \] \%
(rj(A), 0 ) = (73 (A), @") + (73 (A), & ") + (13(A), B7).
Remarquons que (' = sg, -+ -53,(00), donc de l'invariance de la forme de Killing par
W, on conclut que

(T (N, 87) = (wN), By ==1 et (1;(N),a" ) =-3,

ce qui contredit I’hypotheése A classique.
O

Lemme 2.13. — Soient 7, 7' deuzr éléments incomparables de W et w une borne
supérieure de T et T' tels que intersection des supports de (1,w) et (7', w) est vide.
Supposons qu’il eriste une racine vy € A telle que T et syw (resp. 7' et s,w) sont
incomparables. Alors v est orthogonale a l'un des deuz supports.

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que (w(\),7") = —2 et que
v n’est pas orthogonale au supp(w, 7). Soit i, ..., s une suite de racines positives
telles que 7; = sg, - - - sg,w, T = 7, et X (7;) est un diviseur de X (7;_1).

Considérons k& minimal tel que v est orthogonale au support de 3;, pour 1 < j <k
et (Bk,v) # 0. Si ¥ n’est pas dans le support de (3, alors

(v, By <0 et (s spw(N),y) < =3,

mais A est classique, d’ot1 une contradiction. On peut donc supposer que v appartient
au supp(w, 7). De méme, si v n’est pas orthogonale au supp(w, 7’), on montre comme
précédemment que 7 est dans supp(w,7’), il en résulte donc que l'intersection des
supports est non vide , ce qui contredit les hypothéses du lemme.

Supposons maintenant que (w(\),vY) = —1. Quitte & remplacer 7 et 7/ par § > 7
et ' > 7', on peut supposer que

v ¢ supp(7, w) U supp(7', w). (2.10)

Le reste de la preuve est montrée par I’absurde. Supposons que 7 n’est orthogonale a
aucun des deux supports. Etant donné que s,w est incomparable avec 7, le lemme 2.1
nous permet de déduire que s,7 < 7. Mais

(T(A),7") = (@), 7") + (t(A) —w(N),7")
et d’apres (2.10), on a (T(A\) —w(A),vY) <0, d’ou (7(N),y) = —2.
Soit k une borne inférieure de 7 et 7'. Remarquons que

supp(w, k) D supp(w, 7) Usupp(w, '),

donc supp(r, k) contient supp(w, ') et ne contient pas y. Comme on a supposé que
v n’est pas orthogonal au supp(w, 7'), il en résulte qu’il existe § tel que k < J < 7 et
(6(X),~Y) = =3, ce qui contredit ’hypothese A classique. O
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Lemme 2.14. — Soient 7, 7' deuzx éléments incomparables de W et w une borne
supérieure de T et 7' tels que lintersection des supports de (T,w) et (7', w) est vide.
Alors pour tout (v,7') dans supp(r,w) X supp(7',w) tel que (y,7') #0, on a:

(i) 7(A\) —w(A) =y +v, oty ¢ suppv;
(ii) 7'(A) —w(X) ="+ p, oi v ¢ supp p.

Démonstration. — On procede par récurrence sur £(w).

Si l(w) < 3, alors T = s,w et 7' = sy w, ol v et ¥’ sont des racines simples, donc
il n’y a rien a démontrer.

Si (w) > 3, on consideére une racine simple vy telle que s,w < w. Si s,w est
incomparable avec 7 et 7', alors d’apres le lemme 2.13 on peut supposer que -y est
orthogonale a I'un des deux supports. En considérant les éléments s.,7, 5,7’ et s,w, on
déduit que I'intersection des supports de (s,7, syw) et (s,7’, s,w) est vide, et comme les
couples (7,7') dans supp(7, s,w) x supp(7’, s,w) tels que (7',7") # 0 sont les mémes
que ceux de supp(s,7, s,w) X supp(s,7’, syw), le résultat découle de I’hypothese de
récurrence. Sinon, on peut supposer que 7 < s,w < w.

Figure 3

Pour le reste de la preuve, le lecteur pourra s’aider de la figure 3. On considére un
élément w' minimal tel que 7 < w' < w et tel que le support de (w', w) est orthogonal
ay. Siw' = 7', alors on conclut par hypothese de récurrence sur les éléments 7, s,7’ et
syw. Sinon, on considere « une racine positive telle que 7 < s,w’ < w' et on remarque
que X (s,w) est un diviseur de X (w'). Puisque y n’est pas dans le support de «, on
en déduit que (o, 7") < 0. Ainsi X (s,5,w’) est un diviseur double de X (s,w').

Supposons que o = 71 +- - - +; et que (7y1,7") # 0. Comme « n’appartient pas au
support de (sqw’, 7'), il s’ensuit que +y est orthogonale & ce support (sinon A ne serait
pas classique), en particulier 7, n’appartient pas au support de (s,w’, 7'). Etant donné
que v est orthogonale au support de (w,w'’), on voit que ' n’est pas dans le support
de (w,w") et comme le support de o est un segment constitué de racines simples de
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méme longueur (voir lemmes 2.4 et 2.5), il vient que 7, figure avec multiplicité 1 dans
Dexpression de « et v; n’appartient pas & supp(w(X) — 7(X) — 7).

Soient kK = s, - 5y5,w" et § une borne inférieure de 7 et k. Remarquons que
grace 3 la proposition 2.1 et au lemme 2.1, on sait que pour tout 7 et w dans W* tels
que w > T et X (sqw) un diviseur de X (w), ou bien s,w > 7, ou bien il existe une
suitq de racines simples 7;,, . .. ,;, dans le support de « telle que s, ---s,, T < sqw.

Etant donné que 7; n’appartient pas a la réunion des supports supp(s,w, k) et
supp(s,w, 7), de la derniere remarque, il résulte que v; n’appartient pas au support
de (4, k) et que le support de (7, s,w) est sous-ensemble du support de (x,d). Mais
X (k) contient un diviseur double associé a -, par conséquent, pour tout ¢ tel que
Kk > ¢ >0, X(¢) contient un diviseur double associé & ;. Ainsi tout diviseur de X (¢)
est associé a 7y; ou a une racine de support orthogonal a 7;, donc ~; est orthogonale
au support de (k,d). Puisque le support(w,d) est indépendant de la chaine choisie
pour aller de w & ¢ et que le support de (w, s,, %) ne contient pas 7, on déduit que vy
n’appartient pas au support de (7, s,w). Etant donné que

supp(r, syw) = supp(r, w) \ {7} et supp(s,7’, syw) = supp(r’, w) U {7}

et que tout couple de racines simples (7',7") dans supp(r,w) x supp(r’, w) tel que

FAYE0 et (V) # ()

appartient a supp(r, s,w) x supp(s,7’, syw), on conclut par hypotheése de récurrence
sur £(s,w). O

Lemme 2.15. — Soient 7,7 € W et w une borne supérieure de T et 7', tels que
Uintersection des supports de (w,T) et (w, ') est vide. Alors w est unique.

Démonstration. — On donnera la preuve par récurrence sur £(w).

Si £(w) < 3, alors il existe y et 4/ deux racines simples 7 = s,w et 7’ = syw. A
I'aide de la remarque 2.1, on voit qu’il suffit de considérer les éléments s,wwy, s, wwy
dans W~%W) et de montrer que

K < Sywwy et K < Sywwy <= K < wwy,

mais ce résultat correspond a I’énoncé du corollaire 2.2.
Si £(w) > 3, on consiere une racine simple 7 telle que s,w < w et on distingue
deux situations possibles:

a) T <s,w<wet 7 et s,w sont incomparables ;
b) 7T et s,w sont incomparables, ainsi que 7’ et s, w.

Dans la situation a), on distingue deux cas possibles:

Premier cas: 7 est orthogonale au support de (w,7’). Dans ce cas-la, les élé-
ments 7, s,7', s,w vérifient les hypotheses du lemme. Par hypothese de récurrence
sur {(syw), il s’ensuit que s,w est l'unique borne supérieure pour 7 et s,7’. Si on
considere n > 7, 7', il est clair que n > 7, s,7', d’ot n > s,w, 7’. Rappelons que 7 et
le support de (s,w, s,7') sont orthogonaux, donc par le corollaire 2.4, on conclut que
n > w.
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Deuziéme cas: v n’est pas orthogonale au support de (w,7’). Dans ce cas, du
lemme 2.14, on déduit que y n’appartient pas au support de (s,w, 7). De plus, on a:

supp(s,w, s,7') = supp(w, 7') U {7}

et
supp(s,w, 7) = supp(w, 7) \ {7}

Donc les éléments 7, s,7', s,w vérifient les hypotheses du lemme et par hypothese de
récurrence, s,w est I'unique borne supérieure pour 7 et s,7’. Choisissons n > 7, 7’ et
montrons que n > w. Pour le reste de la preuve le lecteur pourra se laisser guider de
la figure 4.

Comme s,7" < 7', donc n > s,w, 7'. Notons 7/ = 54, «++ o, W €t T) = Sq, ** * Sa, W,
ou X (7,) est un diviseur de X (7,-1) et 1 <p <.

Figure 4

Soit j maximal tel que le support de o; est orthogonal a . Grace au lemme 2.14, on
voit que ;. est I'unique racine dans le support de (w, ') qui n’est pas orthogonale
a .

En utilisant de nouveau la remarque 2.1, on déduit qu’il suffit de montrer que wwy
est 'unique borne inférieure de s,wwy et 7'wy dans WwolA)

Comme + est orthogonale a la réunion des supports de (w,7}) et (7;41,7'), le
corollaire 2.4 nous dit que

X(s77']'-+1w0) N X (t'wy) = X(T]I-+1w0) (2.11)

X (sywwo) N X (1jwp) = X (wwy) (2.12)
et a ’aide du lemme 2.6, on a
X (7} 1w0) N X (sy7jw0) = X (Tjwp). (2.13)

Puisque s,wwy < s,7jwo < 8,7}, W, il vient que

X (sywwo) N X (T"wg) = X (sywwo) N (X (T'wg) N X (sy7]wo) N X (sy7jwy)).



46CHAPITRE 2. CONFIGURATION DES VARIETES DE SCHUBERT DANS G /P

En utilisant (2.11), (2.12), puis (2.13), on conclut que
X (sywwp) N X (T'wg) = X (wwy).

Ainsi, si n > s,w et n > 7', on a nwy < wwy, ce qui est équivalent a n > w.

Dans la situation b), on distingue aussi deux cas:

Premier cas : 7 est orthogonale a la réunion des supports de (w, 7) et (w, 7). Dans
ce cas, le triplet (s,7, s,7', s,w) vérifie les hypotheses du lemme. Par hypothese de
récurrence, s,w est 'unique borne supérieure de s, 7 et s,7". Puisque 7 est orthogonale
aux deux supports, on déduit aisément a ’aide du lemme 2.1, que w est 'unique borne
supérieure de 7 et 7'.

Second cas : 7y non orthogonal au support de (w, 7). D’apres le lemme 2.13, dans ce
cas, y est orthogonale au support de (w, 7"). Par conséquent, les éléments s,7, s,7’ et
syw vérifient les hypotheses du lemme, et par hypothese de récurrence, on en déduit
que s,w est I'unique borne supérieure de s,7, s,7’. Si on considere n > 7, 7/, il est
clair que n > s,7', 7, donc n > s,w. Mais rappelons que 7y est orthogonale au support
de (w, '), donc du corollaire 2.4, on déduit que n > w. O

Lemme 2.16. — Soient o, 3 deuz racines positives et w un élément de W vérifiant
SqW, sgw < w. Supposons de plus que l'intersection du support de o avec celui de 3 est
vide et qu’on a la propriété suivante : toute racine positive o telle que s,w < Syw < w
(resp. spw < syw < w) est non orthogonale au support de 3 (resp. au support de ).
Alors

X (sqw) N X (sgw) = X (sassw) U X (sgsqw).

En particulier, on a les équations des poids suivantes :

saw(A) + sgw(A) = w(A) + %(saw()\) + sgSaw(N))

et
1
SqW(A) + sgw(A) = w(A) + i(sﬁw()\) + sasgw(N)).
Démonstration. — Rappelons que le support d’une racine positive est connexe. Des

graphes de Dynkin, on déduit qu’il existe un unique couple (vy,v') dans supp a X supp 3

tel que (7v,7') # 0.
Soient v, ... ,a., B1,..., s deux suites de racines positives telles que

Sit = X(w) 2 X(sayw) 2+ 2 X(s0, -+~ S0yt = 530)

et
S0 = X(w) 2 X(spw) 2 -+ 2 X(sp, -+ - 55w = spw),

sont des suites de diviseurs.

En vertu de la propriété énoncée dans les hypotheéses du lemme, (o, 5)) < 0
et X(sq,w) (resp. X(sp,w)) est 'unique diviseur de X (w) contenant X (s,w) (resp.
X (spw)). Grace au corollaire 2.6, on voit que S; (resp. S;) est 'unique suite de
diviseurs entre X (w) et X(sqw) (resp. X (sgw)). De plus, les deux supports sont
constitués de racines simples de méme norme.
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On donnera la preuve par récurrence sur ¢(w). Si ¢(w) < 3 ou r + s = 2, alors
X (sqw) et X (sgw) sont des diviseurs de X (w) et (o, ¥) = —1, puis on conclut par
la proposition 2.2.

Sinon, on suppose que ¢(w) > 3, r > 1 et on considére une racine simple = telle
que s,w < w. Comme dans le lemme précédent, on distingue deux cas.

Premier cas: v = ;. Dans ce cas, sqW = S5 (a)S,W €t ;8w = Sy (5)S,w dans
WA, Ainsi, du fait que 7 n’est pas orthogonale au support de 3, du lemme 2.14, on
déduit que v n’appartient pas au support de s,(a). Donc, les supports de s, () et
s,(f) sont d’intersection vide, de plus, on a

(s7(c), 55(8")) = (e, 87) = —1.

Pour conclure, par hypothese de récurrence sur £(s,w) que

X (S5 (@)8yw) N X (5, (5)87W) = X(Ss,(0)55,(8)5yw) U X (85,655, (0)57w),  (2.14)
il suffit de voir que s,w, s,w et s,sgw vérifient la propriété énoncée dans les hypo-
theses, c’est ce qu’on va montrer. D’apres ce qui précede
X (5yw) D X (Sap8yw) D +++ D X(Sa, * ** SagSyW = SqW)
et
X(S’Yw) - X(Ssv(ﬁl)s’vw) DD X(Sﬁs T SB285,(61) S W = S’Ysﬁw)

sont des suites de diviseurs. Remarquons que (s,(f1),ay) < 0. On sait déja que
X (54,8yw) est 'unique diviseur de X (s,w) contenant X (s,w) et que X (s, (5,)5,w) est
un diviseur de X (s,w) qui contient X (s,sgw), donc les supports de ay et (s,sgw, s,w)
ne sont pas orthogonaux. Il reste & voir que X (s, (g,)s,w) est I'unique diviseur de
X (syw) contenant X (s,sgw). En effet, soit X (x) un diviseur de X (s,w) contenant
X (sysgw), donc X (s,k) contient X (sgw), de plus

X (syk) C X(w) et U(syr) =Ll(w) — 1.

Puisque X (sg,w) est l'unique diviseur de X (w) qui contient X (sgw), il en résulte
donc que s,k = s w et par conséquent Kk = s, (3,)5,w. Ce qui prouve que (2.14) est
satisfaite.

Notons que

Ssy(a)Ss(B)SAW =  SaSpW mod W)\, (215)

S5.(8)Ssy(a)SyW = 5,888w mod Wy, (2.16)
Ainsi, si on considere 7 tel que n < sw et n < sgw, alors
min(7n, s,1) < sySqw et min(7, s,1) < s,Saw,
et donc

min(n, s,1) < s (8)Ss, () SyW ou min(n, s,1) < Ss. (a)Ss,(8)SyW-
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A T’aide des égalités (2.15) et (2.16), et du fait que
SyS3SqW < SgSaW €t SySaSaw = Sesgw  mod Wi,

on conclut que n < SaSgWw ou 1 < SgSuW.

Second cas: sqw et s,w sont incomparables, ainsi que sgw et s,w. Dans ce cas, le
lemme 2.13 nous autorise a supposer que v est orthogonale au support de 5. D’apres
le lemme 2.1, s,s,w et s,sgw sont inférieurs & s,w. De plus,

SySqW = S5 (a)Syw mod Wy

SySgw = sgsyw  mod Wy,

I'intersection des supports de s.,(a) et 3 est vide et (s,(a), 61) < 0.

Montrons que les éléments s,s,w, s,5gw et s,w vérifient les hypothéses du lemme.
Comme 7 est orthogonale au support de £, il en résulte que les suites de diviseurs
entre X (w) et X (sgw) sont en bijection avec les suites de diviseurs entre X (s,w)
et X (sysgw). D’apres ce qui précede, il n’existe donc qu’une seule suite de diviseurs
entre X (s,w) et X (syssw), en particulier X (s, s,w) est 'unique diviseur de X (s,w)
qui contient X (s,szw).

De méme, si sysqw < sgs,w < s,w, alors, ou bien sgs,w = s,s,w, dans ce cas
il n’y a rien a prouver, ou bien s,s,w et sgs,w sont incomparables. Dans ce cas,
X (85, (3yw) est un diviseur de X (w) qui contient X (s,w). Donc le support de s, (5')
n’est pas orthogonale au support de 3, mais v est orthogonal au support de 3, d’ou
les supports de 3 est 8’ ne sont pas orthogonaux. Par conséquent, par hypothese de
récurrence, on obtient

X (5,(a)5yw) N X (spsyw) = X (85, (a)5p5yw) U X (5555, () SyW)-

Ainsi, en utilisant les mémes arguments que dans le premier cas, on montre que tout
7 inférieur a s,w et a sgw est inférieur a s,szw ou a sgs,w. O

Corollaire 2.7. — Soient 7, 7/, w € W tels que:
a) les supports de (T, w) et (7', w) sont d’intersection vide ;
b) il existe un unique couple (y,7') € supp(7,w) x supp (7, w) tel que {v,+"”) # 0.

Alors il existe aq, ... ,ap, Bi,..., 0 deur suites de racines positives et deux entiers k
et | tels que:

i) o/ =a,+--+aq1 et f = Bs+ -+ + Brr1 sont deuz racines positives non
orthogonales et aussi T = Sa, ***Sa, W €t T' = g, -+ sg,w avec U(T) = L(w) + 1 et
Uy =L(w)+s;

(ii) on a les trois égalités suivantes :

X(r)NX() = X(swspr)UX(spsak)
TA)+7(N) = w\)+ %(sa'/{(/\) + sgSark(N)) (2.17)
TA)+7'(N) = w\)+ %(Sﬁ/lﬁ)()\) + swsp k(M) (2.18)

OU K = Sq;***Sa1S8, """ SpW = 83, *SB1Sey ** * Sy W-
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Démonstration. — Considérons toutes les chaines maximales entre w et 7. Pour chaque
chaine u, on considére w' € u de longueur minimale tel que les supports de (w, w') et
(7', w) sont orthogonaux, I, = ¢(w) —£(w') et | = mazx,{l,}. De méme, en considérant
les chaines entre w et 7', on définit les entiers k, et k. Soient u et v’ deux chaines
maximales telles que k = ks, [ = [,

U= (0> SqW> - >W =S8q, " Sa,W> -+ >T),

et
u'=(w>sgw>- - >wp =8 Spw > >T).

D’apres le corollaire 2.4, X (w;) N X(7') = X (Sq, - -+ Sa,7') €t

wi(A) + 7' (A) = w(A) + 8, Say T (N). (2.19)
De méme, on a X (wy) N X (1) = X (sg, -+ -557T) et

w,(N) + 7(A) = w(A) + sg, -+ - 55, 7(N). (2.20)
Comme X (w;) contient X (7) et X (wj},) contient X (7'), alors

X(nX(r) = (X(7)nX(wy) N (X(7) N X (w)))

= X(sg, - -85,7)NX(Sq; Sy T')- (2.21)
Remarquons que pour kK = sg, -+ Sg,Sq, * * * Sa; W, ON &
SBs " " SPpB = Say "'50417_’ et Sap *Sag k=S 00 ST

SpgrSat K Sa!SprK

Il en résulte que X (7) N X(7') = X (8q, - * - Say, k) N X (88, = -+ g, ).

De la maximalité des entiers k et [, on déduit que {(oyy1,Bk41) = —1 (sinon
Br+1 Ou gy est orthogonal au support de (7,w) ou de (7/,w)). De plus, X(sq,,,%)
(resp. X (sg,,,#)) est I'unique diviseur de X (k) qui contient X(sq, « -+ Sa,,, %) (resp.
X (s, -+ 5p,,,w)). A T'aide du corollaire 2.6, on voit qu’il n’existe qu'une seule suite
de diviseurs entre X (x) et X (sq, - 5q,, &) (resp. X(sg, -+ 53,,,5)).

Grace au lemme 2.12, on constate que o' et 8’ sont des racines positives, puis on
conclut par le lemme 2.16 et 1’égalité (2.21) pour obtenir

X(r)NX(t") = X (swspk) U X(sgsak).
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Par ailleurs, on a:

Salﬁ()\) + Sglli()\) =

X
—~
>
N
+

(SO/I{(/\) + Sﬂ:sa//{()\)) (222)

N =D =

Sawk(A) + spk(A) =

X
—~
>
N
_|_

(Sﬁ/K,(}\) + SO/SQI{(/\)). (2.23)

Notons que par le choix de w; et wj, on a que le supp(w;, k) est orthogonal au

supp(w;, T) et que supp(wyj, k) est orthogonal au supp(wj, 7’), donc on a
TA) +k(A) = sar(N) +w(N) (2.24)
T'A)+ k(A = spr(X) +wi(N). (2.25)
En additionnant (2.22), (2.24) et (2.19), ainsi que (2.23), (2.25) et (2.20), on obtient
(2.17) et (2.18). O

Lemme 2.17. — Soient 7, 7" deuz éléments incomparables et w un élément mazimal
pour T et T tels que:

(i) Vintersection des supports de (T,w) et (7', w) est vide;
(ii) toute racine positive « telle que X (sqw) est un diviseur de X (w) et X (1) dans
X (sqw) (resp. X(7') dans X (sqw)) est non orthogonale au support de (7', w) (resp.

non orthogonale au support de (7', w)).
Notons

supp (7, w) = UIZ-("J’T) et supp(r,w) = U I](w’T’)
i=1 =1

des décompositions en réunion disjointe des composantes conneres. Alors r = s et
(w,T) (w,T")

pour tout 1 <1 < r, il existe un unique j tel que I, n’est pas orthogonale a I;
Démonstration. — Commencons par remarquer que s’il existe une composante connexe
dans le support de (7, w) qui soit orthogonale au support de (7/, w), alors la condition
(ii) n’est pas satisfaite.

On donne la preuve par récurrence sur ¢(w). Si {(w) < 3, alors 7 = s,w et
7' = spw, ou v et 7' sont deux racines simples, dans ce cas le résultat est trivial.

Si £(w) > 3, alors il existe une racine simple y vérifiant 'une des deux configura-
tions suivantes:

1) il existe une racine positive o non simple telle que X (7) dans X (s,w) ou X (7)
dans X (s,w), avec X (s,w) un diviseur de X (w) et v dans le support de «a;

2) T <s,w<wout <s,w < w.

Dans (1), grace au lemme 2.6, on sait que (w(A),v") = —2. Comme ) est classique
et que 7y n’est pas dans le support de (7/,w), il s’ensuit que 7 est orthogonale au
support de (7', w). De 'hypothese (ii), on voit que s,w n’est pas supérieur a 7. Du
lemme 2.1, on déduit que s,7 < syw et 5,7 < s,w, d’ou

supp(s,7’, syw) =supp(r’,w) et supp(s,7, syw) 2 supp(r,w) \ {7},

et donc, I'intersection des supports de (s,7', syw) et (s,7, s,w) est vide.
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Comme on a montré dans la preuve du lemme 2.16, les éléments s,7, s,7" et
syw vérifient les hypotheses du lemme. Par conséquent, on conclut par hypothese de
récurrence.

Si tout diviseur de X (w) contenant X (7) ou X (7') est associé a une racine simple.
alors, on est dans le second cas

a) si toute composante connexe est réduite a une racine simple, alors, du fait que
A le cas classique, on voit que si trois diviseurs d’une variété de Schubert associés a
des racines simples, alors I'une des trois racines est orthogonale aux deux autres (voir
lemme 2.13). Ainsi par I’hypothése (ii), on conclut qu’il y a une bijection entre les
racines simples du supports de (7, w) et celles du support de (7', w).

b) il existe une composante connexe non réduite a une racine simple, ainsi que =y
une racine simple dans cette composante telle que s,w < w et on peut supposer que
7 < syw < w. Dans ce cas les éléments 7, s,7" et s,w satisfont (i) et (ii).

En effet, (i) est vérifié puisque, d’apres le lemme 2.14 la racine v n’est pas dans le
support de (s,w,7); de plus, puisque 7 n’est pas dans le support de (w,7’), on voit
facilement que le support de (s,w, s,7') est la réunion du support de (w,7') et 7.

Montrons (ii). Soit X (sgs,w) un diviseur de X(s,w) qui contient X (7). Si le
support de 3 n’est pas orthogonal a v, alors du fait que v est un élément du support
de (syw,s,7'), il s’ensuit que le support de 3 n’est pas orthogonal au support de
(syw, s,7").

Sinon, (3,7Y) = 0. Dans ce cas X (sgw) est un diviseur de X (w) et il contient
X (7). Donc, par ’hypothese (ii) sur 7, 7’ et w, on déduit que le support de 3 n’est
pas orthogonal au support de (7', w), et comme ce dernier est contenu dans le support
de (syw, s,7"), on déduit que § n’est pas orthogonale au support de (s,w, s,7").

Supposons que X (sgs,w) est un diviseur de X(s,w) et qu’il contient X (s,7’).
Etant donné que sgs,w > 5,7, il vient que X (7') est contenue dans X (s5,(pyw) qui
est un diviseur de X (w), par hypothése sur 'intersection des supports, on voit que 7
n’est pas dans le support de s,(f).

Si v n’est pas dans le support de 3, alors v est orthogonale au support de 3, ce qui
nous permet de conclure par (ii) que 3 n’est pas orthogonale au support de (s,w, 7).

Si v est dans le support de 3, comme on a choisi v dans une composante connexe
du support de (w, 7) non réduite & une racine simple, alors il existe donc une racine
simple dans le support de (s,w,7) non orthogonal & . De 1a, il en résulte que le
support de (3 est non orthogonal au support de (s,w, 7).

Ceci montre donc que 7, s,7" et s,w vérifient (i) et (ii). Par hypothese de récur-
rence, on peut supposer que les deux supports ont le méme nombre de composantes
(syw,T) s p(syw,s47")

est non orthogonal a I;

connexes et que /; si et seulement si 7 = j.

Soit Ii(os 708y T) I’'unique composante contenant v, donc

supp T, w U [ (syw,T) U (sn,wr U {”Y})

i#£i0

et

Supp - ’U) U I (Syw,s,7’ U(Ii(;,yw,s,yT') \ {’Y})

1710
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Pour conclure, il suffit de voir que IZ-(OS 7s9T) \ {7} est connexe. En effet, comme A
est classique, X (s,w) est un diviseur de X (w), et v n’appartient pas au support de

I.(sn,w,s,y’r’)
i

(w, "), on déduit qu’il n’existe qu’une seule racine simple dans , qui ne soit

pas orthogonale & 7, ce qui implique que IZ-(: T0syT) \ {7} est connexe. O

Preuve de la proposition 2.3. — Comme dans le corollaire 2.7, soient w’ et w” mini-

maux tels que ,
X(r)cX(w')CcX(w) D X(w)DX(T

et tels que le support de (w, w') est orthogonal au support de (w, '), et le support de
(w”,w) est orthogonal au support de (w, 7).
Du corollaire 2.4, il vient que les intersections suivantes sont irréductibles

Xw)NnXw") = X(k),

X(uw)n X (') = X (8,

et
X(w")NX(r) = X(6).

n

Par le choix de w' et w , les éléments §, &' et x vérifient les hypotheses du
lemme 2.17. De 13, on déduit qu’il existe &;,...,d,,d],...,d" dans W?* tels que

<6<k, 6 <6 <kpouri=1,...,ret que
X(0)=(X(6:) et X(0)=[)X().
=1 =1

Done, X (6 N X (") = Ny (X (8:) N X(8))), avec §; et &; vérifiant les hypotheses du

=1
corollaire 2.7 pour tout 7, il en résulte que

X(6) N X (&) =) (X(6:) uX ().
i=1
Comme le support de («, 6;) est orthogonal aux supports de (x, ;) et (x, 6;) pour
tout j # 1, il vient que X (d) N X (d') est la réunion de 2" composantes connexes.
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Chapitre 3

Déformation des variétés de
Schubert

3.1 Rappels

Nous commencons par rappeler la méthode exposée dans [11] (chap.15) pour la
construction des déformations plates.

Soit R = k[zy,...,z,], ou k est un corps algébriquement clos, et soit 1) une
fonction de poids de Z" dans Z (i.e. 9 est la restriction d’une application linéaire de
R™ dans R). A 1, on associe un ordre monomial sur R défini par

' >z <= Y(u) > P(v) ou u,v € Z".

Soit g un élément de R, on définit le terme initial de g, qu’on note iny(g) de la maniere
suivante : si

g= Z Ay et by = min{y(u) | a, # 0},

on pose ing(g) = 3=, "

Pour tout idéal J de R, on définit Iny(J) I'idéal initial de J relativement a 1,
comme étant l'idéal engendré par les éléments in,(g), g dans J. Considérons R|[t] la
k[t]-algebre engendrée par R. Désignons par g I’élément de R[t], donné par

Glt, @y, ... xy) =t g(t¥@gxy, o Y@y,
et considérons I'idéal J, engendré par les éléments §, pour g dans .J. Rappelons le

théoréeme suivant (voir [11] ):

Théoréme 3.1. — Pour tout idéal J de R, la k[t]-algébre R[t]/.J est libre, en parti-
culier c’est un k[t]-module plat. De plus

R[t]/J @ k[t,t7Y) = R/J[t, 7]
et
R[t]/J @xpk[t]/(t) = R/Iny(J).

Donc R[t]/J est une famille plate sur k[t], la fibre en t = 0 est R/Iny(J) et la fibre
ent # 0 est isomorphe & R/J.
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Soit G un groupe algébrique semi-simple, B un sous-groupe de Borel et X+ la
chambre dominante relative a B. Considérons A un poids dominant, P le sous-groupe
parabolique associé a A et W* le quotient du groupe de Weyl de G par celui de P.

Considérons w dans W? et désignons par p le nombre des classes d’équivalence
des chaines maximales dans {7 < w} (voir chap.1, section 1). Rappelons qu’a chaque
classe d’équivalence u;, on a associé un treillis distributif 2/}, ensuite, on a construit
une variété torique projective X (i) (voir chap.1, section 2). Le théoréme principal
de ce chapitre est le suivant :

Théoreme 3.2. — Soit G un groupe algébrique semi-simple et A un poids classique.
Alors pour tout w dans W?*, il existe une famille plate sur K[t] telle que la fibre en
(t—a), a # 0 est isomorphe 4 X (w) et la fibre en (t) est la variété Y, = \J_, X (U}).

Comme corollaire de ce théoreme, on obtient une extension du résultat obtenu par
Lakshmibai et Goncuila dans le cas minuscule.

Corollaire 3.1. — Soit w un élément de W*, vérifiant la propriété suivante: pour
tout T < w et a une racine positive, on a

X (sq7) est un diviseur de X (1) => « est une racine simple.

Alors X (w) se déforme en une variété torique. En particulier, si W est un treillis
distributif, alors toute variété de Schubert dans G /Py se déforme en une variété to-
rique.

Démonstration. — On a vu dans la remarque 2.2, que la propriété énoncée dans ce
corollaire implique que {7 < w} est un treillis satisfaisant la propriété d’orthogonalité,
ainsi par la proposition 1.1, on voit que {7 < w} est un treillis associé & une classe
d’équivalence de chaines maximales, et on conclut par le théoréeme 3.2. O

Remarque 3.1. — L’ensemble des poids domimants tels que tout élément de W*
satisfait les hypothéses du précédent corollaire a été classifié par Stembridge dans
[41]. Cet ensemble des poids est égal a I’ensemble des poids minuscules, les poids w,
et w, dans les cas B, et C, et les deuz poids fondamentaux du cas G4, les notations
sont celles de [{]. Soit X\ un poids quasi-minuscules. Grace & [25] ou [21], on sait que
tout élément w dans W tel que {(w) < 3(dim G/Py — 1), vérifie les hypothéses du
corollaire.

Le reste de ce chapitre est consacré a la preuve du théoreme 3.2.

3.2 Preuve du théoreme

Désignons par Ly le fibré en droite G xp, k) et G/Py, — P(V)) le plongement
projectif correspondant. Considérons w un élément de W* et soit Vy(w) le module
de Demazure associé a w. Par abus de notation, on note aussi L) la restriction de
Ly & X (w). Les résultats suivants ont été démontrés par plusieurs auteurs (voir par
exemple [2, 23, 35])

Théoréme 3.3. — (i) Vi & H'(X(w), Ly) ;
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(ii) H'(X(w),Ly) =0, pour i > 1.

Soit I'(w) = @D,,5¢ Viir(w) 'anneau des coordonnées homogenes de X (w). Il est
bien connu (voir [22, 39]) que le noyau de ’homomorphisme surjectif

R) =P Sy (w) — T(w)

n>0

est engendré par des éléments de degré 2.

Rappelons que By, () désigne I'ensemble des L-S chemins de type A, 7 = (11,...)
tel que 71 < w. Apres avoir introduit le modele des chemins dans [29, 31], dans [30]
Peter Littelmann a construit une base du dual V;(w) indexée par les chemins de
B, (), notons les éléments de cette base par les symboles p, pour m dans By (A).
Dans [24], on trouve le résultat suivant :

Théoréme 3.4. — Le noyau de ’homomorphisme surjectif RY — T'(w), pr — pr est
engendré par des éléments de degré 2, de la forme

Gnx) = DaDn’ — E Qysry P Doy ot m* 7' est non standard.
nxn' standard

L’énoncé de ce théoreme n’est pas complet, nous le formulerons plus loin sous sa
forme la plus précise.
Soit B(\A) I'ensemble des chemins de L-S de type A et N un entier positif.

Définition 3.1. — Soit e, m € B(A\) une base canonique de Z*> | pour tout chemin
trivial m = (7,7), on note e, au lieu de e ;). On définit la fonction de poids v de
78N dans 7 par:

Y(e,) = Z N"a pour T(A) = A =3 oA NG

aEA

T

Yler) =Y (ai—aim)v(e,)  obm=(m,...,7,0,a1,...,1),

=1

ot on rappelle que A est I’ensemble des racines simples. Dans toute la suite, on écrira
W(m) a la place de Y(ey).

Soit u une classe d’équivalence de chaines, U* le treillis distributif associé et U
I’ensemble des L-S chemins de type A & support dans &*. Dans le chapitre 1, section 2,
nous avons associé & tout enchainement 7 *7’ de chemins dans U* un chemin standard
rVr xm AT

Proposition 3.1. — Supposons que X est un poids classique et w, ', n, ' des L-S
chemins de type A, tels que:

(i) 7 * 7' non standard;

(il) n*n' standard;
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(ili) le coefficient anuy de pypy dans Uelement gr . est non nul. Alors pour N
assez grand, on a

Y(m) +(m) <p(n) + (1),

et on a égalité si et seulement sl existe une classe d’équivalence de chaines u telle
que m, ™, n, ' appartiennent a l'ensemble U et n =7V ', n = 7 A7'. De plus,
dans ce cas on a: Qpuy = 1.

Avec cette proposition, on voit que I'idéal initial associé a celui de la variété de
Schubert X (w) est engendré par les relations

PuPrt — PuvarPenn S'il existe U* qui contient 7 et 7’
PP sinon.

Dans le chapitre 1, nous avons vu que cet idéal est associé a la variété projective

Y, = LPJX(Z/{}).

=1

Donc le théoreme 3.1 et la proposition 3.1 impliquent le théoréme 3.2. Par conséquent
pour terminer la preuve du théoréeme principal, il suffit de montrer la proposition
précédente.

3.2.1 Bases des représentations

Soit g l'algebre de Lie de G. Notons A = {ay,...,a,} 'ensemble des racines
simples et X le réseau des poids de g. Désignons par U(g) I’algebre enveloppante de
g sur Q et Uz la forme de Kostant définie sur Z. Soit X,,, Y,,, H,, les générateurs de

U, et X = % (resp. Yo = %) les générateurs de U} (resp. Uy).
On considere un poids dominant A et on suppose que A = nw, w un poids classique.

Définition 3.2. — Soit 7 = (7,...,7s,0,0a1,...,1) un L-S chemin de type A. Une
expression T = Sg, - -+ Sg, est dite compatible avec 7 si :

(i) L(s,---sp)=4n)—ti+1pouri=1,...,7;
() {m,... .7} C{sg - S8.,---,58,,id}.
La condition (i) implique que X (sg, - - - s5,) est un diviseur de X (sg, , - - sg,). Dans

ce cas, les lemmes 2.5 et 2.4 nous disent qu’ils existent a, ... ,a; des racines simples
distinctes telles que 6; = a3 + - - + o4 et

(i, 1) = =1 pour tout i < s — 1.

Et du lemme 2.6, on sait que X (sg, - --sg,) contient un diviseur double associé & a4
ou oy.

Définition 3.3. — Fizons vy un vecteur de plus haut poids A dans V), vyen) un
vecteur de poids wo(A) et m = (11,...,75,0,... ;a5 = 1) un L-S chemin de type \.
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1) pour 7 = sg, - - - S3, une expression compatible avec , on définit:
(i) la suite des entiers S(m) = (ny,...,n,), ot nj; = (sp,,, 55, (A), B} )ax,
pour T, > Sp; it Sp, = Try1, L S G ST et T =1d;

(ii) pour B = a1+---+ay et (sg, ---55,(N), o)) = =2, on considere lopérateur

ay ag

YW =y y®

et on définit le vecteur v, = W(ﬁl) . -Yw(,rff)v)\.

2) De la méme fagon, pour wo = sg, - - S, Ts, £(Sp, - - 55,7s) = (75) + 1 et

{7’1,... ,TS} C {SﬁT--'SngS,... ,SﬂlTs,Ts},

on définit:

(i) la suite des entiers
S'(m) = (ma,...,m,),

ot m; = (sp,_, - --sﬁl(/\),ﬂj\/)(l — Qg1 ), POUT Tp_1 > Sp,_,--Sp, > Tp, 1 < j<7oel
To = Wo 5
(ii) pour B = ai+---+ay et (sg, ---55,(A), ) ) = =2, on considere 'opérateur

x™ _ x(n), . x®)

o a a1
et on définit le vecteurs u, = XSEI) .- -Xg,fr)vwo()\).
Remarque 3.2. — Soulignons que, pour tout i, le chemin

i = (S, S8, Thtls--- > 75,0, Qp, ..., 1),

0U T, > Sp,+ -+ Sg, > Tr1 et = (sg, -+ 55,,0,1) si sg, -+ - sp, < Ts, est un L-S chemin
de type A et par construction, on a: vy; = Y;Zi)vmﬂ.
De méme, on remarque que le chemin

T = (T1,- e, Thot, S5 " 88, Ts, 0,01, - .. ,Ap_1,1)
0U Ti—1 > Sg, -+ Sp, > Tk €t T = (sp, 55,75, 0,1), est un L-S chemin de type A, de
plus uy: = X

i Ugitt.

Lemme 3.1. — Soit A un poids classique. Alors, les vecteurs extrémauz v(r o1 dans
V. sont indépendants du choix des expressions compatibles.

Remarquons que dans le cas ou I'ensemble des expressions compatibles est réduit au
expressions réduites, ce lemme est une conséquence directe de I'identité de Verma.

Démonstration. — Fixons une expression réduite 7 = s;, - - - s;, et considérons le vec-
teur v, = Yi(lm) e Yign’). D’apres 'identité de Verma, le vecteur v, ne dépend pas du
choix de I'expression réduite. Soit sg, - - - sg, une expression compatible avec le chemin
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trivial (7,0,1), et supposons que 3; = a; + - - - + ;. On utilise deux récurrences une
sur 7 et une sur ¢ pour montrer que v, 1) = V.

Sir =1, alors 3; est simple et sz, est l'unique expression compatible, donc il n’y
a rien a démontrer.

Supposons que 7 > 1 et que ; n’est pas simple. Par hypothese de récurrence sur
T, 0N & V(s 7.0,1) = VUsy, r- Par définition du vecteur v(,1), on a

vrot) = Yo - Y vy, .
Procedons par récurrence sur t. Si ¢ = 1, alors [; est une racine simple, dans ce
cas, le résultat est une conséquence du fait que le vecteur v, est indépendant du
choix de l'expression réduite considérée pour sa construction. Si ¢ > 1, alors grace
au lemme 2.3, on sait que (T(w), 3) = —1. Du résultat de la proposition 2.1 et de

I’identité de Verma, on déduit que

’Usng = Yalv5a135177

ce qui implique que

U(7,0,1) = Yo Yoo Yo, Yag - - Yatvsal

551’7"

Rappelons aussi que dans cette situation, on a la relation de Serre:

Yagf)yaz - Ya1Ya2Ya1 + Y, Y(Z) = 07

a1+ a9

par conséquent

U(’T,O,l) = YQ(IQ)YQQYQQ, T Yat/USquﬂlT + Ya2Ya3 <Y Y(Q)Usalsmﬂr-

Q¢+ ag
Comme (sg,7(A), @) = 1, le deuxieéme terme est nul. Par hypothése de récurrence et la

proposition 2.1, le premier terme est égal a Yogf)vsa”, mais puisque (s,,7(\), o)) =2,
on a v(r0,1) = v, e qui termine la preuve. O

Corollaire 3.2. — Pour tout poids domimant A = nw, ot w est un poids classique,
les vecteurs extrémauz v( 1) sont indépendants du choiz des expressions compatibles.

Démonstration. — Considérons le plongement de V), dans V" et soit 7 = sg, - - - 55,
une expression compatible. Pour distinguer les vecteurs de V) de ceux de V,,, notons
u, ceux de V,,. Comme dans le lemme précédent, par hypothese de récurrence sur r,
on peut Supposer que VU(s; r,0,1) = u?}’:r Si (3, est simple, alors le résultat découle de
I'identité de Verma. Sinon n = |(7(A), 8)| et par définition de v(, 1), on a

Vir0,1) = YOE?) .y (), ®n

[e73 5517"
Ce qui induit que
U(T,O,l) fred Ya1 [P YatuSBIT ® PR ® Y(){l P YﬂftusﬂlT + Z a,//vy

_ ®n
= U +E a,v,.

Etant donné que le vecteur u®" est dans Vj, que YOSI") . YOS:L )u;‘?" est aussi dans V), et
que le poids 7(A) est de multiplicité 1, on déduit que ) a,v, = 0 et que v(;0,1) = ud".
O
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Soient C la matrice de Cartan de g et dy, ... ,d, des entiers minimaux tels que la
matrice (d;c;;) est symétrique. Soient d le plus petit multiple commun des d; et

N d «;

Considérons g', I'algeébre de Lie associée & C*, la transposée de C; et rappelons que
¥i, 7y, est une réalisation de C’. Soient Xq le Q-espace vectoriel X ®z Q et

X'={peXq|Vi(u)el},

le réseau des poids de g'.
Le groupe quantique U,(g") associé a g' et défini sur le corps Q(q) est engendré
par les éléments E.,, F., et Kil. Rappelons les coefficients binomiaux

din _ —din
=1t et [l =) [
q T — q 1

et considérons U, 4(g") la forme de Lusztig définie sur I'anneau des polynomes de

Laurent A = Z[g,q7'], ainsi que U, et U_, engendrées respectivement par les
éléments B\ = ii, et F{M = [I; i,

Fixons [ un entier divisible par 2d et soit Z 'idéal engendré par le 2/-iéme polynome
cyclotomique. Pour R = A/Z, soient U,z = U, 4(g") ® 4R, ainsi que Ug = Uz @z R.

Soit A un poids dominant, rappelons que le module de Weyl M, est I'unique
quotient simple du module de Verma associé a A (voir [19]). Pour m) un vecteur de
plus haut poids A, soit M, 4 le A-réseau Uiama, et Mg =My 4 ®@aR. Considérons
le sous-espace propre

d
Mir = @ M= (1),

,uEéX
alors on a le résultat suivant (voir [30]):
Théoreme 3.5. — L’application

H,, K., ml,
XM BCW Y E < e +m) - [ e ] .
¢ VS : toMi, n nl; Ml
d

est une représentation de Ug dans End(Mj z), ou l; = i

Soient V) le module de Weyl de plus haut poids A et V\r = V)7 ®z R. Pour
construire une base de la représentation V), on utilise les injections
d
!

Var = (Miye)! o ME) T o MBy o ME (3.1)

ou la premiere et la deuxieme fleches sont des injections de Ugz-modules, la troisiéme
est I'inclusion de R-modules et la quatrieéme est une injection de U, z-modules.
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Fixons m,, un vecteur de plus haut poids w dans M,,. Pour tout 7 € W*, on fixe
1 A 1 f— - e o 0 - R — - . e - V
une expression réduite 7 = s;, - -+ s;, et on note n; = (s;;,, - 55, (W), 7))

Soit m, = Féﬁl) X -Féﬁr)mw et b, 'unique vecteur dans M7, z de poids —7(w) tel
que b, (m,) = 1.
Pour tout 7 = (ry,--+,7,0,a1,--+,a, = 1) un L-S chemin de type A, tel que

nt n
aié € Z pour tout i, on définit respectivement dans Mffa et (M:}’R)‘g?l les vecteurs

mn:mn®...®m@®...®1ﬂnﬁ®...®mﬁ)

-

~ ~”

a’y (1-a,-1)2t
et
by =br ® @by @ @b, @~ @by, .
a ™ (1—ar_1)%
Pour tout w € W?*, soit Vi z(w) le module de Demazure V) z(w) = Ujwv, et

V,\yz(w)()pp = Uivw
Rappelons que By, (A) est ’ensemble des L-S chemins 7 = (7y,...,7,0,...,1) tels
que 71 < w et soit BY(\) 'ensemble des L-S chemins tels que 75 > w.

Théoréme 3.6. — L’ensemble des vecteurs u, (resp. vg), m dans B(X) tels que 7 < w
(resp 75 > w) forme une base de Vy z(w) (resp.Vi z(w)oPP).

Notons que dans le cas A classique les bases qu’on vient de définir coincident avec
celles données dans [26] et que dans le cas général ce théoréme a été conjecturé par
Lakshmibai.

l

Supposons que pour tout m, 5a; est dans Z et considérons V) x comme un Ug-

v d
onl. d . ,
sous-module de (MwR‘i) . Soit > l'ordre sur les vecteurs propres m, de M,,, donnés

par
my > m, <= m, est dans U;my.

Considérons les ordres lexicographiques >, et ’ordre lexicographique inverse >, sur

1
®n 5 , .
I’ensemble des tenseurs du module M,, ¢, définis par
mm®---®mu%l ng,,1®---®m,,%l

si et seulement si il existe un entier j tel que my,, = m,, pour 1 <17 < jet my >m,,.
De méme
My @ -+ @My, ZaMy, @ @m,,,
d d

si et seulement si il existe un entier j tel que m,, = m,, pour j <i < n,é et my,; > m,y,.

Pour simplifier les notations, nous écrirons v >, v' si m* >; m” et v >4 V' si

m" >4 m” . Rappelons que ces ordres sont les mémes que ceux utilisés dans [24].
Soit m = (7,...,7,0,...,1) un L-S chemin de type A et 71 = sg,--- s, une

expression compatible. D’apres lemme 2.4, pour tout i, supp ; est constitué de racines
simples de méme norme, donc pour tout oy et a; dans supp 8;, on a [, = [;, ce qui
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nous autorise a noter parfois lg au lieu de /; pour ¢; une racine simple dans le support
de g.

Rappelons que dans la remarque 3.2, on a défini les L-S chemins de type A, m;
et  pour 1 <4 < 7. Soit Fézilﬁ Vet Egilﬁ ?les images respectives de YW(Z") et Xg-”)

d
dans Endz (Mj ).
Lemme 3.2. — Pour tout i tel que sg, -+ -sg, > 75, on a

il m;lg, ; ;
F( ds.) T Z am ot E7(r,iz ﬂl)mm+1 =m™ 4+ Z a,m”’

v>qm m>gV
. s, s
Démonstration. — On ne donne la preuve que pour les Finz 5’)m7r +1, la seconde égalité
repose sur les mémes arguments. Rappelons que la co-multiplication de U, 4(g") est
donnée par (voir [32]):

F(p Z qdvpp F ) ® K;p’Fnsp")_ (3.2)
p'+p"=p
Supposons que 3; = a1 +- -+ a; et que (sg, - - - 55, (w), af ) = —2. Soit k; = sp, - - 5,
pour 7 =1,...,r et rappelons que

. ®ak nl ®(ak+1—ak)—l ®(1—as—1)*l
7'( — d d d
m i+l —mni 1 ®”L7-k 1 ®.'.®7”’7s 9

nl
ol Tk Z Ki—1 > Tk+1 et mTi+l = mm’il si Ki_1 S Ts. Par définition de Y7r(z )’ on a
A i i : s 1ooe il
Fﬁlill = F\ri) . E Done, en appliquant 3.2, on déduit que le terme F,EZ i
est égal a
(mlﬂi) ®ak%l —n;ly “nly ®(ak+1_ak)%l ®(1—as—1)
Frg M ) @ Ko K My X QM + Z a,m

Tt

ol pour tout tenseur m” =m,, ® ---® m, , a coeflicient non nul, il existe au moins

nl

deux entiers j > a;’y Let p>k+1 tels que m,, > M., ce qui implique en particulier
mY >m".

Soit 1 =37 4.1(aj—a; 1)7;(A). Comme 7;(1) est un poids entier et que le produit
ap(ki(N), B) est dans Z, on déduit que (u, ;) est dans Z. Rappelons que les I; sont
égaux et remarquons que [ X [; est divisible par 2/, donc

Komilo gmitgpan = gl gdiey e ) g
Tt gk

=1

aM
7

ou u est 'image de ¢ dans R. Pour obtenir le résultat, il nous reste a calculer le terme
(nilg;) ®ax2
F K Ki41
Si (ki(w), BY) = 1, alors n; = agn. Dans ce cas, considérons le Ug-module V,,, =
et soit vy, le vecteur extrémal dans V,,,, z de poids k;(nw). Remarquons que le vec-

Qmn zé )

. : ®n1l
teur F( t8:) My, est I'image du vecteur yim .. -Yé?l)vnm dans M, » ¢, et comme ce
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dernier est égal a v, qui est indépendant du choix de l'expression compatible de x;
(voir corollaire 3.2). En choisissant une expression réduite de x; et en utilisant le fait
que

F§"+m)m,i ® ms =My ® My, s, (3.3)
!
chaque fois que (k(w),7") = n et (§(w),y') = m, on déduit que Fﬁilﬂ")mfxf =
®nié ’
Ks
Supposons que {k;(A), 5)) = —2, du lemme 2.3, on déduit que f; est une racine
simple et on conclut par (3.3) O

Proposition 3.2. — Pour tout m un L-S chemin de type A, on a

Ve =m" + E a,m” et Uy =m" + E a,m”.

v>gm > gV
Démonstration. — Par définition des vecteurs u, et v,, on a
— F(nlll) F(nrl'r) ®%l t — E(mlll) E(mrl’r) ®%l
Up =Lgq o dlpy "M e Un = Ery T M mwo(w)'

Puisque m™ <4 m” <4 F,m” et m"™ >, m” >, E,m", en appliquant successivement
les opérateurs F 752” (resp. Efr";l)) et en utilisant & chaque étape le lemme précédent,

on obtient notre résultat. O

Démonstration du théoréme 3.6. — Soit [ un entier divisible par 2d et tel que pour
tout 7 = (1y,...75,0,a4,...,1),0ona éai dans Z et considérons le plongement de V) z
dans Mfgé.

Fixons > une extention de >, & un ordre total, soit 71, ... ,m, un sous-ensemble
de B(A) indexé dans l'ordre croissant et supposons que Y _._; a;vr, = 0.

D’apres la proposition précédente, on sait que m™ ne figure que dans v,,. Puisque
les m™ sont linéairement indépendants sur R et que le coefficient de m™ dans v,, est
égal a 1, on déduit que a; = 0, ensuite que tous les a; sont nuls. Donc les v, sont
linéairement indépendants.

Grace a la formule de caractere de Weyl et au modele des chemins, les vecteurs v,
forment un R réseau de rang maximal dans V) z. Comme les coefficients des m™ sont
tous égaux a 1, on conclut qu’il forment une base de V) z. Mais par construction les
v, sont dans V), 7, donc ils forment une base de V) %.

Rappelons que pour sg, - - - sg, une expression compatible avec 7 et A > 0 tel que
Ts = SBpy1 """ S8, O A

v, = Yﬂgﬁl) e Y;Zh)v(u,o,l),
donc pour 75 > w, le vecteur v, est dans le module V) z(w)°" et comme dim V), z(w)?
est égal au nombre des L-S chemins dans B ()), on en déduit que les vecteurs v,
7 dans B¥(\) forment un Z-sous-réseau de V) z(w)P, comme ce réseau contient le
vecteur v, 0,1), pour voir qu'il est égal a V) z(w), il suffit de montrer qu’il est stable

par Uj. En effet, soit Yogn)uT = ) ayv, et § minimal pour >4 tel que a5 # 0. De la
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proposition 3.2, on déduit que m? ne figure dans aucun vecteur vy tel que a, # 0, ce
qui implique que m" figure dans YOS")UW, mais ceci n’est possible que si m"7 >; m”.
Ceci est vrai pour tout 6 minimal, donc >4 7™ pour tout a, # 0. En particulier pour
n=1_(..,m0,...),onan > >w.

Remarque 3.3. — Soient 7 = (71,...), sg, * - Sp, une expression compatible avec m
et p<q <t tels que 7, = Sg, - 5p, el Tpy1 = Sp,, " Sp, pour un entier k > 1.

Rappelons que chaque fois que le support de (3; est orthogonal au support de [(;11,
on a

<5/J’¢+1 T Sﬂt()‘)a ﬁzv> = <sﬁi+2 Tt sﬁt()‘)’ ﬂzv>
et
<85i+2 T 5B (/\)’ ﬂiv—f—1> = <Sﬂi85i+2 U Sﬂt(/\)’ ﬂz'v—i—l)’

donc si on change la suite (By,...,[03,) par une suite équivalente (B;,,...,05,) et
Syttt SB, PAT Sgy - SB 1S, " SB,SB; 11 T " SB,, Lexpression du vecteur v, reste in-
changée, puisque Yo, Yy = Yy Y, pour {«,a’) = 0. Par conséquent, v, ne dépend que
de la classe d’équivalence de [’expression compatible choisie.

Dans le lemme qui va suivre le poids A est supposer classique, dans ce cas tout

L-S chemin de type A s’écrit (7,70, %, 1), olt on enleve le % siT=r1.

Lemme 3.3. — Soit A un poids classique. Alors, pour tout m = (7'1,7'2,0,%,1) et
! 1

' = (11,7,0,5,1) dans B(\) tels qu’il existe un treillis distributif U> qui contient Ty,
Ty, Ty €t Ty, le coefficient de m™ ® m™ dans Vpyrsepa €st égal @ 1.
Démonstration. — Rappelons que les chemins 7 V 7’ et m A 7’ sont définis par

7rV7r'=(71VT{,(T1 /\T{)V(TQVTQ)) et 7T/\7TI=((Tl/\T{)/\(TQVTé),TQ/\Té).

Dans le corollaire 2.4 nous avons montré la propriété suivante : pour tout 4 et ¢’ dans
W? et §V4' une borne supérieure tels que supp(d, §V4') est orthogonal a supp(&’, §Vd'),
alors d V ¢’ est 'unique borne supérieure et il existe une unique borne inférieure d A §’
de § et &' dans W*. De plus, dans le corollaire 1.2, nous avons montré que

SV et 6 A dans U <= § et §' dans U,

pour tout 4* un treillis distributif associé & une classe d’équivalence de chaines maxi-
males. Par conséquent, tout treillis distributif Z4* qui contient les éléments

VT, (i ATV (T2 V1), (AT A (T2 V T5) et T2 ATy
contient 71, 7o, 71 et 74, en particulier il contient la chaine des éléments

m=mnVm, Mo =Ty VT, 3= (AT V(12 V 1), n=nAN (V)

ns =TV (11 ATy), ne = (11 ATL) A (T2 V 73), N =Ty AT].
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Pour suivre les notations, le lecteur pourra consulter la figure 6 qui se trouve a la fin de
la démonstration. Soit (fi,... , ;) une suite de racines positives telles que sg, - - - s,
est une expression compatible avec 7V 7’ xm A7’. D’apres la remarque précédente, on
peut supposer qu’il existe une suite i; =1 < --- <147y <r+1 telle que n; = S8, """ Spi

et sg._, -5 = T A T5. Pour simplifier les notations, notons F [g:”li) I'image de Yﬂ(zi)
L

dans EndR((ijz)%> (tout en faisant attention dans les calculs & ne pas confondre

le systeme de racines de g avec celui g'). Par définition, on a

_ () (nr)
VUrvrlsaAn! = Yﬁl fee Yﬁr ! UTQ/\Téa

ou la suite des entiers n; est donnée par:

3 i1 > 55,55, > To A TS
(86ip1+ 88N, B) sims > 85,85, > 16
n; = 2 Simy > 8p, -5 > s
<8ﬂi+1 o 'Sﬂt()‘)aﬂiv> sing > Sg; " Sp > M
1 Sl > 8g,+--Sg, > M3.

Considérons les opérateurs suivants :

1 (jl,@i ) (4l3,) i (jlﬂi ) (jlﬁi _1)
F.(? = Fﬁm t .Fﬁz ’ FG] = Fﬂiﬁ S .Fﬁirf 1
(ni5l,3¢ ) (nie—llﬂi _1) j (jlﬂi ) (jlﬂi _1)
]*—’5217,%.1_5 l 5)---F%6_1 l 6 | F4:F%% 4)"'Fﬂ(i%—f |
_ Tigls; Tig—18;, 1 g B IBig—1

Iy = Fﬂig P Fﬂi4—1 ! Fy = Fﬂiz P .Fﬂi3—13

i (i) (ls;, 1)
Fl] - Fﬁl Ve .F/B’iz—f

. ®% .
Donc, si on plonge de V5y z dans M, £, on obtient

0%
ToAT)"

3 3 2 3 3
’Uﬂ-vﬂ-l*ﬂ—/\ﬂ—l = F1F2F3F4F5F6F7m

Avant de commencer les calculs, nous allons citer quelques arguments qui seront
utilisés continuellement dans le reste de la preuve.

. y . I . . 1

(i) L’action de K% sur m* est triviale pour tout p dans ;X.

(ii) Pour m = (7,7',0,%,1) et o; une racine simple telle que 7 > s4,7 > 7/,
Dexpression 1(7/()), ) est dans Z, donc ;- (7'()), ') est dans 2IZ. Par conséquent

@ T ] v ®R+
K’l;:im’r’ 24— udlll 22 (T (A)y; >m7"2d
1 vV €
= ul1§(7,()‘)vai )mS 2d
® L
= m_*

ou on rappelle que u est I'image de ¢ dans R. De méme si s,7 > 7 et (s,7,7',0, %, 1)

e
est un L-S chemin de type A, alors I'action de K,ly sur mf_%?d est triviale.
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(iii) Chaque couple d’éléments dans U* posséde la propriété d’orthogonalité.
Gréce a (iii), on sait que supp(nz, 72 A 73) et supp(74, T2 A 74) sont orthogonaux et

rappelons que

1
Q4 Q4 QL @
m“®m =mm> ®m722d ®m,_ ,2d ®m 2d

donc lopérateur F? ne doit pas affecter le quatrieme facteur du produit tensoriel

®2d ®2d ®2d ®21d 3 . 3
Mo nr Qm, e @m,, s @m, AL Remarquons aussi que les (3; sont simples pour
® l
ir <1 < retque (sg, - -58(N),0) =2, il en résulte que Fhmsﬂ s, = 0 pour

h > l;. En utilisant la comultiplication et (i), on obtient

*é = F’m ,®F7m

7'2 ATy T2 /\'r

+ Y aE}T- Flrm ®F’7---F’l?m®5
57,7 Br "y /\T’ Br ToATS

ou h; + h = 3l;. Soit j minimal tel que hy = 2l pour k£ > j. Donc si h; > 21;, alors
FyiF,7> - Fym

Birt o =0 Si h; < 2l;, alors hj > [;, mais

T/\

!

h' h
Fﬂj 7‘ 7'2/\7' = ZCLF Flgrr ®2d' ®F ] F rm®2d

Br 7'2/\7' 7'2/\7'2
P / . . . K K ®y
donc de (iii), on déduit que, k; = 0 pour j <7 < r (sinon le terme Fj ;- F 5 mT;\dT, ne
l
o
peut pas donner le tenseur m_**). Par consequent I’'unique tenseur dans la derniére

T
égalité, qui est susceptible de donner m™ est

(F”F’“- F“ Qg}gd:)@m@ﬁ

Bj+1 Br 'rz/\'r2 TOATY"
l 9 1 ®L
Puisque Fﬂ msB e, = 0 pour h >}, et que F7 mTz‘j\Té = my,*, on déduit que
21
3, ®7 q
F7 mT2/\’Té m777 ® F7m7'2/\’r§

+ un terme qui ne peut plus donner le tenseur m* @ m™

De la propriété (iii), on déduit que supp(ns,7s) est orthogonal au supp(nz,1s), ce
qui nous permet de permuter les opérateurs Fs et Fjy. Et puisque supp(7s,75) est aussi
orthogonal au supp(r{, 2 A 75), du fait que Kf;l opere trivialement sur m* pour p dans

1 i
l ®7 _ ®g , .
X et que Fsmy* = ms,*, on déduit que

F5F7m = ® F7m

T2 /\’T T2 /\’T

+ un terme qui ne peut plus donner le tenseur m™ @ m™

Appliquant F2, du fait que cet opérateur ne doit pas affecter la deuxiéme com-
. . . Qo ®%
posante du dernier tenseur, que F7; commute avec Fg, mais aussi Fymn,> = mg** et
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®L ®L

Fng2 At = Mayenr les mémes arguments que ceux utilisés pour F7 montrent que
2
!
3 3 _ ®2d ®3q ®d
FsF Fom TM = My @ My, (X)Fm%/\Té

+ un terme qui ne peut plus donner le tenseur m™ @ m™

Comme supp(ns,n4) est orthogonal au supp(ns A 74,75), pour obtenir le tenseur

’ , . o . 3N
m™ ®@m™ , Vopérateur F? ne doit pas affecter le deuxiéme ni le quatrleme facteurs du

1
dernier tenseur. En utilisant (i), (ii) et le fait que F4m?;2 = mi” on déduit que

®5q

F2FsF3F3m® mE @ m®4 @ FFymS

’T /\’T N6 /\’T

+ un terme qui ne peut plus donner le tenseur m™ @ m™

Puisque supp(n4,73) est orthogonal au supp(ns,71), on déduit que pour obtenir
m™ @ m™ , Vopérateur Fy ne doit pas affecter le premier ni le deuxiéme facteur du
dernier tenseur, en utilisant (i) on trouve

21 l
2 33, ®%F _  ®x ®5g d
EsFyF5FQ F Mone = Myt @M @ F3F4F7m" AT
. !
4+ un terme qui ne peut plus donner le tenseur m™ ® m™
®L ®L Ly
Comme Fj et FyF; commutent et que Fgm%‘jw, =m_*, on déduit que
2 2
! ! !
2 3 13 ®3q ®3g ®yg
F3F F5F F 7_2/\T = mnf“ & mTQQd X F4F7m75d

+ un terme qui ne peut plus donner le tenseur m™ @ m™

Remarquons maintenant que

F.F ®g _ ®2d ®2d
4 7m7-é - n /\T’ ®m + aul I/Qm ® m

®
mY2>m _,
T2

R~

€
ou m" dans Mf%{ Par conséquent, étant donné que supp(ns,n2) est orthogonal au
supp(7{,me A 71) et que supp(nq, ;) est orthogonal au supp(ns,71), mais aussi en
utilisant (i), on obtient

1
®
— 2d 2d 2d 2d
Vnvarsann = FQ(mT,4 ® may ) ® Fi(m,, el © My )
. . !
4+ un terme qui ne contient pas le tenseur m" Q@ m"

1 I

1 I
® ®
’ 2d 2d 2d — 2d
Puis a I’aide de (ii) et le fait que F2mn4 =mn* et Fym, el = o™, on conclut que

’ . . !
Upvatsanns =M™ @ m™ + un terme qui ne contient pas le tenseur m™ ® m™
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7"4:7'1/\(7'2\/7'1,)

N5 =72 A (11 V1)

3.2.2 Théorie des monomes standard

Soit R I’anneau sur Z engendré par toutes les racines de I'unité. Fixons une injec-
tion de R dans R et soit k un corps algébriquement clos. Si k est de caractéristique
0, alors on considére k comme un R-module via linclusion de R dans k. Si k est
de caractéristique p, alors on considere k comme un R-module par extension de la
projection de Z sur Z/pZ et I'injection de Z/pZ dans k & un homomorphisme de R
dans k. Soit V)\ﬁ = Viz ®z R et Vak = VAJ@ ®# k. Les injections 3.1, induisent des
projections des espaces duaux

nl Loy Loa\* * i
&) = 28— (2H1) - (e1p0)7) > is

Soit p, I'image de b, dans V). Par abus de notations, on note aussi p, son image
dans VY. Supposons que pour tout L-S chemin dans B(), a;t dans Z, alors d’apres

~I8
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[30], on a

Théoréme 3.7. — Les vecteurs pr forment une base de V', et le noyau de lappli-
cation canonique de R} dans @,y H*(X (w), Lny) est engendré par des éléments de
la forme
/ !
DPrly = Z Qrpsry P Doy pour m, ' € By, (A).

nxn 2 gmxm > gnxn’

ou les enchainements n xn sont standard.

*okkok

Lemme 3.4. — Soient 7, 7' et w des éléments de W?, appartenant a un treillis
distributif U, w > 7 et w > 7' tels que:

' (A)—7(A) >0
(i.e. une somme de racines simples & coefficients positifs). Alors T > 71'.

Démonstration. — Nous allons montrer le résultat par récurrence sur £(w). Si f(w) = 1,
alors du fait que Id est I'unique élément de W inférieur & w, il en résulte que 7 = w
et 7 =1d, ou T ="7".

Si f(w) > 1, soit By,..., 3, une suite de racines positives telles que

T =8p, S W, sg, -+ spw € U et l(sp --sgw)=L(w)—1,

pour 1 <4 < r. Remarquons que, & cause de la structure de U*, ou bien 7/ < 58,w, ou
bien supp ; est orthogonal au supp(w,7’), mais par hypothése, on sait que supp (;
est dans supp(w, '), donc 7' < s w. Puis, par hypothese de récurrence sur £(sgw),
on déduit que 7 > 7. O

Lemme 3.5. — Soient A\ un poids classique et T et 7' deuz éléments de W?*, tels que
(1,70, %, 1) est un L-S chemin de type \. Alors toutes les chaines mazimales reliant
T et 7' sont équivalentes.

Démonstration. — Le lemme 2.3 nous dit que tout diviseur double est associé a une
racine simple. Comme toute suite de diviseurs entre X (7) et X (7') est double, il en
résulte que pour tout élément § dans W et 3 une racine positive satisfaisant

T <sp0 <6< T et l(sgd) =£(0) — 1,

la racine (3 est simple.

Dans la remarque 2.2, nous avons vu que cette propriété est une condition suffisante
pour que {J, 7" < ¢ < 7} vérifie la propriété d’orthogonalité. Par la maximalité des
treillis distributifs associés aux classes d’équivalence des chaines maximales parmi les
treillis possédant la propriété d’orthogonalité (voir proposition 1.1), on déduit qu’il
existe au moins un treillis #* contenant {§, 7/ < § < 7}, ce qui prouve que toutes les
chaines maximales reliant 7 et 7/ sont équivalentes. O
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Corollaire 3.3. — Soit (1,70, %, 1) un L-S chemin de type X et U* un treillis dis-
tributif qui contient T et T'. Alors U> contient tout élément & tel que 7' < § < T.

Démonstration. — Par définition de U*, on sait que &* contient une chaine maximale
reliant 7 et 7/, on conclut alors & ’aide du lemme précédent. O
Lemme 3.6. — Soient (11, 7,0, %, 1) et (m1,74,0, %, 1) deuz L-S chemins de type A.
Alors il existe un treillis distributif U qui contient T, T et T5.

Démonstration. — Soient a, ... ,q, et B, ..., s deux suites de racines simples telles
que
/
Ty = 8q, *** Sa;T1 et Ty = S8, * 88, T,

ainsi que £(rp) = 4(m) — r et £(1}) = £(m) — s. Nous allons donner la preuve par
récurrence sur r + s. Si r = s = 1, alors du fait que A est classique, on déduit que
oy est orthogonale a 3, donc les quatre éléments 7, 54,7, 55,7 et 54,55, 7 forment un
treillis distributif possédant la propriété d’orthogonalité, comme les treillis 4* sont
maximaux parmi ceux qui possedent cette propriété (voir proposition 1.1), il en résulte
qu'il existe au moins un treillis 4* qui contient ces éléments.

Sinon, soit ¢ un entier maximal tel que oy est orthogonale au supp(7,74). Sii=r
alors supp(7y,72) et supp(71,75) sont orthogonaux, et on conclut comme précédem-
ment. Dans le cas contraire, soit j un entier minimal tel que {ay;, ﬂ]\/) # 0 et considérons
I'élément K = sp,_, -+ Sp,Sa;_; * ** Say T1, dONC

<SﬁjK:()\)’ Oz;/> <’€()\)a O‘:/> - <’€()‘)a ﬁ]v></BJ’ Oz:/>

; 2<ﬂja ay) — 2.

Comme A est classique, on déduit que a; = (;, donc la racine simple «; est orthogonale
au supp(7i, Sa, ; - - Sa;T1), PAr conséquent 7, > S, 71 > To €t So, 71 > T2. Ce qui nous
permet de conclure par hypotheése de récurrence sur £(s,, 7). O

Nous allons rappeler brievement les bases construites dans [24], dans le but de les
utiliser pour montrer certaines propriétés sur les enchainements.

Soit m = (71,...,7s,0,a1,...,1) et 4 = s;, ---s; une expression réduite. On
construit a l’aide de cette expression une suite de nombres positifs, définie par la
procédure suivante: fixons j minimal tel que s;,7; > 7j et j =7+ 15i s;,7; < 7; pour
tout j. Considérons le L-S chemin

!
T = (84T, v 84 Tjm1,Tjy--- ,Ts,0,01,...,1)

et soit n; l'entier positif tel que 7'(1) — 7(1) = nycy,. En appliquant le méme procédé
au chemin 7’ et a la réflexion s;,, on obtient ns, etc.

De la méme facon si on fixe une expression réduite wy = s;, - - - 5,75, OU Wy est le
plus grand élément de W*, on considere la suite d’entiers donnée par : pour j minimal
tel que s;,7; < 7; et j = 0 si s;,7; > 7;, on considere

!
m = (7'1,... 7Tj;8it7_j—|—1,--- ,sith,O,al,... ,]_)
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et m,; lentier positif tel que 7(1) — #'(1) = myaq,, ete. Les vecteurs de la base de
Littelmann sont les suivants

w, = Y. y ey, et wh = X ™) .. 'X(SZZT)U,\-

iy Q;, ™ iy
i
Lemme 3.7. — Pour tout w un L-S chemin de type A. Dans Mi%, on a

wy =m" + E a,m” et w, =m" + E a,m”.

T>gV v>qm

En particulier, pour tout terme m” = m,, @ ---Q@m,, de w, (resp. w,), les facteurs
d

my, sont dans le module de Demazure My x (1) (resp. U, pm.,).

Remarquons que les vecteurs v, construits précédemment peuvent contenir des fac-
teurs qui n’appartiennent pas a My g(71), et ceci est dii au fait que généralement
I’expression compatible n’est pas une expression réduite. C’est cette propriété des
vecteurs w, et w! qui nous sera utile. Comme nous avons supposé que A est classique,
pour simplifier les calculs, nous allons supposer dans tout ce qui suit que [ = 2d.

Lemme 3.8. — Soient m = (11, 73,0, %, 1), 7 = (11,7,0, %, 1), n = (m,m,0, %, 1) et
n = (m,1m,0,%,1) des éléments dans B(N) tels que:

(i) m* 7 non standard ;

(ii) n*n standard;

(iii) m™ ® m figure dans Uexpression du vecteur w,,, .

Supposons que m2(X) — m(X) = D e Nae. Alors, si o est dans supp(n:,12) et o
n’est pas dans supp(m, 1), on a les égalités des poids suivantes :

a) o(\) — 1 (\) = n,a+ v avec n,, > n, et o ¢ suppv;

b) 1, (A) —m(\) = na+ V' avec n, > n, et a ¢ supp V.
En particulier, si lintersection de supp(ny, 1) et supp(ny,7]) est vide, alors np > T
et no > 74. De plus,

) -mN) = D naa+m (3.4)

ag¢supp(7{,m)

) =mN) = > nea+p (3.5)

a¢supp(71,m1)

AN —-nA) = Y naa+ps (3.6)

a€supp(71,m)

A=A = D nea+m (3.7)

ag€supp(71,m1)

ouwv, VvV etp;,i=1,...,4 sont des sommes de racines simples a coefficients positifs.
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Démonstration. — Supposons que 1, = s;, - + - S;,12 avec £(m;) = £(n2)+t et considérons
le L-S chemin de type 2\, o ' = (12,0,1) * . Comme «y,, ... , ®;, sont des racines
simples, sans aucune restriction, on peut supposer que Wy, = F%l) . -F%t)w,mn:.

Du fait que m”™ ®m“l figure dans I’expression du vecteur wy,,, il existe un facteur
My, @ My, @ my, @ my, tel que

’ hiy) (hi,) )

m T F( i1 EL i F(hfl (h?t)
m" @m _a”Yil e by, m”1®... iy .

) 'F’Yit My,

ol hj, + -+ h;, =l;, et a une racine 2/-itme de l'unité. Comme m,,; dans M, ()
pour j =1,...,4, on déduit que

p <), (), 2 < me(N), V), ps <mA), 1Y),  pa < na(N), m(N).

Soit v; = hglmil + et h{t%t, donc

= mA) = (1 — 1) + (m(A) =mN) = v+ (1(A) —m(N)).

Comme I’expression 71(A) — 7:(A) ne contient pas a dans son support, on conclut que

le coefficient de o dans vy = pu; — 71 (\) est égal a celui de o dans p; — 7;(), donc est

supérieur ou égal a n,. En particulier, o n’est pas dans supp v; pour ¢ = 2, 3, 4.
Remarquons que vy = iy — 75 et

pr —mA) = (p2 — (V) + ((X) = mN) =2+ (2(A) =11 (V) + ((A) = m(N)).

Comme « n’appartient pas a la réunion de supp v et de supp(71,m1), il en résulte que
T(A) — 11 () = nla+ V', ou nl, > n,, et a n’est pas dans supp v/. De plus, on a

ps —m(A) = (s — (V) + (m(\) —mA) =vs + (Ti()\) —m(N),

et o n’appartient pas au supp v3, donc 7/ (A) — i (A) = n.a + " et n, > n,.
En particulier, si supp(m:, 71) Nsupp(m, 71) = &, alors de ce qui précede, on déduit

que
v = E Ny et V3 = g N L.

a€supp(n1,77) a€supp(n1,71)

Comme v + - - g = ZQESUPM N, donc vy = vy = 0, et par conséquent po = To(A)
et py = 75(A). Etant donné que les poids 73 () et 75(A) sont de multiplicité 1 dans le
module M,, on déduit que m,, et m,; sont dans M (72), ce qui induit que 7 < 79 et
7y < my. Les égalités (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7), s’obtiennent dans ce cas a I’aide de (a)
et (b). O
Proposition 3.3. — Soient m = (11, 72,0, %, 1), n' = (r{, 75,0, %, 1) deuzx L-S chemins
de type X et U™ un treillis distributif qui contient Ty, 7o, T, et 4. Alors

PrDPrt = Z Qopseqyt Py Py -

n>gwVa' et wAT >gn!
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Démonstration. — Soient n = (11,12, 0, %, 1) et ' = (0}, 15,0, %, 1) tels que n *x 7' est
standard et a,.,; # 0. D’apres le théoreme 3.7, nous savons que 7; > 71 V 77. Donc,
ou bien n >, 7V 7', ou bien g, =7 V 77.

Dans le second cas, supposons que 7 * 7' est minimal pour l'ordre >, tel que
Qpsy 7 0. Par construction du vecteur wy.,, on a

'
Wpiy =M@ m" + E a,m’.
nxn' >gv

Puisque 7 * 7' est minimal, tel que a,.,;y # 0, on déduit que p,py» (wy.y) = 0 chaque
fois que a; xn #0etn xn # nxn, par conséquent pypu(Wywy) = Gpuyr, €N
particulier différent de 0, mais ceci n’est possible que si m™ @ m™ figure dans I’expres-
sion du vecteur wy,,,. De plus, on rappelle que l'intersection de supp (7,7 V 77) et de
supp(7{, 7 V 7{) est vide, donc en utilisant le lemme 3.8, on voit que 7o > 7 V 75. Le
meéme lemme nous dit aussi que

supp 7 C supp(7i, 71 V 71) Usupp(r{, 71 V 71).

Comme par hypothese ces deux supports sont orthogonaux, de cette derniere inclusion
on déduit qu’il existe deux suites de racines simples «;,, ..., , et ay,,... , oy, telles
que 71V 7] = §j, 85,8, Sg,7, LTV T]) = L(n2) +p+ q et {a;,,a,) = 0 pour
1<h<qgetl<k<p. Deplus, on a

supp{a;,,...,;,} Csupp(m, 7 V1) et supp{oy,,...,q,} Csupp(r, 71V 17).

A l'aide d’un calcul direct (voir aussi figure.6), on vérifie sans aucune difficulté que:

a) sy, sy (MVT) STV, S, sy (V) < Vet
Mo =8, 85, (T1 VTI) A S5, (T1 V71) 5

b) 7 et sy, -5, (7 V 71) sont incomparables, et, de plus, de 'orthogonalité de
supp(7i, 71 V 71) et supp{ay,, ... ,q,}, on déduit que

! ! /.
Ti A Sy, -5, (T VT]) =84, 54,71 et TV Sy, 85, (VT) =T VT];

c) de méme 7] et s;,---5; (7 V 7{) sont incomparables et de I'orthogonalité de
supp(7{, 71 V 71) au supp{a;,, ... ,ay,}, on déduit que

I I — . . e & . I , . -« o e - I f— ,
TINS5, (T V1) =85, 5,7, et T Vs, s, (mVT) =1V

d) les chemins (71, sy, - -+ $4,71,0,%,1) et (], s;, - - - 55,71, 0, 3, 1) sont deux L-S che-
mins de type A.

D’apres le lemme 3.6, d) induit 'existence dun treillis distributif qui contient 7,
et sy, --- s 1. Puisque

Sty sumi(A) = 11 (A) = sy, - s, (m V) (A) = (1 VT (A)
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grace au lemme 3.8, égalité (3.6), on déduit que
T(A) =i (A) =54, - 55,11 (A) =11 (A) + v,

ol v est une somme de racines simples a coefficients positifs. De cette égalité, on
déduit que les éléments w =7, 7' = et T = 84, +* 84,71 vérifient les hypothéses du
lemme 3.4, donc 7 < s -+ -84, 71 < 7.
A / ! !
De la méme fagon, on montre que 7, < s, ---s;7 < 77.
Puisque 71, 7, 7» et 75 sont dans U?*, en utilisant le lemme 3.5, on voit que
! : A
St, "+ Sy T1 et s;, -+ - 85,7 sont aussi dans U”.
Considérons les trois éléments 7, sy, + -+ 54,71 et 71 A 7, et rappelons que

(mAT)A) =7 (A) =7(A) — 11 V7 (N). (3.8)
Ainsi que b) nous donne
St S (M VT)A) = (M VT)A) =84, 56,11 (A) — 71 (A). (3.9)
Grace au lemme 3.8, égalité (3.4) et (3.5), on sait que
T(A) =1 VHA) =5, sy, VT (A) =1 V(X)) +v (3.10)

oll v est une somme de racines simples a coefficients positifs. En utilisant les égali-
tés (3.8) et (3.9) dans (3.10), on obtient

T ATI(A) =11 (A) =54, sy, 11 (A) = (X)) + v, (3.11)

ce qui montre que les éléments w = 7y, T = s, -+ 5,7 et 7' = 71 A 7] vérifient les

hypothéses du lemme 3.4, par conséquent s --- s, 71 > 7 A 7. De la méme facon, on
! ! :

montre que s;, - --5;, 77 > 71 A 7]. Puisque

! !
Sty S (TLVT) > 8y, -+ 81T et 8, 8 (T V 1) > 85, 85,71,
on déduit que
Sty Sy (M V1) > T AT et s, -8, (MVT) > T AT

Mais 7, est I'unique borne inférieure de s;, - -+ s, (71 V 71) et sy, - -+ 54 (71 V 77), donc
M > T A T] et comme 15 > 75 V 75, on conclut que 7y > (12 V 75) V (11 A7]). Ce qui
implique que n >, m vV «’. En utilisant les mémes arguments a ’aide des vecteurs w.,
on montre que T A7 >4 1. O
Corollaire 3.4. — Soient m = (71, 72,0, %, 1), 7 = (1,,7,0, %, 1) deuz L-S chemins
de type \ tels qu’il existe un treillis distributif U qui contient 7, 7|, o et 74. Alors
le coefficient de pryn'Prar dans l’expression

PrDPrt = E Qopsery Py Py
nx1’ standard

est €gal a 1.



74 CHAPITRE 3. DEFORMATION DES VARIETES DE SCHUBERT

Démonstration. — D’apres la proposition 3.2, on a

v TAT! v, VU
VUrva'soan! = T Q@ m + E am-,

v> gVl s AT’

il en résulte que pour tout enchainement standard n*n', p,py (Vrvrsrar) # 0 seulement
sinxn' >q mVT'sm AT Sion suppose que a,.,y # 0, alors de la proposition précédente,
on déduit que ' = w A 7' et pour n = (91,792, 0, %, 1),onamn > (V1) V(rAT).
Rappelons que 7, > 71 V 7, par conséquent, ou bien n = 7 V 7', ou bien

7V 7'(1)—n(1) > 0.

Mais 7(1) +7'(1) = n(1) +7'(1), donc n(1) =7V «'(1), ce qui montre que n =7V 7'.
De 13, on déduit que prps (Vevasman) = Grvareran- Comme le coefficient de m™ @ m™
dans vpvarerar est égal & 1 (voir corollaire 3.3), on conclut que @ yzrsmar = 1. O

Lemme 3.9. — Soient w, n’', n et 1 des L-S chemins de type X tels que :
(i) ™7 non standard ;
(i) nxn est standard ;
(iit) pypy figure Uexpression de prp,: .
Alors 9 (m) +¢(m') < $(n) +9(n).

Démonstration. — Pour commencer, comme précédemment, on suppose que 7 =

1 7 . 7 ! 1 . 1 ! . 7 ! 1 N
(7—1,7—2’ O: 2 1): T = (7—1,7—2a Oa 2 1): n = (771,772a 0’ 2 1) et n = (nla Upy Oa 2 1): ou on
enleve le % si les deux éléments qui figurent dans le chemin sont égaux.

De I'égalité des poids n(1) +7 (1) = (1) +7 (1), on déduit que pour toute racine
simple a on a I’équation

’ ! ! ’
m T2 mn Ty — T1 T2 T T.
4+ n? +nlt +nl2 =nt +n2 +nll +nl2, (3.12)

ot on rappelle qu'on écrit 7(A\) = A — > .\ nja. Grace au théoreme 3.7, de la
condition (iii), nous savons que p,p, ne figure dans I’expression de p,p, que sin > 7y
et 71 > 71, ainsi que 7, < 71 et 1, < 75, par conséquent

n™ > max(n7,n7) et nl2 < min(n2,n.z2). (3.13)

Soit 1ha(m) = $(N na' + N7*). Il nous suffit donc de montrer que pour toute racine
simple «, on a

Va(m) + ta(m) < Ya(n) + va(n)-
Nous allons distinguer trois cas:
a) a € supp(n, 1) Nsupp(ny,7,);
b) a ¢ suppnet o ¢ supp (i, 1) N supp(m, ) ;
c) a € suppneta ¢ supp(m, ) Nsupp(m, 7).
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Dans le premier cas, on a n* > max(n7', n7?), donc pour N assez grand on a

1

SV > () + (),

ce qui donne le résultat.
N _ , .
Dans le deuxieme cas, on a n! = n/?. On peutlsupposer que o n’appartient pas
E 7 .
au supp(m, i), donc n} = n™ et n > max(nd,nl2). Par conséquent, si n™ >

max(ng,ng), alors en choisissant /N assez grand, on déduit que
n
AN > 1)y (m) + (),
ce qui nous donne le résultat. Sinon,

T — m —
ny = ny ou nit =n

Dans ce cas, de (3.12), on obtient

! !

’ ! ’ ! !
1 Ty — pT2 . 1 T — T .
nit +nl =n2 +n2 ou nit +nl2 =nll +ng2.

Puis, a l'aide de (3.13), on voit que

! !

! ! !
n T2 T n T T
nlt > max(nl?, ng) ou  nl > max(nl,nkz),

ce qui donne le résultat. Dans le troisieme cas, on peut supposer que « n’est pas
!

dans supp(n1,71). Donc d’apres le lemme 3.8, on constate que n”2 > ng!, n72, puis on
conclut en procédant exactement comme dans le deuxieme cas. O
Proposition 3.4. — Soient m = (11,7,0, 3,1), 7 = (7],75,0, 2.1, n=(m,m,0,3,1)
et n' = (1, 15,0,%,1) dans B(X) vérifiant les hypothéses du lemme 3.9. Alors

Y(m) +p(r) = p(n) +9(n)

si et seulement si il existe un treillis distributif U* qui contient T, 75, T, et T et
nxn' =aVva xw A7

Démonstration. — Supposons tout d’abord que 71, 75, 7] et 75 sont dans un treillis 4*
et montrons qu’on ne peut avoir 1’égalité que si n * ' = 7 V 7’ * m A 7’. Remarquons
que de la proposition 3.3, il résulte que 7; = 7 V 77, sinon du lemme précédent, on
voit que ¥(n) + ¢ (n') > ¢(m) + P(n').
Puisque, dans ce cas on a 1y > (1 A7]) V (12 V 73), alors: ou bien on a égalité, ou
bien
(1 AT) V (12 V 13)(A) — m2(N) > 0.

(TLAT])V(T2VTY)

Dong, il existe au moins une racine simple 7 telle que n’? > ny , mais

SYTIAT{)V(T2VT§) = max(nfﬁ, n’ min(n?, n;{)) (3.14)

n )
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Si on suppose que v n’appartient pas au supp(n;,71), alors on a nyt =ni et pour N
assez grand on obtient

N™" > N™ (),
ce qui implique directement le résultat. Puisque nous avons montré que
'Qb'y’ (7T) + 1/)7' (71' ) > 'Qb'y’ (77) + 1/)7’ (77 )

pour toute racine simple ' (voir lemme 3.9), on déduit que

v(n) +¥(n') > p(r) + ().

Par conséquent, nous pouvons supposer que 7 = 7 V 7’. Puisque nous avons montré
que ' A7 >4 1, alors 0, < (1o A 7h). Siil ya égalité, alors de I’équation des poids

m(1) +7'(1) = n(1) +7'(1),

et du fait que les poids d()\), pour § dans W?*, sont de multiplicité 1, on déduit que
7' = n'. Sinon, de I’égalité des poids 7/(1) et m A 7', on déduit que pour toute racine
simple v, on a

nzll > n’(yTlAT{)A(TQVTé). (3_15)

De plus, pour au moins une racine simple cette inégalité est stricte et chaque fois
qu’il y a egahte on a nT2AT2 = n7 , donc 9., (n') > 1, (n'). De plus, par définition de
7wV ' 7w A x', pour toute racine simple v, on a

VT, 7! (TaATh) _ Th
nt' = max(n', n1), n,”""2) = min(n?, n’2),
et
(TiAT])A(T2VTh) ( 75 )
nyt ») = min(n7},n7 ,max( n?,n?)).

Donc, en utilisant ces égalités, on déduit directement que ¢ (7) + ¢ (7') = Y(r vV 7') +
Y(m A').

Pour avoir 1’équivalence, il suffit donc de montrer que si on a 1’égalité pour la
fonction, les éléments 71, T, 7| et 7 sont dans un méme treillis distributif.

Notons que si I'intersection de supp(ri,7m1) et supp(7,,7n;) n’est pas vide, alors il

. . . TI .
existe une racine simple 7 telle que n* > max(nfrl, ny'), d’ou

%(7?) + 77[}7(71',) < 1/17(77) + 1/}7(77’)a

ce qui nous donne une contradiction. Il en résulte que supp(ﬁ,m) ne rencontre pas
supp(Tl, m). En vertu du lemme 2.15, on déduit que n; = 7 V 7'1 est I'unique borne
supérieure de 7, et 7, dans W,

Le reste de la preuve sera donnée en deux étapes:
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Premiére étape. — n est un chemin trivial n = (11,0, 1), on procéde par récurrence
sur ¢(n;). Si 4(m) <1,il n’y a rien & prouver.
Supposons que £(n;) > 1. Si supp(7y,71) n’est pas orthogonal au supp(7, 1), alors
il existe un couple de racines simples (7, ') dans supp(r,n:1) % supp(r;,n) tel que
(7,7 # 0. Sil existe
" € supp 7 Nsupp(m, 1),

!
.
alors nZ}, > max(n;?,, nvb), donc pour N assez grand

m

anu > wry,, (7T) —+ 1/}7,, (7.‘.1)

et nous en déduisons que
o () + by () < Yo (n) + by (1),
ce qui nous donne une contradiction. Par conséquent,
supp 7 N supp(n, T{) =g et supp 7' Nsupp(n, 1) = &. (3.16)

Supposons que 7; < 1y et qu’il existe o une racine positive a telle que 7 < s,m <7
et le support de « est orthogonal au supp(ry,7;). Comme A est classique et que le
support de « ne rencontre pas supp 7, on déduit que le support de « est orthogonal
au supp 7. Remarquons que dans ce cas

Y(m) + (') = () + () <= Y(sam) + (') = Y(sam) + ('),

oll SoT = (SaT1, 8072, 0,3,1) et sy,n = (sym,0,1). Par hypothese de récurrence sur
£(sqm), on déduit que s,71, SaTo, | et T, appartiennent & un treillis distributif, de
plus (s4m1,0,1) = (sqm) V7' et ' = somAT'. Soit Sq, - - - S4, une expression compatible
avec s,n*1', donc il existe une expression équivalente s;, - - - s;, et p < ¢ < t+1 tels que
Sig***Siy = SaTy €t S5, <+ 8;, = 8471. D’aprés ce qui précede les supports des racines
Qj,_y,--. 4 sont orthogonaux au support de «, ce qui implique que 'expression
SaSi; * + - S;, est une expression compatible avec 1; * i’ et le treillis associé a la classe
d’équivalence de la chaine r; = s;, ---s;,, 7 = 0,... ,t + 1, oll kg = M1 et Ky = Id,
contient 71, o, T, et 4.

Si 7{ = m, alors on considére 7; & la place de 7{, et si = 7, = 7, alors du
lemme 3.6, on conclut qu’il existe un treilllis distributif qui contient les éléments en
question.

Si pour toute racine positive « telle que 77 < s,m < 11, le support de o n’est pas
orthogonal au supp(n;, 1), alors on choisit « telle que 71 < s,m < 71 et on procede
de la méme facon. Si aucune des racines positives ne satisfait cette condition, alors
11, 7, et my vérifient les hypotheses du lemme 2.17, donc on peut se restreindre au cas
(7,7) unique.

Rappelons que le corollaire 2.7 nous dit qu’il existe deux racines positives « et 3,
ainsi qu'un élément k = s,7 A sg7’ dans W tels que s,k < 71, sgk < 7], pour tous
0 <1 et d < T, onamontré que § < 5,53k ou 0 < sgsek. De plus, v est dans le
support de a et 7' est dans le support de (3, ainsi que

supp ('rl, sﬂsa&) C supp ('r{, 17) et supp (T{, sa55m) C supp (7’1, 77).
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Etant donné que toute suite de diviseurs entre X(71) et X(m), et toute suite de
diviseurs entre X (7]) et X (75) sont des suites de diviseurs doubles et que A est un
poids classique, mais aussi rappelons 3.16, il en résulte que

~" € suppm = 7 orthogonale au supp(7i, $gSak),
de méme,
v" € supp 7’ = 7" orthogonale au supp(7!, s45sk).

Puisque 7 est dans le support de « et +' dans le support de 3, on déduit que y n’est
pas dans supp 7 et de méme ' n’est pas dans supp 7', mais ceci implique que

! !
T2 T2
y = Ty et Ty = Tl

Notons que
SaSpk(X) = sgk(A) — 2a et $gSak(A) = sak(A) — 20,
Sa5gk 5850k

il s’ensuit que n =nl'—2etn,
Mais le corollaire 2.14 nous dit que

Sg8ak
!

8053

' /
_ M Up) K P
=M, — 2, donc ny® < ny oun, <n

!’

T M L _ M _
Ny = Ty 1 et n, =ng 1.
Par conséquent, on a
i i n r -
M — n"1 = nT P— 1 — 2
noy T N et Ty Ny =M.,

sinon (7)) + (') < Y(m) + (1'). A laide de (3.12) et de ces dernieres égalités, on
obtient

!

’ ’ ’ ’ !
N M2 — 71 T2 N M2 — 71 Ta
Nt + 1y n, +n, et Nt + 1Ny Ny +n,.
T1 T2 T 5 5 M uA 1
Rappelons que n7! = n2?, que ny = ny et que ny < n, —2ouny < nlt—2

donc, ou bien nzll > nTi, ou bien nzll > n:', et dans les deux cas, on obtient 'inégalité
¥(n) + ¥(n') > ¥(r) + ¥ (x'), d’olt une contradiction.

On peut ainsi supposer que, supp(y,7) est orthogonal au supp(7{, 7). En considé-
rant (3.16) et le fait que A est un poids classique, on déduit que supp(7) Usupp(7,7n)
est orthogonal au supp(7{,n) et supp(n’') U supp(7{,n) est orthogonal au supp(7, 7).
ce qui implique que 7, 75, 7{ et 74 appartiennent a un treillis distributif associé a une
classe d’équivalence de chaines.

Deuriéme étape. — On procede par récurrence sur le cardinal de suppn. Soit v une
racine simple dans suppn telle que 7, > s,m > 2. Soit s,n = (s,m1,72,0, %,1).
Comme I’intersection de supp(7i,7:) et supp(7, 1) est vide, on peut supposer que 7
n’est pas dans supp(71, 1), et donc v orthogonale au supp (7, 7).

Rappelons que par construction de la base de V5, formée des vecteurs w,, on
. . oL
— 4 Y d
sypen = Wy - En considérant l'image de wp.y dans M, , on constate que
!

m™ ® m"™ est un facteur de w,,, seulement s’il existe m,, ® m,, ® m,, ® m,, un

a Y,w
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facteur dans v, ., tel que m" ® mr = Fé’“)mﬂ1 ® Flshz)mu2 ® F§h3)mu3 ® ngh“)mm
ou hy + hy + hs + hy = [,. Mais cette égalité n’est possible que si:

p1 < $,m, 1, M2 < Sy, To, M3 < SyM1, Ty et Pa < Sy, Ty

Ainsi, du fait que y est orthogonale au supp(n:,71), on a: u; < s,7;. En effet, si
Fv"mu1 =m,, et h <I[,, alors

pr = sym(A) = (h = 1)7 +5,1(A) = 5,m(X) > 0,

mais supp(s,71, SyM1) = supp(7i, 71) qui est orthogonal a v, donc de la derniére équa-
tion, on déduit que h = [, et donc p = s,71(A), ce qui induit que m, = m, . et
hy = hy = hy = 0. Par conséquent ps = 7, us = 71 et py = 7. Ce qui veut dire que
m*™ @ m™ est un facteur de Wy pon > oll 8,7 = (8,71, T2, 0, %, 1). En particulier s, m,
', s,m, n' vérifient les hypotheses de la proposition. Notons que

! !

Yoy (M) + (1) = Yo (8y7) + by () pour ' # 7,
Uy (1) + by (77,) = Py (sym) + y (77’) pour”y’ # 7,

Yoy (8ym) + (1) = () + 4y (1) — (N — N™' %),

Uy (5ym) + 0y (1) = by(n) + 1, () = S(N™ = N™'=2),

ainsi que n;! = n'; ce qui nous permet de conclure que

B(sym) + () = Y(sym) +¥(n) = Y(m)+ () = ¥(n) + (7).

Par hypothese de récurrence, on déduit que v (m)4(7') = 1 (n)+1(n') si seulement si
Sal), SaT, 1, T appartiennent & un treillis distributif associé & une classe d’équivalence
de chaines . Soit s, = sg, - -+ sg, une expression correspondante a une chaine dans
cette classe. Il s’ensuit que 7y, 7, 7{ et 7, appartiennent a tout treillis distributif,
contenant la chaine associée a I’expression 71 = s,5g, - - - 83,. De plus, remarquons que
s,T1 = T1 A S, et que sy1; > 71, donc

(sym) AT, = (LA Sym) AT
= 7 A ((57771) A T{)

= nVT.

Par conséquent, nxn' =7V 7'« m A 7', ce qui acheve la preuve. a






BIBLIOGRAPHIE 81

Bibliographie

1]
2]

3]

[4]
[5]

[6]
7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]
[13]

[14]

[15]

AIGNER (M.), Combinatorial theory, Springer (1979).

ANDERSEN (H. H.), “Schubert varieties and Demazure’s character formula”,
Invent. Math. 79 (1985), n° 3, p. 611-618.

BIRKHOFF (G.), Lattice theory, Third edition, American Mathematical Society
Colloquium Publications, Vol. XXV (1967).

BoOURBAKI (N.), Groupes et algébres de Lie, Chapitres 4, 5 et 6, Hermann (1968).

BrioN (M.), “Invariants et covariants des groupes algébriques réductifs”, notes
de lécole d’été Théorie des invariants, Monastir (1996).

CHIrIVI (R.), preprint.

DE Concint (C.), EiseNBUD (D.) et PRoCEsI (C.), Hodge algebras, Astérisque
91, Société Mathématique de France (1982).

DE ConNcINI (C.) et LAKSHMIBAI (V.), “Arithmetic Cohen Macaulayness and
arithmetic normality for Schubert varieties”, Amer. J. Math. 103 (1981), n° 5,
p. 835850,

DenyY (R.), “Combinatorial results on Demazure modules”, J. Algebra 205
(1998), n° 2, p. 505-524.

Deny (R.) et Yu (R. W. T.), “Polytopes associated to certain Demazure
module of sl(n 4+ 1)”, J. of algebraic combinatorics 10 (1999), p. 149-172.

E1sENBUD (D.), Commutative algebra. With a view toward algebraic geometry,
Graduate Texts in Mathematics 150, Springer (1995).

FurroN (W.), Introduction to toric varieties, Princeton University Press (1993).

GONCIULEA (N.) et LAKSHMIBAI (V.), “Degenerations of flag and Schubert
varieties to toric varieties”, Transform. Groups 1 (1996), n° 3, p. 215-248.

EwALD (G.), Combinatorial converity and algebraic geometry, Graduate Texts
in Mathematics 168, Springer (1996).

HARTSHORNE (R.), Algebraic geometry, Graduate Texts in Mathematics 52,
Springer (1977).



82 BIBLIOGRAPHIE

[16] HiBr (T.), “Distributive lattices, affine semigroup rings and algebras with
straightening laws”, Commutative algebra and combinatorics (1985), p. 93-109.

[17] HILLER (H.), Geometry of Coxeter groups, Research Notes in Mathematics 54,
Pitman (Advanced Publishing Program) (1982).

[18] HumMPHREYS (J. E.), Reflection groups and Cozeter groups, Cambridge Studies
in Advanced Mathematics 29, Cambridge University Press (1990).

[19] JANTZEN (J. C.), Representations of algebraic groups, Pure and Applied Ma-
thematics 131, Academic Press (1987).

[20] GROsSSBERG (M.) et KARSHON (Y.), “Bott towers, complete integrability, and
the extended character of representations”, Duke Math. J. 76 (1994), n° 1, p. 23—
58.

[21] KEMPF (G. R.), “Linear systems on homogeneous spaces”, Ann. of Math. 2,
103, (1976), n° 3, p. 557-501.

[22] KEMPF (G. R.) et RAMANATHAN (A.), “Multicones over Schubert varieties”,
Invent. Math. 87 (1987), n° 2, p. 353-363.

[23] KuMAR (S.), “Demazure character formula in arbitrary Kac Moody setting”,
Invent. Math. 89, (1987), n° 2, p. 395-423.

[24] LAksHMIBAI (V.), LITTELMANN (P.) et MAGYAR (P.), “Standard monomial
theory and applications”, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C Math. Phys. Sci., 514,
Representation theories and algebraic geometry (Montreal, PQ, 1997), p. 319-
364, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1998.

[25] LAkSHMIBAI (V.), MusiLI (C.) et SESHADRI (C. S.), “Geometry of G/P IIT”,
Proc. Indian Acad. Sci. Sect. A Math. Sci. 88, 1979, n° 3, p. 93-177.

[26] LAKSHMIBAI (V.) et SESHADRI (C. S.), “Geometry of G/P V”, J. Algebra 100
(1986), n° 2, p. 462-557.

[27] LAKSHMIBAI (V.) et SESHADRI (C. S.), “Standard monomial theory”, Pro-
ceedings of the Hyderabad Conference on Algebraic Groups (Hyderabad, 1989),
p- 279-322, Manoj Prakashan, Madras, 1991.

[28] LAKSHMIBAI (V.) et WEYMAN (J.), “Multiplicities of points on a Schubert
variety in a minuscule G/P”, Adv. Math. 84 (1990), n° 2, p. 179-208.

[29] LitTELMANN (P.), “A Littlewood-Richardson rule for symmetrizable Kac-
Moody algebras”, Invent. Math. 116 (1994), n° 1-3, p. 329-346.

[30] LirTELMANN (P.), “Contracting modules and standard monomial theory for
symmetrizable Kac-Moody algebras”, J. Amer. Math. Soc. 11 (1998), n° 3, p. 551—
o67.



BIBLIOGRAPHIE 83

[31] LiTTELMANN (P.), “Paths and root operators in representation theory”, Ann.
of Math. 2, 142 (1995), n° 3, p. 499-525.

[32] LuszTic (G.), Introduction to quantum groups, Progress in Mathematics 110,
Birkh&user (1993).

[33] MATSUMURA (H.), Commutative algebra, Mathematics Lecture Note Series 56,
Benjamin (1980).

[34] MEHTA (V. B.) et RAMANATHAN (A.), “Frobenius splitting and cohomology
vanishing for Schubert varieties”, Ann. of Math. 2, 122 (1985), n° 1, p. 27-40.

[35] MATHIEU (O.), “Construction d’un groupe de Kac-Moody et applications”,
Compositio Math. 69 (1989), n° 1, p. 37-60.

[36] MATHIEU (O.), “Le modele des chemins, (d’aprés P. Littelmann)”, Séminaire
Bourbaki, Vol. 1994/95, Astérisque n° 237 (1996), p. 209-224.

[37] MUMFORD (D.), Abelian varieties, Tata Institute of Fundamental Research Stu-
dies in Mathematics, n° 5, Oxford University Press (1970).

[38] PrOCTOR (R. A.), “Bruhat lattices, plane partition generating functions, and
minuscule representations”, Furopean J. Combin. 5 (1984), n° 4, p. 331-350.

[39] RAMANATHAN (A.), “Equations defining Schubert varieties and Frobenius split-
ting of diagonals”, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. n° 65 (1987), p. 61-90.

[40] SESHADRI (C. S.), “Geometry of G/P”, I. Theory of standard monomials for
minuscule representations. C. P. Ramanujam—a tribute, Springer (1978), p. 207
239.

[41] STEMBRIDGE (J. R.), “On the fully commutative elements of Coxeter groups’,
J. Algebraic Combin. 5 (1996), n° 4, p. 353-385.

[42] STURMFELS (B.), Grébner bases and convez polytopes, University Lecture Series
8, American Mathematical Society (1996).

[43] WAGNER (D. G.), “Singularities of toric varieties associated with finite distri-
butive lattices”, J. Algebraic Combin. 5 (1996), n° 2, p. 149-165.



