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Introduction.

Au cours du X [ X°me siecle, la question de savoir si le postulat des paralleles est indé-
pendant ou non du systeme d’Euclide, est résolue. Vers 1868, Beltrami décrit un premier
modele concret d'une géométrie qui satisfait les axiomes d’Euclide sans vérifier le pos-
tulat des paralleles. Des 1890, Hilbert remarque que le modele donné par Beltrami, plus
connu aujourd’hui sous le nom de modele de Klein de la géométrie hyperbolique, se gé-
néralise pour définir des espaces métriques plus généraux, appelés géométries de Hilbert.
De méme que le modele de Klein est le seul modele de variété riemannienne a courbure
constante strictement négative, les géométries de Hilbert apparaissent comme les seuls mo-
deles de variétés de Finsler projectivement plates a courbure constante strictement négative
([Fun29, Ber30]). Rappelons qu’une variété de Finsler est une variété munie d’un champ de
normes ne provenant pas nécessairement d’un produit scalaire comme dans le cas rieman-
nien. Ces géométries tres concretes permettent donc de mieux comprendre les structures
finslériennes et de mettre en évidence des différences fondamentales de comportement entre
les cadres riemanniens et finslériens.

Cette these expose quelques résultats concernant les géométries de Hilbert. Plus pré-
cisément, dans une premiere partie comprenant les chapitres 1 et 2, on s’intéresse essen-
tiellement a des propriétés métriques et en particulier au comportement asymptotique des
bonnes géométries de Hilbert. La seconde partie, formée par les chapitres 3 et 4, concerne
les isométries de telles géométries et se termine par un théoreme de rigidité. Cette derniere
partie doit beaucoup a Thomas Delzant qui est a l'origine de mon intérét pour les groupes
d’isométries, et a suivi pas a pas mes avancées dans leur étude.

Les méthodes utilisées font essentiellement appel aux outils usuels de géométrie affine et
projective, d’algebre linéaire et d’analyse élémentaires. En effet, les géométries de Hilbert
admettent tres peu de controle uniforme, il est donc difficile d’obtenir des estimations avec
les outils finslériens; ces derniers sont encore peu développés, et pour la plupart, ils sont
définis en coordonnées locales dans des cartes et n'ont pas encore été interprétés géomé-
triquement. Enfin, les géométries de Hilbert étant tres concretes bien qu’assez générales, il
est possible et éclairant d’en faire une étude approfondie directe.

Rappelons rapidement la définition d’une géométrie de Hilbert. C’est la donnée d’un
domaine ouvert convexe borné C' de R™ muni d’une distance h, appelée métrique de Hil-
bert, telle que la distance entre deux points distincts = et y de C' est donnée par le réel
In[y~,x,y,y*] ot le point y~, respectivement y*, est le point d’intersection entre la frontiere
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du convexe C avec la demi-droite [y, z) respectivement [z,y) et ou [y~, z,y,y"] désigne le
birapport du quadruplet (y~, z,y,y*).

Au début de la premiere partie de cette these, certaines propriétés métriques des géomé-
tries de Hilbert (description des boules, topologie métrique qui coincide avec la topologie
affine sous-jacente,...) sont rappelées, et un premier résultat de rigidité obtenu. Il assure
que deux géométries de Hilbert coincidant sur un ouvert correspondent en fait a un méme
convexe. Puis, on aborde les aspects finslériens de ces géométries, plus précisement, on
montre que la métrique d’une géométrie de Hilbert (C, h) provient d’une structure finslé-
rienne si et seulement si la frontiere du convexe C est de classe C? et pour toute section
plane de C', le hessien de la frontiere du convexe obtenu est non dégénéré en tout point
excepté au plus le long d’un segment. Pour de telles géométries de Hilbert, les géodésiques
sont les traces des droites sur le convexe, et la courbure finslérienne d’une telle variété est
constante négative ([Fun29, Egl95]). Récemment, B. Colbois et P. Verovic ([CV00]) ont re-
trouvé le résultat fréquemment admis mais dont il ne semblait pas avoir de démonstration
écrite, selon lequel une géométrie de Hilbert riemannienne correspond nécessairement a un
convexe borné par un ellipsoide. Leur démonstration repose sur l'utilisation astucieuse de
résultats du milieu du X X®™€ (Beltrami, Busemann, Kelly et Straus). Le chapitre 1 se
termine par la démonstration de la proposition:

Proposition: Une géométrie de Hilbert riemannienne (a priori seulement) sur un ouvert
correspond a un convexe ayant pour frontiére un ellipsoide, donc est en particulier rieman-
nienne partout.

L’intérét de la démonstration proposée dans cette these, outre le fait qu’on obtient un ré-
sultat un peu plus général, réside dans le fait qu’elle se fait de maniere directe et explicite
comment et pourquoi une isométrie locale finslérienne entre deux géométries de Hilbert
s’étend en une application projective, isométrie globale entre ces deux espaces.

Les variétés riemanniennes courbées négativement vérifient de nombreuses propriétés
de convexité, il est donc naturel de s’interroger s’il en est de méme des variétés de Finsler
a courbure négative. C’est 'objet du chapitre 2 qui traite en particulier de la convexité
de la fonction distance entre deux géodésiques sécantes. Au départ, il s’agissait de savoir
si la convexité de ces fonctions subsistait pour les variétés finslériennes courbées négati-
vement. Mais, une étude dans ce cadre général s’est révélée infructueuse, je me suis donc
rapidement concentrée sur ’exemple plus concret de la géométrie de Hilbert pour répondre
négativement a cette question.

Le fait qu’une métrique de Hilbert provienne d’une structure finslérienne, n’exclut pas
la présence de segments dans la frontiere du convexe correspondant, et ’existence de plats
dans la frontiere ne se voit a priori pas localement. Cependant le comportement asymp-
totique de la fonction distance entre deux géodésiques sécantes change radicalement selon
qu’elles arrivent ou non sur un segment de la frontiere. Nous en ferons une étude détaillée
et prouverons en particulier le théoreme
Théoréme: Soit (C,h) une géoméirie de Hilbert dont la frontiére est de classe C* et a
hessien défint positif, alors la fonction distance entre deuxr géodésiques sécantes est asymp-
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totiquement conveze.

Cependant, cette fonction bien que convexe au voisinage de l'infini, n’est pas nécessaire-
ment globalement convexe. A l"opposé, une telle fonction n’est jamais asymptotiquement
convexe quand les géodésiques arrivent sur un méme segment affine du bord, et son com-
portement peut étre tres varié comme on le verra sur des exemples.

D’autre part, on démontre dans ce méme chapitre 2, que les géométries de Hilbert cor-
respondant a des convexes non strictement convexes ne sont pas hyperboliques au sens de
Gromov et que leur bord visuel n’est plus un espace séparé. Pour des géométries de Hil-
bert strictement convexes, nous verrons que le bord visuel est homéomorphe a la frontiere
topologique du convexe comme dans le cas du modele de Klein. En revanche, la question
de leur hyperbolicité au sens de Gromov reste ouverte.

Par ailleurs, il est connu que les isométries des géométries de Hilbert correspondant a
des convexes strictement convexes sont les restrictions des applications projectives conser-
vant le convexe ([BK53, dIH93]). Dans le chapitre 3, on prouve que cette description des
isométries se généralise aux bonnes géométries de Hilbert c’est a dire aux géométries de
Hilbert pour lequelles il y a unicité de la géodésique reliant deux points quelconques. La
démonstration proposée, largement inspirée de [dIH93], utilise une notion “faible” d’isomé-
trie a savoir que ’on n’impose pas a priori d’hypothese de surjectivité.

Le chapitre 4 est une étude plus approfondie des isométries des bonnes géométries de
Hilbert pour lesquelles la frontiere du convexe est de classe C%. L’idée de cette étude est
d’obtenir un analogue au résultat de J. Lelong-Ferrand ([LFT71]). En fait, le cadre de la
géométrie de Hilbert n’intervient plus dans ce dernier chapitre puisque l'on s’intéresse aux
automorphismes des corps convexes c’est-a-dire aux applications projectives conservant un
convexe. Ces applications sont classifiées suivant leur nombre de points fixes a l'intérieur
et sur la frontiere du convexe. Un raisonnement algébrique pour lequel les discussions avec
Thomas Delzant ont été particulierement précieuses et déterminantes, permet d’assurer
qu’un corps convexe dont tous les automorphismes ont un point fixe a I'intérieur du corps,
admet un groupe d’automorphismes compact. Une étude des autres cas permet d’obtenir
le théoreme suivant:

Théoreme: Le groupe d’isométries des automorphismes d’un corps convexe dont la fron-
tiere est de classe C* et @ hessien défini en tout point, est compact dés que le corps conveze
n’est pas un ellipsoide.

Au cours de la preuve de ce théoreme, on obtient aussi que les quotients d’une géométrie
de Hilbert associée a un tel convexe, par un sous-groupe discret non trivial de son groupe
d’isométries n’est jamais une variété sans bord (sauf si on avait un modele de Klein).
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Chapitre 1

La géométrie de Hilbert.

Vers 1868, Beltrami décrit le premier modele concret de la géométrie hyperbolique en
dimension 2. Des 1890 Hilbert remarque que ce modele peut se généraliser pour obte-
nir des espaces métriques plus généraux. Ce sont ces espaces qui vont nous intéresser car
ils s’averent étre des modeles explicites de variétés de Finsler a courbure constante négative.

Dans une premiere partie, nous rappellerons quelques propriétés métriques tres agréables
des géométries de Hilbert, en particulier que les traces des droites affines sont des géodé-
siques et que la topologie métrique coincide avec la topologie affine sous-jacente. La seconde
partie du chapitre est consacrée aux aspects finslériens de ces géométries. Le résultat le plus
intéressant concerne probablement le fait bien connu suivant: la distance d’une géométrie
de Hilbert provient d’une structure riemannienne si et seulement si la frontiere du convexe
est un ellipsoide. Cette affirmation usuellement admise mais dont aucune démonstration
ne semblait figurer dans la littérature, a récemment été retrouvée par B. Colbois et P.
Verovic ([CV00]). Leur démonstration est courte et repose sur 'utilisation astucieuse de
résultats déja connus. Intéressée par ce probleme, j’en ai trouvé une démonstrration directe
permettant de montrer que le méme résultat reste encore valable en suppposant la distance
de Hilbert seulement riemannienne sur un ouvert. L’intérét de cette démonstration réside
dans le fait qu’elle explicite comment et pourquoi une isométrie locale finslérienne entre
deux géométries de Hilbert s’étend naturellement en une application projective, isométrie
globale entre ces deuxc espaces.

1.1 Le modele et ses premiéres propriétés.

1.1.1 Le modele.

Une géométrie de Hilbert (C, k) est la donnée d’un ouvert C' convexe borné d’un
R-espace affine A de dimension finie et d’un réel strictement positif k£, dont nous verrons
le réle au paragraphe 1.3.3. Le convexe (' est alors naturellement muni de la distance hy,
dite de Hilbert, définie de la maniere suivante: pour deux points z et y distincts de C, la
droite définie par = et y coupe la frontiere topologique dC du convexe C en deux points
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distincts y~ et y* tels que y~, x, y et y sont alignés dans cet ordre.

En désignant par [y~,z,y,y"| le birapport du quadruplet (y=;z;y;y"), la distance de
Hilbert entre les points x et y est donnée par
1 - +
hk(xay) = m In [y y Y, Y ] '

Rappelons que, si | - | désigne une norme quelconque sur la droite vectorielle sous-jacente
a la droite affine (zy), le birapport du quadruplet (y~,z,y,y™) vaut

- ly—y | lz—y7|
S o=y |y -yt

Bien str, on pose hy(z,2) = 0 pour tout point z de C.

Avant de rappeler la démonstration du fait que Ay est une distance, remarquons que
pour une boule ouverte d’un espace euclidien avec k = 1, le modele obtenu est le modele
projectif standard, dit de Klein, de la géométrie hyperbolique (riemannienne a courbure
constante égale a —1).

Démonstration. La seule propriété non totalement triviale a vérifier pour s’assurer que hy
est une distance est 1'inégalité triangulaire. Considérons donc trois points z, y et z distincts
de C.

Si ces points sont alignés, les propriétés du birapport permettent de conclure que I'in-
égalité hi(z,y) < hi(z,z) + hi(z,y) est toujours vérifiée et que c’est une égalité si et
seulement si le point z appartient au segment [z, y].

Si les points z, y et z ne sont pas alignés, désignons par z~, =, y=, y, u™ et ut les
points d’intersection de la frontiere dC' du convexe C avec respectivement les demi-droites
[z,2), [z,2), [y,2), [2,Y), [y, ) et [z,y). Les droites (zTy~) et (z7y*) se coupent alors en
un point noté O, éventuellement situé a Uinfini, et les droites (Oz), (Oy~) = (Oz™) et
(Oy™) = (Oz7) intersectent la droite (zy) en des points respectivement notés z’, w™ et
w™. Nous avons alors

2k (hi(z,2) + hi(z,y)) = Infet,z,z,27 ]+ 1ny™, 2,9, 47]

In[(0z7), (0z),(0z),(0z7)] +In[(Oy7), (02), (Oy), (Oy™)]
In[w™, z, 2", wt] + In[w™, 2/, y, wT]

= lnl:’w_7'1:7y7’w+j|'
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Par convexité de C, les points w™ et w' sont situés sur le segment [u~, u™] et a 'extérieur
du segment [z,y]. Nous avons donc In[w™,z,y,w™] > In[u™,z,y,ut] avec égalité si et
seulement si w™ = u~ et wt = uF. Comme 2VE hy(z,y) vaut In[u™, z,y, ut], I'inégalité
triangulaire hy(x,y) < hp(z,2) + hi(z,y) est bien vérifiée et nous connaissons les cas
d’égalité.

1.1.2 La structure projective.

Le birapport étant une notion projective, il apparait naturellement une structure pro-
jective des géométries de Hilbert.

Considérons (C, hy) une géométrie de Hilbert et plongeons le R-espace affine A sous-
jacent au convexe (' dans un R-espace vectoriel V' tel que A apparaisse comme un hyperplan
affine non vectoriel de V. Désignons par C le cone vectoriel engendré par C' dans l'espace
vectoriel V. Alors pour tout hyperplan affine non vectoriel H rencontrant C selon un
convexe borné, les convexes H N C et C' munis respectivement de métriques de Hilbert
correspondant a un méme coefficient k, sont isométriques. En effet, d’apres les propriétés
du birapport de quatre droites, ’application qui a tout point u du convexe C' associe
le point d’intersection entre la droite vectorielle Ru et I’hyperplan affine H, conserve les
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distances.

Cette construction montre que les ellipsoides munis de leur métrique de Hilbert sont
des modeles isométriques au modele de Klein, ce qui est naturel puisque la notion de boule
n’est pas une notion affine.

1.1.3 Description des boules métriques.

Soit (C, hy) une géométrie de Hilbert définie sur un espace affine A d’espace vectoriel
sous-jacent A. Etant donnés deux points distincts = et y de C, la sphere S de centre z et
passant par y, c’est a dire I’ensemble des points a distance exactement hg(z,y) du point
x, est géométriquement construite de la maniere suivante: les demi-droites [z,y) et [y, x)
intersectent la frontiere C du convexe C en des points respectivement notés y* et y~, et
pour tout vecteur u non nul de /Y, les demi-droites [z, + u) et [z, — u) coupent IC en
deux points distincts u™ et u™.

Alors la sphere S intersecte la demi-droite [z, z 4+ u) en un unique point qui est le point de
concours de la droite (z,x + u) avec la droite (py) ou p est le point de concours des droites
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(uy~) et (utyt). Si (u"y~) et (uty™) sont paralleles, la droite (py) désigne la droite
passant par y et parallele a (u"y™), conformément & la structure projective sous-jacente.

Démonstration. Toute droite passant par x et de direction donnée par le vecteur u, coupe
le bord du convexe C' en exactement deux points, notés u™ et u™, situés de part et d’autre
de z. Pour retrouver les notations de la description précédente, nous convenons que u~
est le point situé sur la demi-droite * + R7u. Alors, par définition de la distance hy,
un point z de la demi-droite x + R*u est sur la sphere S si et seulement si il vérifie
In[u~,z, z,ut] = 2k hy(z,y). Les points z, u~ et ut étant fixés, les propriétés du birapport
assurent de I’existence et de I'unicité d’un point z sur la droite (u~u™) vérifiant cette égalité;
de plus cet unique point z est automatiquement situé sur la demi-droite [z, u™).

Vérifions maintenant que la description précédente fournit une construction de ce point.
Si u n’est pas colinéaire au vecteur zy’, la distance de Hilbert entre = et y vérifie

Zﬂhk(f,y) = hl[y y Y, Y +]
= In[(py™), (px), (py), (py™)]
= f(py) 0 (), (p2) O (), (pu) 0 (), () 0 ()]
= Infu",z,(py) N (v u™),u’] (par définition du point p).

Ainsi d’apres la premiére partie de la démonstration, la droite (py) intersecte bien la droite
(u~u™) et ce, au point sité a la distance hy(z,y) de x sur la demi-droite [z, u®). O

Cette démonstration nous montre aussi que les sections planes des spheres métriques ad-
mettent deux demi-tangentes en tout point, et que ces demi-tangentes en un point y a la
sphere centrée en = passant par y sont supportées par les droites passant par y et le point
de concours des droites supports des demi-tangentes a dC' aux points communs a dC' et a
la droite (zy).




6 CHAPITRE 1. LA GEOMETRIE DE HILBERT.,
1.2 Quelques propriétés des distances de Hilbert.

1.2.1 La topologie.

Soit C' un domaine ouvert convexe borné d’un R-espace affine A de dimension finie. Il
est naturellement muni de deux topologies a priori différentes: celle provenant d’une dis-
tance de Hilbert associée au convexe C (toutes les distances de Hilbert associées a C étant
proportionnelles donc équivalentes, définissent la méme topologie), et la topologie trace
sur C de la topologie de A provenant de sa structure affine (toutes les distances sur A
respectant sa structure affine sont équivalentes car A est de dimension finie, et définissent
bien une unique topologie). En fait, ces deux topologies coincident ([Bea99]) bien que les
distances dont elles proviennent, ne sont pas équivalentes (les distances de Hilbert sont
non bornées sur C' x (' contrairement aux restrictions des distances respectant la structure

affine de A).

De plus, les métriques de Hilbert sur le convexe C sont completes ([Bea99]).

1.2.2 Les géodésiques.

Dans toute géométrie de Hilbert (C, k), I'inégalité triangulaire et les cas d’égalité nous
assurent que tout segment affine reliant deux points du convexe ouvert C' est un segment
géodésique pour hy. Les géométries de Hilbert sont donc des espaces métriques géodésiques
c’est-a-dire que deux points quelconques sont toujours reliés par un segment géodésique.

En reprenant les notations utilisées au paragraphe 1.1.1 dans la démonstration du fait
que hy, est une distance, nous voyons que le segment [z,y] n’est pas 'unique géodésique
métrique reliant = a y si et seulement si on peut trouver un plan P contenant x et y, tel que
les points y~ et y* d’intersection entre JC et la droite (zy), sont tous les deux a l'intérieur
de segments inclus dans la frontiere topologique de la section C' N P, ces deux segments
étant nécessairement distincts par convexité de C'. En effet, dans ce dernier cas, il existe
en particulier une ligne brisée qui est aussi un segment géodésique.

Dorénavant, nous appellerons bonne géométrie de Hilbert toute géométrie de Hil-
bert (C, hy) dans laquelle il y a unicité du segment géodésique reliant deux points quel-
conques de C. Nous parlerons aussi de bonnes métriques pour les métriques de Hilbert
associées. Nous avons donc la propriété suivante

Proposition 1.1. Une géométrie de Hilbert (C,hy) est une bonne géométrie de Hilbert
st et seulement si la frontiere topologique de toute section plane non vide du convexe C
contient au plus un segment ouvert non vide.

Dans le cas d’'une bonne géométrie de Hilbert, il y a donc égalité dans 1'inégalité tri-
angulaire uniquement pour trois points alignés, le point intermédiaire étant situé entre les
deux autres.
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1.2.3 Géométries coincidant sur un ouvert.

Les géométries de Hilbert vérifient un premier théoreme de rigidité:

Théoréme 1.1. Soient (C, hy) et (C',h},) deux géométries de Hilbert telles que C et C'
sont des ouverts d’un méme espace affine. Si les distances hy et hj, coincident sur un
ouvert non vide de C N C" | alors les réels k et k' sont égauz, et les convexes C et C' sont
confondus.

Preuve. Fixons une norme sur 'espace vectoriel A sous-jacent a l’espace affine A dont les
convexes C' et C' sont des ouverts. L’ouvert de C' N C' sur lequel les métriques hy et A},
coincident, contient donc une boule ouverte de centre z et de rayon ¢ strictement positif.

Soit u un vecteur de 1’espace vectoriel A de norme unité. Les demi-droites issues de z
ayant pour directions respectives u et —u coupent la frontiere dC' en des points x 4+ o, u
et * — a_u ol o, et a_ sont des réels strictement positifs (et méme supérieurs a ), et la
frontiere JC' en des points z + o, u et © — o’ u avec o, et o’ des réels supérieurs a «.
Ainsi donc, pour tout réel ¢t dans | — e, ¢[, le point « + tu appartient a I’ouvert sur lequel
les métriques coincident. La fonction f : ¢ €] — ¢, e[ hy(z,x + tu) — b}, (2, 2 + tu) qui
s’écrit aussi

1 a a_ —t 1 o o —1
1) = 1 S - 1 =
Uy 2\/En<t+oz+ a_ ) 2\/k’n<t—|—0/+ ol )

est donc la fonction nulle. Sa dérivée est nulle, or c’est une fraction rationnelle dont le
dénominateur ne s’annule pas, et dont le numérateur est un polynéme de degré au plus

deux:
1 a_ + ay 1 o + o/+

N T R RN . (t+ o) (! —1)

Le systeme obtenu en écrivant la nullité des coefficients du polynome du numérateur,

f'(t) =

conduit aux égalités cherchées a savoir k = k', ay = o et a_ = o’ . Ainsi donc toute
demi-droite issue de z coupe dC et dC’ en un meéme point, ce qui signifie bien que les
convexes C et C' sont confondus. O

1.3 Aspects finslériens des géométries de Hilbert.

Rappelons qu’une variété de Finsler est une variété munie d’'un champ de normes véri-
fiant certaines propriétés (cf annexe A). Ces conditions assurent en particulier que la borne
inférieure de I’action associée a ce champ de normes définit une distance sur la variété (an-
nexe B).

Nous allons voir que sous certaines conditions de régularité de la frontiere (paragraphe
1.3.1), les géométries de Hilbert sont des variétés de Finsler dont nous donneront rapi-
dement les géodésiques et la courbure. En fait, ces géométries sont méme les modeles de
variétés finslériennes a courbure constante négative, projectivement plates ([Fun29, Ber30]).
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C’est pourquoi elles sont intéressantes car elles représentent plus qu’un exemple anecdo-
tique. Enfin, nous obtiendrons un résultat de rigidité affirmant qu’une géométrie de Hilbert
riemannienne sur un ouvert est en fait un modele de Klein c’est a dire que la frontiere du
convexe est un ellipsoide. La démonstration de ce résultat nous montrera qu’une isométrie
locale entre géométries de Hilbert finslériennes s’étend toujours en une isométrie globale.

Le convexe C' est un ouvert d’'un R-espace affine A de dimension finie, il est donc
naturellement muni d’une structure de variéte lisse. Compte tenu de la structure affine sous-
jacente, nous identifierons le produit cartésien C' x A ol A est lespace Vectorlel associé a A,

au fibré tangent T'C' a C' au moyen de 1’application (l’, u) € Cx A o ‘t:O z+tu) € T,C.

1.3.1 La métrique de Finsler.
Le champ de normes.

Supposons que l'espace métrique (C, ki) admette une structure finslérienne F. Consi-
dérons alors (z,u) un élément de C' x /Y, et notons ut = r+ a,u et u= = r — a_ u les points
d’intersection des demi-droites issues de x, de directions respectives u et —u avec la fron-
tiere 80 Le théoreme de Busemann-Meyer appliqué a la courbe 1 : t €la_,a,[— v+ tu
s’écrit dt o+ d(1(0),n(t)) = F(17(0)), soit encore, apres un rapide calcul, et en désignant

par |.| une norme quelconque sur A,

o) = |u| 1 1 ‘
e =5 (e ) D

Maintenant que nous connaissons la seule valeur possible pour le lagrangien F', nous

allons nous intéresser aux conditions sous lesquelles il munit la variété C' d’une structure
finslérienne réversible, sans nous soucier pour l'instant de savoir si cette structure finslé-
rienne redonnera bien la métrique A, dont nous sommes partis.

Quand le lagrangien F' est-il une métrique de Finsler?

Rappelons les conditions que doit satisfaire le lagrangien F' pour étre une métrique de
Finsler (cf annexe A):

(1) pour tout point z de la variété M, la restriction F,. de F' a l’espace vectoriel tangent
T.M est une norme,

(ii) la restriction de F' au fibré tangent T'M privé de la section nulle, est de classe au
moins C2,

(ii1) pour tout point @ de M; le hessien de la restriction de F? a I’espace tangent T, M
est non dégénéré en tout point de 7. M différent de 0.

Au vu de 'expression du lagrangien F', la seule propriété a vérifier pour s’assurer que
la restriction F, de I a toute fibre T,C', est une norme, est 'inégalité triangulaire pour



1.3. ASPECTS FINSLERIENS DES GEOMETRIES DE HILBERT. 9

.
deux vecteurs u et v de A non colinéaires.

Vérification de (i). Notons u~ et u™ les points d’intersection de dC avec les demi-droites
issues de x et de directions respectives —u et u. Définissons de méme les points v=, vt, w™
et w' associés aux vecteurs v et w = u+ v, et désignons par z le point d’intersection entre
le segment [u*,v*] et la demi-droite issue de x avec la direction w. Ce point appartient a
I'ouvert C' par convexité de ce dernier.

Il existe donc deux réels A et u compris entre 0 et 1 tels que z s’écrive (1 — X)ut + Av™ et
z + p(wt — x), Uexistence du réel p dans Uintervalle fixé provenant encore de la convexité
de C'. Nous avons donc

ut — =

R

|l

ot —a|  Jut—al

U+ A ———mov=p——
0] M u o]

L’indépendance des vecteurs u et v conduit a un systeme dont la résolution aboutit a
I’égalité

(u+wv).

wt —a|  Jut —a| ot — gl
ut ol M7 Jur —elfol + [or — alJul
Puisque p est compris entre 0 et 1, nous obtenons donc
utol _ o ul

|wt — x| = ot — x| |ut —$|.

Un raisonnement strictement identique conduit a l'inégalité obtenue a partir de la pré-
cédente en remplacant dans les exposants le signe * par ~. Ainsi en ajoutant membre a
membre ces deux inégalités, nous obtenons, d’apres la formule 1.1 du lagrangien F, I'in-
égalité cherchée a savoir F(z,u+v) < F(z,u) + F(z,v). O

Par ailleurs, le lagrangien F' doit étre de classe C? sur 7'C privé de la section nulle pour
correspondre a une structure de Finsler. C’est en particulier le cas des que la frontiere du
convexe C est une variété de classe C?, puisque le lagrangien F est toujours au moins aussi
régulier que le bord dC dont il provient. En fait, le théoreme des fonctions implicites assure
que la réciproque est aussi vraie:

Lemme 1.1. Soit C' un ouvert convexe borné de R™ avec n un entier supérieur ou égal a
deux. Alors la frontiére topologique de ce convexe est de méme classe que application

(;l:,u)ECX(Rn)*I—>Fz(u):|u|< b 1 )

T—u] o —u]
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ot ut et u~ sont les points d’intersection de la frontiére C avec les demi-droites [z, x 4 u)
et [z, —u).

Démonstration. L’ouvert C étant convexe, sa frontiere est une variété de classe C' Lebesgue-
presque partout. Supposons donc que la restriction du lagrangien £ a TM\{0} est de classe
au moins C'.

Soient xg et x; deux points de la frontiere dC du convexe C tels que le segment affine
[zo; 1] n’est pas entierement inclus dans dC. Le milieu = de ce segment est alors un point

de C. Pour simplifier les écritures, nous désignerons désormais par u le vecteur Zgzy.
S
Fixons || - || une norme euclidienne sur A telle que ||u|| vaut 1, et H un supplémentaire de

la droite vectorielle Ru.

Comme z est un point de 'ouvert C, il en est de méme de tout point suffisamment
proche, disons situé a une distance euclidienne inférieure a 4¢ avec ¢ un réel strictement
compris entre 0 et 1/4. Ainsi la convexité de C assure que pour tout vecteur w de T de
norme inférieure a 2¢, les demi-droites (z+w)-+R*u coupent la frontiere dC respectivement
en un unique point situé a la distance h*(w) respectivement A~ (w) de = + w. Remarquons
que h*(0) et A=(0) sont égaux & 1.

x—}—[?

D’apres la formule 1.1, ces foncti(gs ht et h™ vérifient, pour tout ¢ inférieur en valeur
absolue a 2¢ et tout vecteur w de H de norme euclidienne aussi inférieure a 2¢,

wHtu, u) = ”u” 1 1 = ! ! 1 '
F(x—l— +tu, ) 2\/E (h"‘(w) —tHUH + h_(‘w) _I_t”uH) 2\/E <h+(w) —1 t h—(w) +t>

Notons f la fonction définie sur l'ouvert {(w,t) € H xR tq ||w|| < 2¢ et |t| < 2e} par
f(w,t) = 2vk F(z +w+tu, u). Elle est de méme classe que la restriction de F' & T'M\{0}.

Désignons maintenant par U l'ouvert de H formé des vecteurs de norme strictement
inférieure a 2e, par V l'ouvert |1 —e; 1 + 5[2 de R?, et par ¥ I'application de U x V & valeurs
dans R? définie de la facon suivante:

U (o) € UV o (L 0y b))
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Cette application W est bien définie car ¢ est inférieur a 1/4, a pour classe celle de f donc
elle est au moins de classe C!. L’application linéaire tangente de l’application partielle

1
(! a—ep
! ey

qui est inversible. Le théoreme des fonctions implicites appliqué a ¥ assure qu’il existe un

\11(6, .) en (1,1) a pour matrice

voisinage ouvert U’ de 0 inclus dans U. un voisinage ouvert W de ¥ (6, (1, 1)) dans R?,

un voisinage ouvert ) de (6, 1, 1> inclus dans U x V et une application ® de méme classe

que V¥ tels que les conditions suivantes sont équivalentes:

i) (w,s,t) €Q, ze W et U(w,s,t) = z;
i) (w,z) e U' x W et (s,t) = ®(w, 2).

Or ¥(w,h*(w),h™(w)) vaut 0 par définition méme de f, et h"’((j) et h_(ﬁ) sont égaux a 1.
Ainsi nous obtenons donc qu’au voisinage du vecteur nul, la fonction ®(-,0) vaut (h*,h7)
et donc que les fonctions AT et A~ y sont de méme classe que la fonction f.

Finalement, comme 0C apparait au voisinage de xg respectivement x; comme le graphe
de h~ respectivement ht, c’est au voisinage de ces points une variété de classe celle de la
restriction du lagrangien F' a T'M\{0}. Par ailleurs, ’ensemble C' étant ouvert et convexe,
pour tout point zo de la frontiere dC, il est possible de trouver un point z; tel que le
segment [zo; 1] ne soit pas totalement inclus dans dC'. Le résultat précédent permet donc
de conclure que la frontiere de C' est une sous-variété de A de classe celle de la restriction

de F a TM\{0}. 0

La derniere condition pour que le lagrangien F' corresponde a une structure finslérienne
est que le carré de sa restriction F, a tout espace tangent 7,C admette un hessien défini
positif en tout point non nul de T,.C', ce qui est caractérisé par le lemme suivant

Lemme 1.2. Soit C' un ouvert convexe borné de R”™ dont la frontiére est une variété de
classe C*. La norme F, sur T,C provenant de la métrique de Hilbert hy, a un carré a hessien
défint positif si et seulement le bord de toute section plane non vide de C' a un hessien défint
positif en tout point sauf peut-étre sur un segment fermeé.

Une géométrie de Hilbert admettant une structure de Finsler est donc automatiquement
une bonne géométrie de Hilbert.

Preuve. Comme F}, est une norme sur 7,,C de classe C? sauf peut-étre en zéro, le hessien
de F? en tout point w de T.C\{0} est positif, il est donc défini positif si et seulement si
la nullité de Hess,, F*(u,u) implique celle du vecteur u. Or Hess, F*(u,u) est le nombre
dérivé f"(0) ot f est la fonction définie au voisinage de zéro par f(t) = (Fy(w + tu))*.

Si u est colinéaire a w, ’homogénéité de F' montre immédiatement que Hess,, F2(u, u) =
0 impose u = 0 puisque w n’est pas nul.
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Afin d’évaluer f”(0) dans le cas ou u n’est pas colinéaire a w, plagons nous dans un
plan P contenant x et dont la direction contient les vecteurs u et w et considérons les
coordonnées polaires associées au repere orthornormé direct (z,w,u). Le bord du convexe
C N P est alors décrit par une équation polaire § — r(f) > 0 de classe au moins C*. Un
court calcul montre qu’au voisinage de zéro,

2 2
ft) = 11—'1—1: <r(arc1tan t) + r(m+ alrctant)) ’

et donc,

2£7(0) = (20) + 1) { (2 + () @+ 2+ ) @} + (B 0 + () ()

Comme la fonction % + (%)H est positive (puisque r décrit le bord d’un convexe), nous

avons bien Hess, (u,u) = 0 avec u non colinéaire a w, impose au bord de la section C' N P
d’avoir au moins deux points du bord ou le hessien est nul. O

Conclusion

En fait sous ces hypotheses (frontiere 9C de classe C? et bord de toute section plane de
C a hessien défini positif sauf sur au plus un segment), la distance définie par le lagrangien
F redonne bien la métrique hy. La démonstration en est donnée dans 'annexe B sur les
espaces métriques provenant d’une structure finslérienne.

En résumé, nous obtenons la caractérisation suivante

Proposition 1.2. Une géométrie de Hilbert (C, hy) est une variété de Finsler de classe
C* avec k > 2 si et seulement si la frontiére OC est de classe C* et le bord de toute section
plane non vide de C' a un hessien défini positif en tout point sauf peut-étre sur un segment
fermé.

Dans toute la suite de cette section, nous considérerons une géométrie de Hilbert (C, hy)
qui est aussi une variété de Finsler (C, F') ou F' est la norme associée a la distance hy sur
le fibré tangent T'C' au convexe C', et noterons A l’espace affine dont C' est un convexe
ouvert, et A I’espace vectoriel correspondant.

1.3.2 Les géodésiques variationnelles.

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les géodésiques finslériennes d’une géomé-
trie de Hilbert. Ce sont les traces sur le convexe C' des droites affines.

Donnons nous un point x de C' et un vecteur non nul tangent a C' en = noté u identifié
canoniquement a un vecteur de A. Définissons encore z + a,u et x — a_u les points d’in-
tersection entre JC et les demi-droites issues de x et de directions respectives u et —u. La
courbe de classe C*

(e2VEFM)t _ 1) o, a_

tER+—
n € T+ a, + Q_GQ\/EF(U)L‘
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est une géodésique au sens métrique car elle parametre le segment |z — a_u, x + a ul; elle
vérifie hy(n(t),n(s)) = |t — s| F(u) pour tout couple (¢,s) de réels, donc est parcourue a
vitesse constante F'(u). De plus, elle passe a la date ¢ = 0 en & avec la vitesse 17(0) = u car
Wk F(u) vaut 1/a, 4+ 1/a_. Mais en tant que géodésique métrique, la courbe 7 minimise
la longueur des courbes entre deux quelconques de ses points, et comme elle est réguliere,
c’est une géodésique, au sens variationnel, de la variété de Finsler (C, F). Par ailleurs, il
y a unicité de la géodésique au sens variationnel partant du point z a la vitesse u, nous
obtenons donc que les géodésiques au sens métrique ou variationnel sont les mémes, a savoir
les traces des droites de I'espace affine ambiant A sur le convexe C' (parcourues a vitesse
finslérienne constante), et qu’elles minimisent donc toujours globalement la longueur.

Une variété de Finsler provenant d’une géométrie de Hilbert est donc projectivement
plate, c’est a dire que pour tout point de C, il existe un voisinage de ce point (a savoir C
lui-méme) et une carte définie sur ce voisinage (ici la restriction & C' d’une identification
de I'espace affine ambiant A a R"™) dans laquelle les géodésiques apparaissent comme des
segments affines.

Nous pouvons aussi traduire en terme de champs de Reeb (cf annexe A), le fait que
les géodésiques de la variété finslérienne (C, F') sont géométriquement les traces sur C' de
celles de I'espace affine ambiant A muni d’une structure euclidienne. Rappelons que les
géodésiques d’une variété de Finsler sont les projetés des orbites du champ de Reeb défini
sur le fibré en demi-droites HM de T'M. En désignant par Xy le champ de Reeb associé a
la métrique de Finsler F', et par X celui associé a une métrique euclidienne fixée sur A,
nous avons colinéarité de ces deux champs de vecteurs sur le fibré homogene de C c’est-a-
dire il existe une fonction m définie sur le fibré homogene HC' a valeurs réelles strictement
positives telle que Xp = mXg.

1.3.3 La courbure.

Rappelons qu’une variété de Finsler admet un équivalent de la courbure qui est ’endo-
morphisme de Jacobi de son champ de Reeb ([Fou86b]). Dans sa these ([Egl95]) , Egloff a
repris les idées de Funk ([Fun29]) pour les appliquer a cet endomorphisme de Jacobi. Il a
ainsi montré qu'une géométrie de Hilbert (C, hy) correspondant a une variété de Finsler est
une variété a courbure constante négative —k c’est-a-dire que I’endomorphisme de Jacobi
vaut —k Id.

A priori, pour pouvoir définir la courbure d’une variété de Finsler, il faut que le la-
grangien F soit de classe C° hors de la section nulle ou que le champ de Reeb associé
soit de classe C3. En fait, dans le cas particulier de structures de Finsler projectivement
plates et de classe C?, il est toujours possible de définir et de calculer I’endomorphisme de
Jacobi de la variété (C, F'). Pour calculer la courbure de la variété (C, F') = (C, hy), I'idée
est d’utiliser la colinéarité des champs géodésiques Xy et Xp associés respectivement a la
métrique de Finsler F' et & une métrique euclidienne.

Les géométries de Hilbert apparaissent donc comme de bons exemples permettant de
tester des conjectures sur les variétés de Finsler courbées négativement.
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1.3.4 Un résultat de rigidité.

En fait, Funk en 1929 pour la dimension 2, et Berwald [’année suivante pour toutes les
dimensions, ont démontré le résultat suivant de rigidité:

Théoréme 1.2 ([Fun29, Ber30]). Une variété de Finsler, réversible, simplement conneze,
projectivement plate, a courbure constante strictement négative, géodésiquement compléte
est une géométrie de Hilbert.

C’est une premiere différence fondamentale des variétés de Finsler par rapport au
cadre riemannien pour lequel il n’y a qu’une seule variété simplement connexe a cour-
bure constante strictement négative a isométrie pres.

En fait, Funk et Berwald n’ont pas démontré le théoreme 1.2 sous cette forme, ils ont
résolu le quatrieme probleme de Hilbert pour des métriques finslériennes réversibles a cour-
bure constante négative, c’est a dire qu’ils ont trouvé toutes les métriques réversibles sur
des convexes de R”, dont les géodésiques sont les droites affines. Pour passer du théoreme
obtenu par Funk et Berwald a son énoncé sous la forme du théoreme 1.2 affirmé par Egloff
dans sa these [Egl95], il faut utiliser le résultat de Kobayashi et Nagano ([KN64]) assu-
rant qu’une variété projectivement plate est un ouvert d’un espace projectif réel, puis le
théoreme de Funk et Berwald sous sa forme originale permet de conclure.

1.3.5 Une condition nécessaire et suffisante pour avoir une va-
riété riemannienne.

Nous avons déja vu que l'intérieur d’un ellipsoide muni d’'une métrique de Hilbert est
un modele de variété riemannienne a courbure constante strictement négative. En fait, il
est bien connu que la réciproque est vraie aussi:

Proposition 1.3. Une géométrie de Hilbert est une variété riemannienne si et seulement
st le convexe est Uintérieur d’un ellipsoide.

Cette affirmation dont la seule démonstration écrite noir sur blanc semble étre celle
récemment obtenu par B. Colbois et P. Verovic ([CV00] a paraitre), peut étre obtenue
comme corollaire de ’énoncé plus général suivant:

Proposition 1.4. Si une géométrie de Hilbert (C,hy) a une restriction @ un ouvert qui
est vari€té riemannienne, alors le convexe est lintérieur d’un ellipsoide et Uespace (C, hy)
est Uespace hyperbolique riemannien a courbure —k standard.

Avant de nous intéresser a la démonstration de cette derniere proposition, remarquons
qu’il faut se garder de croire qu’une géométrie de Hilbert, méme finslérienne, qui est rieman-
nienne en un point est riemannienne partout, comme le montre I’exemple explicite suivant:

dans R?, la courbe décrite en coordonnées polaires par 8 € [0,27] — r(0) = m
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est une courbe simple fermée de classe C*.

ylk

C’est le bord d’un convexe dont les métriques de Hilbert sont finslériennes, riemanniennes
au point 0, mais pas riemanniennes partout puisque cette courbe n’est pas une ellipse.

Preuve. L’expression ((%)H + %) (0) = 18 — 8 cos 36 est strictement positive, donc le bord

du convexe défini par cette courbe est bien a hessien défini positif en tout point (cf la
démonstration du lemme 1.2).
La norme sur 1’espace tangent en 0 est donnée par

el N 18|l
A =37 (G + ) = o

Elle provient donc bien d’un produit scalaire, proportionnel au produit scalaire standard

de R2 O

Commencons par démontrer de la proposition 1.4, avant de faire quelques commentaires
sur les diverses manieres d’obtenir la proposition 1.3.

Démonstration de la proposition 1.4. Soient U un ouvert sur lequel la distance hy provient
d’une métrique riemannienne et z¢ un point de cet ouvert. L’espace vectoriel tangent T.,,C
a la variété C' au point xg, est naturellement muni de la norme provenant de la structure
riemannienne, et comme il est identifié a I'espace vectoriel A sous-jacent a l’espace affine
A, ce dernier est automatiquement muni de la méme norme |- |. Choisissons (€;);=1.., une
base de vecteurs de norme unité de l'espace vectoriel tangent T, C.

Le calcul de la courbure de la variété finslérienne (U, hy) se fait comme au paragraphe
1.3.3, et la relation entre les courbure finslérienne et riemannienne (cf annexe A) montre
que la variété riemannienne (U, hy) est a courbure constante —k, mais bien str elle n’est
pas complete. Nous pouvons donc restreindre 'ouvert ¢/ de maniere a ce que la variété
(U, h) soit isométrique a un ouvert ¥V du modele de Klein (B, di) via un difféfomorphisme
¢ : U — V ou B est un ellipsoide de I'espace affine A. Ainsi, quitte a composer le dif-
féomorphisme ¢ par I’application affine de A qui envoie le point ¢(x) sur zq, et la base
(Tyy b+ €i)iz1..n sur la base (€;)i=1. n, la variété & munie de la distance hy, est isométrique a
un ouvert V d’un modele de Klein encore noté (B, d) via un difféfomorphisme ¢ : U — V
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laissant le point xq fixe et dont ’application linéaire tangente T, ¢ en ¢ est 'identité. En
effet, toute application affine envoie ellipsoides sur ellipsoides et est une isométrie entre
les géométries de Hilbert formées par un domaine convexe ouvert borné d’une part, et
son image par ’application affine d’autre part, tous deux munis de distances de Hilbert
affectées d’un méme coefficient k. Quitte a restreindre encore 'ouvert ¢, nous supposons
désormais, que c’est une boule centrée en xg et de rayon ¢ strictement positif, relativement
a la norme | - | de I'espace affine A.

Dans le but de prolonger I'isométrie ¢ a toute I’adhérence du convexe C', considérons
U Papplication du compact C' vers le compact B définie la facon suivante:

— le point zg est envoyé sur lui méme,

— tout point y de 'ouvert € distinct de z¢ a pour image par ¥ le point de la demi-
droite [zo;y) situé a la distance hg(xo,y) de z¢ pour la distance dy, le point image ¥(y)
est donc bien dans 'ouvert B,

— et tout point y de la frontiere dC est envoyé par ¥ sur le point de la frontiere 9B
situé sur la demi-droite [zq,y).

Remarquons que l'application définie par la construction donnant W dans laquelle les
roles des convexes C' et B sont inversés, apparait clairement comme 'inverse de 1’applica-
tion U qui est donc une bijection entre les adhérences C' et B des convexes C et B.

Par ailleurs, commme ¢ est une isométrie, elle envoie toute géodésique finslérienne de
(U, hi) partant de x¢ dans une direction u sur 'unique géodésique de (V,dy) partant de
¢(x0) avec la direction T, ¢ - u = u. Cette géodésique est I'intersection [zo; xo +u) NV, les
applications ¢ et ¥ coincident donc sur 'ouvert .

Observons encore que, par construction, la restriction de 1’application ¥ a toute sec-
tion du convexe (' par une droite D passant par le point zy est une isométrie entre les
géométries de Hilbert (C' N D, hy) et (BN D,dy). Or les deux convexes C N D et BN D
sont de dimension 1, la restriction de ¥ a D N C est donc une application projective (cf le
paragraphe 3.1.2).

Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, notons z; le point ¢ + Ze; de 'ouvert U.
Identifions ’espace affine A a un hyperplan affine non vectoriel de R™*! de la maniere
suivante: tout point de A s’écrit de maniere unique xo + Y ., c;e; dans le repere affine
(20, €1, ..., €,) de A, et est identifié au point (1, ay,...a;) de R**1. Notons encore p la pro-
jection de R™*"\{0} sur son espace projectif P*(R) qui sera identifié a A U p(A))

Prouvons maintenant Iexistence et 'unicité d’une application projective v de P*(R)
dans lui-méme, coincidant avec ’application ¢ sur tous les segments intersection du convexe
C' avec une droite passant par le point z et I’'un des points z;.

Si I’application 7 existe, alors en tant qu’application projective, elle provient d’une ap-
plication linéaire g de R™*! définie & une homothétie pres. Comme ~ doit envoyer zq sur
lui-méme, ’application linéaire g est uniquement déterminée a partir de v en lui imposant
d’envoyer le vecteur g sur lui-méme.
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Réciproquement, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, notons f; le vecteur de
Rzo @ Re; tel que 'application projective de p(Razq @& Re;) associée a I'application linéaire
qui envoie le vecteur xq sur xg, et le vecteur ¢; sur f;, coincide avec la restriction de ¢ au seg-
ment C' N (xoz;). C'est possible puisque nous savons qu’une telle restriction est projective.
Remarquons qu’aucun vecteur f; n’appartient a la droite vectorielle Rzg, ainsi la famille
(20, f1, ..., fn) constitue une base de R™*!. L’application linéaire envoyant zq sur lui-méme,
et chaque vecteur e; sur le vecteur f;, définit donc bien une application projective vy qui
coincide avec ¢ la ou nous le voulions.

Nous allons maintenant démontrer par récurrence que les applications W et  sont égales
sur toute section de I'ouvert convexe i par un sous-espace affine de A engendré par zq et
certains points de la famille (z;);=1._,. La récurrence se fait sur la dimension m du sous-
espace affine. L’application projective v a été choisie pour que cette propriété soit vraie au
rang 1.

Supposons maintenant que m est un entier supérieur ou égal a 1, et montrons que
la propriété étudiée est récurrente. Intéressons nous au sous-espace affine de A engendré
par les m + 2 points zg, z;,...,%;,,,,. Soit y un point de la section de 'ouvert U/ par ce
sous-espace affine. Si y appartient a un sous-espace affine de A engendré par le point z
et m points parmi z;,,...,z;,,,, alors I'hypothese de récurrence nous assure que le point
y a méme image par les applications W et . Sinon y est barycentre des points pondérés
(2o, 10), (@i, 1)sees(Tiy1s V1) avece (vj)j=o.n des réels, non nuls pour tout entier j dis-
tinct de zéro, et de somme 1. Si v, est distinct de 1, la somme E:'io vi = 1 — vy
est non nulle, nous pouvons donc introduire les barycentres z et z’ des points pondérés
(20, 10),(iy, 1) 50 (Tiyy, Um ) Tespectivement (5., Vgt ), sinon z et 2’ désignerons les ba-
rycentres des points pondérés (zo,vo—1),(xi,,11),..,(Zip, Vi), Tespectivement (2., Vimy1)
et (z9,1). Dans tous les cas, le point y apparait donc comme le barycentre des points z et
z' et appartient au segment affine (zz’) NU. Ainsi le point y est le point d’intersection de la
demi-droite affine [zg,y) et du segment affine (zz’) NU. Son image par ¥ appartient donc
a I'intersection entre 'image par W de la demi-droite [zq,y) c’est a dire [zq,y) elle-méme,
et 'image par ¥ du segment affine (zz') NU. Le segment (zz') N U est un morceau de
géodésique de la variété (U, hy), son image par l'isométrie ¢ = W|,, appartient donc a la
géodésique de (V,dy) reliant ¢(z) = ¥(z) a ¢(z') = V(2') qui est l'intersection avec V de la
droite affine reliant ces deux points. Or d’apres I’hypothese de récurrence et comme m vaut
au moins 1, le point z a méme image par ¥ et v, et le point 2z’ aussi, le point ¥(y) = ¢(y)
appartient donc a l'intersection de la droite (g y) et de la droite affine (y(z) v(2')) qui est
I'image par ’application projective v de la droite (z z’). Par ailleurs, I’application projec-
tive v conservant |’alignement, elle envoie le point y sur l'intersection des droites images
de (z2') et (20y), qui sont respectivement les droites (y(z) v(z')) et la droite contenant
v(xg) = zo et de direction Ty, - Toy = Toy c'est a dire la droite (zoy) elle-méme. Ainsi
les images du point y par les applications W et v sont bien confondues, ce qui termine la
récurrence.

Finalement I’application ¥ coincide avec ’application projective v sur la section de
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I'ouvert convexe U par le sous-espace affine de A engendré par le point zy et tous les
points z; pour i variant de 1 a n, c’est a dire sur U tout entier. Mais les restrictions des
applications vy et ¥ a toute droite D passant par zy sont projectives, or elles coincident
sur le segment ouvert non vide D NU, donc elles sont égales. Ceci étant valable pour toute
droite passant par le point xg, 'application ¥ est ’application projective v. La frontiere
du convexe C est donc I'image de 'ellipsoide 9B par I'application projective 471, c’est
donc une quadrique, bornée puisque le convexe C' l'est, autrement dit un ellipsoide, ce qui

termine la démonstration. O

Dans cette démonstration, la structure riemannienne ne joue pas un role fondamental,
et le méme raisonnement que précédemment, en oubliant le passage relatif au modele de
Klein, permet d’obtenir la proposition suivante:

Proposition 1.5. Soient (C, hy) et (C',h}) deux géométries de Hilbert telles qu’il existe
une isométrie infinitésimale entre deux variétés de Finsler (U, hy) et (U' h),) ou U et U’
sont respectivement des ouverts de C et C'. Alors les deux convexes C et C' se déduisent
l'un de Uautre par une application projective.

Rappelons qu’une isométrie infinitésimale entre deux variétés de Finsler (M, F') et
(M', F') est un C!'-difféomorphisme local f entre M et M’ tel que I'application linéaire
tangente en tout point x est une isométrie entre les espaces vectoriels normés (T, M, F') et
(TyM', F'). Contrairement a ce qui se passe dans le cadre riemannien, les isométries de la
distance associé a la structure de Finsler ne sont a priori pas nécessairement différentiables.
C’est pourquoi la proposition 1.5 n’est pas énoncée avec des isométries des distances. Dans
cet énoncé, le fait d’imposer une structure (sur un ouvert) de variété de Finsler permet
d’avoir 'unicité des géodésiques issues d’un point avec une direction donnée dans les ou-
verts U et U, et celui de s’intéresser a une isométrie infinitésimale, d’assurer que I'image
de la base (€;)i=1..n, est encore une base.

La proposition 1.5 et sa démonstration montrent qu’en particulier, deux géométries de
Hilbert localement isométriques au sens de leur structure de Finsler sont isométriques par
une application projective, et que les seules isométries infinitésimales des géométries de
Hilbert finslériennes sont les applications projectives. Cependant, méme si le résultat final
est identique (cf chapitre 3), la proposition 1.5 ne donne pas d’informations sur 'ensemble
des isométries métriques des distances de Hilbert.

Revenons a la proposition 1.3, seule la partie réciproque demande une démonstration.
Ce sens peut soit étre considéré comme un corollaire de la proposition 1.4 qui est plus gé-
nérale, soit se démontrer par un raisonnement similaire a celui conduisant a la proposition
1.4 au cours du lequel apparaissent des simplications (les ouverts ¢ et V sont les convexes
C et B, 'isométrie ¢ n’a pas besoin d’étre prolongée), soit encore se prouver par la démons-
tration suivante, plus courte, mais qui fait appelle aux isométries des bonnes géométries de
Hilbert que nous étudierons au chapitre 3. Rappelons une fois encore que B. Colbois et P.
Verovic ont donnée récemment une quatrieme démonstration de cette propriété ([CV00]).

Une démonstration de la proposition 1.3. La géométrie de Hilbert (C, hy) étant une variété
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riemannienne, cette derniere est simplement connexe, complete et a courbure constante
égale a —k. Un résultat standard de géométrie riemannienne assure alors de ’existence
d’une isométrie ¢ entre la variété riemannienne (C, hy) et le modele de Klein (B, d) ou B
est une boule euclidienne de méme dimension affine que le convexe C'. Comme la géométrie
de Hilbert (C, hy) admet une structure riemannienne donc finslérienne, c’est une bonne
géométrie de Hilbert. Ainsi 'isométrie ¢ est une application projective (d’apres la descrip-
tion des isométries faite au chapitre 3). La frontiere dC' du convexe C est donc I'image par
une application projective, a savoir y71, de la sphere 0B, c’est donc une quadrique, bornée
car C l'est, autrement dit un ellipsoide, ce qui acheve la démonstration. O
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Chapitre 2

Convexité en géométrie de Hilbert.

Nous avons vu au chapitre précédent que les géométries de Hilbert sont les modeles de
variétés de Finsler projectivement plates a courbure constante négative. Par ailleurs, les
variétés riemanniennes a courbure strictement négative ont de nombreuses propriétés de
convexité. Il est donc intéressant de tester si ces propriétés restent vraies en géométrie de
Hilbert pour mieux appréhender la différence entre les cadres riemannien et finslérien.

Les résultats obtenus dans ce chapitre mettent en valeur des comportements tres contras-
tés, en particulier selon que le convexe dont provient la géométrie de Hilbert contient ou
non un segment fermé non vide dans sa frontiere, alors que la présence d’un tel segment ne
semble pas se lire localement sur la métrique de Finsler associée. En tous cas, il apparait
clairement que les résultats de convexité concernant les variétés riemanniennes courbées
négativement ne peuvent guere s’étendre aux variétés de Finsler.

Un des résultats les plus marquants de ce chapitre, bien que quasi-immeédiat, est 1’équi-
valence pour les bonnes métriques de Hilbert entre bord visuel séparé et absence de seg-
ments ouverts non vides dans la frontiere topologique du convexe. L’étude du comportement
asymptotique de la distance entre deux géodésiques sécantes est aussi tres instructive. En
effet, en ’absence de segments dans la frontiere topologique, cette distance reste convexe
au voisinage de l'infini mais pas nécessairement sur R tout entier.

2.1 Convexité de certains ensembles.

Rappelons que dans un espace métrique géodésique, une partie A est dite convexe
quand tout segment géodésique reliant deux points de A est entierement inclus dans A.

2.1.1 Les boules métriques.

Les boules métriques d’une bonne géométrie de Hilbert sont strictement convexes pour
la métrique de Hilbert. En revanche, pour une métrique de Hilbert quelconque, les boules
métriques sont encore affinement convexes, mais ne sont plus nécessairement convexes au
sens de la métrique ([Bush5]).
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Ainsi, les sections planes des boules métriques sont affinement convexes, et admettent
en tout point deux demi-tangentes, ce qui éclaire le résultat obtenu au paragraphe 1.1.3
du chapitre précédent.

Exemple de boule non convexe.

Munissons le convexe représenté ci-apres d’une métrique de Hilbert A.

La ligne brisée constituée des segments affines [y, w] et [w, z] est un segment géodésique
reliant les points y et z d’apres le paragraphe 1.1.1. Mais ce segment géodésique n’est pas to-
talement inclus dans la boule métrique de centre x et de rayon max(h(z,y), h(z, z)) puisque
le point w’ n’appartient pas a cette boule, comme le montre le schéma. La boule métrique
centrée en z et de rayon max(h(x,y),h(x,z)) n’est donc pas métriquement convexe pour
la distance h.

2.1.2 L’ensemble des points a distance constante d’un convexe.

Dans une bonne géométrie de Hilbert, ’ensemble des points a distance au plus R d’une
partie convexe est convexe. Ce résultat reste vrai pour une géométrie de Hilbert quelconque
a condition de remplacer la notion de convexité associée a la distance de Hilbert par la
notion de convexité affine définie par la structure affine sous-jacente.

Preuve. La démonstration de cette propriété se fait a 1’aide d’hyperplans d’appui du
convexe, et de la description des boules métriques et de leurs tangentes. Une démons-
tration précise est donnée dans [Busb5] section 18. O
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2.2 Hyperbolicité au sens de Gromov.

2.2.1 Définition.

Soit (E,d) un espace métrique. Définissons pour tout point zg, la fonction qui, a tout

couple de points (z,y) de E associe le réel positif (z-y)s, = 3(d(z, z0) +d(y, x0) — d(z,y)).
Cet espace métrique (F, d) est alors dit d-hyperbolique au sens de Gromov avec § un

réel positif si pour tout point xg de E, la propriété suivante est vérifiée:

V(z,y,2) € E° (z-Yy)s = min ((3: 2)g 5 (Y 2)930) — 4.

Rappelons que si cette propriété est vérifiée en un point zg avec un réel 9, elle est alors
vérifiée en tout point de E avec le réel 2.

Pour les propriétés usuelles des espaces hyperboliques au sens de Gromov, on pourra
se reporter a [CDP90] ou a ’article original de Gromov ([Gro87]).

2.2.2 Cas des géométries de Hilbert.

Rappelons que les géométries de Hilbert dont la frontiere du convexe est un ellipsoide
sont riemanniennes, completes, simplement connexes et a courbure constante négative,
elles sont donc hyperboliques au sens de Gromov. A l'opposé, nous allons démontrer la
proposition suivante:

Proposition 2.1. Les géométries de Hilbert dont la frontiére du convexe contient un seg-
ment ouvert non vide, ne sont pas hyperboliques au sens de Gromov.

En particulier, les variétés de Finsler a courbure strictement négative méme constante
ne sont donc pas nécessairement hyperboliques au sens de Gromov. En effet, il existe des
géométries de Hilbert finslérienne dont la frontiere du convexe contient un segment.

C’est encore une différence fondamentale avec le cadre riemannien dans lequel les va-
riétés completes, simplement connexes dont la courbure sectionnelle est majorée par une
constante strictement négative sont automatiquement hyperboliques au sens de Gromov.

Enfin, pour les géométries de Hilbert dont le bord n’est pas un ellipsoide et ne contient
pas de segment, la question de I'hyperbolicité au sens de Gromov reste ouverte.

Démonstration. Soit (C, hy) une géométrie de Hilbert telle que la frontiere du convexe C
contient au moins un segment. Nous allons montrer par I’absurde que 'espace métrique
(C, hi) ne peut pas étre hyperbolique au sens de Gromov. Pour cela, nous allons construire
une suite de triangles géodésiques, puis nous allons écrire qu’ils sont 49-étroits ou 9 est
un réel positif pour lequel la géométrie de Hilbert (C, hy) est é-hyperbolique au sens de
Gromov. Enfin, nous montrerons que ce réel § devrait alors étre infini ce qui constituera la
contradiction cherchée.

Avant de commencer, rappelons que la topologie provenant de la distance hj et celle
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issue de la structure affine sous-jacente, coincident sur 'ouvert C'; ainsi toutes les conver-
gences seront a prendre au sens de la topologie affine sous-jacente a 1’adhérence de C.
Supposons donc que 'espace métrique (C, hy) est d-hyperbolique au sens de Gromov avec
0 un réel positif, et quitte a considérer une intersection du convexe C' avec un plan conte-
nant un segment du bord dC', que le convexe C' est dimension 2. Notons y et z deux points
distincts tels que la droite (yz) intersecte la frontiere dC selon le segment affine [y; z]. Pour
tout point u, la droite D, désigne la parallele a la droite (yz) passant par u. Fixons un
point y’ de la frontiere dC tel que la droite D, n’est pas une droite d’appui du convexe C'.
Notons 2z’ le deuxieme point d’intersection entre D, et la frontiere 9C. Quitte a échanger
les roles des points y' et 2/, les droites (yy') et (zz') se coupent en un point z de I'ouvert
convexe C'. Fixons encore une suite (y,).en de points du segment affine [x; y[ qui converge
vers le point y. Elle définit la suite (z,,).en des points d’intersection entre le segment [z2)
et les droites D, , et cette suite converge vers le point z.

Soit w un point du segment |z;y[. Comme la suite (y,),en converge vers le point
y, a partir d’un certain rang N, le point w appartient a tous les segments [z;y,], et
donc au triangle affine zy,z,. Ce triangle étant un triangle géodésique d’un espace o-
hyperbolique, chacun de ses cotés est situé dans le (40)—voisinage des deux autres. En
particulier, le point w est situé a une distance inférieure a 46 de la réunion des segments
affines [zz,] U [yn,2,], autrement dit, pour tout entier n supérieur ou égal a N,,, nous
avons l'inégalité 46 > min (hg (w, [@; 2,]) , Ak (w, [yn; zn])) - La distance hy (w, [z; z,]) entre
le point w et le segment [x; z,] étant supérieure a la distance hi(w, [x; z]) entre le point w
et le segment affine [z; z[, le réel § vérifie encore

46 = min(hg (w,[z;2]), hi (w0, [Yyn; 20])) - (2.1)

Intéressons nous maintenant a la distance entre le point w et le segment affine [y,,; z,].
La droite (y'z') est parallele a la droite (yz) et, contrairement a cette derniere, n’est pas
une droite d’appui du convexe C'. Il existe donc au moins un point p de la frontiere dC situé
dans le demi-plan ouvert limité par la droite (y'z’) ne contenant pas y, tel que la droite
D, est une droite d’appui du convexe C'. Le point d’intersection de cette droite D, avec la
droite (zy) est un point p’ indépendant du point p choisi, et situé sur la demi-droite issue
de y' dans la direction yz’. Désignons par w,, respectivement w’, le point d’intersection
entre les droites (wz), respectivement (wp), et (y,w,). Pour tout entier n supérieur a N,
ces points w, et w! appartiennent en fait au segment [y,;z,]. Remarquons encore que
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les suites (w,)n>n, respectivement (w)),>n, convergent vers le point z respectivement le
point w’ d’intersection entre les droites (pw) et (yz). Ainsi, quitte changer d’entier N,
nous pouvons supposer que le point w! appartient au segment [y,;w,| pour tout entier n
supérieur a V.

Fixons maintenant un entier n supérieur a N,,, et orientons le segment affine C' N (y,2,,)
de y,, vers z,. Les boules métriques étant affinement convexes (cf paragraphe 2.1.1), et les
droites étant des géodésiques, la fonction d qui a tout point u de ce segment C' N (y,2,)
associe sa distance hy(u,w) au point w est décroissante puis croissante. Pour tout point u
du segment [y,; w,], la droite (wu) coupe la frontiere dC en deux points 1'un appartenant
au segment [y; z| et autre, noté u~ n’y appartenant pas. Nous avons donc

1
In[D,-, Dy, Dy, (yz)] = In[D,- N (zy),w, Yn, y].

2k

1
d.ue[yn,wn]»—>2\/E
Ainsi par construction des points p’ et w!, la fonction d atteint un minimum local au
point w!, du segment [y,; z,], ¢c’est donc son minimum global. Or nous avons les inclusions
[Yn; Wn] C [Yn; 2n] C (Ynzn) N C, la distance entre le point w et le segment [y,; w,] est donc
égale a la distance hy(w, w!)) entre les points w et w], qui vaut par ailleurs ﬁ In[p’, w, yn, y].

Ainsi, I'inégalité 2.1 s’écrit aussi 46 > min(hg(w,w!), hi(w, [z; z[)) pour tout entier n
supérieur a N,,. Or la suite formée par les points w!, converge vers le point y, la distance
hi(w,w!) qui vaut ﬁln[p’,'w,yn,y], tend donc vers +oo. Ainsi, pour tout point w du
segment ouvert [z; y|, le réel 49 est supérieur a la distance hy(w, [z; z[)) atteinte en un point
qw de [z; z[. Choisissons maintenant une suite de points W,, du segment [z; y[ qui converge
vers le point y, la suite des points gy, correspondants est une suite du compact (pour la
topologie affine) [z; z], elle converge donc, a extraction pres, vers un point ¢ du segment
[x; z]. Si le point ¢ appartient a 'ouvert C, alors la distance hx(W,,, [z, z[) = hi(W,, qw,,)
tend vers I'infini avec n, sinon ¢ est confondu avec le point z et la distance hy(W,, [z, 2[)
qui vaut hx(W,,, qw,) tend encore vers I'infini. Ainsi, dans tous les cas, le réel § doit étre
supérieur a tous les termes d’une suite tendant vers I’'infini, ce qui n’est pas possible et
fournit la contradiction cherchée a I’hyperbolicité au sens de Gromov de la géométrie de

Hilbert (C, hy). O
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2.3 Le bord visuel des bonnes géométries de Hilbert.

Dans toute cette partie, (C, h) désigne une bonne géométrie de Hilbert, A I’espace affine
sous-jacent et toute géodésique sera implicitement paramétrée par sa longueur d’arc. La
convergence sera a comprendre, sauf mention contraire, au sens de la topologie affine.

Nous allons nous intéresser au bord visuel de (C, h) et voir qu’il permet de détecter la
strcite convexité de I’adhérence du convexe C.

2.3.1 Définitions.

Soit (K, d) un espace métrique.

Deux rayons géodésiques, restrictions de deux géodésiques orientées § et 3 a R*, sont
dits asymptotes si la fonction qui, a tout réel ¢ positif associe la distance d(é(t), 5(t)) est
bornée. On dit aussi que les géodésiques 0 et 3 sont asymptotes en +oc.

L’inégalité triangulaire et le fait que les géodésiques sont paramétrées par leur lon-
gueur d’arc, assurent que cette notion ne dépend que des supports orientés des géodésiques
concernées, et que la relation “étre asymptotes” est une relation d’équivalence.

Le bord visuel en un point x de l'espace métrique (£, d) est 'ensemble des rayons
géodésiques (i.e. définis sur R*) paramétrés par leur longueur d’arc et issus du point z,
quotienté par la relation d’équivalence “étre asymptotes”. Ce bord visuel est muni de la
topologie quotient issue de la topologie de la convergence uniforme sur tous les compacts.

2.3.2 Description du bord visuel.

Soit 3 une géodésique orientée. Son support géométrique est un segment affine |57; 5],
et les points 3(t) convergent vers le point 37, respectivement 37, de la frontiere topologique
du convexe C' quand t tend vers —oo respectivement +oo.

Dans le cadre des bonnes géométries de Hilbert, les rayons géodésiques asymptotes se
caractérisent facilement:

Lemme 2.1. Dans une bonne géométrie de Hilbert (C,h), deux géodésiques orientées §
et (3 sont asymptoles en +oo si et seulement si les points 07 et 3% sont confondus ou
appartiennent a ['intérieur d’un méme segment inclus dans la frontiére du convexe C'.

Le bord visuel en un point x quelconque d’une bonne métrique de Hilbert est donc
naturellement en bijection avec la frontiere topologique dC du convexe C, quotientée par la
relation d’équivalence “étre confondus ou appartenir a un méme segment ouvert inclus dans
dC”. Cette relation est automatiquement une relation d’équivalence car c’est la traduction
dans le cas particulier des bonnes métriques de Hilbert de la relation d’équivalence “étre
asymptotes”. La topologie de ce bord visuel fait I’'objet du paragraphe suivant.

Preuve du lemme. Supposons les géodésiques ¢ et 3 de supports distincts, et notons par
¢ (t) et ¢t (t) les points d’intersection de la droite orientée (§(¢)3(t)) avec la frontiere 9C
du convexe C'. Ces points sont bien définis excepté peut-étre pour une valeur du parametre
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Supposons dans un premier temps, que les points 67 et 87 sont distincts. Alors les
points ¢~ (t) et ¢™(¢) convergent, quand ¢ tend vers +oo, vers des points de 9C notés
respectivement ¢~ et ¢*. Ce sont les extrémités du segment (6%3%) N C. Ainsi quand ¢
tend vers +oo, le birapport [¢™(¢),d(t), 5(¢),ct(t)] tend vers le birapport [¢™,dF, 5, ¢T]
qui est strictement supérieur a 1 et éventuellement infini. En fait, il est fini si et seulement
si ¢ est distinct de 0% et ¢* distinct de 3%, autrement dit si 67 et 3% sont situés a
Iintérieur du segment (6+3+)NC. Le passage aux logarithmes donnant la distance, termine
la démonstration dans ce premier cas.

Supposons maintenant que les rayons géodésiques ¢ et 3 arrivent en un méme point
de la frontiere du convexe C'. Dans une telle situation, les rayons géodésiques admettent
comme supports géométriques des segments affines ayant une extrémité en commun et sont
nécessairement coplanaires. Restreignons nous au plan ainsi défini. Les segments affines,
supports géométriques de 3 et J, sont distincts et ont 'extrémité 6% = ST en commun.
Les points 6(0) et 5(0) sont donc distincts, et définissent une droite qui intersecte la
droite (6~ 37) en un point S éventuellement situé a I'infini. Comme les chemins § et 3 sont
paramétrés par leur longueur d’arc, pour tout réel ¢, la droite projective (§(¢) 3(t)) contient
le point S.

d(t) = = nle(0,0(0). B0),*(0)] = = n (e (1) . (578%), (578") (e ()]

Comme C' est convexe, si t et ¢’ sont deux réels tels que t est strictement inférieur a ¢/, les
demi-droites [0* ¢7(t)) et [0T¢t(t)) sont dans le secteur angulaire défini par les demi-droites
[0t c (1)) et [0F c*(t')) et contenant la demi-droite [6F é7). Ainsi la fonction continue d est
décroissante. Or elle est minorée par zéro, elle admet donc une limite finie en 400 ce qui
termine la démonstration. O

2.3.3 La topologie du bord visuel.

[’espace des rayons géodésiques issus d’un point x vérifie le lemme suivant:

Lemme 2.2. Soit (C,h) une bonne géométrie de Hilbert. L’ensemble des rayons géodé-
stques issues d’un point de C', munt de la topologie de la convergence uniforme sur tous les
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compacts, est homéomorphe a la frontiére topologique du convexe C', munie de la topologie
trace de la topologie affine sous-jacente.

Ainsi, vu la traduction de la relation d’équivalence “étre asymptotes” en terme de
points de la frontiere topologique du convexe C' (lemme 2.1), les bords visuels de 'espace
métrique (C, h) sont tous homéomorphes.

Démonstration. Soit x un point du convexe (', et W 'application définie sur la frontiere
topologique dC' de la fagon suivante:

a(y) (F1—1)

I+ a_(y)e/Fe

Ty

U(y):t e RY — 2 +

ol a_(y) est le réel strictement positif défini en écrivant que le point z — a_(y)zy, est
le point d’intersection entre la frontiere dC et la demi-droite issue de z dans la direction
—7y. L’application U est une bijection entre la frontiere topologique dC du convexe C' et
I’ensemble des rayons géodésiques de I’espace métrique (C, h) issus du point .

La topologie trace sur dC' de la topologie affine est métrisable, et il en est de méme
pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de R*. Ainsi, nous pouvons
travailler avec des suites pour prouver la bicontinuité de ’application V.

L’application U est continue car la convexité et la compacité de C assure la continuité
de la fonction a_, et donc pour toute suite (y,)nen de la frontiere dC convergeant pour
la topologie affine vers un point y de dC, les fonctions continues W(y, ) convergent vers la
fonction continue ¥(y), et en particulier uniformément sur tout compact.

L’application W1 est aussi continue. En effet, supposons qu’une suite des rayons géo-
désiques W(y,) converge uniformément sur tout compact vers une application r : R* — C
alors pour tout réel positif ¢, les points U(y,)(t) appartiennent a la boule de centre z et
de rayon ¢ pour la distance h, qui est compacte et incluse dans 1'ouvert C', donc finale-
ment 'application r arrive dans le convexe (', et par continuité de la fonction distance,
est encore un rayon géodésique issu de point x. Il s’écrit, de maniere unique, ¥(y). Les
points y,, respectivement y, sont alors les points d’intersection de la frontiere dC avec les
demi-droites issues de x dans la direction W(y,)(1) , respectivement zW(y)(1) . Comme la
suite des points ¥(y,)(1) converge vers WU(y)(1) pour la topologie métrique provenant de la
distance h, la convergence a aussi lieu pour la topologie affine sous-jacente, les demi-droites
affines [2; U(y,)(1)) = [x,yn) convergent donc vers la demi-droite [z; U(y)(1)) = [z;y) et
la convexité de ' permet de conclure que les points y,, convergent vers le point y. O

Finalement, quand le convexe C' est géométriquement strictement convexe, son bord visuel
est homéomorphe a sa frontiere topologique. Par contre, si le convexe C' correspond a
de bonnes géométries de Hilbert sans étre géométriquement convexe, le bord visuel des
géométries de Hilbert qu’il définit, n’a plus une topologie aussi agréable. Elle n’est en
particulier plus séparée car la classe d’équivalence d’un segment [ ouvert non vide de la
frontiere du convexe C' forme un ouvert, contenu dans tous les ouverts contenant la classe
d’équivalence de 'une des extrémités de 1.
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2.3.4 Le lemme du ruban plat.

Observons maintenant qu’il existe des convexes C' dont le bord contient un segment et
qui, munis d'une métrique de Hilbert, sont des variétés de Finsler réversibles. Considérons
alors deux segments partant d’'un méme point de la frontiere du convexe, et arrivant en
deux points distincts situés a I'intérieur d’'un méme segment du bord 9C.

Ces segments sont des géodésiques qui sont asymptotes en —oo et +o00, d’apres la des-
cription donnée dans le lemme 2.1. Mais contrairement au cas riemannien, ils ne bordent
pas un ruban plat (i.e. de courbure nulle), puisque la courbure de la variété est constante
et strictement négative. Ainsi donc le lemme du ruban plat de la géométrie riemannienne
n’est plus vrai dans les variétés de Finsler a courbure négative, méme constante.

2.4 Distance entre deux géodésiques sécantes.

Dans le cas des variétés riemmanniennes a courbure négative, la distance entre deux
géodésiques paramétrées par leur longueur d’arc est une fonction convexe. Nous allons mon-
trer qu’il ne faut pas s’attendre a un résultat similaire sur les variétés de Finsler a courbure
négative méme constante, en étudiant le comportement asymptotique de certaines de ces
fonctions distances en géométrie de Hilbert. Nous verrons cependant que dans certains cas,
il subsiste de la convexité a l'infini.

2.4.1 Enoncé du théoreme.

Soit (C, hy) une bonne géométrie de Hilbert. Toute géodésique orientée § admet alors
pour support géométrique un segment affine orienté |6=; §*[ ou les points 6~ et 6+ sont les
points d’intersection de droite affine engendrée par le support géométrique de 4 et le bord
du convexe C'.

Considérons 3 et § deux géodésiques orientées n’admettant pas le méme support géo-
métrique, coincidant a 'origine des temps en un point p = 5(0) = §(0). La droite orientée
(6*0%) intersecte I’adhérence du convexe C' selon un segment noté [AB]. Désignons alors
de la facon suivante les quatre cas différents qui peuvent se produire:

cas e: la droite (AB) n’est pas une droite d’appui du convexe C'; donc le point A est
confondu avec v+ et B avec §7;

cas f: la droite (AB) est une droite d’appui du convexe C' et les points A et 3% sont
confondus ainsi que les points B et §*;
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cas g: les segments [AB] et [37§*] ont une seule extrémité en commun;
cas h: le segment fermé [3+5*] est entierement inclus dans le segment ouvert |AB].

B =4 B B
5+ ot
6+
A =gt A=p+ 1) %
)
cas e cas f cas g cas h

Des que les géodésiques d et § n’arrivent pas sur un méme plat du bord de C', nous sommes
dans la situation e. C’est en particulier, toujours le cas pour les géométries de Hilbert a
bord strictement convexe. Par contre, pour des géométries de Hilbert admettant aussi une
structure de Finsler, tous les cas peuvent se produire, puisque le bord du convexe peut
éventuellement contenir un segment.

Avec ces notations, nous sommes en mesure de décrire le comportement asymptotique
de la distance entre deux géodésiques sécantes. Il dépend fortement de la forme du convexe
aux extrémités des deux géodésiques.

Théoréeme 2.1. Soit (C, hy) une bonne géométrie de Hilbert telle que le bord du convexe
C est de classe C? avec q un entier supéerieur ou €gal a 2. Etant données deux géodésiques
orientées (3 el &, paramétrées par leur longueur d’arc, dont les supports géométriques sont
distincts, et qui passent par un méme point p = 3(0) = 6(0) a la date t = 0, la fonction
d qui a tout réel t associe la distance de Hilbert d(t) = hi(8(t),4(t)) vérifie les propriétés
sutvantes:

(1) la fonction d est strictement croissante,

(i1) a Uinfini:
d(t) =2t + E?:_Ol K, e 2VEt (e_Q(q_l)ﬁL) avec Ky <0, dans le cas e,
et d tend vers Uinfini dans le cas f resp. g mais de maniére a ce que d(t)— 2t respectivement
d(t) —t tend vers —oo quand t tend vers +00.

(111) pour tout réel e strictement positif, la dérivée d de la fonction d vérifie pour t assez
grand (cette borne dépend de €):

limy,,d =2 dans le cas e,
0< d(t) <2 dans le cas f,
0< d(t) <1+4¢ dans le cas g,
limy o d=0 dans le cas h

(tv) dans le cas e, la dérivée seconde d tend vers zéro par valeurs positives a l'infint,
autrement dit la fonction d est convexe au voisinage de ['infini.
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Ces résultats sont optimaux comme le montreront les exemples au paragraphe 2.4.4, en
particulier il n’y a quasiment aucun contréle sur la dérivée d dans des situations de type f,
g ou h.

Remarques

Aucune hypothese de régularité sur la frontiere du convexe C' n’est nécessaire pour
prouver la stricte croissance de la fonction d.

La propriété (ii) reste vraie pour un bord de classe seulement C', mais le développement
asymptotique obtenu est moins précis. Par ailleurs, le signe de Ky est simplement donné
par l'inégalité triangulaire.

Dans le cadre des domaines strictement convexes, les résultats obtenus sont a mettre en
parallele avec le comportement asymptotique de la distance entre deux suites de points de
C convergeant vers deux points distincts de la frontiere dC, obtenue par Beardon ([Bea99]).
La encore, aucun controle uniforme n’est obtenu.

Remarquons enfin que 1’étude du comportement de la distance entre les géodésiques
permet de “visualiser” les plats du bord du convexe ', puisque ces derniers induisent un
changement radical dans le comportement des fonctions distance d.

A propos de la convexité globale

Observons que dans une situation de type A, la fonction distance est croissante et ad-
met une limite finie a l'infini, elle ne peut donc pas étre convexe ni méme a partir d’une
certaine date. La fonction d ne peut donc pas rester positive au voisinage de l'infini.

Dans une situation de type e, la quatrieme propriété du théoreme 2.1 affirme que la
fonction d est nécessairement convexe a partir d’un certain temps mais absolument pas
qu’elle est convexe sur tout Rt comme c’est le cas pour une variété riemannienne a cour-
bure négative constante. D’ailleurs la fonction distance n’est pas en général convexe sur
R* tout entier.

En effet, la conjecture selon laquelle dans toute bonne géométrie de Hilbert dont la
frontiere du convexe est de classe C* et a hessien défini positif en tout point, les fonc-
tions distances du théoreme 2.1 sont toutes convexes, est fausse. Pour nous en convaincre,
considérons un ouvert convexe borné C' de R? dont la frontiere est de classe C?, contient un
segment ouvert non vide ]a; b[, et est a hessien défini positif en tout point hors de dC N (ab).
Munissons le convexe C' d’une métrique de Hilbert Ay et choisissons deux points a’ et &’ de
JdC tels que les droites (aa’) et (bb') sont sécantes a I'intérieur de C' et la droite (a'd’) est
parallele a la droite (ab). Les géodésiques orientées de (C, h) paramétrées par leur longueur
d’arc correspondant aux traces sur C des droites affines orientées (a’a) et (b'b) sont respec-
tivement notées 3 et 6. Nous imposons encore que les points 3(0) et §(0) sont confondus
avec le point de concours entre les droites (a'a) et (b'0). Pour tout réel ¢ strictement positif,
on verra au paragraphe suivante que la droite (3(¢)d(t) est parallele a (ab), nous pouvons
donc considérer un ouvert convexe borné C; de R? tel que sa frontiere est de classe C? a
hessien défini positif en tout point, contient les points a et b et le morceau de la frontiere
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dC situé dans le demi-plan fermé limité par la droite (3(¢)d(t)) et contenant le point o’

7!

Munissons alors ce convexe C; de sa métrique de Hilbert A ayant le méme coefficient & que
la métrique Ay de C.Les chemins § et 3 sont encore des géodésiques paramétrées a vitesse
unité de (Cy, hl), et pour tout réel s de [0;¢] les distances hg(3(s);d(s)) et hl(B(s),d(s))
sont égales. Donc si la conjecture était vraie, la fonction s € R — hg(8(s),d(s)) serait
alors convexe ce qui n’est pas.

2.4.2 Position du probleme et notations.

La géométrie de Hilbert n’étant pas uniforme, il n’est guere possible d’utiliser des ré-
sultats généraux sur la variation de la longueur. Des calculs directs utilisant des formules
explicites de la longueur sont donc inévitables. Pour les mémes raisons, il ne faut pas
s’attendre a pouvoir controler uniformément le comportement de la distance entre les géo-
désiques.

La fonction d ne dépendant que de l'intersection du convexe C' avec le plan défini par
les deux géodésiques 3 et §, nous nous restreignons désormais a ce plan.

Montrons maintenant que nous pouvons toujours nous ramener a un cadre agréable ou
les calculs ne seront pas trop pénibles.

Si les droites (3707) et (#70") ne sont pas paralleles, elles se coupent en un point u
situé a I'extérieur du convexe C'. En effet, comme les segments |3~ 3*[ et |6~ 6*[ se coupent
en un point de 'ouvert €, le point u n’appartient ni a 'ouvert ' par convexité de ce
dernier, ni a sa frontiere dC puisque dans ce cas, la convexité de C interdirait aux dits
segments d’étre colinéaires ce qui contredirait le fait que (C,h) est une bonne géométrie
de Hilbert. La structure projective des géométries de Hilbert, permet d’envoyer le point u
a l'infini, et de se ramener par une application projective qui est une isométrie de classe
C™ a une situation ou les droites (3707) et (37d") sont paralleles, ce que nous supposerons
désormais. Remarquons qu’une telle application conserve la régularité de la frontiere, et ne
change pas le cas (e, f, g ou h) relatif aux géodésiques étudiées.

Dans cette situation, les droites (3(¢)d(t)) restent paralleles a la droite (576%). En effet,
en notant respectivement D et D, les droites paralleles a (310") passant respectivement par

pet B(t),le birapport [37, p, 3(t), 3] est égal au birapport de droites [(3767), D, Dy, (56%)]
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et donc a [67,p, D; N §,7] par intersection avec la droite supportant § (encore notée §).
Les géodésiques 3 et § étant paramétrées par leur longueur d’arc, les distances hg(p, d(t))
et hi(p, 3(t)) sont égales a [t| et donc le point §(¢) est confondu avec le point de concours
entre les droites D; et 4.

Nous nous placons dorénavant dans un repere (p,?,]) tel que le vecteur 7 est positive-
. — . s : C
ment colinéaire au vecteur 5+6% | la droite (p,7) sépare les points 0+ et 37, et I’abscisse a
de 37 est positive. Nous décidons que le repere ainsi choisi est orthonormé (ce qui fixe un
produit scalaire).

Notations

Désignons par 05 et 85 les angles des droites orientées ¢ respectivement 3 avec le vecteur
7. 1ls vérifient donc —7/2 < 3 < 0 < 05 < 7/2. Le rapport —pé+ / pd— sera noté r, il est
positif.

Comme C' est un domaine convexe borné, 'intersection de sa frontiere qui est de classe
C?, avec la bande d’équation & < z < a peut étre décrite a I'aide du graphe de deux
fonctions de classe C?. La fonction ¢t (resp. ¢7) décrivant la partie supérieure de I'inter-
section (resp. la partie inférieure) est nécessairement concave (resp. convexe). Rappelons
que 'entier ¢ est supposé supérieur a 1, et observons alors que les fonctions ¢* et ¢~ sont
dérivables en a si et seulement si nous sommes dans le cas e, sinon la régularité du bord

impose que les dérivées —c* et ¢~ tendent simultanément vers +oc.

Nous avons donc en coordonnées

A=(e(@)  B=(ac(@) 8 =(aatand)
Bt = (a,atanfs) 6~ = <_9 _M) 4= (_g _M)‘

r? r r? r
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2.4.3 Démonstration du théoreme 2.1.

Nous nous ramenons a la situation décrite dans le paragraphe précédent et utilisons les
notations qui y ont été définies.

La croissance de d.

La convexité de C' implique que, pour tous réels 0 < t < ¢/, les demi-droites [pc(t)),
[pe (), [p,6%), [p,0%), [pct(t')) et [pct (1)), issues de p, sont distinctes et placées dans
cet ordre, comme l'illustre la figure suivante

L’angle orienté entre les demi-droites [pc=(t)) et [pct(t)) étant strictement compris entre
zéro et m, le birapport [(pc; ), 3,0, (pcf )] est donc strictement inférieur a [(pc;), 3,9, (pcjh)],
ce qui termine la preuve de la croissance de la fonction d.

L’abscisse de f3(t).

L’abscisse a de 8%, resp. —a/r de 37, est aussi celle de 6F, resp. de §=. De plus, les
droites (8%d%) et (B(t)d(t)) restant paralleles, les points 3(¢) et §(¢) ont toujours la méme
abscisse notée x(t). Ainsi, comme la courbe 3 est paramétrée par sa longueur d’arc, tout
réel t vérifie t = ﬁ In [, p, B(t), 37], ce qui conduit a 1’égalité

62\/1;75 -1
z(t)=a ———— -
ekt 4
Nous retrouvons le fait que z(t) tend vers a quand ¢ tend vers +o0, et vers —a/r quand
t tend vers —oo, et obtenons la relation utile suivante

a(r+1) .

a—r(t): T—|—e2ﬁt

(2.2)

La dérivée = vaut donc

ez\/l? t

T :a(r—l-l)ZZ\/%—Q-
(r—l—eQ\/Et)

(2.3)
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Elle tend vers zéro en +oc et vérifie

2\/%7“

;&:2\/E(a—:c)—a(r+1)

(a — x)Q. (2.4)
Enfin la dérivée seconde & tend aussi vers zéro a l'infini car elle est donnée par la
relation
. 12k r 9 r 2 3
= —4k(a — — (a— —8k | —— —x). 2.5
F= k(- 0)+ 2 o sk () (o) (25)
Une expression de la distance d.

En explicitant le birapport intervenant dans la fonction d, nous obtenons la relation

— _ + _
2\/Ed:1n<c ox ;L‘taneg.c ozx xtanﬁg).

ccox—zxtanbly ctox — xtanbs

Les inégalités ¢~ (a) < atan bz < atan b5 < ¢*(a) montrent que la fonction croissante d tend
vers +00 avec t dans tous les cas excepté le cas h pour lequel d converge vers une limite finie.

Ecrivons d comme la somme d, + d_ de deux fonctions de classe C? sur R définies par

1 ctox — ztanby 1 c-ox — ztanb;

d_ = |
T Wk nc—oaj—:ctanﬁg

= |
’ 2\/Enc+ox—;z:tan95

(2.6)

Les fonctions ¢t et ¢~ peuvent étre choisies indépendamment 'une de "autre excepté le
fait que leurs dérivées premieres tendent simultanément vers I'infini ou vers une limite finie
en a. Nous allons donc étudier le comportement de d,, celui de d_ se traitant de maniere
analogue, pour en déduire celui de la fonction d. Nous sommes donc naturellement amenés
a considérer les trois cas suivants?:

cas e’: ¢™(a) existe et donc ¢*(a) vaut atanbs,

cas f7: ¢*(x) tend vers —oo quand x tend vers a, et A =47 i.e. ¢™(a) = atanbs,

cas h’: ¢*(x) tend vers —oo quand x tend vers a, et A # 6% i.e. ¢*(a) > atanbs.

La propriété (ii).

Evaluons plus précisement le birapport donnant d, pour en obtenir un développement
asymptotique.
Dans le cas €.

Dans la situation e’, la fonction ¢ étant de classe C? sur 'intervalle [0,a] tout entier
avec ¢ = 2, nous obtenons par la formule de Taylor, et en tenant compte de 1’égalité
ct(a) = atanfs, les estimations suivantes

1. Attention, par commodité d’écriture, une fonction f étant donnée, la notation f désignera sa dérivée
usuelle.
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ectox—atanbs = (c*(a) —atanby) + (é+(a)..: tanf3) (z — a) + o(x — a),
ectoxr—uatanbs; = (¢*(a) —tanbs) (z — a) + ¢ (a)(l‘ —a)? —|—0<($ — a)2) )

Rappelons que la fonction d, est définie par la formule 2.6. Ainsi, comme nous avons les
inégalités ¢ (a) > atanfs et é+(a) < tan s, il existe deux constantes kg et ky telles que

2\/Ed_|_=ko—ln(a—:r:)—l—kl(;c—a)—l—o(a—x).

Finalement, ’expression 2.2 de la fonction ¥ — a nous montre qu’elle se développe sur
les puisssances entieres positives de t e=2Vkt Nous obtenons, au voisinage de 'infini,

Pestimation

dy(t)=t+ K{ + Kf e VE 4 (G_Qﬁt> ou K¢ et K sont des constantes.

Si ’entier g est strictement supérieur a 2, la méme démonstration avec des développements
de Taylor a des ordres plus élevés, montre immédiatement que la fonction d, se développe
sur Déchelle des fonctions e=2VE? avec [ € {0,1,...,g—1}.

Dans le cas f’.
Dans cette situation, la concavité et la régularité de la fonction ¢t assure qu’elle vérifie
au voisinage de I'infini

ctox —ct(a)

0< —¢ctoz < (2.7)

a—T

Mais la dérivée ¢* tend vers I'infini en a dans ce cas f’, la fonction a — z est donc négligeable
devant ¢t oz — ¢*(a), ce qui conduit, puisque ¢*(a) vaut atan s, aux égalités

ctorx—atanbfs=c"ox —c*(a)+ (a —x)tanbs = (¢t oz — ¢*(a)) (1 4+ o(1)) .

De plus , nous avons ¢t oz — xtanfly = ¢*(a) — atanfs + o(1) avec ¢*(a) — atanfs qui
est strictement positif. Finalement, en nous souvenant que ¢* oz — ¢*(a) tend vers zéro a
I’infini, nous obtenons Wk dy = —In(ct oz — c¢™(a)) + O(1). Nous avons aussi

In(c¢t oz — ¢*(a)) Ine—2Vkt

dy(t)—t = — + + O(1
() S ol
1 e~ 2Vk1 a—x
- Wk hl(a—x . c+ox—c+(a)> +0().

Or nous savons que a—z est négligeable, dans le cas f” qui nous intéresse, devant ¢tox—c*(a)
et que la fonction t — a — x(t) est équivalente a t — a(r + 1)e_2ﬁt d’apres son expression
donnée en 2.2, donc d,(t) — t tend bien vers —oo quand ¢ tend vers +oo.

Dans le cas g’
Dans ce cas particulier, dy admet clairement une limite finie a I'infini.
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Conclusion.
Des calculs similaires pour d_, aboutissent au dévelopement cherché pour la fonction
d = d, 4 d_ a l'infini, simplement en utilisant I'indépendance des fonctions ¢t et ¢~.

La propriété (iii).

La positivité de la fonction dérivée d quand elle existe (ce qui est le cas des que le
bord du convexe est de classe C') provient de la stricte croissance de la fonction distance
d. Rappelons maintenant ’expression de la fonction d,

1 ctox — ztanby

do = ——1
YTk ¢t ox —xtanbs

Sa dérivée d, est donc donnée par I'expression

. T c¢tox —tanbg T ¢t ox — tanf;
d, = X — X (2.8)
Wk ctox—atanfy 9/k ctox —xtanbs
_ T y (tan s — tan 0z)(ct oz — x¢t o x) ‘ (2.9)

Wk (ctox—axtanfs)(ct oz — xtanbs)

Comme a tan 85 est différent de ¢*(a), nous en déduisons, a ’aide de la formule 2.4, ’équi-
valence a l'infini:
(tanfs — tan 0g)(ct oz — x¢t o x)

d+ ~ (a—2) % (ct(a) — atanbp)(ct oz — x tan ;) . (2.10)

Dans le cas €.
Dans ce cas, la fonction ¢t est de classe C* sur | —a/r, a], et ¢*(a) vaut a tan 5. Comme
¢*(a) est distinct de tan s, la formule 2.10 devient donc

tan 05 — ¢ (a)

ctox — x tanbs

dy ~(a—z) x

De la formule de Taylor ¢t ox —x tan 05 = (¢*(a) — tan 05) (v —a)+o(z —a), nous déduisons
enfin que d, tend vers 1 quand ¢ tend vers 4o0.

Dans le cas f’.

Dans une situation de ce type, la dérivée ¢+ tend vers l'infini, la valeur de c¢*(a) est
atan fs, et la fonction a — x est négligeable devant ¢t oz — ¢*(a). D’apres la formule 2.10,
la dérivée d, vérifie donc au voisinage de l'infini,

. ctox

dy ~—(a—2) X ——— -
* ( ) ctox —ct(a)

Le dernier terme est positif au voisinage de l'infini et majoré par 1 d’apres 'inégalite 2.7.
Ici, la fonction d, est donc positive et majorée par tout réel strictement supérieur a 1 pour
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t assez grand.
En fait d, est majoré par 1 au voisinage de l'infini. Pour le voir, cherchons le signe de

d, — 1 soit encore celui de § = (d, — 1) (¢t ox —xtanby) (¢t o & — x tan ) au voisinage

de I'infini. Un calcul direct ? utilisant les formules 2.4 et 2.9 aboutit a I'expression S comme
somme des trois termes T, Ty et T3 suivants:

= 5 (a — z)* (tan s — tan fg) (¢t o x — tanbs) = o ((c+ ox — c+(a))2> ,
T, = —([c+ ox — c+((a)))j— (a —z)tanbs][ct ox — ¢™(a) + (a — ) tan 0]

Ty = (tan0s —tan0s)[c* 0 2 — c*(a) + (a— 0)é* o 0] [—a+ (a— v) — 222
~ —a(tanfs —tanbs) (¢t ox — ¢ (a) + (a — z)ct o x).

Rappelons que les estimations des termes T3, T5 et T3 sont obtenus par la remarque sui-
vante : dans le cas f’, la concavité de ¢* montre qu’a 'infini, ¢t o & tend vers 'infini, la
fonction & — a, respectivement (x — a)¢t o ¢ est négligeable devant respectivement dominée
par, la fonction ¢t o 2 — ¢*(a).

Les équivalents de T; et 15 sont négatifs, puisque la concavité de ¢t permet d’affirmer que
(x — a)ét o x est supérieur a ¢t (a) — ¢t o z. L'expression S est donc négative au voisinage
de l'infini, ce qui termine la preuve, et nous permet d’obtenir I’équivalent suivant

S~ —(ctox— c+(a))2 —a(tanfs —tanfg) (¢t ox —c*(a)+ (a — )¢t o x). (2.11)

Dans le cas h’.

Dans ce cas, nous avons I'inégalité ¢t (a) > a tan 85, 'estimationa—z = o (¢t o & — ¢*(a))
puisque ¢t est concave et que sa dérivée ¢t diverge a 'infini. [’estimation 2.10 montre donc
qu’a 'infini,

—a(tanfs —tanfs) ¢t ox

dy ~(a—1x) % (c*(a) — atanf5)(c*(a) — a tan 05) :

Ainsi, 'inégalité 2.7 et la continuité de ¢* en a assurent que le dernier terme tend vers zéro
a l'infini, et donc que d, aussi.

Conclusion.
Par les mémes méthodes, nous pouvons démontrer des résultats analogues pour d_.

Puique d est la somme d, + d_ et que les fonctions ¢ et ¢~ sont indépendantes, le résultat
cherché en découle immédiatement.

2. Ce calcul est entierement effectué dans ’annexe C.
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La propriété (iv).

En utilisant 'expression 2.8 de d+, la dérivée seconde de la fonction d, peut s’écrire

i - 1 ‘i(é+ox—tan95)+j}2é+o:ﬁ_ 1 (i(éJfox—tan@ﬁ))Q
T ok ctox — xtanby Wk \ c¢ctox — ztanby
1 i(¢tox—tanbs)+2?ctox 1 (¢t ox — tan fy) 2
_2\/E. ctox — xtanfs 2\/E<c+o:ﬂ—xtan95> '

Les expressions 2.4 et 2.5 des dérivées = et & comme polynémes en la fonction =z — a,
montrent que la dérivée seconde d+ s’exprime comme une fonction composée D o x. La
fonction D se développe sur les puissances entieres de la fonction x — a en appliquant la
formule de Taylor aux fonctions ¢*, ¢* et ¢t au point a. Pour cela, nous avons seulement
besoin que c¢* soit C? en a. Un calcul direct conduit a ’estimation?

D(y) = Wk ( - + ¢(a) — ¢'(a) — tan bs ) (a —y)+ola—y).

a(r+1)  2(¢t(a) —tanbs) a(tanfs — tanby)

Pour passer de la fonction d, a d_, il suffit d’intervertir les exposants * et ~, respectivement
les indices ¢ et 3, ainsi nous obtenons

d(t) = 2Vk S(a — z(t)) + o (a — z(t))

2r N ¢t (a) ¢ (a) tan s — ¢t (a) — tanbs + ¢ (a)
a(r+1) 2(¢t(a) —tanbs) 2(¢(a) — tanbp) a(tan 05 — tan 6p)
Or dans une situation de type e, la convexité de C' impose la positive relative de la tangente
a 0C en 0% et de la droite (8~ ¢7) a savoir

avec S =

atan s + atanfg/r
a+alr

1
¢t(a) < = tanfs + s (tan @5 — tan 6s).

Une inégalité similaire concernant ¢~ (a) conduit a 'inégalité

¢ (a) = tan g + (tan b5 — tan 63) .
r+1

Remarquons qu’il y a égalité dans la premiere (resp. seconde) inégalité si et seulement si le

segment [B76F] (resp. [37d7]) est inclus dans la frontiere topologique de C'. Dans le cadre

d’une bonne géométrie de Hilbert, les deux inégalités précédentes ne peuvent donc pas étre

simultanément des égalités. Ainsi, nous obtenons

ét(a) ¢ (a)
5> e (@) — tan ) T 2(e(a) — tandy)

Le réel S est donc strictement positif puisque la fonction ¢* est concave et la fonction ¢~
convexe, et d s’annule a I’'infini tout en restant positif. La fonction d est donc convexe a
I’infini.

3. Ce calcul est détaillé dans ’annexe C.
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2.4.4 Exemples.

Le but de cette partie est de montrer par des exemples que les résultats du théoreme
2.1 sont optimaux.

Nous utiliserons les notations précédentes et décrirons seulement les morceaux de la
frontiere qui nous intéressent pour avoir le comportement de la fonction d. Nous sommes
autorisés a ne décrire qu'une partie du bord car nous le ferons toujours de fagon a ce qu’il
soit possible de trouver un prolongement lisse et convexe de la partie décrite. De plus, pour
tous les exemples, les géodésiques § et [ seront respectivement la premiere et la seconde
bissectrice, les réels r et a seront pris égaux a 1 et le réel k vérifiera 2v/k = 1. La fonction
abscisse ¢ est donc donnée par z(t) = tanh(t/2).

Comportements possibles de d+ dans le cas f’.

Les exemples suivants illustrent le fait que n’importe quelle limite comprise entre 0 et
1 peut étre obtenue pour d,.
e La dérivée d, tend vers zéro a l'infini pour une frontiere décrite pour z dans [1 —e 2, 1]
par:

1

'(z)=1- In(1 — ”c)

e Soit p un réel strictement compris entre 0 et 1, alors la dérivée d+ tend vers p a l'infini
des que la frontiere coincide pour = dans [0, 1[ avec le graphe ¢* défini par

tg) = (1—3:)“.
c(t)—l—l—iﬂ

o La dérivée d+ tend vers 1 a I'infini quand le bord de C' est décrit sur [1 —e™!, 1] par
ctz)=1—-(1—-2)In(l —z).
Remarquons que dans ces trois exemples, la dérivée seconde d’+ tend vers zéro a l'infini.

En revanche, choisissons un bord dont la restriction a I'intervalle [1/2, 1] est donnée par
la fonction

ctz)=142[8+cos (In(l —2))] vVl—=a .

Dans ce cas, ni la dérivée premiere d,, ni la dérivée seconde d, n’admettent de limite a
I'infini. De plus, d, reste bornée tout en prenant des valeurs positives et négatives dans
tout voisinage de l'infini.

Comportement de d dans les cas f’ et h’.

Puisque d est une fonction bornée, la seule limite possible dans R pour la dérivée se-
conde d est zéro. Quand cette dérivée seconde n’a pas de limite a l'infini, elle peut rester
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bornée ou non. En fait, toutes ces situations peuvent se produire comme I'illustrent les
exemples suivants.

Tout d’abord, remarquons de nouveau que les fonctions ¢t et ¢~ pouvant étre choisies
indépendamment 'une de 'autre, il suffit de montrer que les situations décrites ci-avant
se produisent pour cL dans les cas f” et h’.

Avant d’exhiber des exemples, observons plus précisement la dérivée seconde. Les équi-
valents de = et & donnés par les formules 2.4 et 2.5, permettent d’obtenir, en tenant compte
de I'inégalité 2.7 et de la continuité de c*,

cZ+ 7 z(tanfg — tan 5) ¢t o x { 0(1) dans le cas f’ (2.12)

B Wk 8 (¢t ox —xztanbs)(ct ox — xtanby) o(1) dans le cas h’.

Les trois premiers exemples du paragraphe précédent illustrent des situations de type
f” pour lesquelles cZ+ tend vers zéro a 'infini.

Un bord dont la partie supérieure est le graphe de ¢t : = € [0,1] — 2+ 21—z
correspond a une situation du type h’ pour laquelle cL tend vers zéro a l'infini.

Cherchons maintenant des exemples pour lesquels d’+ reste borné sans avoir limite a
I'infini. Pour le cas f’, une telle situation est fournie par le dernier exemple du paragraphe
précédent. Construisons maintenant un exemple pour le cas A'.

Tout d’abord, considérons la fonction continue f définie sur [0, 1] qui prend la valeur —1
sauf sur les intervalles [1 — 1/n — 1/n*1 — 1/n + 1/n], n € N\{0,1,2}, ou elle vaut
f(z) = =1 —n* + |z — 1+ 1/n| n® La fonction f est donc une fonction “triangle” qui
vérifie |

-1- m <f<-L

Observons que la fonction ¢ : y € [0, 1[— foy f(u)du est alors une fonction décroissante,
négative et continue sur [0, 1] puisque g(1—1/n+1/n*) converge quand n tend vers I'infini.
Ainsi la fonction

1 y
ct iz € [O,l]r—>—/ / flu)dudy +2vV1 —x + 2
z 0

est concave, de classe C* sur [0, 1] et C' sur [0, 1], tend vers 2 # 1 en 1 (par continuité de
g). De plus sa dérivée premiere ¢* tend vers —oo en 1. La fonction ¢t décrit donc bien une
situation de type h’.

Ici la formule 2.12 devient

ctox

d, = =2z i*
* v ><(c+o:c—x:)(cho.x—l—:l;)

+ o(1).

Mais la formule 2.4 montre qu’a I'infini

—2zi’ctoux 2(1 — z)? s 1
~ — ox —— | .
(ctox—a)(ctox+x) 3 ! 20/1 = 2
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Grace au choix de f, ce dernier terme est borné mais n’admet pas de limite (les suites
définies par z, = 1 — 1/n resp. 1 — 1/n — 1/n* tendent vers 2/3 resp. zéro); ainsi nous
avons bien un exemple ou d, reste borné sans avoir de limite a I'infini.

Cherchons enfin des exemples pour lesquels cZ+ est non bornée. La formule 2.12 assure
que si ¢t décrit une situation de type h’ pour laquelle la dérivée seconde d; est non bornée,
alors ¢ — ¢*(1) + 1 fournit un exemple de situation de type f’ pour laquelle cZ+ n’est pas
bornée. Cela provient simplement du fait que le dénominateur admet une limite non nulle
dans le premier cas, et tend vers zéro dans ’autre. Nous allons donc nous contenter de
construire un exemple pour le cas h’.

Soit f la fonction continue, en triangle, définie sur [0, 1| comme prenant la valeur —1
sauf sur les intervalles [1 — 1/n — 1/n*1 = 1/n + 1/n*], n € N\{0,1,2}, ou elle vaut
f(z) = =1—n®+]z — 14 1/n| n". Observons que la fonction g : y € [0,1[— [ f(u)du est
alors négative, décroissante de classe C' sur [0, 1], et qu’elle tend vers —oco en 1 puisque la
suite g(1 — 1/n + 1/n*) est divergente.

1-1/(n+1)

" 1/n g(u)du montre que ces termes sont ceux

Cependant un calcul explicite de f

d’une série convergente, et donc que l'intégrale fol g(u)du est convergente. Nous pouvons

donc définir la fonction
1 y
ct iz e [0,1[r—>—/ / flu)dudy + 2.
T 0

Elle est concave, de classe C* sur [0, 1], tend vers 2 # 1 en 1. Comme ¢* diverge vers —oo
en 1, la situation ainsi décrite est de type h’.

t2n

Ici la formule 2.12 conduit a I’équivalence des suites cz+ (1 — %) et 2 ce qui prouve que

d, n’est pas borné.
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Chapitre 3

Les isométries en géométrie de

Hilbert.

Le but de ce chapitre est de déterminer les isométries des bonnes géométries de Hilbert
et donc en particulier des géométries de Hilbert finslériennes. Il peut sembler trivial que
ces isométries sont les applications projectives conservant le convexe, mais ce résultat n’est
pas aussi immmeédiat qu’il parait et s’avere faux pour certains convexes comme le triangle

([dIH93]).

Fixons un ouvert convexe borné de R” et une métrique de Hilbert associée a ce convexe.
Une isométrie, i.e. une application conservant les distances, pour I'espace métrique ainsi
défini sera encore une isométrie pour toute autre métrique de Hilbert associée a ce méme
convexe puisque toutes ces métriques sont proportionnelles. Cela autorise donc a parler
abusivement d’isométrie d’un convexe muni de sa métrique de Hilbert sans préciser laquelle.

Insistons encore sur le fait que nous appelons isométrie toute application conservant les
distances et non une application surjective ayant cette propriété.

3.1 Description des isométries.

Dans R™, les applications projectives de P”R conservant globalement un domaine ou-
vert convexe borné sont visiblement, en restriction a ce domaine, des isométries pour toute
métrique de Hilbert associée a ce convexe puisqu’elles conservent le birapport. Mais la
réciproque, a savoir si ces applications sont les seules isométries des géométries de Hilbert,
n’est pas claire.

Dans [BK53], Busemann répond par laffirmative pour les convexes de R? et R® géomé-
triquement strictement convexes, mais avec une catégorie un peu plus restreinte d’isomé-
tries, a savoir les isométries surjectives.

Dans [dIH93], P. de la Harpe démontre que pour tout domaine convexe de R™ avec n
supérieur ou égal a 2, dont I’adhérence est géométriquement strictement convexe, les iso-
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métries pour la métrique de Hilbert sont exactement les applications projectives conservant
globalement le convexe. Toujours dans cet article, P. de la Harpe prouve que le résultat
subsiste pour un quadrilatere convexe de R? mais devient faux pour un triangle de R?.
Nous y reviendrons succintement un peu plus loin.

La question de savoir pour quels convexes les isométries de la métrique de Hilbert sont
exactement les restrictions des applications projectives conservant le convexe, reste ouverte.

Remarquons enfin qu’une application projective conserve 'ouvert convexe borné C' si
et seulement si elle conserve sa frontiere topologique.

3.1.1 Le cas des bonnes métriques de Hilbert.

En fait, des arguments similaires a ceux utilisés par P. de la Harpe et une observation
attentive des bonnes métriques de Hilbert permettent d’obtenir la proposition suivante,
dont la démonstration fera ’objet de la section 3.2:

Proposition 3.1. Soient (C, hy) et (C',h},) deux bonnes métriques de Hilbert respective-
ment assocides aur domaines ouverts convexes bornés C de R™ et C' de R™ avec n un
entier superieur a 2.
Alors Uensemble des isométries de (C, hy) vers (C',h},) est

— vide dés que k est différent de k', ou que la dimension affine de C est strictement
sup€rieure a celle de C' (i.e. n > n'),

— Uensemble des restrictions ¢ C des éléments de PGL (R™!') envoyant C' sur une
section affine n-dimensionnelle de C' quand k = k' et n < n'.

Dans cet énoncé, une isométrie de (C, hy) vers (C', h},) désigne une application v de C
vers C', conservant les distances c’est a dire telle que b}, (v(x),v(y)) = hi(x,y) pour tout
couple de points (x,y) de C' x C.

Remarquons que la bijectivité d’une isométrie n’est pas posée a priori dans sa définition
mais obtenue a posteriori (en un certain sens précisé dans le théoreme pour la surjectivité,
Iinjectivité étant automatique). De plus, il est clair qu’a toute isométrie correspond une
et une seule application projective puisque cette derniere est déterminée par n 4+ 2 points
projectivement indépendants, qui peuvent étre choisis dans 1'ouvert C.

Comme corollaire immédiat de cette proposition, nous obtenons la description suivante
des isométries d’une bonne métrique de Hilbert i.e. des isométries de (C, hy) vers (C, hy):

Proposition 3.2. Les isomélries d’une bonne mélrique de Hilbert hy associée a un do-
maine ouvert convere borné C de R"™ sont evactement les restrictions des applications

projectives de PGL (R™1) qui conservent globalement la frontiére topologique de C dans
R™.

La topologie a laquelle il est fait référence, est la topologie affine de R™. Seul le cas
n = 1 ne découle pas de la proposition précédente et sera vérifié a part dans le paragraphe
suivant.
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3.1.2 Que se passe-t-il en dimension n =17

Toute géodésique orientée § paramétrée a vitesse unité pour hj une métrique de Hilbert
(i.e. hi(8(),6(s)) = [t—s]| V(t,s) € R?) est isométrique a la droite réelle usuelle, I'isométrie
étant donnée par t € R — §(¢) dans un sens et par I"application qui, a tout point = du
support de 4§, associe la distance algébrique hy(x,d(0)), dans 'autre.

Ainsi donc tous les convexes de dimension 1 sont isométriques entre eux (sans considé-
ration sur le coefficient k de la métrique de Hilbert). Et une isométrie v de la géométrie
de Hilbert (Ja, b, hy) vers la géométrie de Hilbert (C', h},) se réduit a une isométrie entre
(Ja,bl, hi) et le support géométrique de la géodésique y(]a, b[) muni de la distance de Hil-
bert h},. Dans le cas ou (C’, h},) est une bonne métrique de Hilbert ou plus généralement
si le support géométrique de y(]a, b]) est un segment affine noté |c, d[, nous allons montrer
Iisométrie v corestreinte a ’arrivée a y(]a, b[) est une application projective si et seulement

si k=K.

Preuve. Nous avons le diagramme commutatif suivant :

a‘ \b Y C‘ ‘d
¢:t €la, b ﬁln <Z—Ti) lb:te]c,d[HZ\}Fln (ﬁ)
R 5 R

Comme ¢ et ¢ sont des isométries bijectives, 'application ¥ = 1) oyo0 ¢! est une bijection
de R dans lui-méme qui conserve la distance usuelle. Cette application est donc monotone
et s’écrit nécessairement sous la forme

J:teR— et +75(0) ou e e {£1}.
Réciproquement, toute application n de cette forme fournit une isométrie entre (]a, b, k)

et (Jc,d[, h},) donnée par )"t ono¢. Ainsi, apres un court calcul, les isométries apparaissent
exactement comme les applications du type

AV — Q) /
tE]a;b[l—>c(b D+ ad(t - a) €le; d| avec,ue{:tw%} et o > 0.

b—t)*+a(t—a)H

Une telle application est projective si et seulement si & = k. En effet, si elle est projective,
elle conserve le birapport et d’apres la définition des distances de Hilbert, cela impose
k = K'. La réciproque est claire. O
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3.1.3 Un tres bref apercu du cas des simplexes.

Dans la deuxieme partie de son article [dIH93], P. de la Harpe s’intéresse aux simplexes.
Ces convexes forment une classe située completement a l'opposé des bonnes métriques de
Hilbert. En effet, pour ces dernieres, il y a unicité de la géodésique reliant deux points
donc une isométrie envoie la géodésique reliant deux points sur la géodésique reliant les
deux points images. A l'opposé, pour les simplexes, il y a une infinité des géodésiques
(minimisantes de surcroit) reliant deux points génériques, mais par contre pour un point
donné, il y a un nombre fini de points sur la sphere unité centrée en ce point, qui lui sont
reliés par une unique géodésique. Et c’est sur ces points que l'on travaille. Entre ces deux
catégories de convexes, on ne sait rien dire sur le groupe des isométries.

P. de la Harpe montre en particulier que le groupe des collinéations de R? qui conservent
un triangle est un sous-groupe d’indice 2 du groupe des isométries pour la métrique de
Hilbert de ce triangle. Pour plus de détails, on se référera a ’article original [dIH93].

3.2 Démonstration de la proposition 3.1.

Une bonne géométrie de Hilbert n’a pas toujours de structure finslérienne car le champ
de normes associé a cette métrique peut étre dégénéré en certains points ou encore man-
quer de régularité. Nous ne pouvons donc pas utiliser directement la notion de courbure
d’une variété de Finsler (cf annexe A) pour conclure immédiatement que & = k’. Nous
allons donc en donner une preuve plus élémentaire dans le cadre plus général des bonnes
métriques de Hilbert.

Le théoreme 3.1 peut se démontrer de la maniere suivante: on commence par établir
quelques propriétés utiles des isométries, en particulier qu’elles s’étendent en des homémor-
phismes de I'adhérence des convexes, puis on montre que si les géométries de Hilbert (C, hy)
et (C’,h},) sont isométriques alors k et k' sont égaux, et enfin on prouve qu’une isométrie
entre les deux espaces (C, hy) et (C', h}) conserve le birapport et doit nécessairement étre
la restriction d’une collinéation envoyant C' sur une section affine n-dimensionnelle de C".
Le fait que de telles applications sont des isométries, termine la démonstration.

3.2.1 Quelques propriétés des isométries.

Une isométrie entre deux bonnes géométries de Hilbert vérifie le lemme suivant:

Lemme 3.1. Soient (C,hy) et (C',h},) deux bonnes géométries de Hilbert, et v une iso-
métrie de (C, hg) vers (C',h},), alors:

(i) Les images par v de trois points sont alignés dans C' si et seulement si les trois
points €taient alignés dans C'; de plus, v préserve lordre des points.

(i1) Pour toute famille (x;),_, , de points de C', on note H le sous-espace affine de R™
qu’elle engendre. La famille image (g(x;));_,. , engendre un sous-espace affine H' de C'
de méme dimension que H, et ["image par v de la section affine HN C est exactement la
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section affine de C' par H'. En particulier, toute droite de C s’envoie surjectivement sur
une droite de C".

Avant de démontrer ce lemme, remarquons que la deuxieme propriété implique que la
dimension de C" a savoir n’ est supérieure a celle de C' a savoir n, des qu’une isométrie
existe de la géométrie de Hilbert (C, hy) vers la géométrie de Hilbert (C’, h},).

Preuve. Comme (C, hy) est une bonne géométrie de Hilbert, les trois points z, y et z
sont alignés, et dans cet ordre, si et seulement si il y a égalité dans l'inégalité triangu-
laire hi(z,z) < hi(x,y) + hi(y, z), donc, puisque v est une isométrie, si et seulement si
R (yv(2),v(y))+ L (v(y),v(2)) = hY(v(x),v(2)), autrement dit, comme (C’, h},) est aussi
une bonne géométrie de Hilbert, si et seulement si y(z), v(y) et y(z) sont alignés et dans
cet ordre. La premiere propriété est donc démontrée.

De plus, soit g est un point situé sur la droite (y(x)y(y)) de C’, considérons alors
I'unique?! point p de la droite (zy) de C situé a une distance &}, (y(z), q) de z et hl.(v(y), q)
de y. Son image y(p) appartient donc a la droite (y(z)7v(y)) et se situe a une distance
hi((2),q) de y(x) et Al (y(y),q) de y(y), Vimage y(p) de p est donc le point ¢, ce qui
prouve que vy est une application qui envoie surjectivement la droite (zy) N C de C sur la

droite C' N (y(z)y(y)) de C".

Pour prouver la propriété (ii), il suffit de le faire pour des familles de points affinement
indépendants. Démontrons maintenant cette propriété ii) par récurrence sur la dimension
d de l’espace affine H. Le cas d = 0 est trivial. Le cas d = 1 a été traité dans le paragraphe
précédent. Nous avons encore besoin du cas d = 2 pour pouvoir mener a bien la récurrence.

Soient donc x1, x5 et x3 trois points de C' non alignés. La premiere propriété du lemme
nous assure que leurs images (1), y(x2) et y(x3) engendrent un plan affine.
Considérons un point p de C situé dans le plan (z;zs23) mais n’appartenant a aucune
des droites (z;x;);z;. Nous pouvons alors trouver deux points u et v de C respectivement
situés sur (zq22) et (z1x3) tels que u, v et p sont alignés. Le point v(u) appartient donc a la
droite (y(z1)y(x2)) N C” et a fortiori a l'intersection de C’ avec le plan (y(xy)y(x2)v(x3)).
De méme pour vy(v). L’image de p étant alignée avec les images y(u) et y(v), elle appartient
aussi au plan (y(x1)y(z2)y(x3)). Ainsi donc I'image de la section plane (zy, x4, 23) N C est
incluse dans la section plane de C' par (y(x1)y(z2)y(x3)).

En fait, cette image coincide exactement avec I'intersection du plan (y(x1)y(xz2)v(x3)) avec
le convexe C’. Pour nous en convaincre, considérons y’ un point de cette intersection. Si
c’est un point situé sur une des trois droites (y(z;)y(x;))iz;, la propriété ii) pour d = 1
nous assure de 'existence d’une préimage de y’ appartenant a la droite correspondante
(z;xz;) N C. Sinon, nous allons faire une construction similaire a la précédente. Prenons
deux points u' et v' de C' respectivement situés sur les droites (y(x1)y(x2)) et (y(z1)y(x3))
tels que u’, v’ et y’ sont alignés. Ces points u’ et v’ sont les images de deux points u et v

1. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer qu’une géodésique paramétrée par sa longueur d’arc pour la
distance de Hilbert est en bijection isométrique avec la droite réelle usuelle.
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appartenant respectivement aux droites (z122) N C et (z123) N C, ainsi donc y' admet un
antécédent sur la droite (uv) N C donc dans le plan (z12923) N C. Ainsi nous obtenons
bien le résultat voulu, et la propriété ii) est vérifiée pour d = 2.

Démontrons maintenant que la propriété (ii) est récurrente sur la dimension d de H.
Pour cela, considérons une famille (z;);=1_q441 de points de C' qui engendrent un sous-espace
affine noté (xy,...,x441) de dimension d+ 1 (avec d > 2). L’hypothese de récurrence assure
que la dimension du sous-espace affine (y(x1),...,y(2441)) est supérieur a d, et que si cette
dimension est exactement d, il existe un point y dans (z1,...x4) NC tel que y(y) = y(xa41)-
Donc, comme ~ est injective, cela conduit a la coincidence des points y et x411 ce qui
contredit I'indépendance affine des points zi,...,x441. La dimension du sous-espace affine
engendré par les images v(x1),..., ¥(2441) est donc exactement d + 1.

Soit y un point de (x1, ..., z441) N C. Il existe des points u et v de (x4, ...,24) N C tels que u,
v et 2441 définissent un plan contenant y. Nous savons alors que v(y) appartient au plan
(v(w)y(v)y(2as1)), et hypothese de récurrence affirme que y(u) et y(v) sont des points
du sous-espace (y(x1),...,v(x4)). Ainsi donc 'image de (x1, ..., 2441) N C par v est incluse
dans (y(x1),....,v(xaq1)) N C".

Montrons que cette inclusion est une égalité. Soit ' un point de (y(z1),...,v(xa41)) N C".
Si y" appartient au sous-espace affine (y(z1),...,7(xq)) alors il admet un antécédent dans
(x1,...,zq) N C et donc dans (x1, ..., 2441) N C. Sinon, considérons u’ et v’ deux points de
(v(@1),.ce, y(2q))N C" tels que v, v’ et y(x441) définissent un plan contenant y’. L’hypothese
de récurrence affirme que v’ et v’ sont les images de points u et v de (xy,...,z4) N C. Le cas
d = 2 nous permet alors de conclure que y" admet un antécédent dans le plan (v v xq4q1)
qui est bien inclus dans la section affine (xy,...,z441) N C. Cela termine la démonstration
de la propriété (ii). O

3.2.2 Prolongement d’une isométrie a I’adhérence du convexe.

Avec les notations du lemme précédent, la restriction de I'isométrie v a toute section
affine CN H de C est un homéomorphisme entre CNH et C'N H'. En effet, cette restriction
est injective (car elle conserve les distances) et surjective (c’est le lemme 3.1) donc bijective.
De plus la réciproque d’une isométrie (des qu’elle existe) conserve elle-aussi les distances,
donc cette restriction est bi-1-lipschitzienne donc bi-continue pour les topologies associées
a hy et h},, et a posteriori pour les topologies traces de R™ et R™ puisque ces topologies
coincident a I'intérieur de C' et C'. En fait, nous avons la situation suivante

Lemme 3.2. Soient (C, hy) et (C',h},) deux bonnes géométries de Hilbert.
Toute isométrie v de (C, hy) vers (C', h},) s’étend en un homéomorphisme entre l’adhérence

C de C (pour la topologie de R™) et l'adhérence v(C) de son image par y qui apparait aussi
comme lintersection de l'adhérence de C' avec le sous-espace affine engendré par v(C').

Preuve. L’idée naturelle pour prolonger I'isométrie v a tout point de la frontiere topolo-
gique JC du convexe C repose sur la construction suivante : soit u un point de dC, et 3 un
rayon géodésique paramétré par sa longueur d’arc (pour la distance de Hilbert hy) arrivant
en u, le rayon gédésique yo3 est paramétré par sa longueur d’arc (pour h},) et arrive en
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un point de dC’. C’est ce point que nous voulons définir comme étant I'image de u par
~. Pour cela, nous allons vérifier que cette définition est licite autrement dit qu’elle est
indépendante de la géodésique 3 choisie. Puis nous montrerons que ’application 7 ainsi
étendue reste continue pour les topologies affines sous-jacentes.

Soient 3 et § deux géodésiques orientées, de supports distincts, et arrivant au méme
point u de la frontiere dC de C. Ces géodésiques sont asymptotes en +oo, et comme ~
est une isométrie, leurs images yo3 et yod aussi. La description des rayons géodésiques
asymptotes pour les bonnes métriques de Hilbert (2.1) montre que les rayons géodésiques
~vo3 et yod arrivent soit en un méme point de dC" soit en deux points distincts v’ et w’
appartenant a I'intérieur d’'un méme segment fermé [a’, b'] de la frontiere 9C". En fait, cette
derniere situation ne se produit jamais.

Raisonnons par 1’absurde et supposons que nous sommes dans la situation ou les rayons
géodésiques arrivent en deux points distincts de Uintérieur d’un segment fermé [a’; b'] de

' w' et O’ sont alignés dans cet ordre.

la frontiere dC’. Nous décidons que les points a', v
Dans toute la suite, nous confondrons une géodésique et son support géométrique qui est
un segment affine. Comme les rayons géodésiques 3 et & ont des supports distincts et
arrivent au méme point wu, ils définissent un plan P et ne s’intersectent pas a l'intérieur
de C' N P. Ainsi, d’apres le lemme 3.1, leurs images yo0/3 et y04 définissent un plan P’
qui est aussi celui engendré par 'ensemble y(P N ('), et ont pour support deux segments
distincts ne s’intersectant pas a I'intérieur du convexe C'N P’. Considérons une géodésique
orientée D de C' N P’ arrivant au point ¢ et intersectant yo3 et yod respectivement en
des points (yo3)(s) et (y0d)(t). La propriété (ii) du lemme 3.1 affirme que D est I'image
d’une géodésique orientée n de C'N P dont le support géométrique est inclus dans la droite
(6(1)B(s)). La caractérisation des asymptotes dans les bonnes géométries de Hilbert assure
que les géodésiques D = von et yo3 ne sont pas asymptotes en 400, et comme v est une
isométrie, n et 3 non plus. Donc 7 arrive en un point ¢ distinct de w.

cnP c'n P!

Le rayon géodésique partant de (yod)(t—1) et arrivant en v’ est I'image d’un certain rayon
géodésique p de C'N P d’apres la propriété (ii) du lemme 3.1. La géodésique you intersecte
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y00 au yod(t — 1), et D =~ on a l'intérieur du segment |(yo3)(s); (yod)(?)[.

cnP~P

Sa préimage p intersecte forcément ¢ au point (¢ — 1), et n en un point du segment
18(s); 6(t)[. Mais observons qu’alors p coupe nécessairement 3, et donc son image par v
doit aussi rencontrer v o 3, ce qui est impossible par construction. C’est la contradiction
cherchée au fait que les points v’ et w’ puissent étre distincts. Finalement, nous venons de
montrer que le prolongement de I'isométrie v a la frontiere de C' est bien défini.

Maintenant nous allons vérifier que ’application 7 ainsi prolongée est encore continue.
Les topologies définies respectivement par la distance de Hilbert Ay et par la trace de la
topologie usuelle de R™ coincident a I'intérieur de 'ouvert C', la convergence des suites sera
donc implicitement comprise au sens de la topologie affine.

Considérons donc une suite (u,),en de points de I’adhérence C' du convexe C, conver-
geant vers un point u de C. Si u est un point de C, tous les points u,, seront dans I'ouvert
C' a partir d’un certain rang, et comme v est continue sur ', la suite formée des images
v(ur) converge bien vers I'image v(u) de u par 5. Si u est un point de la frontiere topolo-
gique dC, fixons un point x de C distinct des u,, et notons y, le point de la demi-droite
[, u,) situé a une distance unité pour h; de x. La suite y,, ainsi définie converge vers le
point y situé a une distance unité de z sur la demi-droite [zu). Comme le point y ap-
partient & C, la suite des images ¥(y,) converge vers ¥(y). Finalement les demi-droites
[v(z),v(un)) = [¥(2),v(yn)) admette la demi-droite [z, y) = [z, u) comme limite, et la dis-
tance de Hilbert A}, (v(z),v(un)) = hi(x, u,) entre y(z) et y(u,,) tend vers I'infini puisque
les points wu, converge vers un point de dC. Ainsi donc la suite formée des points images
v(u,) admet bien une limite qui est le point d’intersection entre la demi-droite [y(x)y(y))
et la frontiere de ', c’est a dire, par définition du prolongement de v a C, le point v(u).

Pour terminer la preuve du lemme, il suffit de remarquer que v est une bijection entre
le convexe C' et son image v(C') qui est aussi l'intersection de C” avec le sous-espace affine

engendré par y(C), et que par construction, le prolongement de y=' & (') est bien 'inverse
du prolongement de v a C. O
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3.2.3 Egalité des coefficients k et k'.

Nous allons démontrer le lemme suivant qui s’avere faux dans le cas ou le convexe C
est un segment, comme nous 1’avons au début de ce chapitre,

Lemme 3.3. Sl existe une isométrie v de la bonne géométrie de Hilbert (C,hy) vers la
bonne géométrie de Hilbert (C',hl,) et si la dimension affine de C est supérieure ou égale
a 2 alors les coefficients k et k' sont égaux.

Démonstration. Quitte a corestreindre 'isométrie v au convexe intersection de C' et de
I’espace affine engendré par y(C'), le lemme 3.2 nous assure que v est un homéomorphisme
entre C' et C", qui préserve (ainsi que son inverse) les distances. Nous allons donc vérifier
que ’hypothese k& > k' conduit a une contradiction; en considérant y=! il en va de méme
pour I’hypothese k < k. Finalement k et k&’ sont donc forcément égaux.

Nous avons donc une isométrie v entre (C, hy) et (C’, h},), deux bonnes géométries de
Hilbert sur des convexes de méme dimension, et le réel k est strictement plus grand que &'.

Le convexe C' étant de dimension supérieure a 2 et conduisant a de bonnes métriques
de Hilbert, nous pouvons considérer trois points non alignés x1, x; et x3 du bord dC tels
qu’aucun des trois segments [x;; ;]2 ne soit inclus dans 9C'. Les images y(x1), v(22), v(23)
de ces trois points, ne sont pas alignées d’apres la propriété (i) du lemme 3.1. Nous pouvons
donc trouver une transformation affine U de ’espace affine engendré par C’ dans celui
engendré par C' qui envoie chacun des trois points v(x;) sur son antécedent ;. Etudions
plus précisement la restriction 4 de ’application Wo~v au plan P engendré par les points
Ty, &y et x3. Clest une isométrie entre (C' N P, hy) et (V(C') N P, hy).
Pour tout couple (i,7) avec ¢ # j, I'application 4 envoie le segment ouvert |z;z;[ dans
lui-méme d’apres la propriété (ii) du lemme 3.1, et est strictement contractante lorsque le
segment |z;x;[ est muni de la méme métrique de Hilbert au départ et a I'arrivée, puisque
I'identité est \/k’/k-contractante de (Ja;x;[, hxr) dans (Ja,z [, hy). Donc, les métriques de
Hilbert étant completes, il existe un unique point fixe pour 4 noté y;; dans |z;x;[; ce point
fixe est de plus attractif.
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L’isométrie 4 envoie les segments affines (x1y23) N C et (y12y13) N C respectivement sur les
segments (21y23) NW(C’) et (y12y13) NP(C"). Ainsi le point d’intersection y entre les droites
(z1y23) et (y12y13), qui appartient au convexe C, reste fixe sous ’action de . Le segment
(z2y) N C est donc envoyé sur le segment (x2y) N W(C’) par 7, et le point d’intersection w
entre (z1x3) et (yx2) reste aussi fixe sous 'action de 4. Mais le fait que w soit nécessairement
distinct de y;3 contredit affirmation selon laquelle la restriction de 4 a ]zy2x3] admet un
unique point fixe. C’est la contradiction cherchée. O

3.2.4 Conservation du birapport par une isométrie.

Montrons maintenant qu’une isométrie conserve le birapport, plus précisement

Lemme 3.4. Etant données (C,hy) et (C',h}) deux bonnes géométries de Hilbert avec C
un conveze de dimension au moins 2, toute isométrie de (C, hy) vers (C', h}) envoie quatre
points distincts alignés de C' sur quatre points distincts alignés de C' tels que le birapport
du quadruplet image est €gal a celui du quadruplet de départ.

Preuve. Soient v 'isométrie considérée et (z;),=1..4 quatre points alignés distincts de 1’ou-
vert C'. Notons [a,b] I'intersection entre I’adhérence C' du convexe C' et la droite affine
définie par les points (z;);=1..4. Quitte a permuter les indices, nous supposons désormais
que les points a, 1, xq, T3, x4 €t b sont alignés dans cet ordre sur le segment [a, b].

Etant donné y un point de C'\[a,b], nous pouvons définir la suite (y,)nen+ des barycentres
de y affecté du poids 1/n et x, affecté du poids 1 — 1/n. La suite ainsi définie converge vers
xy pour la topologie affine. Considérons les suites a,, et b, formées par les points d’inter-
section entre la frontiere C et respectivement les demi-droites [y,x1) et [y,x4). Ces suites
a, et b, convergent respectivement vers les points a et b. Comme le segment [a, b] n’est pas
inclus dans le fermé 9C, il existe au moins un entier N tel que le segment [ay,by] n’est
pas une partie 9C.

Désignons par z, et z3 les points d’intersection du segment [ax,by]| respectivement avec
les demi-droites [ynz2) et [ynxs). lls appartiennent a 'ouvert C', donc vérifient les égalités
suivantes:

[x1, 29, T3, T4) = an, 22, 23, bN] = exp (2\/Ehk(22,23)) )
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Mais v étant une isométrie, elle conserve les distances et 1’alignement (dans C'), d’ou la
succession des égalités suivantes:

[Y(z1),y(22),v(@3),v(za)] = [v(an),v(22),7(23),7(bN)]

= exp (2VER((22).1(29)))
= exp (2\/E hi(z2, 23))
]

= [I1,$2,I3,I4

Ce qui termine la démonstration du lemme. O

3.2.5 Démonstration de la proposition 3.1 proprement dite.

Considérons donc deux bonnes géométries de Hilbert (C, hy) et (C’, h},). Les dimen-

sions des convexes C' et ' seront respectivement notées n et n’. Nous supposons que n est
supérieur ou égal a 2.
S’il existe une isométrie v de (C, hy) vers (C’, h},) alors la propriété (ii) du lemme 3.1 assure
que nous avons n > n’, et le lemme 3.3 que nécessairement k et £’ sont égaux. Par ailleurs,
le lemme 3.2 précise que Iisométrie v est un homéomorphisme entre C' et C” on C” est
la section de C' par l'espace affine engendré par v(C'). Rappelons que les dimensions des
convexes C' et C" sont égales d’apres le lemme 3.1.

Il suffit alors de reproduire pas a pas la démonstration de P. de la Harpe.

Considérons le plongement 2 : x € R™ s (2,1) € R"™ et p: R™™' — P*(R) la projection
de R™*! dans ’espace projectif P*(R) identifié a «(R™) U p(R™ x {0}). Comme C est un
ouvert de R”, nous pouvons trouver n + 1 points de C notés xq,..., x,, formant une base de
R™*! (au sens strict ce sont les 1(x;) qui forment une base). Les points poi(zg),..., por(z,),
et yo = p(2(xo) + ... + 1(x,)) forment alors un repere projectif de I'espace projectif P*(R).
Pour tout entier £ compris entre 1 et n, le point d’intersection y;, entre la droite projective
Ly, définie par poi(xg) et por(xy), et 'unique hyperplan projectif Hy contenant yo et tous
les p o u(z;) sauf p ou(xy), est en fait le point projectif p(:(xo) +2(xx)) qui est encore dans
C par convexité. Désormais, nous désignerons abusivement par une méme lettre un point
de R”, son image par 1 et celle par po .

Puisque I’application v : C +— C” est une bijection qui préserve les sections affines
(d’apres le lemme 3.1), les points v(yo), ¥(20),..., et y(z,) forment un repere projectif de
P (R"™*!). Tl existe donc une application projective f de P*(R) dans lui-méme telle que les
applications f et v coincident sur yg et tous les points z. L’application f envoie chaque
droite projective Ly sur la droite projective (f(xo), f(zr)) = (v(20),v(xk)), et tout hyper-
plan projectif Hy engendré par yo et tous les z; excepté x; sur I’hyperplan engendré par
f(yo) = v(yo) et tous les f(z;) = y(z;) excepté f(xx) = v(xx). Comme 'intersection entre
Ly et Hj est réduite au point yy, les applications f et v coincident sur les y;. Mais comme
elles préservent toute deux le birapport, leur coincidence sur tous les triplets formés des
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points xg, Tk, et yr qui sont trois points distincts de Lj, impose que pour tout entier &, les
restrictions de ces applications aux sections Ly N C sont égales.

Terminons en montrant par récurrence que f et v ont méme restriction a toute section
de C' par un sous-espace affine engendré par xq et certains x; avec k compris entre 1 et n.
La récurrence se fait sur la dimension de ’espace affine par lequel on coupe le convexe C'.
Pour la dimension 1, cela a déja été traité puisque les espaces affines affines en question
sont les droites L.

Considérons d + 1 points distincts z;, choisis parmi z4,..., z, avec d > 1, et y un
point de la section de 'ouvert C' par I'espace affine engendré par les points z;, et zq, qui
n’appartient pas ni au sous-espace affine engendré par les points zg, x;,,..¢;, ni a la droite
L;,,,. Considérons alors la droite projective L définie par les points zg et y, et le sous-
espace projectif H de dimension d engendré par les points zg, z;,,..., et z;,. Les segments
ouverts L N C et L;, ., N C sont sécants en xg et non colinéaires, I’enveloppe convexe de
leur réunion coupe donc l'ouvert H N C' selon un segment ouvert I contenant .

Soit maintenant y; un point de L N C distinct mais suffisamment proche de zq, pour
apparaitre comme le point de concours de droites (ujus) et (ugus) ot uy et uy sont des
points de L;,. N C et us et uy des points du segment [ (donc de la section H N C).

Td41

Lid+1
Usg L

()
a

L
o U4 us

L’image du point y(y;) par I'isométrie v est le point de concours des droites (vy(uy)y(us))
et (y(u2)y(uq)). Or par hypothese de récurrence, les images des points wuy, ug, us et ug
par v sont celles de ces mémes points par ’application f. Cette derniere application étant
projective, conserve aussi l'alignement, et donc le point y; a méme image par v et f.
Choisissons maintenant un point y, distinct de zq et y; tel qu'une construction identique
a celle faite avec y; est encore possible. Ses images par f et v sont encore confondues.
Le point y est alors défini par son appartenance a L N C = (y1y2) N C et le birapport
[0, Y1, Y2, y]. Comme les applications f et v conservent ’alignement et le birapport des
points de C, les images du point y par f et v sont donc bien confondues.

Finalement, nous pouvons conclure que toute isométrie v est la restriction d’une appli-
cation projective conservant C.

3.3 Cocompacité du groupe d’isométries

En 1960, Benzécri [Ben60] a démontré le théoreme de rigidité suivant:

Théoreme 3.1. Supposons que le revétement universel d’une variété localement projective
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compacte soit Uintérieur d’un corps convexe W. St W posséde en un point de sa frontiere
un ellipsoide osculateur, alors la frontiére de W est un ellipsoide.

A la vue de la description des isométries des géométries de Hilbert dont le convexe a
une adhérence strictement convexe, ce théoreme a pour conséquence le théoreme de rigidité
suivant:

Théoréme 3.2. Soit C' un ouvert convexe borné de R™ dont la frontiére est de classe C?
et admet un hessien non dégénéré en un point. Sl existe un sous-groupe I' discret du
groupe des isométries de la géométrie de Hilbert associée a C, tel que le quotient I'\C' est
une variété compacte, alors la géométrie est question est l’espace hyperbolique riemannien
standard.

Nous voyons apparaitre dans ce premier théoreme de rigidité, des hypotheses sur la
régularité de la frontiere du convexe. Nous allons donc nous intéresser dans le chapitre
suivant a des convexes suffisamment réguliers et voir que dans une telle situation, nous
pouvons obtenir de nouveaux théoremes de rigité.
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Chapitre 4

Automorphismes des corps convexes
réguliers.

Dans ce chapitre, on ne s’intéressera qu’a des corps convexes (i.e. les adhérences des
domaines ouverts convexes bornés de R") dont la frontiere est de classe C* et méme a
hessien défini en tout point. Le but de ce chapitre est d’obtenir un analogue des théoremes
de J. Lelong-Ferrand ([LF71]) et de B. Wong ([Won77]). Plus précisément nous allons
démontrer:

Théoreme: Le groupe d’automorphismes d’un corps fortement convexe de R”, i.e. dont la
frontiére est de classe C? et @ hessien défini en tout point, est compact si el seulement si
le convexe n’est pas lintérieur d’un ellipsoide.

Remarquons que le cadre de la géométrie de Hilbert n’intervient plus dans ce chapitre,
mais les résultats que nous y obtenons peuvent étre traduits en termes d’une telle géométrie.
En effet, nous avons vu au chapitre précédent que les isométries d'une bonne métrique de
Hilbert (C, h) sont les automorphismes du corps convexe C.

4.1 Le cadre du probléeme.

Rappelons qu’un corps convexe est un convexe compact d’intérieur non vide de R”, et
qu'un automorphisme d’un tel corps est une application projective de P*(R) le conser-
vant. Comme les isométries d’'une bonne géométrie de Hilbert (C,h) sont les automor-
phismes du corps convexe C, tous les énoncés de ce chapitre admettront deux formulations :
I’'une concernant les automorphismes des corps convexes, I’autre les isométries d’une bonne
métrique de Hilbert.

Dans toute la suite, n désigne un entier supérieur ou égal a deux, et ' un domaine
ouvert convexe borné de R™ autrement dit I'intérieur du corps convexe C.

Pour démontrer que le groupe d’automorphismes d’un corps C' fortement convexe qui
n’est pas un ellipsoide, est compact, nous montrerons que tous les automorphismes ont
un point fixe a 'intérieur deC’, puis qu’ils ont un point fixe a commun a l'intérieur de C.
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Pour la premiere partie, on considere un automorphisme sans point fixe a l'intérieur de
C, et on regarde JC' via une transformation projective comme le graphe d’une fonction f.
L’invariance de dC sous 'action de "automorphisme considéré se traduit par une équation
fonctionnelle vérifiée par f. L’étude de cette derniere aboutit a la conclusion que 9C est
un ellipsoide.

4.1.1 Convention et notations.

Considérons le plongement affine  — (z,1) de R dans R"*!. Désormais tout point de
R™ est identifié a son image dans R™*! par cette application, et (A),, respectivement (A),,
désigne le sous-espace affine, respectivement vectoriel, de R**! engendré par une partie A.
Enfin nous noterons p la projection de R™*'\{0} sur 'espace projectif réel de dimension n

identifié a (C), U p(R™ x {0}).

Remarquons que les automorphismes des corps convexes réguliers vérifient:

Lemme 4.1. Tout automorphisme v d’un corps convexe de classe C' envoie ['hyperplan
projectif tangent a sa frontiére en un point x sur ['hyperplan projectif tangent a sa frontiére
au point image y(x).

Preuve. L’application projective v envoie bijectivement la frontiere du convexe C' sur elle-
méme, donc tout hyperplan d’appui en un point  sur un hyperplan d’appui au point v(z).
La coincidence et I'unicité des hyperplans d’appui et tangents en tout point de la frontiere
permet de conclure. O

4.1.2 Une description de la frontiere.

Soit C' un corps convexe de classe C2. Considérons a et b deux points de sa frontiere t%
que les hyperplans affines H, et Hy tangents a dC' en ces points sont paralleles. Notons H
leur direction commune.

Pour tout vecteur w de ﬁ, la droite (b,a + w) rencontre JC\{b} en un unique point w’.
Ce point est le barycentre des points pondérés (a + w, 1) et (b, f(w)).

Lemme 4.2. La fonction [ ainsi définie est positive, conveze, de classe C*. Elle permet de
décrire OC\ Hy tout entier. De plus, elle envoie 0 sur 0 et son application linéaire tangente
en 0 est lapplication nulle.
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Remarquons que si I'on envoie ’hyperplan affine Hy a l'infini par une transformation
projective, I'image du convexe C' par cette transformation est 1’épigraphe de la fonction f.

Preuve du lemme. La positivité de f provient de la convexité de C et du fait que les
hyperplans H, et H, sont paralleles. Cette positivité de f entraine immédiatement que
T5f est 'application nulle. O

4.2 Une classification des automomorphismes.

4.2.1 Définitions.

Nous allons définir le type d’un automorphisme d’un corps convexe de classe C! par
analogie avec la classification des automorphismes de la boule euclidienne standard qui
sont les isométries du modele de Klein de I’espace hyperbolique.

Soit 4 un automorphisme d’un corps convexe C de classe C'. Si cet automorphisme
possede un point fixe a Uintérieur de C, on dit que v est elliptique. Sinon + étant un
homéomorphisme du convexe C, le théoreme de Brouwer assure I'existence d’au moins un
point fixe pour 7 sur la frontiere C de C. Si tous les points fixes de la restriction de v
a 0C ont méme hyperplan tangent a dC', on parle d’automorphisme parabolique. Dans
tous les autres cas, I'automorphisme v est dit hyperbolique.

Remarques:

¢ Un automorphisme v d’un corps convexe C' n’admettant aucun point fixe a I'intérieur
de C et tel que sa restriction & dC' a un unique point fixe, est parabolique.

¢ Un automorphisme v d’un corps C' strictement convexe est parabolique si et seulement
si sa restriction & C' admet un unique point fixe et que ce point appartient a 9C'.

e La classification des automorphismes de la boule euclidienne standard ainsi définie
coincide bien avec la classification usuelle des isométries du modele de Klein de la géométrie
hyperbolique.

4.2.2 Puissances des automomorphismes.
Les puissances des automorphismes des corps convexes satisfont la propriété suivante:

Proposition 4.1. Un automorphisme d’un corps conveze de classe C1 et toules ses puis-
sances non nulles sont de méme type.

Démonstration. Désignons par C' l'intérieur du corps convexe considéré.

Les puissances d’un automorphisme elliptique sont clairement elliptiques. Réciproque-
ment supposons que v est un automorphisme de C' tel que sa puissance non nulle 4™ est
elliptique. Considérons un point de C' fixé par 4™, son orbite sous I'action du groupe en-
gendré par 7 est alors finie, et I’enveloppe convexe de cette orbite est un convexe compact
de C stable sous 'action de 1’application projective . Le théoreme de Brouwer appliqué
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a la restriction de v a cet ensemble, fournit un point dans C' fixe pour v qui est donc bien
elliptique.

Considérons un automomorphisme parabolique v, et 4™ une de ses puissances non
nulles. Cet automorphisme ™ n’est pas elliptique sinon ~ le serait aussi, il est donc para-
bolique ou hyperbolique. Supposons qu’il est hyperbolique. L’application ™ fixe le point
de la frontiere dC' fixé par ~, et un point y de la frontiere dC' tel que les hyperplans affines
tangents H, et H, a la frontiere 9C en z et y sont distincts. L’orbite du point y sous
I’action du groupe engendré par l'application 7 est finie, son enveloppe convexe est donc
une partie compacte du corps C invariante sous 1’action de 1’application projective . Elle
contient donc, d’apres le théoreme de Brouwer, un point z fixé par ~. Par ailleurs, le point
y appartient & U'intersection I de C' avec le demi-espace ouvert limité par ’hyperplan H, et
contenant le convexe C'. Comme ’application projective « laisse le convexe (' globalement
invariant, le lemme 4.1 assure que l'orbite du point y appartient aussi a I. Il en est de
méme du point z. Finalement le point fixe z n’appartient pas a ’hyperplan H, car il est
dans I, ce qui contredit le fait que 7y est parabolique. Ainsi les puissances non nulles d’un
automorphisme parabolique sont paraboliques.

Une puissance non nulle d’un automorphisme hyperbolique fixe au moins deux points
de la frontiere (ceux de I"automorphisme de départ) ou les hyperplans affines tangents sont
distincts, elle est donc elliptique ou hyperbolique, et nous avons déja vu que le premier cas
est exclu. 0

4.3 Les automorphismes elliptiques.

4.3.1 Description.

Les automorphismes elliptiques i.e. ceux qui admettent un point fixe a l'intérieur du
corps convexe, ont une structure simple.

Proposition 4.2. Soit v un automorphisme elliptique d’un corps convexe C de classe C".
Alors cette application projective vy est associ€e a une application linéaire semi-simple dont
toutes les valeurs propres sont de module 1.

En fait, cette description est valable pour toute application projective conservant un
corps convexe (' et admettant un point fixe a 'intérieur de C'. Aucune hypothese sur la
régularité de la frontiere du convexe n’est nécessaire.

Démonstration. Soit v une application projective conservant un corps convexe d’intérieur
noté (', et a un des points fixes de v situé dans C'. Notons g ’application linéaire associée
a v pour laquelle a est un vecteur propre de valeur propre 1.

Soit pe'’ une valeur propre réelle ou complexe de g, ol p est un réel strictement positif
(rappelons que p ne peut pas étre nul puisque g est bijective). Il existe donc un vecteur
u non nul de R*! et une suite extraite (g/p)#"™ (u) convergeant vers le vecteur u quand
I'entier m tend vers +00 ou —oo. Comme le point a est a I'intérieur du corps convexe C,



4.3. LES AUTOMORPHISMES ELLIPTIQUES. 61

il existe un réel non nul ¢ tel que le point projectif p(a + cu) appartient a p(dC). Si p est
strictement supérieur (resp. inférieur) a 1, la suite (’W(m) (p(a+ &:u)))mez converge vers le
point p(a) quand m tend vers —oo (resp. +00). Or v conserve la frontiere dC qui est un
fermé, donc p(a) appartient a dC' ce qui n’est pas. Ainsi, le réel p est nécessairement égal
al.

La réduction de Jordan permet donc d’écrire ¢ comme une somme f + N ou f est
un endomorphisme semi-simple dont les valeurs propres sont de module 1, et N est un
endomorphisme nilpotent commutant avec f. Si I’application nilpotente N est non nulle,

considérons une suite extraite (f‘p(m)) convergeant vers l'identité, et un vecteur u ap-

partenant au noyau de N? sans apparterenNr au noyau de N. Comme le point a appartient a
louvert convexe C, il existe un réel non nul € tel que le point p(a+cu) appartient a p(C). Le
point p (a + %) appartient alors aussi a p(C'). Chacune des suites s, pour k valant 1 ou 2,
formées des points y#(7)+1 (p (a + %)) =p (a + 2 (f‘p(m)"'l(u) + (e(m) + 1)f‘p(m)(N(u))))
converge donc vers le point p(N(u)) quand m tend vers 'infini. Mais d’autre part, 'appli-
cation projective v est une isométrie de la géométrie de Hilbert (C,h) qui laisse le point
a fixe. La suite s; (resp. s3) est une suite de points de la sphere centrée en a et de rayon
h(a,p(a+cu)), (resp. h (a,p (a + %))) Ces deux spheres étant des fermés sans point com-
mun, les suites s; et s3 ne peuvent pas avoir la méme limite, et ’application nilpotente NV
est donc nulle. Ainsi ’application linéaire g est bien semi-simple. O

4.3.2 Compacité d’un groupe d’isométrie.
Observons que les éléments elliptiques vérifient

Lemme 4.3. Soit I' un sous-groupe fermé du groupe d’automorphismes d’un corps conveze
C. Si tous les éléments de I admettent un point fire commun a Uintérieur de C' alors T’
esl compact.

Preuve. Soit a le point fixe commun a tous les éléments de I'. Comme il appartient a
Iintérieur du corps convexe C, il existe une famille libre (u;);=1._, de vecteurs de R x {0}
tels que les points a + u; appartiennent a dC et une famille (;);=1., de réels strictement
positifs tels que les points @ — A\;u; appartiennent a dC'. Fixons une norme || - || sur R™.

Soit(Ym )men une suite de I'. Pour tout entier m, notons g, 'application linéaire de
GL(R™!) associée a 7,, en imposant g,,(a) = a. C’est licite car a est un point fixe de
Ym. Remarquons que ¢,,(u;) n’est jamais le vecteur nul, sinon le point v,,(a + u;) de 9C
serait le point a intérieur a C'. A extraction pres, nous pouvons donc supposer que, pour

gm(ui)
llgm (o)l

tout 7 de 1 a n, les suites < ) convergent respectivement vers des vecteurs notés
meN

fi. La suite des segments v,,([a + u;,a — Mu;]) = C N (a,p(a + gm(u;))) converge vers le
segment C' N (a, p(a+ f;)) qui admet a comme point intérieur, ce qui prouve que les suites
(Ilgm (w;)|| )men sont bornées. Quitte a considérer une nouvelle extraction, nous supposerons
que ces suites convergent chacune vers une limite y; positive. Remarquons qu’aucun des
réels p; n’est nul, sinon 'une des suites (v, (a + u;))men du fermé 9C convergerait vers le
point a intérieur a C'. Finalement a extraction pres, la suite des applications linéaires g,,
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converge vers I’application linéaire g définie par g(a) = a et g(u;) = p; fi pour tout entier ¢
entre 1 et n. Rappelons que (a,uy, ..., u,) est une base de R™*! et observons que toutes les
applications 7,, sont elliptiques car elles fixent le point a intérieur & C. Les déterminants
des applications g, valent donc 1 ou —1 (conséquence de la proposition 4.2). L’application
g est donc bijective et donne bien lieu a une application projective v de PSL(n + 1,R).
Ainsi I' étant fermé, I'application v appartient au groupe I' qui est donc compact. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme

Théoréme 4.1. Soit C' un corps convexe dont tout automorphisme admet un point fire a
lintérieur de C. Alors le groupe des automorphismes du corps C' est compact.

Comme nous l’a fait remarquer P. de la Harpe, ce résulat n’est pas immédiat. En effet,
répondant a une question de Koplansky, H. Bass explique dans [Bas80] qu’il existe des
groupes non conjugués a un sous-groupe de U,11(C) dont tous les éléments sont semi-
simples et a valeurs propres de module 1. Le sous-groupe donné en exemple n’est pas fermé
dans SL(n 4 1,R), et ne conserve pas de corps convexe régulier.

Démonstration. Notons I' le groupe des applications projectives conservant le corps convexe
C. Cest un fermé de PSL(n + 1,R) car C est compact. Sous I’hypotheése que tous les élé-
ments de I' admettent un point fixe a Uintérieur C' de C', nous voulons montrer qu’il existe
un point a l'intérieur de C fixe par tous les éléments de .

Le sous-groupe ' est fermé dans le groupe de Lie PSL(n 4+ 1,R), c’est donc un groupe
de Lie ainsi que sa composante neutre, notée I'°. La description des éléments elliptiques
montre que tout élément de I'° est conjugué a un élément du sous-groupe compact maxi-
mal PO(n + 1,R) de PSL(n 4+ 1,R). Or un groupe de Lie connexe non compact contient
toujours un élément non conjugué a un sous-groupe compact ([Mal45]), le sous-groupe 1™
est donc compact.

Notons D I’ensemble des points du corps C fixes par tous les éléments de I'°. Montrons
que D contient au moins un point intérieur a C. Soit z un point de I'intérieur de C'. Son
orbite sous l'action du groupe compact I'° est un compact de l'intérieur de C'. L’enveloppe
convexe de cette orbite I'°z est donc un compact de I'intérieur de C', stable sous 1’action
de I'°. 1l existe donc des convexes compacts de C' invariant par I'°. Choisissons en un, C’,
minimal au sens de 'inclusion. Il est réduit & un point (qui est fixe sous I'action de I' et
dans (). Sinon, prenons un point y intérieur a C’. ’enveloppe convexe de son orbite 'y
est un convexe compact de C stable sous 'action de I'°. L’inclusion de cette enveloppe
dans l'intérieur de C’ contredit la minimalité de C’.

[’ensemble D des points fixes par tous les éléments de I'° est une section affine non
vide du corps C. En effet, soient deux points z et y fixes pour un élément v de I'. Notons
g l'application linéaire associée a v en imposant g(z) = z. Le segment borné C' N (zy)
est alors invariant par 7 et contient deux points fixes distincts. Ces deux points fixes sont
donc des vecteurs non colinéaires, propres pour "application linéaire g et correspondant a
des valeurs propres réelles de méme signe. Or nous avons déja vu (proposition 4.2) que les
seules valeurs propres réelles possibles de g sont 1 et —1, donc ¢g(y) vaut y et la restriction



4.4. LES AUTOMORPHISMES HYPERBOLIQUES. 63

de v a toute la droite projective (zy) est Iidentité. Ainsi, si deux points distincts de C
sont fixes par tous les éléments de I'°, il en est de méme de tous les points de la droite
projective définie par ces deux points, ce qui prouve que D est une section affine de C.

La composante connexe ['° est un sous-groupe normal de I' et agit de facon triviale sur
D. De plus les éléments de T' conservent le corps C, I'ensemble D est donc invariant sous
I’action de I'. Ainsi un point fixe commun a tous les éléments de I' est un point de D fixé
par tous les éléments de I'/T"°. Nous nous sommes donc ramenés au cas discret.

Remarquons maintenant que tout élément de I'/T'° est d’ordre fini. En effet, tout élé-
ment de I' est elliptique donc apparait dans une base bien choisie comme une somme
directe de rotations (proposition 4.2), et engendre un sous-groupe dont ’adhérence est un
compact de I'. Sa classe d’équivalence engendre ainsi un sous-groupe compact du groupe
discret I'/T°, elle est donc d’ordre fini. Ainsi comme I' agit sur D et que I'° y agit triviale-
ment, tout élément du groupe [ formé des restrictions des éléments de I' a D, est d’ordre
fini. Un lemme du a Schur ([Schll]) assure que tout groupe de matrices périodiques de
type fini est fini, donc tout sous-groupe de type fini de I'" est fini.

Le groupe PSL(n + 1,R) est réunion dénombrable croissante de compacts, il en est
donc de méme des groupes I' et I'/I'°. Mais ce dernier groupe étant discret, il apparait
comme réunion dénombrable croissante d’ensembles finis £,,. Finalement, le groupe I est
une réunion dénombrable croissante des sous-groupes finis (,, engendrés par les restric-
tions a D des éléments des ensembles finis F,,. L’ensemble K, des points du corps D
fixés par tous les éléments de (7,, est une section affine du corps convexe D, contenant
au moins un point intérieur a D. La raison en est la méme que celle assurant que D est
une section affine de C' contenant des points intérieurs a C'. La suite des convexes K,
est décroissante. Les dimensions de ces convexes forment une suite décroissante d’entiers,
qui est donc stationnaire a partir d’un certain rang, autrement dit la suite (K, )men est
elle-méme stationnaire a partir d’un certain rang N. Nous avons donc au moins un point
intérieur au corps convexe (' qui est fixé par tous les éléments du groupe I'. Le lemme 4.3
permet de conclure que I' est compact. De plus, nous obtenons a posteriori que le quotient

['/T° est fini. O

Remarquons que si tous les éléments du groupe I' sont d’ordre fini, la composante connexe
I'° de I'identité est réduite a 'identité, et le groupe I' est fini.

4.4 Les automorphismes hyperboliques.

4.4.1 Un résultat de rigidité.

Théoréme 4.2. Soit C' un corps convexe de R™ de classe C?. Le groupe des automor-
phismes de C' admet un élément hyperbolique si et seulement st la frontiére de C' est un
ellipsoide.
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Ce théoreme a pour conséquence le résultat de rigidité suivant:

Corollaire 4.1. Une bonne géométrie de Hilbert de classe C* admet une isométrie hyper-
bolique si et seulement si le convexe dont elle provient est Uintérieur d’un ellipsoide.

Dans ce corollaire, la condition d’avoir un convexe C correspondant a de bonnes mé-
triques de Hilbert sert simplement a garantir que les isométries sont les automorphismes
du corps convexe .

Nous verrons au paragraphe 4.4.3 que I’hypothese sur la classe du convexe est cruciale.

4.4.2 Démonstration du théoreme 4.2.

Notons que seule la partie directe du théoreme nécessite une démonstration.

Soient v un automorphisme hyperbolique du corps convexe C et deux points a et b de
dC fixes pour v tels les hyperplans H, et H, tangents a la frontiere dC en ces points sont
distincts. Comme la frontiere de C est de classe C? (C! suffirait), les hyperplans affines H,
et H, se coupent a I'extérieur de C. Il existe donc une application projective qui envoie
cette intersection a I'infini et telle que I'image du convexe C reste bornée. Remarquons que
I'image de dC par cette application projective est un ellipsoide si ets seulement si 9C 'est.
Nous pouvons donc supposer les hyperplans H, et H, paralleles. Notons H leur direction
commune.

Comme v est une application projective, elle provient d’un élément g du groupe linéaire
GL(R™1). Les points fixes de v sont les images par la projection p : R"*\{0} — P"(R)
des vecteurs propres de g. Donc a et b sont des vecteurs propres de ¢g. Fixons I'endomor-
phisme ¢ en imposant g(a) = «a, et notons A la valeur propre de b (nécessairement non
nulle puisque g est inversible). Quitte a échanger les roles de a et b, nous pouvons supposer
|A| = 1. Le sous-espace vectoriel H", direction des hyperplans affines H, et Hj, est alors
stable par 'application linéaire g puisque H est I'intersection des hyperplans vectoriels
(H,), et (Hy), qui sont stables par g. La restriction de g & H sera notée g.

Par ailleurs, quitte a considérer a une puissance de vy dont nous savons qu’elle est encore
hyperbolique (proposition 4.1) et qu’elle correspond a ’application linéaire g élevée a la
meéme puissance, nous pouvons supposer que toutes les valeurs propres de g sont des réels
positifs ou des nombres du type pe? avec # rationnellement indépendant de 7, et p un
réel strictement positif. Le réel A est alors strictement supérieur a 1, car sinon il vaut 1, la
restriction de v au segment [a, b] est alors I'identité et comme [a, b] contient des points de
lintérieur C' de C', ’automorphisme 4 admet au moins un point fixe dans C' et n’est donc
pas hyperbolique.

Appliquons maintenant ce que nous avons vu dans le paragraphe 4.1.2. Nous obtenons
une fonction f, de classe C* qui permet de décrire C\ H,.

Déterminons I’équation fonctionnelle vérifiée par f,. Soit w un vecteur de T Le point
p(b+ fu(w)a+ w) appartient a dC, son image (po g)(b+ f.(w)a + w) par v, autrement dit



4.4. LES AUTOMORPHISMES HYPERBOLIQUES. 65

p(Ab+ fo(w)a+ g(w)) aussi. Il existe donc un vecteur @ dans I tel que Ab+ fu(w)a+ g(w)
et b+ f,()a + @ sont colinéaires , ce qui implique, comme les espaces vectoriels Ra, Rb
et H sont en somme directe, les égalités f,(w) = Af, () et g(w) = A, et donc ’équation

fonctionnelle
9\ _ Ja
fuo ( A) -k

L’équation fonctionnelle satisfaite par la fonction f, impose a son hessien en 0 d’étre
invariant sous I'action de §/v/). Si ce hessien est non dégénéré nous obtenons immédiate-
ment le lemme suivant, qui reste vrai dans le cas général mais dont la démonstration est
plus technique (cf. annexe D),

Lemme 4.4. Toutes les valeurs propres de § sont de module /X et § est semi-simple.

Montrons maintenant que f, est une forme quadratique. Comme I’endomorphisme g
est semi-simple et que toutes ses valeurs propres sont de module /), il existe une suite ex-

e(m)
traite (f]/\/X) qui tend vers I'identité. Or en dérivant deux fois I’équation fonctionnelle

vérifiée par f,, nous obtenons pour tout vecteur w de I et tout entier m
Hess 5/ )otm) () fa ((f]/\/X)w(m)(.)’ (g/\/X)w(m)(.D = Hess,, f,-

Donc, comme A > 1, en regardant la limite du terme de gauche quand m tend vers I'infini,
nous obtenons que le hessien de f, est constant, égal a son hessien en 0. La fonction fa est
donc bien quadratique.

Le bord du convexe C apparait alors comme une quadrique qui est bornée par hypo-
these, c’est donc un ellipsoide.

4.4.3 Remarque.

L’hypothese d’un bord suffisamment régulier, a savoir de classe C? est cruciale comme
le suggere la démonstration générale sans hypothese sur le hessien de la frontiere. Pour
s’en convaincre, on peut avoir a l'esprit le contre-exemple suivant.

Dans R, I"ensemble des points vérifiant y*+z(z —1)3 < 0 est un corps convexe C, dont
la frontiere est de classe C* partout sauf au point (1,0) ot elle est seulement de classe C*.

Pour tout réel A de R%, définissons 'application linéaire gy de R® dans lui-méme par
a(z,y,2) = (Ma, Ay, z+ (A — 1)z). C’est un isomorphisme car g o g1y est I'identité
de R3. L’espace affine R? est toujours identifié a I’hyperplan d’équation z = 1 dans R?, et
’espace projectif PAR) a R*U P(R). Dans ce cadre, I'application projective v, déduite de
gy laisse le convexe C globalement stable. Pour tout A différent de 1, 'application g, admet
trois valeurs propres positives distinctes a savoir 1, A et A*, dont les sous-espaces propres
associés sont respectivement R(0,0,1), R(0,1,0) et R(1,0,1). Ainsi I"automorphisme v, du
corps C est bien hyperbolique puisque ses seuls points fixes sont (0,0) et (1,0) et qu’ils
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sont sur la frontiere de C.

4.5 Les automorphismes paraboliques.

4.5.1 Un résultat de rigidité.

Concernant les éléments paraboliques, nous avons le théoreme de rigidité suivant

Théoréme 4.3. Soit C un corps convexe de R™ dont la frontiére est de classe C? a hessien
défini positif en tout point. Le groupe des applications projectives conservant C' contient un
élément parabolique st et seulement si la frontiere de C' est un ellipsoide.

Cela se traduit en termes de géométrie de Hilbert par:

Corollaire 4.2. Soit C' un ouvert convexe borné de R™ avec n un entier supérieur a 2,
dont la frontiére OC est de classe C* et admel un hessien défini positif en tout point. Si les
géométries de Hilbert associées a ce convexe C' admettent une isométrie parabolique alors
le convexe C est l'intérieur d’un ellipsoide.

4.5.2 Démonstration du théoreme

Soient 4 un automorphisme parabolique du corps convexe C et a 'unique point de la
frontiere dC fixe sous I'action de v (voir les remarques du paragraphe 4.2.1). L’hyperplan
affine tangent a la frontiere dC' au point a est noté H,, c’est une partie de I’espace affine
engendré par le convexe C' dans R™*!. Comme v est une application projective, elle pro-
vient d’un élément g du groupe linéaire G L(R"*!) défini de facon unique par la convention

g(a) = a.

D’apres la proposition 4.1, les puissances non nulles de v sont paraboliques. Nous sup-
posons donc désormais, quitte a remplacer v par une de ses puissances, que les valeurs
propres de 1’application linéaire g associée a 7 sont strictements positives ou du type pe®
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avec p un réel strictement positif et  un réel rationnellement indépendant de .
Etudions plus précisement ’application linéaire g. Nous démontrerons au paragraphe
suivant le lemme:

Lemme 4.5. Les espaces caractéristiques de g hormis celui associé a la valeur propre 1
sont inclus dans ['hyperplan vectoriel de R™! engendré par H,.

Fixons maintenant un point b de ker (g — Idl)n-l'1 N OC qui n’est pas dans H,, et notons
Hy espace affine tangent a dC en b. Les hyperplans H, et H, s’intersectent a I’extérieur du
convexe C' puisque ce dernier est de classe C? (C! suffirait). Il existe donc une application
projective envoyant cette intersection a I'infini et le convexe C' sur un convexe borné. Ainsi
quitte a conjuguer notre modele par cette application projective, nous pouvons supposer
que les hyperplans tangents en a et b a la frontiere dC', sont paralleles. Leur direction
commune est notée H . L’espace vectoriel R"*! se décompose en la somme directe Ra &
Rbo H .

L’image de b par g s’écrit donc de maniere unique sous la forme g(b) = ub+ aa +u avec
u dans H Nker(g—1d)"*'. Remarquons que u n’est pas nul. En effet, sinon la droite affine
(a,b) serait stable par v, et comme ’application v envoie bijectivement dC dans lui-méme,
elle enverrait aussi dC N (a,b) = {a, b} bijectivement dans lui-méme. Le point a étant fixe
sous l’action de v, le point b le serait aussi et v ne serait donc pas parabolique. Par ailleurs,
comme (H,), = Ra® H est ’hyperplan vectoriel tangent en a au cone vectoriel engendré
par JC, il est stable par g. Le sous-espace vectoriel (H,), Nker(g — Id)"*! est donc stable
par g. La matrice de la restriction de g a ker(g — Id)"*! dans une base (B3,b) ot B est une
base de ker(g — Id)"*! N (H,), s'écrit

(o vt s

Ainsi p vaut 1.
D’autre part, la stabilité de 'hyperplan vectoriel (H,), sous I'action de g assure qu’il
existe un unigue endomorphisme linéaire de H dans lui-méme § et une unique forme li-
, w57 ~
néaire [ sur H' tels que pour tout w de H', on a g(w) = g(w) + l(w)a.

Considérons maintenant les fonctions f, et f, définies au paragraphe 4.1.2 a partir des

points a et b. Plus précisément:
’ = b+w+ fa(w)a
sweH — 7w
’ 57 atw+ fp(w)db
oewce H W

Les fonctions f, et f, sont positives, de classe C? et & hessien non dégénéré car c’est le cas

est un paramétrage de dC'\ H,.
est un paramétrage de 9C'\ H,.

de la frontiere dC considérée. Nous montrerons (au paragraphe 4.5.4) que l'invariance de
la frontiere dC par v impose
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Lemme 4.6. Les fonctions f, et f, satisfont les équations fonctionnelles:

T A~ w
Vwe H \{0}7 fb (fa(w)> = fa(lw)

il w) u+g(w w
VweH tel que 1+1(w)+afy(w)#0, f <1fl((w))+z£}i(’3))> — 1+l(£ia)fb(w)
Ywel  fulutgw)= o+ fa(w)+I(w).

Le lemme 4.2 assure que f;, vaut 0 en Oz, et que son application linéaire en ce point
est nulle. En écrivant le développement de Taylor de ’équation fonctionnelle vérifiée par
f», nous obtenons donc que le hessien de f, en Oz est invariant sous l’action de g. La
non-dégénérescence de ce hessien assure alors que ’endomorphisme ¢ est semi-simple a
valeurs propres (réelles ou complexes) de module 1.

[’équation fonctionnelle de f, et celle reliant f, a f, (i.e. celle assurant que f, est de
classe C? a I'infini) permettront de prouver le lemme suivant (cf. paragraphe 4.5.5)

Lemme 4.7. Le hessien de la fonction f, est constant sur .

La fonction f, est donc une forme quadratique, et la frontiere dC' du convexe qu’elle
décrit est une quadrique. Mais cette frontiere est bornée, c’est donc un ellipsoide, ce qui
termine la démonstration.

4.5.3 Démonstration du lemme 4.5.

Nous voulons démontrer que tous les espaces caractéristiques de g (réels ou complexes)
sauf celui associé a la valeur propre 1, sont inclus dans I’hyperplan vectoriel de R"*! en-
gendré par H,.

Soit £ un espace caractéristique de ¢ associé a une valeur propre complexe pe?. Au-
trement dit F est le noyau de Q"*'(g) out @ est le polynéme de degré 2 de R[X] valant
(X — pe?)(X — pe=?). Alors

Lemme 4.8. L’espace caractéristique F est inclus dans (Hy),.

Preuve. Les espaces vectoriels F et (H,), sont stables par g, leur intersection aussi. Si
E n’est pas inclus dans ’hyperplan vectoriel (H,),, nous avons F + (H,), = R"*! et la
dimension de £ N (H,), est dim £ — 1. Elle est donc impaire. La restriction de g a cette
I'intersection admet alors nécessairement une valeur propre réelle. C’est impossible car F
est un espace caractéristique de g correspondant a une valeur propre complexe. O

Les espaces caractéristiques de ¢ sont supplémentaires. Nous venons de voir que ceux
correspondant a des valeurs propres complexes sont inclus dans ’hyperplan (H,),. Il existe
donc une valeur propre réelle o dont I'espace caractéristique associé ker(g — ald)"*!, noté
E, n’est pas inclus dans (H,),. Nous allons terminer la preuve du lemme 4.5 en démontrant

Lemme 4.9. La valeur propre o est 1.
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Démonstration. Comme toute valeur propre réelle de g, le réel a est positif. Supposons
a > 1 et considérons un vecteur w de F\(H,),. Le plan vectoriel de R"*! engendré par
ce vecteur et la droite Ra coupe donc le cone vectoriel engendré par le bord dC en deux
droites vectorielles Ra et Ra’ ou a’ sera choisi dans le sous-espace affine (C'),.

La construction du point ¢’ montre qu’il s’identifie comme élément de ’espace projectif, a
un élément du type p((1 —t)a+tw) ou ¢ un réel non nul. Ses images successives (y"(a'))nen
définissent la suite des points p((1 — t)a + t ¢"(w)). Or la réduction de Jordan de la res-
triction de I’application linéaire g au sous-espace caractéristique ker(g — aId)"*!, assure
que 'application N = g — a Id est nilpotente. Soit alors ¢ 'unique entier positif tel que
le vecteur w appartient au noyau de N?*! mais pas & celui de N?. Les images ¢"(w) du
vecteur w sont données pour m > ¢ par
g
g"(w) = 37 CEamF NE(w) = a1 (N(w) + o(1))
k=0

Ainsi la suite (y™(a’))men de 9C formée des points p((1 — t)a + t g"(w)) converge dans
I’espace projectif vers p(N?w). Le point p(N?w) appartient donc aussi a p(0C). De plus, le
vecteur N%w est un vecteur propre de g associé a la valeur propre «, ainsi le point p(N?%w)
vu comme point de 'espace affine (C'),, est un point de la frontiere dC, invariant sous
I’action de . C’est donc le point a, ce qui n’est pas. Ainsi, nous avons a < 1.

Un raisonnement similaire au précédent avec y~! aboutit a I'inégalité o > 1. Finale-
ment, nous avons bien a = 1. ]

4.5.4 Preuve du lemme 4.6.

Rappelons que les fonctions f, et f; sont telles que:
owe Hl — % est un paramétrage de dC'\ H,.
owcl —s 7”%}][(*’(1)”)6
1+ plWw
L’invariance de dC' sous ’action de ~ se traduit par des équations fonctionnelles sur f, et
f» que nous allons déterminer. Observons encore que f, (resp. f3) ne s’annule qu’en 0 car

elle est positive, a hessien défini positif, et s’annule en 0.

est un paramétrage de 9C'\ H,.

% appartient a dC'\ H, mais pas

a H,, il appartient donc a dC'\ Hy, ce qui prouve ’existence d’un vecteur @ de T tel que
b4+ w+ fi(w)a _at+w+ fb('u?)b‘
1+ fo(w) L+ fo(w)

—
Pour tout vecteur w non nul de H", le vecteur
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La décomposition de R™™! en la somme directe Ra & Rb @ ﬁ, permet d’obtenir le systeme:

L h@) N 1t fa(w)
1+%uw"1ﬁ§<> ~ﬁf“)—'H¢aa
@) = h@ =\ faw = (@)
fa(’LU) — 1 w — UN)

+fa(w) — 1+f5(d) fa(w)

Les applications f, et f, vérifient donc la relation

v F\(O} f (fsz)> = fa<1w>' (4.1)

Cherchons maintenant 1’équation fonctionnelle satisfaite par la fonction f,. Rappelons
que g(b) est le vecteur b+ aa+ u ou u appartient a H . Pour tout vecteur w de H , I'image
du point projectif p(a + fo(w)b + w) de p(dC) par v est le point p(g(a + fi(w)b 4+ w))
autrement dit p(a + fi(w)b+ fi(w)u + fo(w)aa + g(w) + (w)a). Si ce point de AC n’est

pas b, il existe un vecteur w de H tel que
pla+ fi(w)b+ fo(w)u + fo(w)aa + g(w) + {(w)a) = pla + fo(®)b+ w).

Finalement, pour tout vecteur w de T tel que 1 4+ [(w) + afy(w) n’est pas nul, nous avons

Plolutate) \ _ _ hlw) |
Jo (1 +l(w) + afb(w)) 14+ I(w) + afy(w) (4.2)

Un raisonnement similaire, montre que, pour tout vecteur w de 7 , NOUS avons

falu + g(w)) = a + fo(w) + l(w). (4.3)

4.5.5 Démonstration du lemme 4.7.

Nous voulons montrer que le hessien de f, est constant.

Rapellons que le vecteur u (de T est défini par g(b) = b+ aa + u.
Lemme 4.10. Le vecteur u vérifie g(u) = u, et {(u) # 0.

Preuve. La restrlctlon de g a T étant g+ l(-)a, et le vecteur a étant propre pour g, le
sous-espace o n ker(g — Id)"*! is>t inclus dans ker(g — Id)"*! qui est ker(g — Id) car g est
semi-simple. Or u appartient a H Nker(g — Id)**!, donc g(u) = u.

En dérivant I’équation fonctionnelle 4.3 vérifiée par f,, nous obtenons T\, f,09 = Ty f,+1.
Donc, comme g(u) = u et Tyf, = 0, le réel I(u) vaut T, f,(u). La fonction f, est positive,
nulle en 0 ainsi que son application linéaire tangente, et a hessien défini positif, le réel
l(u) = Tyfa(u) est donc strictement positif. O
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Etudions maintenant le comportement de f, et de ses dérivées au voisinage de I'infini.
Concernant son hessien, nous avons

Lemme 4.11. [] emste une suite strictement croissante d’entiers (my)ren telle que pour
tout vecteur w de H la suite (Hessytm,ufa )keN tend vers Hess,, f,.

Preuve. Comme g est semi-simple et a toutes ses valeurs propres de module 1, il existe
une suite croissante (my)ren d’entiers, telle que la suite des endomorphismes §™* tend vers
I’identité. En dérivant deux fois I’équation fonctionnelle 4.3 vérifiée par la fonction f,, nous
obtenons

HesS gy fo () = Hessgms oy fu (G774 (), 577 (.)),

autrement dit la suite des formes quadratiques Hessw+mkufa tend vers Hess,, f,. O

Concernant la dérivée de f,, nous avons

Lemme 4.12. Quitte a considérer une suite extraite de (my)ren, la suite (mLkTw—l—mkufa)kEN

converge pour tout vecteur w de T vers une forme linéaire h indépendante de w.

Preuve. Dérivons 1’équation fonctlonnelle 4.3 vérifiée par la fonction f,. Nous obtenons
pour tout entier k et tout vecteur w de 7l I’équation Tyipy fo = [l + Ti-1(w) 4 (k=1)uta ]
puisque §(u) = u. Donc, nous avons en particulier, pour tout entier m, la relatlon

ZTgk—M(w)+kufaog Zlogklm—l-ZTklm kluf 09 —iom

k=1

solt encore

Tw—l—mufa = Tg—m(w)fa o g_m + Zl 0 g—k

Par ailleurs, comme § est semi-simple et n’admet que des valeurs propres de module 1, la
suite des normes des applications %Tw+mufa a w fixé, est donc bornée.

Quitte a extraire une sous-suite de (my)ken, la suite (#kTw_kaufa) est bien conver-
ke

gente. Sa limite est aussi celle des formes linéaires -—>""* [ 0 g=". Elle est donc indépen-
my r=

dante de w. O
La fonction f, satisfait aussi
Lemme 4.13. Pour toul vecteur w de H la suite (fa(w 4+ mu))men est €quivalente a

<m2l(u)) .
2 meN

Preuve. Comme g(u) = u, I’équation fonctionnelle 4.3 vérifiée par la fonction f, permet
donc d’obtenir pour tout entier £ et tout vecteur w de H' la relation:

folw+ku)=a+1(7 (w) + (k- Du) + fu (57" (w) + (k = Du)



72 CHAPITRE 4. AUTOMORPHISMES DES CORPS CONVEXES REGULIERS.

Sommant la relation précédente pour k£ variant de 0 a un entier m, nous obtenons

m

N (@ (w) + k) —ma+Zl G (w) + (k= Du) + Y fa( @7 (w) + (k= u)

k=1 k=1 k=1

autrement dit

fulwtmu) = mo+ 31 a4 w) + " i) 4 g ) (4)

Comme g est semi-simple a valeurs propres de module 1, la famille des applications linéaires
(g™ )ez est bornée, la relation 4.4 permet donc d’affirmer, puisque I(u) est non nul, que les

suites (fy(w +mu)),, oy et (%) sont équivalente. O
meN

Notons [y ® I3 le produit des formes linéaires [; et I3 c’est a dire [; ® [ + [, ® [1. Les
hessiens de f, et f, vérifient

_>
Lemme 4.14. Pour tout vecteur v non nul de H , nous avons

Hess_fb T”f“) O Hess_fb( )

Tvfa®Tvfa __
(U U) - (Tfa(v)

Fa(0)? v_fpov— 1) Hess, f..

Preuve. Les fonctions f, et f, sont reliées par la relation 4.1 qui assure que pour tout
vecteur non nul v de H', nous avons

& <f()> B fiv)'

En dérivant une premiere fois cette relation, nous obtenons

! L T, /s
mT#mfb—W(T#mfb"U)Tufa - Dle (4.5)

Dérivons encore une fois cette relation,

— L O T o fy+ 7hpHess o fy — Fels O Hess o fi(v, )+ (T#mfb.v)M

fa(v)®
v oy vaa®vaa _ v L Hessﬂfa — 2vaa®vaa _ Hessvfa
HHess ooy folv,v) 2505 <T—fa(v)fb ”) Ja(w)? falv)® fa(v)?

En utilisant la relation 4.5, cette derniere équation s’écrit comme annoncé dans le lemme
a savoir

Hess_fb T“f“) ® Hess_fb( )

(v,v) % = (T#(v)fb cv— 1) Hess, f,.

O
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. . = ;. .
Fixons maintenant un vecteur w de H', et écrivons la relation obtenue dans le lemme
précédent pour la suite de vecteurs non nuls vy = w + myu en estimant chacun des termes.

D’apres le lemme 4.13, nous avons f,(vg) ~ w donc fqz’;k) = mj;zu) +o (#) Ainsi,

nous obtenons

Hess_vw f, = Hessgfy + o(1) et Hess_vi  fi(vg,.) = my(Hessgfu(u,.) 4+ o(1)).

falvy) falvg)

D’apres le lemme 4.2, T, f, vaut Hessz fy(z,-) + o(||z]|) au voisinage de 0, donc

2
T o = Hessg fo(u, - 1)).
st o= s (Hessg ) + of1)
Nous avons aussi d’apres le lemme 4.12, mLkTUk fa = h+o(1). Ainsi la relation obtenue dans
le lemme 4.14 en prenant pour v le vecteur vy conduit en regardant la limite quand & tend
vers I'infini, a la relation

Hessg fy — % © Hessg fo(u,.) + 4Hessz fi(u, u) % = (l(z—u) Hessg fo(u, u) — 1> Hessy fa-

Pour tout vecteur v non nul de ker &, le réel (ﬁ Hessg fo(u, u) — 1) Hess,, fu(v,v) vaut

donc Hesszfy(v,v). Comme Hesssf, est une forme quadratique définie positive, le réel
ﬁ Hessg fp(u,u) — 1 est non nul. Ainsi, la derniere équation que nous avons obtenue,
assure que le hessien Hess,, f, est indépendant de w.

4.6 Conclusion.

Nous allons maintenant tirer les conséquences des différents résultats que nous avons
obtenus.

4.6.1 Les variétés quotients.
Nous obtenons un théoreme de rigidité proche de celui obtenu par Benzécri ([Ben60]),

Théoreme 4.4. Soit C un corps conveze de R”, avec n 2> 2, dont la frontiere est de classe
C? a hessien défini posilif en tout point. S’il existe un sous-groupe I' discret du groupe des
applications projectives conservant C', agissant proprement sur 'intérieur de C', alors sout
I' est trivial soit la frontiere de C est un ellipsoide.

Ce théoreme affirme donc que sous une hypothese plus forte sur le corps convexe C',
I’existence méme d’une variété quotient force la géométrie de Hilbert de départ a étre
riemannienne.

Preuve. Notons Int(C') I'intérieur du corps C. Le quotient I'\Int(C') est alors une variété,
et "application de passage au quotient est un revétement de cette variété. Les éléments
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non triviaux du groupe fondamental de I'\Int(C') agissent alors comme des isométries sans
point fixe de toute géométrie de Hilbert associée au convexe Int(C'), c’est a dire comme
des isométries paraboliques ou hyperboliques. Et 'existence de telles isométries force la
frontiere du corps C' a étre un ellipsoide (théoremes 4.2 et 4.3). U

4.6.2 Compacité du groupe d’isométries

Les théoremes 4.2, 4.3 et 4.1 concernant chacun un type d’applications projectives
conservant un corps convexe donné, admettent comme corollaire immédiat le théoreme de
rigidité suivant:

Théoreme 4.5. Soit C un corps conveze de R™ avec n > 2, dont la frontiere est de classe
C? et @ hessien défini positif en tout point, alors soit le groupe des applications projectives
conservant C' est compact, soit la frontiére de C' est un ellipsoide.

Ce théoreme se réécrit bien siir en termes de géométrie de Hilbert, de la fagon suivante

Proposition 4.3. Soit C' un ouvert convexe borné de R™ avec n > 2, dont la frontiere
est de classe C* et a hessien défini positif en tout point, alors si C' n'est pas l'intérieur
d’un ellipsoide, le groupe d’isométries de la géométrie de Hilbert associée au convexe C est
compact, il est méme fini dés que le convexre n'admet pas de symétrie de révolution.

En effet, si le convexe n’admet pas de symétrie de révolution, toutes les isométries
(elliptiques) sont d’ordre fini, et nous avons vu que dans ce cas le groupe des isométries
qui sont toutes elliptiques est fini.



75

Annexe A

A propos des variétés de Finsler

A.1 Bref rappel de géométrie finslérienne

A.1.1 Définition

On appelle métrique de Finsler (réversible) sur une variété M de classe C* un la-
grangien I : TM — R* vérifiant les trois propriétés suivantes:

(1) pour tout point z de la variété M, la restriction F, de F' a l’espace vectoriel tangent
T.M a la variété M au point = est une norme?,

(i1) la restriction de F' au fibré tangent T'M privé de la section nulle, est de classe au
moins C?,

(ii1) pour tout point x de M; le hessien de la restriction de F? a I’espace tangent T, M
est non dégénéré en tout point de 7. M différent de 0.

La restriction F, de F' est une norme provenant d’un produit scalaire si et seulement
si F, est de classe C? en zéro. C’est pourquoi, on appelle classe de la métrique F', celle
de sa restriction au fibré tangent de M privé de sa section nulle.

La condition (iii) assure simplement que le probleme variationnel associé au lagrangien
F' est bien posé

A.1.2 Le champ géodésique

Soient r l'application qui a tout vecteur u non nul du fibré tangent T'M associe la
demi-droite R™*u correspondante, et o la projection du fibré homogene HM, i.e. le fibré

en demi-droite r(T'M\{0}) de T'M, sur sa base M.

La métrique F' étant homogene de degré 1, sa dérivée verticale d, F' peut s’écrire r*A.
La condition (ii) de la définition d’une géométrie de Finlser assure alors que A est une

1. Cette condition est parfois remplacée par la propriété F, convexe et positivement homogene de degré
1, on parle alors de métrique de Finsler non réversible.
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forme de contact. On peut donc lui associer son champ de Reeb noté X, défini par les
équations 1y A =1 et ixdA = 0.

Les géodésiques associées a la métrique F, i.e. les chemins points critiques de I'action
définie par F', parmi les chemins parcourus a vitesse constante unité, apparaissent alors
comme les projetés sur la variété M des orbites sur le fibré homogene HM du champ X.

Enfin, le champ X est une équation du second ordre c’est a dire qu’il vérifie la rela-
tion 7 o T'o 0 X = Idgya. Nous pouvons lui associer différentes notions relatives a ce type
d’équation ([Fou86a]), en particulier une distribution horizontale hx HM isomophe a la
distribution verticale V H M via une application Hx, et un opérateur Rx défini sur hx HM
appelé endomorphisme de Jacobi ou opérateur de courbure.

A partir de la forme de contact A, il est aussi possible de définir une structure rieman-
nienne sur la variété H M.

A.2 Le cas des variétés riemanniennes

Sur une variété riemannienne (M, g), le produit scalaire induit naturellement un champ
de normes F qui munit la variété M d’une structure de Finsler. P. Foulon a montré
([Fou86b]) que I'endomorphisme de Jacobi Rx de la variété finslérienne (M, F') est alors
relié au tenseur de courbure R de la variété riemannienne par la relation

VZeRX®hyHM To(Rx(Z)) = R(To.X,To.Z)Tc.X.

L’application linéaire T'c est un isomorphisme entre RX & hx HM et T'M, et pour
tout vecteur u de norme 1 de 7'M, nous avons T'0.X (r(u)) = u. Ainsi ’endomorphisme de
Jacobi finslérien Rx est vaut kldyas si et seulement si pour tout couple (u,v) de vecteurs
unitaires d’un méme espace tangent a la variété M, nous avons R(u,v)u = kv, autrement
dit si et seulement si la variété riemannienne (M, g) est a courbure sectionnelle constante,
égale a k.
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Annexe B

Espaces métriques issus d’une
structure finslérienne

B.1 Bref rappel sur les espaces métriques généraux

Dans toute cette section, on considere un espace métrique noté (F,d).

B.1.1 Les géodésiques

Une application continue d’un intervalle de R dans E est appelée courbe ou chemin.
La longueur d’une courbe 1 définie sur un intervalle fermé borné I de R est définie comme
la borne supérieure des sommes Y-, d(n(¢;),n(tiy1)) prises sur toutes les subdivisions
(t;)i=1..n de l'intervalle I. Cette quantité non nécessairement finie, est indépendante de la
paramétrisation de la courbe. Elle est de plus toujours supérieure a la distance entre ses
extrémités (i.e. les images des extrémités de 'intervalle 7).

Lorsqu’un chemin 5 : I — F est de longueur finie, il est dit rectifiable, il est alors pos-
sible de le reparamétrer par une fonction ¢ de facon a ce que la distance d(no¢(s),no (1))
vaille |t — s| pour tous réels s et ¢ de U'intervalle $=!(I). Une telle courbe est dite para-
métrée a vitesse unité, ou paramétrée par sa longueur d’arc.

Un segment géodésique est un chemin défini sur un intervalle fermé borné dont la
longueur est la distance entre ses extrémités. Par définition de la longueur, la restriction
d’un segment géodésique est encore un segment géodésique. Un tel chemin peut toujours
étre reparamétré de maniere a étre isométrique a un segment de la droite réelle usuelle.
Une courbe définié sur R tout entier, dont toute restriction a un segment fermé borné est
un segment géodésique, est appelée géodésique.

Une géodésique respectivement un segment géodésique désignent aussi parfois une géo-
désique, respectivement un segment géodésique, paramétré par leur longueur d’arc. Par
ailleurs, comme la longueur d’une courbe est indépendante de sa paramétrisation, on par-
lera encore de segment géodésique et de géodésique pour désigner les supports géométriques
de ces objets. Ainsi par abus de langage, le terme de géodésique désigne aussi bien une
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géodésique, une géodésique paramétrée a vitesse unité, que le support d’une telle courbe.
Le contexte permettra de décider a quelle notion il est fait référence.

Remarquons enfin que cette définition métrique d’une géodésique ne coincide pas gé-
néralement tout a fait avec la définition variationnelle donnée dans le cadre des variétés
de Finsler (manque de régularité, minimisation globale et non seulement locale de la lon-
gueur). Nous y reviendrons au paragraphe B.2.3.

L’espace métrique (F,d) est dit géodésique quand deux quelconques de ses points
peuvent toujours étre reliés par un segment géodésique. Un tel espace est en particulier
connexe par arcs.

B.1.2 Convexité

Un ensemble F' d’un espace métrique géodésique (E, d) est dit convexe si tout segment
géodésique de (E, d) reliant deux points de F' est totalement inclus dans F'. Cette définition
est bien compatible avec la notion de convexité des espaces affines puisque dans de tels
espaces, les segments géodésiques pour les métriques compatibles avec la structure affine
sont les segments affines.

B.2 Distance définie par une métrique de Finsler

B.2.1 Définition

Une variété connexe M munie d’une structure de Finsler réversible F' admet naturel-
lement une structure d’espace métrique. En effet, "application qui a tout couple de points
(x,y) de M, associe la borne inférieure des longueurs des chemins C' par morceaux reliant «
a y, définit une distance. La symétrie provient de la réversibilité de F', et la seule propriété
qui n’est pas immédiate est que deux points a distance nulle I'un de ’autre sont confondus.
La démonstration de cette propriété est exactement calquée sur le cas riemannien (voir par
exemple [GHLI0] pour le cas riemannien et [BCO0] pour le cas Finsler).

B.2.2 Rapport entre la métrique F' et la distance dp

Dans ce paragraphe et le suivant, M désignera une variété connexe munie d’une struc-
ture de Finsler réversible F', et dp la distance définie sur la variété M par cette métrique
de Finsler.

Comme dans le cadre riemannien, la topologie induite par la distance dp est en fait la
topologie initiale de la variété M. Le théoreme de Busemann-Meyer qui relie la distance
dp a la métrique I reste valable:
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Théoréme B.1 (Busemann-Meyer). Sin est une courbe de classe C' partant du point
x avec une vitesse u alors la norme du vecteur u de T, M est donnée par
dp(x,n(t
F(z,u) = lim dr(z,n(t)) ))

t—0t t

B.2.3 A propos des géodésiques

Un segment géodésique pour la distance dp paramétré a vitesse unité, de classe C! par
morceaux, est une géodésique au sens variationnel pour la métrique F' et dont la vitesse
finslérienne vaut 1. En effet, le théoreme de Busemann-Meyer nous assure qu’un tel chemin
n: 1 — E est parcouru a vitesse finslérienne unité, et donc par définition d’un chemin
géodésique, que la valeur de l'action définie par F' sur toute restriction de ce chemin 5|,
vaut la distance entre les extrémités de n(/’). Ainsi donc un tel chemin n minimise la lon-
gueur des courbes entre deux quelconques de ses points. C’est donc bien un point critique
de I'action définie par F'.

Réciproquement, le lemme de Gaufl ([Egl95]) permet de montrer que toute géodésique
variationnelle, du moins sa restriction a un petit intervalle, est un segment géodésique au
sens métrique.

Les notions de géodésique métrique et de géodésique variationnelle different donc en
particulier sur les deux points suivants: la seconde est réguliere par définition alors que la
premiere peut étre simplement continue, et la seconde est seulement localement minimi-
sante alors que la premiere I’est globalement.

B.2.4 Le cas des géométries de Hilbert

Considérons (C, hy) une géométrie de Hilbert d’un espace affine réel A (dont I’espace
vectoriel sera noté /_l)) et supposons que la métrique définie sur chaque espace tangent
T,C = A par F,(u) = %‘t:(ﬁ hi(x,z 4 tu), munisse 'ouvert C' d’une structure de Finsler.
Nous allons montrer que la distance dp associée a cette structure de Finsler réversible (cf.
paragraphe B.2.1) correspond alors a la distance de Hilbert hy.

Démonstration. Fixons x et y deux points de C, et montrons que les distances hy(x,y) et
dp(x,y) sont égales.

Rappelons (cf. 1.1) qu’en notant u* et u~ les points d’intersection des demi-droites
issues de x et de directions respectives u et —u avec la frontiere dC, et |.| une norme
quelconque sur /_l), la métrique F' s’écrit

|ul 1 1
Flz.u) = .
N AVE = MTETY

Un bref calcul nous assure alors que la distance de Hilbert hx(z,y) entre les deux points

z et y est aussi la longueur du segment affine [z; y] mesurée par rapport a la métrique F.
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Cette distance hy(z,y) est donc supérieure a la distance dp(x,y) par définition de cette
derniere comme borne inférieure des longueurs des courbes C! par morceaux reliant x a y.

Dans le but d’estimer la distance dp(z,y), considérons une courbe 5 de classe C' par
morceaux, définie sur l'intervalle [0,1], partant de x et arrivant en y i.e. n(0) = z et
n(1) = y. Rappelons que les topologies affines, associées aux distances hy ou dp, ou encore
provenant de la structure de variété de (' sont identiques. Par ailleurs, I’espace tangent a
C étant identifié & C x A grace a la structure affine sous-jacente, nous noterons donc (1, 7)
la dérivée du chemin 5. Fixons une norme euclidienne ||.|| sur A.

Notons o9 = {too = 0,t10,...,tN,0 = 1} la subdivision de 'intervalle [0; 1] formée
des points de discontinuité de la dérivée 7, et construisons par récurrence une suite de
subdivisions o, = {to,, = 0,t1n,...,tNn,n = 1} de cet intervalle [0; 1] telle que pour tout
entier n non nul,

- la subdivision o, contient la subdivision o, _1,

- le pas de la subdivision o, est inférieur a 1/n: Vi € {0,...N, — 1} [tiy1.n — tin| < %,

- la fonction continue définie par (s,t) — |[n(t) — n(s)|| + |[7(t) — n(s)|| reste inférieure
a 1/n sur le compact [ti7n;t2~+17n]2. Dans cette écriture, 1 est mal défini aux points de
discontinuité, mais ceux-ci correspondant a des points de la subdivision, la dérivée sera
comprise comme la dérivée a droite ou a gauche selon que le point est a gauche ou a droite
de I'intervalle [t; ,; ti11,n] considéré.

Nous pouvons donc définir une suite de courbes 7, définies sur [0, 1] par

) N(tis1n) = n(tin)

M - t e [tz,n; ti—l—l,n] — n(tz,n) + (t - ti,n
ti—l—l,n - ti,n

Ces courbes correspondent aux lignes brisées formées des segments affines [n(¢; ,)n(tiv1.4)],
ce sont donc des chemins C! par morceaux, tracés sur C' par convexité de ce dernier. En
fait, la suite 7, converge uniformément vers n sur [0; 1], et la suite 7}, converge simplement
vers 1 sur [0; 1]\og. En effet, pour tout réel ¢ de [0, 1], il existe une suite i,, telle que pour
tout entier n, le réel ¢ est dans Uintervalle [¢;, ,; %, +1,,]. Nous avons donc

17(8) = 0a (O] = |9(tinn) + (& = ti,,) DWinttn)0limn)

tin-l-l,n _tin,n

< ntinn — 0+ [19(tig10) = n(tinnl < 2

Donc 1, converge uniformément vers n sur [0; 1]. Par ailleurs, la dérivée de n,, en tout point
¢ pris hors de og est le taux de variation de 5 entre les points ¢;, ,, et ¢; 41 ,, il tend donc
vers 1(t) puisque t;, 41, — t;,.n tend vers zéro.

Comparons les longueurs de n et i, mesurées par rapport a la métrique F'. Par conti-
nuité de F, la suite de fonctions F(n,,n,) converge simplement vers F(n,n) presque par-
tout (sur [0;1]\og en fait). En vue d’appliquer le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, montrons que les dérivées de 1, sont bornées indépendamment de n. Soit ¢ dans
un intervalle [¢;0;%;11,0], alors par définition de la dérivée (a gauche ou a droite pour les
extrémités de l'intervalle), il existe un réel d; tel que tout couple (s,s’) de points distincts
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de [t 0;tiv1,0]N]t — 0451 + 6] vérifie I'inégalité

!
R
s—8

Les ouverts [t;.0; tit1,0]N]t — 045t 40 de [ti0; tit1,0] forment un recouvrement de cet intervalle
qui est compact. Nous pouvons donc en extraire un recouvrement fini. Pour n assez grand,
des que deux réels de [t;0;tit1,0] différent de moins de 1/n, ils appartiennent au moins a
un méme intervalle du recouvrement fini. Cela nous montre que pour n assez grand, tout
vecteur 1),,(1) est situé a une distance euclidienne inférieure a 1 du compact 7([0; 1]). Pour
n assez grand, les dérivées (a droite et a gauche) de 5, sont donc bornées indépendamment
de n.

Nous pouvons donc appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue a la
suite de fonctions F'(n,,7,) qui converge simplement vers F'(n,n) presque partout. La
longueur du chemin 7,, converge donc vers celle de 1. Or nous pouvons estimer la longueur
de n,, car nous avons déja vu que la longueur d’un segment affine est aussi la distance de
Hilbert entre ses extrémités. La longueur de 5,, vérifie donc

Np—1

AFWWWW=memmmm>

Et I'inégalité triangulaire pour la distance de Hilbert £j assure finalement que la longueur
des chemins 7, est toujours supérieure a la distance hi(n(ton), n(tn,.n)) = he(z,y). Le
passage a la limite quand n tend vers l'infini, nous permet donc de conclure que la lon-
gueur de 1 est supérieure a la distance hy(z,y). Ceci étant vrai pour tout chemin C! par
morceaux reliant x a y, nous obtenons que le minimum des longueurs de tous ces chemins
est supérieure a hi(z,y) et donc que la distance dp(z,y) est supérieure a hi(z,y).

Finalement, nous avons montré que la distance dj est a la fois supérieure et inférieure
a la distance dp. Ces deux distances sont donc égales. O
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Annexe C

Calculs relatifs au chapitre 2

Cette annexe est consacrée aux calculs relatifs a la démonstration du théoreme 2.1 et
dont la présence au sein méme de la preuve alourdirait inutilement cette démonstration.
Les notations, les hypotheses sur le convexe ', les références,...etc sont donc celles de la
section intitulée distance entre deux géodésiques sécantes du chapitre 2.

C.1 Calcul de S

Nous sommes dans une situation de type f’, et voulons étudier, dans le but d’en
connaitre le signe au voisinage de I'infini, la fonction & définie par

S = <d+ - 1> (¢t ox —xtanby) (¢t o x — x tan bs).
L’expression 2.9 de d+ permet d’écrire

T
= —— X (tanfs —tanfg)(ct ox —axctox) — (¢t ox — xtanbs)(ct o x — x tan bs).
L (tan s — tan ) )~ Bl s
Notons X la fonction @ — z. La formule 2.4 exprimant & comme polynome en X, et 1’égalité
c*(a) = atanfs, conduisent au calcul suivant:
S = X (1 — a(:—i{l)> (tan 05 — tan ) (¢t oz — ¢*(a) + X¢ét ox + atanbs — aét o x)
—(ctox—ct(a)+ Xtanfs + atan s — atanbg) (¢t o x — ¢*(a) + X tan ;)

= X (1 — a(:—i{l)> (tan 05 — tan ) (¢t oz — c*(a) + X¢ét o x)

+atanfs (tan 05 — tan fg) X (1 — a(:fl)) — a(tan s — tanfg) Xctox <1 — a(:)-in

—(ctox—ct(a)+ Xtanbs) (¢ oz — ¢t (a) + X tan b5)
—a(tan 5 — tanfz) <c+ ox — ct(a) + Xctozx— Xctoux —I—Xtam%)

= X (1 — a(:—i‘_l)> (tan 05 — tan ) (¢t oz — c*(a) + X¢ét o x)

— tan 05 (tan 65 — tan 63) ;ij + (tan 05 — tanfp) %c”f ox
—(ctox—ct(a)+ Xtanbs) (¢t ox — c*(a) + X tan b5)

—a(tan s — tanfz) (c+ ox —ct(a)+ Xect+ o "E)

)
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Nous obtenons donc bien & comme somme des trois termes suivants

T = :)_S (tan @5 — tan 0g) (¢t o & — tan )

Ty=—(ctox—ct(a)+ Xtanbs) (¢t ox — ¢t (a) + X tan b5)

et T5=(tanf; —tanfg) (ct ox — c*(a) + X¢t o x) (—a +X - a(ij—i)) '

Par ailleurs, nous savons que —¢*(y) tend vers —oo quand y tend vers a par valeurs
inférieures, et que la convexité de ¢t permet d’écrire

ct(y) —c*(a)

—&ty) S —— ”

Ainsi donc la fonction X est négligeable devant la fonction ¢t — ¢*(a) et X¢é* est dominée
par cette méme fonction ¢t — ¢*(a). Nous obtenons donc les estimations cherchées au
voisinage de l'infini

Ty ~ :_i‘l (tanfs — tan ) Xé¢tox = o ((c+ —ct (a))Q)

Ty~ —(ctox — c+(a))2

T3 ~ —a(tanfs —tan3) (¢t ox — ¢™(a) + Xét o) -

C.2 Calcul et estimation de la fonction D

Rappelons 'expression de la dérivée seconde de la fonction d,:

i 1 ‘flﬁ(c'+o:r:—tan95)—|—i26+o:c_ 1 (i(c”fox—tan@g))Q
W/ ctox — xtanby 2Vk\ ¢t ox — xtanby
1 i(¢tox—tanbs)+2?ctox 1 (¢t ox — tan by) 2
_2\/E. ctox —axtanbs 2\/E<c+o:r:—$tan95> .

Cela peut encore s’écrire

i ¢tox —tanby 2 (tanfs — tanbs) v ¢t o x

d. = )
* Wk ctox—axtanfy 2k (ctox —xtanbs)(ct o x — xtanby)

1 [&(¢t oz — tanbp) 2 1 (¢t ox — tan by) 2 z ¢t oz — tanO;s
2VEk \ ¢t oz — ztanby 2WVE \ ¢t ox — ztanbs oWk ctox— ztanbs

Les formules 2.4 et 2.5 exprimant les dérivées & et & comme polynomes en la fonction a — z,
permettent d’écrire d, comme la fonction composée D o x avec D une fonction définie sur
Iintervalle | — a/r; a[ comme la somme des quatres fonctions Dy, Dy, D3 et Dy suivantes:

Dy (y) = —2Vk ((a —y) — M +9 <ﬁ> (a— y)3) y ¢t (y) — tan O

a(r+1) r+1 ct(y) — ytan by
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Daly) = :zma—yf(l—’"(“_y)fx (tan 0 — tan 65) y &* (y)

a(r+1) (ct(y) —ytanbs)(ct(y) — ytan bs)

D) = 2?1~ 1Y '+(<f)—taneﬁ>2

a(r+1) ) —ytan b,

Daly) = 2\/2(a—y)2< —r(“_y)> < —tan95>2
y

a(r+1) y) — ytan b5
3r(a ) ( r(a — y)) ¢t(y) — tan 05
+2Vk +2 X :
hla—y) < a( +1) (r+1) ct(y) — ytanbs
Cherchons maintenant un développement limité a l'ordre 1 de cette fonction D, en

cherchant tout d’abord celui de chacune des fonctions D;.
e Pour la fonction Dy, la continuité des fonctions ¢t et ¢t en a, permet d’écrire, puisque

ct(a) vaut atan b,
¢t(a) —tan bz + o(1)
ct(a) —atanfs 4 o(1)

¢t(a) — tan by
= —2VEk(a—v)- — ).
\/_(a y) a(tan 65 — tan 6g) +o(e —y)

Di(y) = —2Vk(a—y)(1+0o(1)) x

e Pour la fonction D,, 'utilisation dans un premier temps de la continuité des fonctions
ct et ¢t en a, et de la valeur explicite a tan 85 de ¢*(a), puis du développement de Taylor a
lordre 1 de la fonction ¢t en a, et enfin du fait que ¢*(a) est distinct de tan 85, conduisent
aux estimations suivantes:
Daly) = 2\/_(a — ) (14 o0(1)) (a(tan b — tan 65)ét(a) + o(1))
2= (tan b5 — tan s + o(1))(c*(y) — ¢+ (a) + (a — y) tan O5)
~ 2Vk(a—y)* (& (a) + o(1))
(a —y)(—¢ét(a) 4+ tanbs + o(1))
Wk ¢t (a)
= m(a —y)+ola—y).

e Pour la fonction Ds, c’est encore la continuité des fonctions ¢* et ¢t en a, conjuguée

au fait que ¢*(a) ne vaut pas atanfs, qui permet de conclure a I'estimation

2
Ds(y) = O ((a—y)*) = o(y — a).

e Pour la fonction Dy, estimons d’abord le rapport (¢*(y) — tans)/(c*(y) — y tan bs).
Pour cela, la fonction ¢t étant de classe C? sur I'intervalle fermé [0; a], elle et sa dérivée ¢*
admettent des développements de Taylor au point a aux ordres 2 respectivement 1. Comme
c*(a) vaut atan fs et que ¢*(a) est distinct de tan fs, nous obtenons donc

¢t(y) — tanfs _ ¢t(a) —tanbs + ¢t (a)(y —a) + o(a — y)

ct(y) — ytan b (&+(a) — tan0s)(y — a) + Ly — )’ + 0 ((a — y)*)

o #(a)y - a) |
- _a—y % <1 + 2(¢t(a) — tan by) —|—0(a—y)> '
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Nous sommes maintenant en mesure d’estimer la fonction Djy:

Duty) = Vi (1= DY (1 S )

V(1 vt 0) (1 g iy e )

_ _rla—y)  EQly—a)
= z\/E<1 a(r+1)+é+(a)—tan95+( y))

: Sria—y)  &(a)ly—a) ,
~2Vk (1 TCE) + 2(c+(a) — tan 0y) + o(a — y))

é*(a)

- 2\/E<a(rll)— )(a—y)+0(a—y).

2(¢t(a) — tan bs)

La fonction D, somme des fonctions D;, admet donc comme développement limité au
premier ordre la somme des développements des fonctions D; c’est a dire

P = e Gy S e
il “(a) | |
(G ) 4 e

= 2\/E<— ¢'(a)  tan b; + ¢(e) + : >(a—y)—|—0(a—y).

a(tan s —tanfs)  2(¢t(a) —tanbs)  a(r+1)
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Annexe D

Démonstration du lemme 4.4

Il s’agit de démontrer que toutes les valeurs propres de § ont pour module v/ et que
I’endomorphisme ¢ est semi-simple. Nous allons le faire en trois étapes.

D.1 Les modules des valeurs propres de ¢ sont com-
prises strictement entre 1 et \.

Soit pe* une valeur propre de § avec p > 0, § pouvant étre nul. Considérons d’une part,
deux vecteurs u et v de H' tels que g(u) = pcosbu+ psinfv et g(v) = —psinu+ p cos o,
et d’autre part une fonction ¢ strictement croissante de Z dans Z telle que e**(")? tend vers
1 quand n tend vers f+oc.

L’intersection du plan affine (a,b,a + u), et du convexe C' est un convexe dont les
tangentes au bord en a et b sont respectivement a +Ru et b4+ Ru. La frontiere de ce convexe
peut donc étre décrite a 1’aide de deux fonctions continues ¢* : [0,1] — R* ne s’annulant
pas sur |0,1[, plus précisément comme réunion des graphes des fonctions ¢ € [0,1] —
ta+ (1 —t)b+ ci(t)u et des segments [a + ¢t (1)u,a 4+ ¢ (1)u] et [b+ ¢T(0)u, b+ ¢ (0)u].
Choisissons ¢ un réel de ]0,1[ ou ¢t atteint son maximum (nécessairement strictement
positif), et notons z; le point ta + (1 — ¢)b+ ¢t (¢t)u de IC correspondant.

b+ Ru b

a+ Ru

Alors, pour tout entier relatif m, 'image v (z;) appartient a dC qui est un fermé de R”.
Les points d’accumulation de cette suite de points projectifs appartiennent a dC.
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Si p = A (resp. p < 1), considérons la suite extraite ) (z;) avec m dans N (resp. Z™).
Chaque terme de cette suite vérifie

’y“’(m)(zt) = (p o g@(m)) (ta + (1 —=t)b+ct () u)
= p (ta + (1 - t))\‘p(m) b+ c"’(t)p‘p(m)(cos ©(m)d u + sin p(m)0 U)) )

Sip > A (resp. p < 1) alors comme A > 1, cette suite du fermé p(9C') converge vers p(u) qui
n’appartient pas a p((C),) donc en particulier pas a p(dC'). Ainsi p est toujours compris
entre 1 et .

Si p = A (resp. p = 1), la suite précédente converge alors vers p((1—1¢)b+c* (¢)u) autrement
dit b+ % u (resp. vers p(ta+ct(t)u) = a+ @ u) qui est donc un point de dC (il y a donc
un segment dans le bord de dC'). Mais le choix de z; implique que la tangente a la frontiere
de C'N{a,b,a+ u), est la droite affine (z;,z: + b — a), et la convexité de C' N (a,b,a + u),
impose alors que U'intersection de la demi-droite a + R*u (resp. b + R*u) avec le bord 9C
est inclu dans [a, a4 ¢t (¢)u] (resp. [b,b+ ¢t (¢)u]). Donc le point b+ % u (resp. a+ ‘:thﬁ u)
ne peut pas appartenir au bord dC puisque t est compris strictement entre 0 et 1. Nous
obtenons donc bien la contradiction cherchée pour affirmer que p est strictement compris

entre 1 et \.

D.2 Les valeurs propres de § sont de module /).

La fonction f, est de classe C?, dérivons deux fois son équation fonctionnelle. Nous
obtenons la relation

Yw € T vm € N Hessg/nym(w) fa ((g/ﬂ)m(), (g/\/X)m()> = Hess,, f,.

Toutes les valeurs propres de ¢ sont strictement inférieure a A en module. Notons £_
la somme directe des espaces caractéristiques de § correspondant a des valeurs propres de
module strictement inférieur & v/X. Nous avons alors en prenant la limite quand m tend
vers I’infini, de la relation précédente

Vwe T H6836fa(6, 6) = Hess, falp_ -

Or le lemme 4.2 assure que fa(ﬁ) est nul et que I’application 75 f, est nulle, la restriction de
fa a E_ est donc nulle. Ainsi si £_ n’est pas le singleton {6}, la frontiere C' contient une
droite et n’est donc pas bornée. Finalement toutes les valeurs propres de § ont un module
supérieur ou égal a v/\.

Introduisons maintenant la fonction f, qui permet de décrire C\ H, définie au para-
graphe 4.1.2 avec les points a et b. Comme f,, elle satisfait une équation fonctionnelle a
savoir f, o ¢ = Afy. Le méme raisonnement que précédemment avec la fonction f, et 'ap-

1 montre que toutes les valeurs propres de § ont un module inférieur ou égal

plication g~
4 V/\. Finalement, nous obtenons bien que toutes les valeurs propres de § ont v/A comme

module.
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D.3 L’endomorphisme ¢ est semi-simple.

Soit v/ Ae? une valeur propre de § avec éventuellement § = 0. Nous allons montrer que
la restriction du hessien de f, qui est positif, au noyau ker <92 —2v/Xcos g + )\Id> est non
dégénérée.

Soit donc u un vecteur non nul de ker <g2 — 2V A cos g + )\Id>. Il existe une suite

@(m)
extraite <<§/\/X> (u)) qui tend vers u. L’équation fonctionnelle satisfaite par f,

meN
assure que nous avons

@(m) @(m)
Vte R Vm € N Hessy, fo(u,u) = Hess, ;/\ otm (4 fa ((g/ﬁ) (u), (g/ﬂ) (u),> .

En prenant la limite quand m tend vers l'infini, nous obtenons Hessy, (u, v) = Hessg f,(u, u).
Or fa(ﬁ) = 0 et I'application linéaire tangente T5f, est nulle, donc si Hessz f,(u, u) est nul,
la restriction de f, a la droite Ru serait nulle aussi et la frontiere dC contiendrait la droite
p(a+Ru) ce qui est impossible puisqu’elle est bornée. Ainsi Hessg f,(u, u) est bien non nul.

Montrons maintenant que ¢ et semi-simple. Sa réduction de Jordan permet d’écrire
g = \/X(f + N) ou f est un endomorphisme semi-simple dont toutes les valeurs propres
sont de module 1, et N est un endomorphisme nilpotent commutant avec f. Il existe une
suite extraite (f@(m))meN qui tend vers I'identité.

Si lapplication N n’est pas nulle, il existe une valeur propre v e et un vecteur u

n+1
de ker <92 — 2v/ A cos g + )\Id) appartenant au noyau de V% sans appartenir a celui de
N. Le vecteur Nu est non nul et appartient a ker <92 — 2V X cosfg + )\Id). Le paragraphe

précédent nous assure donc que Hessgf,(N(u), N(u)) est non nul. Or le hessien de f, en 0
vérifie

Vm € N Hessgf, ((g/ﬂ) s (u), (f]/\/X) o (u),) = Hessg f,(u, u).

S : . e(m)+1 . . :
Ainsi, puisque les points (g/ﬂ) (u) sont les points équivalente a la suite f#0™)+! (y)+
(o(m)+1) 2™ (N (u)), et que Hessg f, (N (u), N(u)) est non nul, la suite constante Hessg f, (u, u)
est équivalente a la suite (@(m)*Hesszfa(N(u), N(u))),. oy qui est non bornée. C’est la
contradiction cherchée qui nous permet d’affirmer que N est nul et g semi-simple.
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