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Introduction

Les travaux de recherche qui ont conduit a cette these se placent dans le domaine des
groupes quantiques et de leur lien avec la topologie des nceuds. Les groupes quantiques ont
été introduits vers 1983-1985 par V. Drinfeld et M. Jimbo [6, 13]. 1l s’agit d’algebres de Hopf
qui sont des déformations a un parametre g des algebres enveloppantes des algebres de Lie
semisimples complexes. Ces algebres de Hopf possedent ce que 'on appelle une R-matrice
universelle ; celle-ci induit des solutions de la fameuse équation de Yang-Baxter sur toute
représentation de 1’algebre, et donne lieu a une infinité de représentations des groupes de
tresses d’Artin.

A la suite des travaux de Vaughan Jones [15] qui 'ont amené a découvrir un nouvel
invariant des nceuds en 1984, V. Turaev [48] a montré comment les groupes quantiques
permettaient non seulement de redéfinir I'invariant de Jones, mais encore de construire des
familles infinies nouvelles d’invariants de nceuds. Ce lien inattendu et spectaculaire entre la
théorie purement algébrique des groupes quantiques et la topologie est essentiellement du a
I’existence de ce que Turaev a appelé une structure tressée et rubanée sur la catégorie des
représentation d’un groupe quantique. Par la suite Reshetikhin et Turaev [41] ont étendu
les invariants quantiques aux variétés de dimension trois, donnant ainsi une justification
rigoureuse aux prédictions du physicien E. Witten. Leur extension nécessite 1’étude des
groupes quantiques dans le cas ou le parametre ¢ est une racine de 1'unité, c’est-a-dire un cas
ou les représentations ne sont plus semisimples, et ou il s’agit de ne retenir qu’un nombre fini
de représentations irréductibles et de rejeter essentiellement toutes celles dont la “dimension
quantique” est nulle.

Autour de 1989, V. A. Vassiliev [50] a défini une importante classe d’invariants de nceuds,
appelés maintenant “invariants de Vassiliev.” Un certain nombre de mathématiciens ont
rapidement établi que les invariants quantiques font partie de la classe des invariants de
Vassiliev. En 1991, Kontsevich [26] a démontré que les invariants de Vassiliev sont classifiés
a 1’aide d’objets combinatoires qu’on appelle des “systemes de poids”. Il résulte des travaux
de Bar-Natan, Kassel, Le-Murakami que les systemes de poids correspondant aux invariants
quantiques proviennent des algebres de Lie semisimples.

La these est composée de trois parties.

La premiere partie est formée d’un texte publié sous forme d’article [47]. On considere le
cas du groupe quantique U,(sly) lorsque le parameétre g est une racine de 'unité. Comme on
I’a dit plus haut, la catégorie des modules de U, (slz) n’est pas semisimple dans ce cas. On peut
la forcer a étre semisimple en éliminant ce que Turaev a appelé les modules “négligeables”
(essentiellement ceux dont la “dimension quantique” est nulle). Dans [49], page 572, Turaev
a conjecturé (Probleme 24) que la catégorie de modules de U,(sly) est équivalente, apres
“semisimplification”, a une catégorie de diagrammes planaires (“skein category”) associée
au crochet de Kauffman. Le but de la premiere partie de la these est de démontrer cette
conjecture.

A cet effet, nous construisons un foncteur monoidal de la catégorie des diagrammes pla-
naires vers celle des modules et nous montrons que c’est une équivalence de catégories. Plus



précisément, soit S(a) la catégorie dont les objets sont les entiers positifs et les morphismes
sont des combinaisons linéaires d’enchevétrements (“tangles”) modulo la relation d’écheveau

de Kauffman
K =) (X

Les algebres d’endomorphismes dans la catégorie S(a) sont les fameuses algebres de Tem-
perley-Lieb. Dans le livre mentionné plus haut, Turaev construit une catégorie rubanée V(a)
a partir de S(a) en lui rajoutant les images des projecteurs de Jones-Wenzl. Notons V(a) la
catégorie obtenue de V(a) en en éliminant les objets et morphismes négligeables. De méme,
si R(q) est la catégorie rubanée de U,(sly)-modules de dimension finie engendrée par les
modules simples, on note R(q) la catégorie obtenue en éliminant les objets et les morphismes

négligeables. Le résultat principal de la premiere partie de cette these est le suivant.

Théoréme 1 Soit a un nombre complexe et q = a®.

(a) St a et g ne sont pas des racines de l'unité, il existe une é€quivalence de catégories
F:V(a) = R(q).
(b) St a est une racine primitive 4r-iéme de Uunité avec r > 3, il existe une équivalence

de catégories F : V(a) — R(q).

Les foncteurs F et F réalisant les équivalences préservent les structures rubanées.

Le point central de la démonstration du théoreme 1 consiste a étudier les morphismes
de la catégorie V(a). Il s’agit de construire une base pour chaque espace de morphismes
entre deux objets de V(a), et de montrer qu’on peut lire sur ces morphismes la formule de
Clebsch-Gordan pour la décomposition des produits tensoriels des U, (slz)-modules simples
en somme directe de modules simples.

La deuxieme partie de la these est une application de la premiere. En 1991, Kirby et
Melvin [24] ont établi ce qu’ils appellent un “principe de symétrie” pour l'invariant de
Reshetikhin-Turaev associé a un module simple du groupe quantique U,(sly) lorsque le
parametre ¢ est une racine primitive 2r-ieme de 'unité. Notons Vi (0 < k < r —2) le
U,(sly)-module simple de plus haut poids ¢* et de dimension k + 1. Soit L un entrelacs pa-
rallélisé (“framed”) dont on colorie chaque composante connexe par un des modules simples
Vo, ..., Vi_2. Distinguons une composante K de L et soit V} sa couleur. Nous notons Jr, .
I'invariant de Reshetikhin-Turaev correspondant a cette donnée. En utilisant la théorie des
représentations de U,(sly), Kirby et Melvin ont montré que Jy, i.x et Jr k. r—2k sont égaux a
multiplication par un scalaire pres. Comme, d’apres la premiere partie de la these, la théo-
rie des représentations de U,(slz) admet une description topologique, il était naturel de se
demander si le “principe de symétrie” de Kirby et Melvin pouvait se démontrer de maniere
purement topologique. Le but de la deuxieme partie de cette these est de répondre a cette
question par 'affirmative.

Nous donnons de la formule de Kirby-Melvin la version suivante.

242 Y Ik(K,Lj)+Ik(K,K)(3r—2—2k)
. 6=
jL/K; r—2—k = 1 1=t jL/I{; k- (1)



Dans cette formule, ¢ est une racine carrée de —1, (L;); est la famille des composantes
connexes de L différentes de la composante distinguée K, (V;,); est le coloriage de (L;);, et
pour tout couple de nceuds (K;,K3), entier Ik( K5, K3) est le nombre d’enlacement de K
avec K.

La démonstration que nous proposons pour la formule (1) se fait en plusieurs étapes.
Tout d’abord, on remarque que dans la catégorie R(q) du §1 on a un isomorphisme de
U,(sl3)-modules

Viceen EVEe @ Vs,

De plus, d’apres le théoreme 1, I'invariant d’un nceud K colorié par un module simple Vj
est le méme que l'invariant de ’entrelacs, colorié par le module fondamental Vi, composé
d’un cablage de k copies de K et du k-ieme idempotent de Jones-Wenzl. En utilisant les
formules de récurrence connues pour ces idempotents, on montre par plusieurs réductions
successives qu’il suffit d’établir la formule (1) pour & = 0. Le théoreme 1 permet également de
se restreindre au cas ou toutes les autres composantes de L sont coloriées par V;. On acheve
la démonstration a ’aide de la relation d’écheveau de Kauffman. Cette démonstration illustre
une fois de plus la force du calcul graphique qui a été développé ces dernieres années dans
les interactions entre groupes quantiques et topologie.

La troisieme partie est purement algébrique et porte sur la quantification d’une certaine
superalgebre de Lie. Les superalgebres de Lie sont des algebres de Lie graduées par Z/27Z;
elles ont été classifiées dans les années 1970 par Victor Kac [17]. La classification fait ap-
paraitre ce que 'on peut appeler des superalgebres “classiques” comme sl(n|m), osp(n|m),
mais aussi des superalgebres “exceptionnelles” comme la superalgebre de Lie D(2,1,z) (que
nous noterons D) qui est la seule a dépendre d’un parametre continu x. La superalgebre
D, joue un réle particulier en physique (elle fournit la seule TQFT de Chern-Simons pour
laquelle la CFT de dimension deux correspondante a une supersymétrie N = 4) et dans
la théorie des invariants de Vassiliev (voir les travaux récents de Pierre Vogel et de Jens
Lieberum).

Apres les algebres de Lie semisimples, les superalgebres de Lie ont également été quanti-
fiées (par Gould et al., Leites et al., Scheunert, etc.). Les quantifications obtenues sont des
superalgebres de Hopf munies de bases de type Poincaré-Birkhoff-Witt.

Pour ce qui est de l'existence d’'une R-matrice universelle pour les supergroupes quan-
tiques, elle a été établie pour les quantifications de toutes les superalgebres de Lie classifiées
par Kac, a I’exception précisément de D,. La troisieme partie est consacrée a la construction
explicite d’une R-matrice universelle pour la quantification Uy (D).

La méthode utilisée est celle du double quantique introduite par Drinfeld, méthode dont se
sont servis Marc Rosso [43], Kirillov-Reshetikhin [25] et Levendorsky-Soibelman [30] dans le
cas des groupes quantiques. Cette méthode s’étend au cas Z /2Z-gradué. Nous définissons des
analogues {Fg,, ..., s, } des vecteurs de racines positives et des analogues { Fg,, ..., Fj, } des
vecteurs de racines négatives. Nous construisons un accouplement de Hopf entre U, et U_ ou
U, (resp. U_) est la sous-superalgebre de Hopf de U, (D,) engendrée par Eg,, ..., Eg, (resp.
par Fg,,..., Fg ). Ensuite, nous calculons les relations de commutation entre les vecteurs
de racines ainsi que leur coproduit. Ceci nous permet de construire des bases de Uy et U_,



duales pour 'accouplement de Hopf. Nous en déduisons la formule suivante pour une K-
matrice universelle pour Uy (D,).

Théoreme 2 [ ’¢lément

E F E F h
R = exp, (&) . expn (&) exp (ﬂzbij[{i o H]>)
w7 —
27]

@1

est une R-matrice universelle pour U,(D,), ot @1,...,pr sont des constantes que nous ne
préciserons pas ici.

En application, nous calculons a 1’aide de Maple une solution de 1’équation de Yang-
Baxter dans le carré tensoriel d’un U,(D,)-module topologiquement libre de rang six sur
I’anneau des séries formelles C[[A]].



Premiere partie

Description topologique des
représentations de Up(sly)

Introduction

Dans cette partie nous résolvons un probleme soulevé par V. Turaev en montrant que la
catégorie des représentations de sly ou de son algebre enveloppante quantique peut se décrire
a ’aide de diagrammes planaires.

Le lien entre la théorie des groupes quantiques et la théorie des nceuds est maintenant
bien établi. Rappelons que les groupes quantiques ont été introduits autour de 1983-85 par
Drinfeld et Jimbo. Ce sont des déformations a un parametre des algebres enveloppantes
des algebres de Lie semisimples. La théorie des représentations des groupes quantiques peut
étre considérée comme une généralisation puissante et féconde de la théorie classique des
représentations des algebres de Lie semisimples. Les représentations des groupes quantiques
forment ce que Turaev a appelé une catégorie rubanée, c’est-a-dire une catégorie qui pos-
sede un produit tensoriel, un tressage et une dualité, ce qui permet d’étendre la notion de
trace a ce cadre. Ce sont ces caractéristiques qui expliquent qu’a partir d’une telle catégorie
on peut construire des invariants d’entrelacs qui généralisent le célebre invariant construit
par Vaughan Jones en 1984. La construction d’invariants topologiques a partir des groupes
quantiques et, plus généralement, de catégories rubanées est due a Reshetikhin et Turaev

[41].

Si les groupes quantiques ont des applications spectaculaires en théorie des nceuds et en
topologie en dimension 2 et 3, le probleme de savoir si on peut completement décrire les
représentations des groupes quantiques et méme des groupes classiques en termes d’objets
géométriques comme les nceuds, les tresses ou leurs projections planaires reste largement
ouvert. Le propos de cette partie est de s’attaquer au cas le plus simple, c’est-a-dire a celui
de l'algebre de Lie semisimple sl, et de son avatar quantique. Nous construisons ici une
équivalence de catégories entre une catégorie de représentations de 1’algebre enveloppante
quantique de sly et une catégorie V(a) construite par Turaev [49], chap. XII, dans laquelle
les morphismes sont engendrés par les diagrammes planaires. Cette équivalence préserve
les structures rubanées qui existent aussi bien du coté des représentations que du coté to-
pologique. Nous démontrons une telle équivalence pour toutes les valeurs ”génériques” du
parametre g qui entre dans la définition de 1’algebre enveloppante quantique de sl; ainsi que
lorsque ¢ est une racine de 1'unité d’ordre pair > 6.

Lorsque ce parametre est une racine de 1'unité différente de 1, on sait que la catégorie
des représentations d’une algebre enveloppante quantique n’est plus semisimple. Lusztig a
conjecturé une correspondance entre les représentations des groupes quantiques aux racines
de 1'unité et les représentations modulaires du groupe algébrique correspondant. Malgré la



complexité de la catégorie des représentations pour ¢ racine de l'unité, nous en obtenons
néanmoins une description topologique a condition de nous débarrasser de ce que Turaev
appelle les modules négligeables. Ces derniers sont des modules sur lesquelles la trace est
identiquement nulle et apparaissent, par exemple, dans les travaux de Reshetikhin et Turaev

[41].

La catégorie V(a) de Turaev est une élaboration des fameuses algebres de Temperley-
Lieb [46] utilisant les idempotents de Jones-Wenzl [14, 52]. Le rapport entre les algebres
de Temperley-Lieb et les invariants quantiques n’est pas nouveau. Il apparait par exemple
dans les travaux de [8, 16, 20, 24, 31, 32, 48]. T. Kerler [22] a montré que la catégorie des
représentations de U, (sly) est déterminée par son groupe de Grothendieck, a ce que Kazhdan
et Wenzl [21] appelent un "twisting” pres (cf. [21] pour une extension du résultat de Kerler a
une algebre de Lie semisimple générale). Comme conséquence, la catégorie de représentations
de U,(sly) que nous considérons est équivalente a une version "tordue” de la catégorie de
Turaev. Dans cette partie, nous obtenons un résultat plus fort qui se passe de "twisting” en
construisant explicitement une équivalence de catégories. .’énoncé principal du texte est le
théoreme 2.1.

Le plan est le suivant. Au §1, apres un bref rappel sur les catégories rubanées, nous
résumons la théorie des représentations de U,(sly) aussi bien dans le cas générique que
celui des racines de 'unité. Au §2, nous introduisons les diagrammes planaires, la catégorie
V(a) et nous énongons le théoreme principal. Nous construisons un foncteur F de V(a) vers
la catégorie des représentations de U,(sly) au §3. Le §4 est consacré a une courte étude
des morphismes de la catégorie V(a) et a des rappels sur la formule de Clebsch-Gordan. La
démonstration que F est une équivalence de catégories est donnée au §5 pour le cas générique
et au §6 pour le cas d’une racine de 1'unité.

1 Représentations de U,(sly)

Nous rappelons les propriétés des représentations de U,(slz) dont nous aurons besoin par
la suite. Il est commode de les formuler en utilisant le langage des catégories rubanées. Le
contenu des §§1.1-1.3 est tiré de [18, 19, 49].

1.1 Catégories monoidales

Rappelons qu’une catégorie monoidale est une catégorie C munie d’un foncteur @ : C x
C — C et d’un objet I, appelé objet unite, tels que

UeV)egW=Ua(VeW),
(fRg@h=Ffo (g1 h),
Vel=V=IgV,
foid;=f=id;@f,

AA/_\/_\
— = = =
B W N
NN AN N



pour tous les objets U, V., W et tous les morphismes f, g, h de C.

Ce que nous venons de définir est usuellement appelé une catégorie monoidale stricte. Les
catégories de représentations que nous considérerons ne sont évidemment pas strictes et il
conviendrait de remplacer les égalités (1.1)-(1.4) par des isomorphismes naturels appropriés.
L’abus que nous commettons en ne le faisant pas est justifié par le théoreme de cohérence
de MacLane qui donne la méthode pour passer d’une catégorie monoidale arbitraire a une
catégorie monoidale stricte, cf. [39].

Les catégories monoidales que nous considérerons par la suite sont C-linéaires, ou C
désigne le corps des nombres complexes. Cela signifie que Home(V, W) est un C-espace
vectoriel pour tout couple d’objets (V, W) de C et que la composition et le produit tensoriel
des morphismes sont bilinéaires.

Par la suite, nous appellerons catégorie tensorielle toute catégorie monoidale C-linéaire
telle que I'espace vectoriel End¢ (1) est de dimension 1.

Soient (C,®,1) et (C',®,1") des catégories tensorielles. Nous dirons qu'un foncteur G :
C — C' conserve les structures tensorielles si les conditions suivantes sont réalisées :

1. Pour tout couple (z,y) d’objets de C, 'application
G+ Home(e, ) - Home:(G(2), G(y))

est C-linéaire.
2. G(z®@y) =G(x) ® G(y) pour tout couple (z,y) d’objets et de morphismes de C;
3. G(I) = 1" et G réalise un isomorphisme de End¢ (1) sur Ende(1);

1.2 Catégories rubanées

Soit C une catégorie tensorielle, d’objet unité /. Un tressage est une famille d’isomor-
phismes naturels ¢ = (cyw : VO W — W @ V), ou V, W décrivent 'ensemble des objets de
C, telle que

cuvgvw = (cow @ idy)(idy @cyw) et cuvew = (idv @cuw)(cuy @ idw)

pour tous les objets U, V, W de C. Nous dirons que C est munie d’une dualité si a tout objet
V on a associé un objet V*, appelé dual de V., et des morphismes by : [ — V @ V* et
dy : V*®@V — I dans C tels que

(idv ® dv)(bv X idv) = ldV et (dv ® ldv*)(ldv* ®bV) = idv* . (15)

Enfin, une torsion dans C est une famille d’isomorphismes naturels § = (0y : V — V), ou V
décrit 'ensemble des objets de C, telle que

Ovew = cvwewy (Oy @ Ow)

pour tous les objets V. W de C.



Une catégorie rubanée est une catégorie tensorielle C munie d’un tressage ¢, d’une dualité
(*,b,d) et d’'une torsion 6 telle que

(GV & idV*)bV = (idV ®9V*)bV

pour tout objet V' de C.

1.3 Morphismes négligeables

Soit (C,®,1,¢,*,0) une catégorie rubanée, V' un objet de C et f un endomorphisme de
V. La trace quantique de f est I’élément de End¢ (1) défini par

tl’q(f) = dVCV,V*(er (34 idV*)bV- (16)
La trace quantique jouit des propriétés suivantes:

1. Pour tous les morphismes f:V — W, g: W — V|, nous avons trq(fg) = trq(gf).
2. Pour tous les endomorphismes f, g d’objets de C, nous avons trq(f @ g) = trq(f) trq(g).
3. Pour tout endomorphisme k de I, nous avons try(k) = k.

Un morphisme f : V. — W dans C est dit négligeable si try(fg) = 0 pour tout g €
Home (W, V). Un objet V de C est dit négligeable si son morphisme identité est négligeable,
i.e. trg(f) = 0 pour tout endomorphisme f de V. Il en résulte que, pour tout objet W de
C, tout morphisme de Home (V, W) ou Home (W, V') est négligeable si V' est négligeable. La
composition et le produit tensoriel d’un morphisme négligeable avec n’importe quel autre
morphisme est un morphisme négligeable. Nous en déduisons que le produit tensoriel d’un
objet négligeable avec n’importe quel autre objet est un objet négligeable, ¢f. [19], chap. XI.

Nous notons Negl.(V, W) le sous-espace vectoriel de Home(V, W) des morphismes né-
gligeables et posons home(V, W) = Home(V, W)/ Negl.(V, W). Nous pouvons alors définir
une catégorie C ayant les mémes objets que C et telle que Homgz(V, W) = hom¢(V, W) pour
tout couple (V, W) d’objets de C. Turaev ([49], chap. XI) appelle cette catégorie la catégorie
purifiée de C. Par construction, C est une catégorie rubanée qui n’admet pas de morphismes
négligeables non nuls.

1.4 Rappels sur U,(sly)

Pour plus de détails, voir [5, 4, 12, 18, 19, 41, 49]. Soit ¢ un nombre complexe différent
de #1. L’algebre enveloppante quantifiée U, (sly) est I'algebre engendrée sur C par K, K,
X et Y et les relations

KK '=K'K=1,
KXK™' =¢*X, KYK™ =g,
K— K1

XY ~YX = —.
9—q



L’algebre U, (sl3) est une algebre de Hopf dont la comultiplication A, la coiinité ¢ et ’antipode
S sont déterminées par

AX)=10X+XQK, AY)=K7'@Y+Y@l, AK)=K®K,
S(X)=-XK, S(Y) = —KY, S(K)=K~!
e(X)=0, e(Y)=0, e(K)=1.

~—

Nous supposerons que ¢ est un nombre complexe générique (c’est a dire non racine de
'unité) ou bien une racine primitive 2r*™¢ de 1'unité, ot r est un entier, r > 3. On définit
J = j(q) comme |’ensemble des entiers > 0 si g est générique et comme ’ensemble fini
{0,...,7 — 2} si g est une racine primitive 2r®™ de 'unité. Pour tout entier n € J il
existe un U, (slz)-module simple V,, de dimension n + 1, isomorphe a son dual. Lorsque ¢ est
générique, tout U,(sly)-module simple est isomorphe a un module V,,, au produit tensoriel
par un module de dimension 1 pres, cf. [37, 42]. Lorsque ¢ est une racine primitive 2r®™¢ de
I’unité, tout module simple de dimension n < r est isomorphe a V,,, au produit tensoriel par
un module de dimension 1 pres. En outre, il n’y a pas de module simple de dimension n > r
(¢f. par exemple [5, 18]).

Notons R(gq) la sous-catégorie pleine des U,(slz)-modules de dimension finie dont les
objets sont les produits tensoriels des modules simples V,,. Notre but est de décrire topologi-
quement la catégorie rubanée R(q) associée a R(q) par la procédure de purification décrite
au §1.3. On notera que, si ¢ est générique, alors R(q) = R(q). En effet, lorsque ¢ est géné-
rique, la catégorie des U,(slz)-modules de dimension finie est semisimple. Par conséquent,
d’apres [49], chap. X1, il n’y a pas de morphisme négligeable non nul entre U, (sl3)-modules de
dimension finie. Nous appelerons sous-catégorie paire de R(q) (resp. R(q)) la sous-catégorie
pleine de R(q) (resp. R(q)) dont les objets sont les produits tensoriels V,,, @ --- @V, tels

que ny + -+ +n, =0 mod 2.

2 Enoncé du théoréme principal

Le but de ce paragraphe est de définir la catégorie V(a) de Turaev et d’énoncer le théoreme
qui la relie aux catégories R(q) et R(q) introduites précédemment.

2.1 Diagrammes

Soient k et ¢ deux entiers positifs. Un diagramme de type (k, {) consiste en un nombre fini
d’arcs et de cercles immergés dans la bande R x [0, 1]. On suppose que I'immersion n’admet
que des points doubles ordinaires et que les extrémités des arcs sont k points distincts fixés
sur la droite R x 0 (les "entrées”) et £ points distincts fixés sur la droite R x 1 (les "sorties”).
A chaque croisement on distingue un brin passant dessus et un brin passant dessous. De plus,
les diagrammes sont considérés a isotopie de R x [0; 1] fixant les bords pres et conservant les
croisements et les passages supérieurs et inférieurs.



Fixons un nombre complexe a non nul. On définit alors Ej, comme 'espace vectoriel
sur C engendré par les classes d’isotopie des diagrammes de type (k,£) modulo les relations
suivantes:

DUQ-= (a —I—a_2)D (2.1)
_a>< +at > (2.2)

Dans la premiere relation, D U Q) est la classe d’isotopie de 1'union disjointe du diagramme
D et d’un cercle. La deuxieme relation lie trois diagrammes qui sont égaux sauf dans un
disque du plan ou ils sont comme indiqué. Cette relation s’appelle la relation de Kauffman.
Il est connu (ef. [20]) que Iespace Ejp, a pour base l’ensemble des classes d’isotopie des
diagrammes stmples, c’est-a-dire ceux qui ne contiennent ni croisements, ni cercles.

2.2 La catégorie de Temperley-Lieb

Nous sommes maintenant en mesure de définir la catégorie de Temperley-Lieb S(a). Ses
objets sont les entiers naturels. Un morphisme & — /£ est un élément de Ej,. Lorsque D,
et Dy sont des diagrammes de type respectif (£,m) et (k, (), la composition D; o Dy est
le diagramme de type (k,m) obtenu en posant D; au-dessus de D; et en collant chaque
sortie de Dy a I'entrée correspondante de D;. Cette opération s’étend par linéarité a tous les
morphismes. Le morphisme identité de ’'objet k est la classe d’isotopie du diagramme simple
a k brins verticaux.

On munit S(a) d’une structure de catégorie monoidale de la maniere suivante. Le produit
tensoriel de deux objets k., / est leur somme: k ® { = k4 {. L’objet unité est 0. Le produit
tensoriel de deux diagrammes D; @D, est donné par la juxtaposition de ces deux diagrammes,
D, étant placé a gauche de D,. Cette opération est étendue a tous les morphismes par
linéarité. La catégorie S(a) est tensorielle car Fyq est isomorphe a C. Elle est munie d’une
structure rubanée pour laquelle tout objet est autodual: &* = k, et les morphismes de
structures ¢, 1, 0,,, b, et d,, sont définis par les diagrammes de la figure 1.

Tl

Figure 1.

Remarque. Nous introduisons un signe dans la définition de la torsion de la catégorie S(a)
afin qu’elle corresponde a celle de la catégorie R(q).
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2.3 Les idempotents de Jones-Wenzl

Il est bien connu (¢f. [49], XIL.3 et XI1.4, [52]) que, pour k > 1, I'algebre de Temperley-
Lieb Ey = Ejy est engendrée par les & — 1 éléments eq,...,ex_; ou ¢; est le diagramme
simple défini par la figure 2. Pour chaque k strictement inférieur a I’ordre de a*, ’algebre
E; contient un idempotent central particulier, appelé 'idempotent de Jones-Wenzl : il est
défini comme 'unique élément f;, € Fj tel que fr — 1; soit un polynéome non commutatif
sans terme constant en ey,...,ex_1 et tel que fre; = €;fr =0 pour tout 1 =1,...,k — 1.

Figure 2.

2.4 La catégorie de Turaev

Nous supposons que le nombre complexe a est générique ou qu’il est une racine 4r°™¢ de
I'unité ou r > 3. L’ensemble J = J(a) est défini comme I'ensemble des entiers > 1 si a est
générique et comme I'ensemble fini {1,2,...,r — 2} si a est une racine 4r°™¢ de 1'unité.

Dans [49], chap. XII, Turaev a construit une catégorie V(a) dont les objets sont les suites
finies s = (n1,...,n,) d’éléments de J, y compris la suite vide (). Pour une telle suite, on
pose |s| =ni 4+ -+ 4+ n, et

fs=Tu® @ fn, € E)y. (2.3)

On convient que fy = 1 € Ey. Les morphismes de V(a) sont des morphismes particuliers de
S(a). Soient s et s’ des objets de V(a). Pour tout morphisme g € Ej 5|, on pose

9= fogfs € Eg s (2.4)

On obtient ainsi un endomorphisme idempotent g — g : F|y s — E|5 || Nous définissons
alors Homy(q)(s, ") comme I'image de cet endomorphisme :

Homv(a)(s,sl) = E|S|7|Sl| = {/9\7 g€ E|s|,|s’|}- (25)

La composition des morphismes dans V(a) est induite par celle dans S(a).

La catégorie V(a) est une catégorie rubanée au sens du §1.2. Le produit tensoriel de deux
objets s, s’ est la concaténation ss’ des suites. L'objet unité est la suite vide. Le produit
tensoriel des morphismes est induit par celui des morphismes de S(a). Si s et s’ sont des
objets de V(a), le tressage ¢59 : s @ 8 — s’ @ s est donné par

Cs5r = s = (s @ fo)eslo(fs @ for). (2.6)

11



Le dual s* d’un objet s = (ny,...,nm) est s* = (ny, ..., n1). Les morphismes bs : C — s®s*
ds : 8" ® s — C et la torsion 0, : s — s sont définis par

by = by = (fs @ for)byy)s (2.7)
ds = d|s| = d|s|(fs* ® fs)7 (28)
05 =05 = [0 /s (2.9)

Nous noterons V(a) la catégorie rubanée obtenue a partir de V(a) en annulant les mor-
phismes négligeables comme au §1.3. Turaev introduit également la sous-catégorie paire de
V(a) (resp. V(a)) qui est la sous-catégorie pleine de V(a) (resp. V(a)) dont les objets sont
les suites s telles que |s| soit paire. Nous énongons maintenant le résultat principal de cette
partie. C’est une réponse au probleme 24 soulevé par Turaev dans [49], p. 572.

Théoréme 2.1 Soit a un nombre complexe et q = a*. Alors

1. st a et g sont génériques, il existe une équivalence de catégories F V(a) = R(q);
2. si a est une racine primitive 4r¢" de ['unité avec r > 3 et q une racine primitive
2r¢me de l'unité, il existe une équivalence de catégories F : V(a) — R(q).

Les foncteurs F el F réalisant les €quivalences conservent les structures rubanées, et l'image
de la sous-catégorie paire de V(a) (resp. V(a)) est la sous-catégorie paire de R(q) (resp.

R(q)).

La premiere partie du théoreme sera démontrée au §5, la seconde au §6.

3 Construction d’un foncteur V(a) — R(q)

Nous fixons pour toute la suite deux nombres complexes a et g tels que ¢ = a®. Nous
supposons en outre que a est soit générique, soit une racine primitive 4r°™¢ de 'unité avec
r > 3. En reprenant les notations des §1.4 et §2.4, nous avons J = J U {0}. Nous noterons
U,-Mod la catégorie des U,(slz)-modules de dimension finie.

Nous commencons par rappeler quelques propriétés du module fondamental Vi de dimen-
sion 2, que nous noterons V.

3.1 Le module fondamental de U,(sly)

Le module fondamental V' admet une base (vg, v1) telle que

Kvg = qug, Xvg=0, Yuvg=uy,
Kvy =q vy, Xvy =vy, Yov; =0.
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Soit (v, v') la base duale de (vg,v;). Nous faisons le choix d’une racine carrée ¢'/? de ¢. Le
tressage cy,y € Endg)(V @ V) est donné dans la base (vo,v1) par

cvy(vo @ vo) = ¢ 200 @ vo, v (vo @ 1) = ¢ 01 @ vy, (3.1)
cvy(vr @or) =g"Por@v, evy(vi ®@vo) =¢ Poo@oi+ g (g g ) vr @vo. (3.2)

Les morphismes by : C =V @ V*et dy : V* ® V — C sont donnés par
by(l) =vo @0’ +v; @v' et dv('vi R vj) = 0ij. (3.3)

Enfin la torsion 8y : V — V est donnée par

Oy = ¢** idy . (3.4)
Au §3.2, nous construisons un foncteur F : S(a) — U,-Mod conservant les structures
rubanées. La catégorie S(a) étant auto-duale, alors que la catégorie U,-Mod ne D'est pas
(mais tout module est isomorphe a son dual), nous devons faire le choix d’un isomorphisme

entre le module fondamental V' et son dual. On définit le morphisme de U, (slz)-modules
a:V — V* par

alve) =v' et alv)=—qg . (3.5)

Il est aisé de voir que « est un isomorphisme. Posons également d = dy (a®idy) : V@V — C
et b= (idy @a by : C - V @V, qui vérifient

b(1) = vi @ vo — quo @ vy, d(vo @ vo) = d(vi @ v1) =0,

3.6
d(vo ®@v1) =1, d(v1 ® vo) = —¢7". (36)

Des calculs élémentaires montrent alors que
db=—(g+q7"), (3.7)

vy = q""? idye: +q~? bd.

3.2 Un foncteur F :S(a) — U,-Mod

Nous voulons définir un foncteur F : V(a) = R(q), conservant les structures tensorielles
et les structures rubanées. Pour cela, nous rappelons la construction bien connue d’un fonc-
teur F : S(a) — U,-Mod (prop. 3.1), conservant les structures tensorielles, ainsi que les
structures rubanées.

Proposition 3.1 [l existe un unique foncteur F : S(a) — U,-Mod conservant les struc-
tures tensorielles tel que

FLy=V, F(U)=b e F(M)=d.
En outre, pour tout couple (n,m) d’objets de S(a), on a

F(Cnm) = CF(n),F(m)
F(by) = (dzpmy @) ) begy et Fldy) = drmy (" @ idzm)



Démonstration. La construction d’un foncteur sur S(a) conservant les structures ten-
sorielles est bien connue. Nous la rappelons brievement. On définit F sur les objets par
F(n) = VO D’apres le §2.1, pour définir F sur les morphismes, il suffit de connaitre sa
valeur sur les diagrammes simples. La valeur de F(\_)) et F((M) étant donnée, (nécessai-
rement F(1) = idy car F est un foncteur), I'image par F de tout diagramme simple est
définie par compositions et produits tensoriels. Par construction, F conserve les structures

tensorielles. Il reste a vérifier (2.1), ce qui est immédiat par (3.7) lorsque ¢ = a?.

Vérifions alors les quatre égalités annoncées. Celles concernant F(b,,) et F(d,) sont im-
médiates. Montrons que F(cnm) = C£(n),7(m), relation qu’il suffit de vérifier pour n = m =1
grace aux propriétés des tressages. Puisque dans S(a) le morphisme ¢ ; est donné par (2.2),
il suffit de vérifier que dans R(q), on a cy,y = a idye2 +a~" bd, ce qui résulte de (3.8) lorsque
g = a®. La derniere relation se montre de la méme manicre. m

3.3 Le foncteur F : V(a) — R(q)

A partir du foncteur F : S(a) — U,-Mod nous définissons un foncteur F V(a) — U,
Mod comme suit :

1. .7':—(8) = f(fs)V®|5| pour tout objet s de V(a);
2. F(9)

F(g) pour tout morphisme g de V(a).
Il est clair que F conserve les structures tensorielles.

Proposition 3.2 Le foncteur F est a valeurs dans R(q). Comme foncteur V(a) — R(q), il
est essentiellement surjectif.

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour tout objet V' de R(q), il existe un objet s

de V(a) tel que .7?(3) = V dans R(q).

Sin € J,alors on a .%(n) = V... En effet, soit p, € Endg(,)(V®") 'idempotent déterminé
par

pa(w) =

w si w est de plus haut poids n,
0 si w est de plus haut poids p < n.

Nous avons alors 'isomorphisme p,(V®™) = V. Or, d’apres [40], on a F(f,) = p,. Par
conséquent, F(n) = p,(V®") = V,. Ceci prouve que F est essentiellement surjectif. En
effet,si M 2 V,, @ --- ®@V,,, est un objet de R(q), alors, comme F conserve les structures

tensorielles, 'image de la suite s = (nq,...,ny) =n1 @ -+ @ Ny, est ﬁ(nl) R ® ﬁ(nm) =

Vo ® @V, =M. a

Nous déduisons de cette proposition le dernier point du théoreme 2.1, i.e. que I'image de
la sous-catégorie paire de V(a) est la sous-catégorie paire de R(q). En effet, 'objet (rn) de V(a)
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a pour image l'objet V,, de R(q). Pour montrer que F induit un foncteur F : V(a) = R(q)
sur les catégories purifiées, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3 Pour tout couple d’objets (s,s') de V(a), on a
Fless) = a1 Fsryr
F(bs) = (idf(s) ®(04_1)®|5|) bry et F(dy) = dz(s) (O‘®|S| ® idf(s)> ;

F(0,) =0z,

Pour tout morphisme g de V(a), nous avons
trq(F(g)) = Ftre(9))-

Démonstration. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier les quatre premieres relations
qui découlent de la proposition 3.1. Nous vérifions la cinquieme. Soit s un objet de V(a), g €
Ends()(]s|) et g 1’élément correspondant de Endyq)(s). Par définition de la trace quantique,
on a

trq(g) = dscs,s(05g @ id;)bs.

Par conséquent,

Ftra(@)) = F(d) Fless) (F(0:)F () @ Flid,)) F(b)
= dz) (™ @ iz, ez 2 (07 )7:(9) @ idz)(idgg,) @(a™) by,
= i) (™1 @ iz, ez, 7 (17, )®(a_1)®|s|)(9f»(s)ﬁ@) ® idg,) )bz,
=dg,(a a®l @ 1d~ o)((a ekl g idg ) )ez ),f(s)(ef(s)ﬁ(g) ® idg,) )bz,
= trq(F(9)).

[’avant-derniere égalité provient de la naturalité du tressage. m

Corollaire 3.4 Le foncteur F induit un foncteur fidéle F : V(a) — R(q).

Démonstration. L’existence du foncteur induit est une conséquence immédiate de la der-
niere égalité du lemme précédent et du fait que F est essentiellement surjectif (proposition

3.2).

Démontrons la fidélité de F : V(a) — R(q). Soit h : s — s’ un morphisme de V(a) dont
I'image dans V(a) est notée h. Si F(h) = 0 dans R(q), alors F(h) est négligeable dans R(q).
En particulier, pour tout morphisme ¢ : ' — s de V(a), on a trq(F(h)F(g)) = 0. Le lemme
3.3 implique que F(trq(hg)) = 0. Comme 'application

.%: Endv(a)(Q) — Endn(q)(\/o)

applique le diagramme vide sur Iidentité de Vg, c’est un isomorphisme. On en déduit que
trq(hg) = 0 ce qui prouve que h est négligeable dans V(a), donc que h = 0. =

Corollaire 3.5 Dans le cas ou a el g sonl génériques, le foncteur F V(a) — R(q) est
fidéle.
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Démonstration. D’apres [49], chap. XII, on a V(a) = V(a) lorsque a est générique. De
méme, R(q) = R(q) lorsque ¢ est générique. m

4 Préliminaires techniques

Au §4.1 nous exhibons une base simple pour chaque espace de morphismes dans la caté-
gorie V(a) du §2.4. Au §4.2, nous donnons quelques rappels sur la formule de Clebsch-Gordan
pour U, (sly).

4.1 Les morphismes de V(a)

Etant donné deux objets s = (ny,...,n,) et s’ = (nf,...,n’,) de V(a), on dit qu'un
diagramme simple D est du bon type (s, s') s’il est du type (|s],|s|) et si
D = f,Df, #0.

Lemme 4.1 Les €léments ﬁ, ot D est du bon type (s, s'), forment une base de Homy4(s, s').

Démonstration. D’apres [49], chap. XII, il existe un entier ng (resp. n’,), des nombres
complexes a; et des diagrammes simples Q; € Ej, différents de 1, j =1,...,n, (resp. o,
et des diagrammes simples Q’, € E|y| différents de 1y, 3’ = 1,...,n},), tels que

fo=Tp+ ) a; Qi (resp. fu =T+ Y Q}),

7=1 i'=1

ot les Q; (resp. les Q%) vérifient f,Q; = Q; fs = 0 (resp. fo Q' = Q' f = 0). Par conséquent,

pour tout diagramme simple D € Homg,)(]s], [s']), il existe un entier np, des nombres

complexes A; et des diagrammes simples D; € Homg(,)(|s], |s']), 2 = 1,...,np, tels que
D=fsDf,=D+)» \D, (4.1)

=1
et tels que fs/ﬁifs = 0, donc tous distincts de D si D est du bon type (s,s').

Nous montrons maintenant que Homy(4)(s, s’) admet une base constituée de I’ensemble

(fini) des diagrammes du bon type. Notons N le cardinal de cet ensemble et Dy, ..., Dy ces
éléments. Cet ensemble est clairement un systeme générateur de Homy,)(s, s). Supposons
alors qu’il existe des nombres complexes puq, ..., un tels que

p1 D+ +unDy =0, (4.2)

égalité dans Homy (s, s'). Or, d’apres (4.1), on a dans Homgq)(|s|, |s]), pour 2 = 1,..., N,

nDi
’52' = ’DZ + Z )\i,j Di,j; (43)

i=1
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avec fsxﬁm'fs = 0. On en déduit que pour tout 7,k =1,..., N et tout y =1,...,np,, on a

D;; # D;. (4.4)
De plus, d’apres (4.2) et (4.3), on a Iégalité suivante dans Homg(,)(]s], [s'])

N "D

ZMD +3 Y widiDij=0. (4.5)

=1 j7=1

On déduit alors des égalité (4.4) et (4.5) et du fait que des diagrammes simples différents
sont linéairements indépendants, que py = -+ = puy = 0. =

Remarque. Un diagramme est du bon type si on ne peut pas factoriser 101+ +7-1)
e ® 1(kt1t4nm) on entrée ou 1( et y) ®e® 1( Rpr Tt en sortie. La figure 3 donne
un exemple d’un diagramme du bon type (s,s'), ou s = (3,3,3,4) et s’ = (2,2).

N
. m—j

7
(o~ /\

Figure 3. Figure 4.

Pour terminer ce paragraphe, nous définissons des diagrammes du bon type particuliers.
Soit j un entier vérifiant 0 < j < inf(n,m). On définit D, € Fnimmnim—2; comme la
classe d’isotopie du diagramme simple de la figure 4 ou, par convention, un entier p coloriant
un arc signifie p arcs paralleles.

4.2 Coefficients de Clebsch-Gordan

Le produit tensoriel des deux modules V,, et V,,, (n,m € j) vérifie la formule de Clebsch-
Gordan

n+m

"= P Vi (4.6)

kEn-I-m mod 2

sin+meJ. Sin+m ¢ J (ce qui n’arrive que si ¢ est une racine primitive 2r*™¢ de 'unité
et n +m >r —2), alors

2r—4—m—m

V.oV, @ Vie Z (4.7)

k=|n—m|
k=n4+m mod2
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ou Z est un module négligeable. Une telle décomposition étant unique a isomorphisme pres,
nous parlerons des parties semisimple et négligeable de V,, @ V,,.. (¢f. [1, 2, 4, 41]).

En itérant (4.6), on obtient, pour tout entier n € J, une décomposition de la forme
Ver =V, o Vi, (4.8)
k;<n
ou chaque Vi, peut apparaitre plusieurs fois.

Rappelons qu’un vecteur de plus haut poids de poids k € N d’un U,(sl3)-module est un
vecteur v tel que Kv = ¢*v et Xv = 0. Nous rappelons également la forme générale des
vecteurs de plus haut poids d’un produit tensoriel W @ W’ de deux modules. Soient w € W
un vecteur de plus haut poids n, w’ € W’ un vecteur de plus haut poids m et p un entier
> 0. Posons

p

v(w,w',p) =Y 4T (Vi) @ (Y '), (4.9)
1=0
ou
c;j:zn — (_1)2 [m - D + L]q'[n B l]q' —i(m—?p-l—i-}—l)’ (410)

(14! — 2! [m = ply![n],!

k], = (" — a7 %) /(g —q7 ') et [k],! =[] [k — 1], - [1], si k est un entier > 1 et [0]! = 1 par
convention. Nous avons alors les résultats qui suivent (¢f. [18], p.157).

1. Lorsque q est générique, un vecteur de W @ W' est de plus haut poids k si et seulement
s'il est égal a un vecteur v(w,w’, p), avec 0 < p <inf(n,m) et n +m — 2p = k.

2. Lorsque ¢ est une racine primitive 2r™® de I'unité, supposons, en outre, que W et W’
se décomposent en sommes directes d’une partie semisimple et négligeable, i.e.

WeprPgzZ Wx=PoZ,

ou Z et 7' sont des modules négligeables et P et P’ sont sommes directes de modules
V., n € J. Dans ce cas, un vecteur de la partie semisimple de W @ W' est de plus haut
poids k si et seulement s’il est égal a un vecteur v(w,w’, p), avec 0 < p < inf(n,m),
n+m-—2p=*ketk<inf(n+m,2r—4—n—m).

5 Pleine fidélité : cas générique

Nous fixons un nombre complexe a générique et posons ¢ = a*. Pour démontrer le premier
point du théoreme 2.1, il suffit, au vu de la proposition 3.2, d’établir la pleine fidélité du
foncteur F : V(a) — R(q) défini au 3.3. 1l s’agit de montrer le théoreme suivant.
Théoréme 5.1 Pour tout couple (s,1) d’objets de V(a), Uapplication

F Homv(a)(s,t) — HomR(q)(f(S)7F(t))

est un isomorphisme.
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Nous démontrerons ce théoreme par récurrence sur la longueur de t. Les propositions 5.4 et
5.9 concernent le cas ou t est de longueur 1 et le §5.3 traite le cas général.

Remarquons que le théoreme est vrai lorsque s et ¢ sont de longueur 0 ou 1. En effet, les
considérations du §4.1 impliquent que, dans ce cas,

Cids sis=t,
0 sinon.

Homv(a)(s, t) = {

D’apres le lemme de Schur, il en est de méme de Homn(q)(ﬂ?(s), ﬁ(t))

Dans toute la suite de cette partie, nous conviendrons que la suite (0) représente la suite
vide de V(a), ce qui permet de la traiter comme un objet de longueur 1.

5.1 Casde F: Homy,)((n,m), (k)) = Hompg g (F((n,m)), F(k))

On fixe deux entiers n et m > 0 et un entier £ > 0. Si 7 > 0 est un entier , on note id; le
morphisme identité de V®/. Le but du §5.1 est de démontrer le théoréme 5.1 pour s = (1, m)

et t = (k).

Lemme 5.2 Si0 <k < |n—m|, ou bien n +m < k, ou bien k Z n 4+ m mod 2, alors

Homyqy((n,m), (k)) =0 et Homgg)(F(n,m), F(k)) = 0.

Sinon,

Homy(a((n,m), (k) = CDypmj,

(ou j est Uunique entier vérifiant 0 < j <inf(n,m) et n+m —2j=k) et

dimg (Homn(q)(f(n,m),f(k))) = 1.

Démonstration. Le calcul de la dimension de HomR(q)(JE(n, m),j}(k)) provient de la for-
mule (4.6) et du lemme de Schur. La détermination de Homy)((n,m), (k)) est immédiate
des que l'on a remarqué que s’il existe un diagramme du bon type ((n,m), (k)), alors c’est

le diagramme D,, ,,, ;, ou j vérifie les conditions de I’énoncé. m

Remarque. D’apres le corollaire 3.5, le lemme 5.2 suffit a démontrer le théoreme 5.1 dans
le cas ou t est de longueur 1 et s de longueur 2. Nous démontrons néanmoins la surjectivité
directement car les calculs qui suivent sont indispensables pour le cas des racines de 1'unité,

cf. le §6.

Nous avons maintenant besoin de la formule (4.9) et des notations qui y sont rattachées.
Pour tout entier j tel que 0 < 7 <'inf(n,m), définissons
o) =y (2", v8™ §) € F(n,m) (5.1)
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et
—m+j—-1 [n +m _.] + 1]q
[n]q

(5)

D’apres les rappels subordonnés a (4.9), les vecteurs vy, sont des vecteurs de plus haut poids

brm,j =

(5.2)

n + m — 2j, et pour tout vecteur v de plus haut poids £ de .7?(71, m), il existe un (unique) j
(5)

avec 0 < j < inf(n,m), tel que v soit proportionnel a vyy,.

Lemme 5.3 Pourn > 1, m >1 et 0 < j <inf(n,m), Uapplication g = id,,—1 ®d @ id,,—1 :
F(n,m) — F(n—1,m — 1) vérifie

(U7(12n) = bnm,j ‘U7("L];_11,2n—1

OU ar conventwn U( Y =0
p n—1m-1 — V-

Démonstration. Rappelons que D'application d : V ® V' — C est définie par (3.6). On
remarque que g(Unm) € .7:( —1,m—1) et est de plus haut poids n+m —25 = (n—1)+(m—
() (i-1)

1) 2(j—1). On peut alors utiliser la remarque précédant I’énoncé: on a g(vim) = yv, 1,4,
ou 7 est un certain nombre complexe. Pour calculer v, il suffit par exemple de comparer les

coefficients devant U®(n R ® Yi~L ®(m 2 dans g(vélr) et Uif 112;1 . Comme

[i],!
qu 1— S ' (YS[X’S Z) ® YZ S
[s]4!]r — s]q!

(¢f. par exemple [18]), nous avons
o (Vi ©YIgm) = [ Y gy g o
Nous avons donc

g(l)) = (5 lily — g ) od T @ YT Y 4y

?

cf. (4. oll v est une combinaison linéaire de Y'v°o " @ Y112 avec 1 . Or
4.10)) ot binaison linéaire de Y"1 @ yi-1-iy2(m=1) 0.0

C?gn[j]q - C?,lmq—j—n-kl — [m - ]]q'[n]q'[]]q [m _j + 1](1![7? — 1]q!q—m+2j—2—n—j+1
7 7 711 [m = 7lgtnlyt [ = 1gtm — glg!nly!
. ]y +[m—7J+ 1]qq_m_n+j_1 b mlmel
- [ = 14! [n] Sk

ce qui acheve la démonstration du lemme. m

Proposition 5.4 L’application F Homy(q)((n,m), (k) — Homg g (F((rn,m), (k))) est
un isomorphisme.
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Démonstration. Au vu du lemme 5.2, il nous reste a traiter le cas
In—m|<k<n+met k=n+mmod?2,

i.e. le cas ou il existe un entier j tel que 0 < 7 <'inf(n,m) et n+m—25 = k. D’apres ce méme
lemme, les deux espaces sont de dimension 1; donc il suffit de montrer que F(D,, ;) # 0.
Comme

F(Dpm,j) = (idp_; @d @ idp_j) - - - (idp—1 @d @ idy_1)
et F(Dymo) = idptm, on obtient, en appliquant le lemme 5.3,

F( D) (09)) = brmsi =+ b it 11 O i

Or, pour ﬁnm] = [ Drnmj(fn @ frm), on a

(Pn @ pm)(07)) = 05},

i, (2,@kY _ @k
pk(UO ) = ,
2,(0) _ @k
Un—j,m—j =V,

car 072]2” € .%(n,m) et v?k € %(k‘) Comme tous les b,, ., ; sont non nuls, .%(Dnm])(vﬁfzr) +
0. m

5.2 Cas de F : Homy,) (s, (k)) — Homg g (F(s), F(k))

Nous allons maintenant établir la pleine fidélité dans le cas ou s est une suite de longueur
quelconque. Fixons un entier m > 3 et des entiers strictement positifs nq,...,n,. Nous
notons s la suite (ny,...,n,) et s la suite tronquée (ny,...,nn,—1). Nous fixons également
un entier positif k. Nous appellerons espace de plus haut poids 7 d’un module W le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs de W de plus haut poids j.

Soit {by,...,by} 'ensemble des entiers tel que pour tout j = 1,..., N, la dimension p;
de I'espace de plus haut poids b; de F(s) soit strictement positive et tel qu’il existe un entier
¢; vérifiant 0 < ¢; < inf(bj, n,,) et b; + n,, —2¢; = k. (Les notations ne signifient pas que cet

ensemble est non vide). Les deux lemmes suivants justifient la donnée de cet ensemble.

Lemme 5.5 Supposons qu’il existe un vecteur de plus haut poids k dans ﬁ(s) Alors l'en-
semble {by,..., by} est non vide.

Démonstration. Soit v un vecteur de plus haut poids & dans .7?(5) Nous avons

F(s) = F(s) @ Flnn).

D’apres la formule (4.9), il existe un vecteur w de plus haut poids b et un entier ¢ tel que
v = v(w, vy, [), avec 0 < £ < inf(b,n,,) et b+n, —20 =k. =
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w’ une base de I’espace de plus haut poids b; de

Pour tout y = 1,..., N, soit 'w{,..., 0,

.7?(3’).

Lemme 5.6 Supposons qu’il existe un vecteur de plus haut poids k dans .7?(3) Alors la
famille (’UZZ) = 'U('wg;,vg%m,ﬁj), j=1,....Netp=1,...,pj, forme une base de lespace de

plus haut poids k de F(s).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que ces vecteurs sont bien dans ]'N_(S) = .%(3’) ®
F(n,,) puisque 'wzf; € F(s') et vi" € F(n,,). Avec les notations rattachées a la formule

(4.9), posons W = F(s') et W' = f(nm) Puisque 0 < 5 < inf(b;,nn,) et k = b; + ny —
2¢;, les vecteurs ‘U}Z sont des vecteurs de plus haut poids k& de F(s). Ils sont linéairement
indépendants car les vecteurs (Ylng) (oui=1,....,0,p=1,...,p; et y=1,...,N) le sont

par construction.

Soit alors v € .%(5) un vecteur de plus haut poids k. Puisque W' = V. tous ses

Nm
vecteurs de plus haut poids sont proportionnels a vy"™™ et de poids n,,, et donc, d’apres la
formule (4.9), il existe w € W de plus haut poids b tel que v = v(w,vy"™, () et tel que
0 < ¢ < inf(b,ny,) et B = b+ n, —20. Done b = b; et £ = {; pour un certain j; donc
w = g;l Ap 'wg, A, €C et v = ijzl )\pljg;, ce qui prouve que les vecteurs vg forment une
base de 'espace de plus haut poids k de F(s). m
Pour tout 5 = 1,..., N, on note {Dj,p}pzl,...,pg I’ensemble des diagrammes du bon type

(s',(b;)). On pose

Dj7p = Db]7nmvl] (D]7p ® 17’Lm)7 (5'3)

J=1...N,p=1,...,p}, ot Dy, 5,1, est défini par la figure 4.

sy

Proposition 5.7 Soit k > 0. Alors l'ensemble des diagrammes D;,, j = 1,...N, p =
L,...,p} forme une base de Homy(q)(s, (k)).

Démonstration. Nous allons montrer que les diagrammes D;,, sont distincts et du bon
type (s, (k)) et que tout diagramme du bon type (s, (k)) est égal a un diagramme D, ,. On
conclura par le lemme 4.1.

Soit D un diagramme du bon type (s,(k)). Nous allons le transformer de la maniere
suivante : on remonte tous les brins s’attachant au bloc n,, des entrées (et uniquement ceux-
ci), puis on divise D en deux diagrammes D = D; o0 Dy, qui sont uniquement déterminés par
D. La figure 5 donne l'idée de la construction.

[N I ES Iy S J yan Nl IV
1 T2

Nm

Figure 5.

22



Celle-ci implique tout d’abord que D, = D' ® 1,,,,. Le diagramme D’ est du bon type
(s',(b)) ou b > 0 est un entier non encore déterminé. En effet, les entrées de D’ sont celles
de D. En ce qui concerne les sorties, il faut montrer qu’il n’y a pas d’arc les reliant. Or les
brins s’attachant aux sorties de D’ proviennent soit d’un brin reliant une entrée et une sortie
de D, soit d’un arc reliant une entrée de D a une entrée du bloc n,,, arc que ’on a remonté
par la construction précédente. Dans les deux cas, ces brins ne peuvent relier deux sorties
de D'. De la méme maniere, on montre que D; est du bon type ((b,n,,),(k)). D’apres le
lemme 5.2, on sait alors que Dy = Dy, ¢ ou £ est un entier vérifiant b + n,, — 20 = k et
0 < /7 < inf(b,n,,). Par définition des b;, il existe j tel que b=b; et £ = {;.

Il reste & prouver que D;, et D,/ sont distincts des que j # 5’ ou p # p'. Notons ¢ (resp.
t') le nombre de brins du bloc d’entrées n,, de D;, (resp. D, ) reliant des sorties. Alors
t =nm, —jett =n, —j; doncsij # 5, alors D;, # Dji . Si j =35, alors p # p’ et donc
D;, # D;,, ce qui prouve la proposition. =

Nous allons maintenant démontrer deux propositions qui prouvent le théoreme 5.1 dans le
cas ou ¢ est de longueur 1. Rappelons pour cela que tout morphisme de Homg g (F(s), F(k))
est uniquement déterminé par ses valeurs sur les vecteurs de plus haut poids de ]'N_( ), et
qu’il envoie tout vecteur de plus haut poids k' # k sur 0. En particulier, la dimension de

Homzg, )(.7:(3), .%(k)) est égale a la dimension de I’espace de plus haut poids k& de .7:(3).
Proposition 5.8 Pour tout entier k > 0, on a

dim (Homv(a)(s, (k))) = dim (Homn(q)(f(s), .%(k‘))) )

Démonstration. D’apres la remarque précédente et le lemme 4.1, il suffit de démontrer que
le nombre de diagramme du bon type (s, (k)) est égal a la dimension de ’espace de plus haut
poids k& de .7?( ). Nous allons démontrer ceci par récurrence sur la longueur m de s. Le cas
m = 2 est 'objet de la proposition 5.4. Supposons alors que pour tout m < m, tout entier
k> 0 et tout objet s de longueur m, le nombre de diagramme du bon type (s (s, (k)) est égal
a la dimension de 'espace de plus haut poids k de .7:(33

Reprenons les notations que nous avons utilisées pour définir les diagrammes D; . D’apres
la proposition 5.7 le nombre de diagrammes du bon type (s, (k)) est p} +--- + ply. D’apres
le lemme 5.6, la dimension de ’espace de plus haut poids k de .7?(5) est pp +---+ pn. Or,
par hypothese de récurrence, nous avons p: = p;, 1 < j < N puisque p; est la dimension de
I’espace de plus haut poids b; de .%(5’), ce qui prouve la proposition. m

Remarque. La remarque du §5.1 est encore valable ici. Le corollaire 3.5 et la proposi-
tion 5.8 démontrent le théoreme 5.1 dans le cas ou ¢ est de longueur 1. Néanmoins, nous avons
besoin des calculs de la proposition 5.9 pour le cas des racines de 1'unité, ¢f. la proposition 6.4.

Le théoreme 5.1 est donc démontré lorsque ¢ est de longueur 1 et si F (s) ne contient
pas de vecteur de plus haut poids k. Nous supposerons donc jusqu’a la fin du §5 que F(s)
contient un vecteur de plus haut poids k.

Proposition 5.9 L’application F: Homy(q)(s, (k)) = Homp ) (F(s), F(k)) est un isomor-
phisme.
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Démonstration. Soit ¢ la dimension commune de Homy,)(s, (k)) et HomR(q)(ﬂ?(s), F(k)).
D’apres la remarque précédant la proposition 5.8, il suffit de prouver qu’il existe une base
v1,...,v, de 'espace de plus haut poids k de F(s) telle que, si Dy, ..., D, sont les diagrammes

du bon type (s, (k)), il existe des nombres complexes ay, ..., ay, tous non nuls tels que
F(Dy)(vp) =0 sil<p'<p<y, (5.4)
F(Dp)(vp) = o v sip<y, (5.5)

ot v¥* € V® . Nous démontrons ceci par récurrence sur la longueur m de s. Le cas m = 2

est I'objet du §5.1 ou nous avons montré que g =1, py =1, g =1 et que

f(Dn,m,j)(Ufz%) =bnmj O jrim—jt, 1U89 .

Supposons m > 3. Pour tout j = 1,..., N, nous choisissons une base 'wé, 1 <p < p;,
de l’espace de plus haut poids b; de F(s') telle que, pour tout j = 1,..., N, il existe, par
hypothese de récurrence, des nombres complexes «;,, tous non nuls (1 < p < p;) tels que

F(Djp)(wl) =0 sil<p <p<p;, (5.6)
}—(Dj,p)('w;) = Qjp 'U(?ij si p < pj. (5.7)

Fixons alors un j et soient p et p’ des entiers tel que 1 < p,p’ < p;. On a

F(Djp)(v3) = F(Do, i, F(Dip @ L, ) ()
ZJ

by mm @ ] -1, @nm
= F(Dyymty) | D cii™ (Y F(Dip)(w)) @ (Y9 og")

=0

ou la deuxieme égalité provient de la formule (4.9) et de la définition du vecteur 'U;, (cf.
lemme 5.6). Si p’ < p, la formule (5.6) implique que f(m)(v;,) =0.Sip=p, ona, dapres
(4.9) et (5.7),

ZJ
/ § J7nm i, @bj =1, @nm
F(,Djm)(v] ) F(,Dbj 77'Lm7 a]p Y @ ) ® (YZ USa )

P’
=0

=Qjp f(,Db m L ) (IU(’U((J@ij'U?nmvgj)> 5

qui est donc un vecteur de plus haut poids k£ de .7::(3) Or, d’apres le §5.1 et le lemme 5.2, il
existe v; # 0 tels que

®b; Tom (
F(Day it )(0(0g 7,057 45)) = 08"

On en déduit que

—_ 0 sip' < p,
F(Djp)(vy) = { P

2@ o
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De plus, on peut toujours supposer by > --- > by. Par conséquent, .7:(D]-7p)(w]‘ii) = 0, pour
tous 7' < 7,1 < p < p;etl <p < py. En effet, rappelons tout d’abord que w;: € j':(s’)
(1 <3 <N, 1 <p < pji)et que D, € B, (1 <37 < N, 1 <p<pj) Donc
.7:(D]-7p)(w;i) a bien un sens. Ensuite, remarquons que 'w;: est de plus haut poids b;; > b;.
Donc f(Dj,p)('w;:) € V¥ Dest également. Mais rappelons (cf. (4.8)) que tous les vecteurs
de plus haut poids de V®% ont un poids inférieur a b;, ce qui prouve que f(DLP)('w;;) = 0.

En renumérotant alors les vecteurs {'Ug}pzl,,,,p] et les diagrammes {D; ;, } =1, », selon 'ordre
j=1,...,N j=1,...,N

SR 12 2 G N N
Ugy UgyenvyUply Ulyeeey Upsivnyunny Uny Upigyeey U 5eney Uy

(et 'ordre correspondant pour les diagrammes), nous obtenons deux familles satisfaisant aux
conditions de I’énoncé. m

5.3 Démonstration du théoréeme 5.1

D’apres [18], XIV.2.2, pour tout triplet d’objets (U, V, W) d’une catégorie rubanée, I’ap-
plication § : Hom(U @ V,W) — Hom(U, W ® V*) donnée par

ff=(f ®idy)(idu @by ),
et 'application b : Hom(U, W @ V*) — Hom(U & V, W) donnée par
g = (idw ®@dy)(g ® idy ),

sont des bijections inverses I'une de 'autre. Dans le cas des catégories V(a) et R(q), ce sont
en outre des isomorphismes d’espaces vectoriels. Soit alors s et ¢t deux objets quelconques
de V(a). On suppose que t est de longueur > 1. Soit k& > 0 l'entier et 3 la suite tels que
t = §® (k). Nous allons démontrer le théoreme 5.1 par récurrence sur la longueur de la
suite t. Le cas ou t est de longueur 1 (ou 0) a été démontré au §5.2. D’apres I’hypothese de
récurrence, ’application

F: Homv(a)(s ® (k),3) — Homg () (j-:(s ® k),]f':(§)>

est un isomorphisme. Par conséquent, il s’agit de montrer que le diagramme de la figure 6
est commutatif. Or,
F(D)) = (idp 0 F(d) (FD) widg,)

~ o~

= (2 ®(dzg(0® @idze)) (FD) @idzy)).

ou la deuxieme égalité provient du lemme 3.3. En utilisant la représentation graphique des
morphismes dans une catégorie rubanée (donnée, par exemple, dans [18], chap. XIV, ou [49],
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chap. I), nous obtenons

Or, si g € Homgp(q) (.7?(5 ® k),.%(@j), alors

¢ € Hompy, (F(s),F(3) © F(k)")

et

On en déduit que

F (k)

\_/ V(”

Or (idj;(g) @(a 1)) : Homg(,) (]T_(S),}N—(E) ®.7'N—(k‘)*> — Homp,) (f(s),f(t)) est un iso-

morphisme, donc 'application

Homy(4)(s,1) — Homg,) (ﬁ(s),f(t))

~ ~ o~ ~ o~ i
qui envoie D sur F(D) = (idj;(g) ®@(a™1)®F) <.7:((D)b)> est un isomorphisme. m
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Homy(4)(s @ k, 3) 7 Homg 4)(F(s @ k), F(3))

f

HomR(q)(}N—(S),ﬁ@) ® ﬁ(k)*)

Homv(a)(s,t) ol Hom’R(q)(F(S)af(t))

Figure 6.

6 Pleine fidélité: cas d’une racine de 1’unité

Nous fixons un nombre complexe a qui une racine primitive 4r°™¢ de 1'unité avec r > 3.
Posons ¢ = a*. Rappelons que I’ensemble J = .J(a) défini au §2.4 est 'ensemble {1, ..., r—2}.
Nous allons démontrer que le foncteur F : V(a) — R(q) est pleinement fidele. D’apres le
corollaire 3.4, il ne nous reste qu’a démontrer la surjectivité de I’application

F : Homy,(s,8") — Homgy(F(s), F(s")) (6.1)

pour toute paire (s, s') d’objets de V(a), ce qui achévera la démonstration du théoreme 2.1.

Remarquons qu’il suffit de vérifier que, pour tout objet s de V(a) et tout entier k > 0,
le foncteur F : Homg(a)(s, (k) — Homﬁ(q)(]?(s),j}(k)) réalise un isomorphisme d’espaces
vectoriels. En effet, la démonstration donnée au §5.3 s’étend mot pour mot au cas d’une
racine de 'unité. Or nous savons que si P, Z et W sont des U,(sly)-modules de dimension
finie avec Z négligeable, alors

homR(q)(P G Z, W) = homR(q)(P, W),

(les notations sont celles de §1.3). Il suffit donc de considérer les cas ou la partie semi-
simple de F(s) contient un vecteur de plus haut poids k, puisque dans le cas contraire,

Homﬁ(q)(.%(s),ﬁ(k‘)) = 0, ce qui entraine Homg(a)(s, (k)) = 0 d’apres le corollaire 3.4.

Nous sommes donc réduits a montrer la surjectivité de ’application

F @ Homyy(s, (k) — Homﬁ(q)(?(s),?(k‘)) (6.2)

pour toute suite s et pour tout plus haut poids k de .7?(3) Nous allons procéder par récurrence
sur la longueur m de s. Si m = 1, on procede comme dans le cas générique. Au §6.1, nous

considérons le cas m = 2.
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6.1 Casm=2

Fixons deux entiers ny,ny € J et k un entier > 0 tel que la partie semisimple de ﬁ(nl, ns)
contienne un vecteur de plus haut poids k. D’apres (4.6) et (4.7), ceci équivaut a

kE <inf(ny +nqe,2r —4 —ny —ny) et k=ny+ny— 2y,

pour un certain entier j tel que 0 < j < inf(nq,ns).
Proposition 6.1 L application F : Homy(q)((n1,n2), (k) — Homﬁ(q)(ﬁ(nl,ng),ﬁ(k)) est
surjective.

Démonstration. Au vu du §5.1, il suffit d’établir que le scalaire by, _;,,—ij—i # 0 pour
tout 1 = 0,...,7 — 1. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de le prouver pour : = 0. En
effet, le triplet (ny —i,ny — 1,j — i) vérifie les conditions imposées a (ny,nz,j) pour tout
1=0,...,7 — 1. Rappelons que

Cnpti—1 [n1 +ne—J+ 1],

(1],

b =q

n1,m2,]

Nous devons montrer que [n1+n2—j+1], # 0. Comme [n], = 0 si et seulement sin = 0modr,
il suffit de montrer que 0 < ny4+ny—j5+1 < r.Or, j <inf(ny,ng), doncny +ny—j+1> 0.
De plus,

n1+n2 — 27 <inf(ny + n2,2r —4 —ny — ny),

donc j > ny +ngy —r+ 2 et par conséquent ny +ny —j+1<r—1. =

6.2 Casm>3

On part d’un objet s de longueur m > 3. Soit s’ = (ny,...,nm—1) I'objet de V(a) défini
par s = s’ @ (n,). Soit k un entier > 0 tel que la partie semisimple de .7?(5) contienne un
vecteur de plus haut poids k. Par récurrence, nous admettons que l'application (6.2) est
surjective pour tout objet de longueur < m.

Par analogie avec le cas générique, soit {by,...,by} I'ensemble des entiers tel que pour
tout 7 =1,..., N, la dimension p; de ’espace de plus haut poids b; de la partie semisimple
de .%(3’) soit strictement positive et tel qu’il existe un entier ¢; vérifiant 0 < £; < inf(b;, n.,)
et b; + n,, —2(; = k. Comme au §5.2, les deux lemmes suivants justifient la donnée de cet
ensemble.

Lemme 6.2 Avec les notations précédentes, Uensemble {b, ..., by} est non vide.

~J

Démonstration. Décomposons .%(3’) en ses parties semisimples et négligeables : .7?(3’)

P& 7' Alors

F(s) 2 F(s") @ Flng) (P @V, )@ (2 @ V,,,).
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Puisque P’ = @?:1 Vi, avec 0 < k; <r — 2 pour tout : = 1,...,d, nous avons

d
P @V, =PV @ Va,).

=1
Or, d’apres (4.7),

inf(k;+nm,2r—4—k; —nm)

Vi, @ Vi, D viez (6.3)
t=|nm —k;|
t=k;+nm mod?2
ou Z est un module négligeable. De plus, nous savons qu’il existe un vecteur de plus haut
poids k& dans la partie semisimple de F(s). Nous en déduisons que pour un certain k;, il
existe un indice t dans (6.3) tel que t = k, et donc, d’apres (4.9), des entiers 7 et £ tels que
ki +nm —20 =k et 0 <{ <inf(k;,nm,), ce qui prouve que ’ensemble {by,...,by} est non
vide. m
Pour tout y = 1,..., N, soit 'w{, e ,'wg;] une base de l'espace de plus haut poids b; de
la partie semisimple de ]-N_(s’). En procédant comme pour le lemme 5.6, on établit le lemme
suivant.

Lemme 6.3 La famille de vecteurs 'UZZ = ‘U(‘w}é,vgm,@') 1 <3 <N, 1<p<p,;, forme une

base de Uespace de plus haut poids k de la partie semisimple de F(s).

Nous poursuivons comme dans le cas générique. Toutefois, remarquons que la proposition
5.8 n’est pas valable dans le cas d’une racine de 1'unité.

Proposition 6.4 L application F : Homy(4)(s, (k) — Homﬁ(q)(?(s),?(k)) est surjec-
live.

Démonstration. Etablissons cette proposition par analogie avec la proposition 5.9, i.e.
montrons qu’il existe une base vy, ..., v, de l'espace de plus haut poids k£ de la partie semi-

simple de F(s), des diagrammes Dy, ..., Dy, du bon type (s, (k)) et des nombres complexes
aq, ..., 0y, tous non nuls tels que l'on ait

F(Dy)(vp) =0 sil<p' <p<d,

P
f(Dp)('Up) Qp 'U((?k sip<y¢,

ou ¢ = dim (Homﬁ(q)(?(s),?(k))) Puisque la dimension de I’espace de plus haut poids

k de la partie semisimple de .7?(3) dans le cas d’une racine de 1'unité est inférieure a la
dimension de 'espace de plus haut poids de .7?(5) dans le cas générique, on a ¢’ < g =
dim (Homv(a)(s, (k))) La démonstration de la proposition 5.9 s’adapte donc au cas présent
des que l'on remplace les espaces de plus haut poids par les espaces de plus haut poids
des parties semisimples et le lemme 5.6 par le lemme 6.3. Nous conservons la définition des

diagrammes D; , et la proposition 5.7. =
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A partir de la proposition 6.4 nous procédons comme dans la démonstration du théoreme
5.1 a la fin du §5.2 qui s’applique encore ici pour ce qui est de la surjectivité. En conclusion,
I’application (6.2) est surjective pour tout m > 3.
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Deuxieme partie

Une démonstration topologique du
principe de symétrie de Kirby-Melvin

Introduction

Cette deuxieme partie est une application de la premiere. Dans un article [24] paru dans
Inventiones mathematicae en 1991, Kirby et Melvin ont établi ce qu’ils appellent un “principe
de symétrie” pour l'invariant de Reshetikhin-Turaev associé a un module simple du groupe
quantique U, (slz) lorsque le parametre g est une racine primitive 2r-ieme de 'unité.

Nous énoncons maintenant ce principe. Notons Vj (0 < k < r — 2) le U,(sly)-module
simple de plus haut poids ¢* et de dimension k + 1. Soit L un entrelacs parallélisé (“framed
link”) dont on colorie chaque composante connexe par un des modules simples Vg, ..., V,_,.
Distinguons une composante K de L et soit V} sa couleur. Nous notons [Jy,x; l'invariant de
Reshetikhin-Turaev correspondant a cette donnée. En utilisant la théorie des représentations
de U,(sl), Kirby et Melvin ont montré que Jr/x;r et Jr/k;r—2—% sont égaux a multiplica-
tion par un scalaire pres. Comme, d’apres la premiere partie de cette these, la théorie des
représentations de U,(sly) admet une description topologique, il est naturel de se deman-
der si le principe de symétrie de Kirby et Melvin peut se démontrer de maniere purement
topologique. Le but de cette partie est de répondre a cette question par I’affirmative.

Nous donnons du principe de symétrie de Kirby-Melvin la version suivante. Pour tout
entier k tel que 0 <k <r—2, 0ona

242 Y Ik(K,L;)+1k(K,K)(3r—2—2k)
£;=1(2)

Jr/K k- (1)

Jr/Kr—2—-k =1

Dans cette formule, i € C est une racine carrée de —1, (L;); est la famille des composantes
connexes de L différentes de la composante distinguée K, (V;,); est le coloriage de (L;);, et
pour tout couple de nceuds (K;,K3), entier Ik( K5, K3) est le nombre d’enlacement de K
avec K.

La démonstration que nous proposons se fait en plusieurs étapes. Tout d’abord, on re-
marque que dans la catégorie R(q) introduite dans la premiere partie, on a un isomorphisme
de U,(slz)-modules

Vieak 2V ® Voo,

qui nous permet de ramener la démonstration de (1) au cas & = 0. De plus, d’apres le
théoreme 2.1 de la premiere partie, 'invariant d’un nceud K colorié par un module simple
Vi est le méme que I'invariant de I'entrelacs, colorié par le module fondamental V;, composé
d’un cablage de k copies de K et du k-ieme idempotent de Jones-Wenzl. On montre alors par
plusieurs réductions successives qu’il suffit d’établir le principe de symétrie pour les entrelacs
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L, dont toutes les composantes sont triviales, et dont les composantes différentes de K ne se
croisent pas entre elles et sont coloriées par Vi, et ou K est coloriée par V,_,.

Le plan de cette partie est le suivant. Les §§2-1 sont consacrés aux rappels et aux lemmes
techniques indispensables pour la suite. La démonstration du principe de symétrie est donnée

dans le §3.

1 Préliminaires topologiques

Dans ce paragraphe, nous rappelons la définition du nombre d’enlacement de deux nceuds.
Puis nous démontrons la conservation de la parité des nombres d’enlacement sous certaines
opérations. Nous terminons par un lemme combinatoire sur les tresses.

1.1 Nombres d’enlacement

Nous commencons ce paragraphe par un rappel sur les nombres d’enlacement. On pourra
consulter [19] pour plus de détails. Soit L un entrelacs et soient M et N deux de ses compo-
santes que nous orientons de maniere arbitraire. Nous fixons un diagramme planaire repré-
sentant L. A chaque croisement entre M et N nous associons un nombre £1 comme sur la

figure 7.
LN
n v

Figure 7.

Le nombre d’enlacement 1k(M, N) de M et N est la demi-somme des nombres +1 associés
a tous les croisements entre M et N. Cet entier ne dépend pas du diagramme planaire de L
choisi. Lorsqu’on change une seule des orientations de M ou de N, le nombre d’enlacement
est multiplié par —1.

Lorsque L est un entrelacs a p + 1 composantes Ly,..., L,, K, nous posons

k(L, K) ZlkL K).

Si de plus chaque composante L; est coloriée par V;;, nous posons

k(L, K) ZlkL K).

l 1mpa1r

La suite de ce paragraphe est consacrée a démontrer la conservation des nombres d’enla-
cement sous certaines opérations.
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Soit L un entrelacs orienté a p + 1 composantes Ly,..., L,, K. Nous fixons un certain
diagramme planaire représentant L et on suppose que les projections des composantes L et
L5 se croisent. Nous fixons un tel croisement de Ly et L,. Nous I’éliminons en le remplagant
soit par ||, soit par x Nous notons L’ ’entrelacs obtenu apres cette transformation.

Lemme 1.1 Avec les notations précédentes, nous avons
Ik(L',K) =1k(L, K) mod 2.

Démonstration. On peut orienter L; et Ly de facon que le croisement considéré soit celui
de la figure 8. Supposons alors qu’on remplace ce croisement par le diagramme du milieu
ou celui de droite de la figure 8. Les deux composantes L; et Ly sont alors transformées
en une seule que nous notons Ly. Dans le cas du premier remplacement, ['orientation de
L{, conserve celle de Ly et celle de Lo, donc 1k(Ly, K) = 1k(Ly, K) + Ik(Ly, K). Dans le
deuxieme cas, l'orientation de L conserve celle de L, et inverse celle de Ly, donc 1k(Ly, K) =
Ik(L1, K) — Ik(Ly, K), et ceci prouve le lemme. m

Ly Iy

W R

Figure 8.

Soit L un entrelacs orienté dont nous distinguons deux composantes N et M. Nous fixons
un certain diagramme planaire de L et on suppose qu’il existe un croisement de N avec elle-

méme. Nous fixons un tel croisement et nous le désingularisons en le remplagant soit par | |,

soit par x Nous notons L’ I’entrelacs obtenu apres cette transformation.

Lemme 1.2 Avec les notations précédentes, on a
Ik(L', M) =1k(L, M) mod 2.
Démonstration. Nous devons considérer les croisements de la figure 9.
A A
N AN
Figure 9.

Nous traitons le cas du premier croisement. Le deuxieme se traite de facon analogue. Nous
introduisons quatre points A, B, C' et D comme sur la figure 10. Comme N est un nceud, et
vu l'orientation, on parcourt ces points dans l'ordre A - B - C — D — A.

A\ C A C A C
Sl X
D B D B D B

Figure 10.
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Si on remplace le croisement par le deuxieme diagramme de la figure 10, la composante NV
est transformée en deux composantes Nj et N{ munies de l'orientation induite par N. Que
I'orientation de N soit conservée est immédiat. De plus, lorsqu’on parcourt I’entrelacs obtenu
en partant de A, on rejoint D. Comme l'orientation de N est conservée, on rejoint alors le
point A sans passer par B ni ', ce qui prouve que N est transformée en deux composantes.
Nous avons donc

Ik(N, M) = Ik(N}, M) + k(N], M)

et Ik(L, M) = lk(L', M). Remplagons maintenant le croisement par le troisieme diagramme
de la figure 10. Si on parcourt I’entrelacs ainsi obtenu a partir de A, on rejoint €. De C', on
rejoint B car 'orientation de N est inversée sur ce bout. De B, on rejoint D, puis A car sur
cette partie 'orientation de N est conservée. On en déduit que N est transformée en une
seule composante N'. Nous affirmons que

ou NJ et N| sont les composantes obtenues précédemment. Ceci provient du fait que les
croisements entre N’ et M sont exactement les croisements entre (Nj, M) et entre (N{, M).

Nous avons donc dans tous les cas lk(L', M) = 1k(L, M) mod 2. m

Soit maintenant un entrelacs L orienté dont nous distinguons deux composantes N et K.
Soit 1 < n < r — 2 un entier. Soit D un diagramme simple de type (n,n) (au sens du §2.1
de la premiere partie), et soit D Dentrelacs obtenu en intercalant le diagramme D dans un
cablage de n copies de N.

Lemme 1.3 Avec les notations précédentes, on a

Ik(N,K) mod 2 sin est impair,
0 mod 2 sinon.

Ik(D,K) = {

Démonstration. Nous intercalons le diagramme D sur une partie de N qui ne croise aucune
composante de L. De cette facon, les croisements entre D et les autres composantes de L
ont lieu a 'extérieur de D. De plus, pour ¢ = 1,...,n, le brin issu de I'entrée ¢ de D rejoint
la sortie 7 le long du nceud N. Nous notons b; ce brin. Ainsi, pour tout 2, le brin b; apporte

une contribution pour lk(f?, K') égale & £1k(N, K'), suivant que I'orientation de b; conserve
ou non l'orientation de N. On en déduit que 1k(D, K') = nlk(N, K) mod 2. m

1.2 Tresses

Le lemme suivant est un résultat purement combinatoire. Il est nécessaire pour établir le
lemme 2.8.

Lemme 1.4 Soit T' une tresse a n brins dont la permutation associée est un cycle de lon-
gueur n. Alors on peut remplacer les croisements de T' par des diagrammes || ou x de fagon

que la cloture T de T soit le neud trivial.
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Démonstration. Nous notons &, le groupe symétrique sur n éléments, et o; € &, la
transposition qui échange tet i+ 1 (1 =1,...,n —1). Soit o le cycle de longueur n associé

aT. Alors
o=0; 0, (1.1)

avec 0y, € 6, et ou chaque transposition o; € &,, apparait au moins une fois. On transforme
alors T' de la maniere suivante. Pour tout ¢« = 1,...,n — 1, nous remplagons le premier

croisement de T' correspondant a o; par x, et les suivants par || Nous affirmons que la

cloture 7' de T (apres transformation) est le nceud trivial. Comme il n’y a aucun croisement
dans le diagramme T, il s’agit de montrer qu’il n’a qu'une seule composante.

Les principes méme de la transformation et de la cloture d’une tresse nous permettent
de nous restreindre au cas ou chaque transposition o;, 2 = 1,...,n — 1 apparait une et une
seule fois dans le produit (1.1), i.e.

0 = 07(1)07(2) """ On(n—-1),
ou € S,_;. Comme oy commute avec o; des que 2 > 2, on a
! !
o =010 ouo =00y,

ou ¢’ € &,_, est un produit des n — 2 transpositions oy, ,0,_9 € &,,_1, chacune interve-
nant une et une seule fois. Ceci permet d’écrire que

T( T ou T = A , (1.2)
T / ‘

ou T" est une tresse a n — 1 brins dont la permutation associée est ¢’. Pour démontrer que T

est le nceud trivial, nous raisonnons par récurrence sur n. Lorsque n = 1, il ne se passe rien.
Le passage de n — 1 a n est obtenu grace a I’égalité (1.2), et est expliqué par la figure 11.
Sur cette figure, nous n’avons pas dessiné les brins qui ferment la tresse. Lorsqu’on suit le
brin issu de 1, on rentre dans 7" en 2. Par hypothese de récurrence, T" est le nceud trivial.
On ressort donc en 3 apres étre passé par toutes les entrées et sorties de T”. On rejoint alors
4 et 5, puis a nouveau 1, ce qui prouve que T na qu’une seule composante. m

IT 1

Figure 11.
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2 L’invariant de Reshetikhin-Turaev

Dans ce paragraphe, nous rappelons la notion d’entrelacs colorié, la définition de l'in-
variant de Reshetikhin-Turaev, et nous démontrons quelques résultats qui établissent des
égalités entre morphismes dans la catégorie R(q).

éme et a
une racine primitive 4r°™¢ de 1, telles que ¢ = a*. Nous considérons 1’algebre de Hopf U, (sl,)
pour cette racine de I'unité. Nous renvoyons le lecteur au §1.4 de la premiere partie pour ce
qui concerne U, (slz) et les catégories de U, (slz)-modules R(q) et R(q), en particulier pour la

définition des modules simples V}, et au §2.4 pour la définition des catégories V(a) et V(a).

Dans toute la suite, r est un entier > 3. Nous fixons ¢ une racine primitive 2r

Nous fixons également une racine carrée 1 de —1 dans le corps C des nombres complexes.

2.1 Expression graphique de 'invariant de Reshetikhin-Turaev

Nous commencons par rappeler la notion d’entrelacs colorié. Soit L un entrelacs muni

d’un champ de vecteurs normal (entrelacs parallélisé ou "framé”) a p composantes Ly, ..., L,.
A chaque composante L; nous associons un objet W; de la catégorie R(q). Le module W;
est appelé la couleur de L; et 'ensemble {Wi,..., W,} un coloriage de I'entrelacs L.

Nous rappelons brievement la construction de I'invariant de Reshetikhin-Turaev (nous
renvoyons a [41] pour les détails). Soit L un entrelacs parallélisé & p composantes Ly, ..., L,
coloriées respectivement par V;,,...,V;,. Soit D un diagramme planaire représentant L. Ce
diagramme est construit a partir des composants élémentaires présentés dans la figure 12.

U X

Figure 12.

Il est bien connu que, pour définir 'invariant de Reshetikhin-Turaev [J7, il suffit d’associer
aux diagrammes de la figure 12 des morphismes de la catégorie R(q), que nous noterons
graphiquement a 1’aide des dessins de la figure 13.

\7
4 v \ /
(¥ Vi, 2 Vip Vi,
s > s s
e]

Figure 13.

Par définition, ces morphismes sont les images par le foncteur F (défini dans la premiere
partie au §3.3 par le corollaire 3.4) des morphismes de la catégorie V(a) donnés par la
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éme

figure 14. Dans cette figure, f, désigne le p®¢ idempotent de Jones-Wenzl, et nous renvoyons
le lecteur au chapitre XII de [49] pour la signification des dessins.

| 7 7 m
o | U ’ 7 o |
Z]' Zj

Figure 14.

Le théoreme 2.1 de la premiere partie justifie I'identification des morphismes de la figure 13
avec ceux de la figure 14. Par définition, I'invariant [Jp, est égal a I'invariant 77, ou I’entrelacs
L est obtenu a partir de L en remplagant la composante L; par un cablage de j copies de

*éme

L;, toutes coloriées par V;, et en intercalant le 7°™¢ idempotent de Jones-Wenzl f;.

2.2 Quelques relations dans R(q) et V(a)

Dans ce paragraphe, nous démontrons quelques égalités entre morphismes dans les caté-

gories R(q) et V(a).
Lemme 2.1 Dans la catégorie R(q), on a lisomorphisme
Viceen EVE Q@ Vi
pour tout k =0,...,r — 2.
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la décomposition des produits ten-
soriels dans la catégorie R(q) (¢f. la formule (4.7) de la premiere partie). Remarquons qu’il

n’existe pas de tel isomorphisme dans la catégorie R(q). =

Lemme 2.2 Dans la catégorie R(q), on a l’égalité
pour tout n =1,...,r — 2.

Démonstration. Par le théoreme 2.1 de la premiere partie, il suffit de montrer que ’'on a

— (_1)n qn(n+2)/2
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dans la catégorie V(a). Nous procédons par récurrence sur n. Le cas n = 1 est bien connu
(cf. [49], chap. XII). La figure 15 explique comment passer de n — 1 a n. La premiere égalité
de cette figure provient du cas n = 1 appliqué a la boucle intérieure. La deuxieme égalité est
immédiate. Pour obtenir la troisieme, nous appliquons la relation de Kauffmann aux n — 1
croisements supérieurs et aux n — 1 croisements inférieurs. Comme

[ =Ll =0,

(cf. [49], chap.XII), un seul terme apparait & chaque fois, et un coefficient (¢"~1/2)? apparait.

,

(¢f. [49], chap.XII); pour p = n — 1, nous pouvons appliquer ’hypothese de récurrence a la

Comme

boucle formée des n — 1 brins extérieurs. Le coeflicient final est alors

(2n+1)/2 « (_1)n—1q(n—1)(n—|—1)/2 — (_1)n n(n+2)/2

—q q . ;

Figure 15.

2.3 Coloriage par V,_,

Dans ce paragraphe, nous étudions le cas ou les coloriages font intervenir le module simple
"maximal” V,_.

Lemme 2.3 Dans la catégorie R(q), on a l’égalité

Démonstration. D’apres le lemme 2.1, nous avons V,_y @ V,_3 = V5 = C. Par conséquent,
tous les endomorphismes de V%% sont proportionnels a I'identité. On en déduit qu’il existe
a € C tel que

Vv, Vi—2 Vr_2

| . (2.1)

e
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Fixons un vecteur v de plus haut poids 0 dans V®%. Le morphisme (2.1) est entierement
défini par sa valeur sur v. Considérons les morphismes

r_u . (C — ‘/7,1%22 et Vr—(\ . ‘/7,®_22 — (C

Il existe 3,7 € C tels que

et a = (v. Or, d’apres [19], chap. XII,

Vi_2

O ===y,
ot [n] = (¢" —q¢")/(¢ — ¢~ ') pour tout entier n. m

Lemme 2.4 [l existe A € C* tel que le tressage de V,_y dans la catégorie R(q) vérifie

\/ = A = (-2 \Y
\ .
et
\< = \! = (—1)A N\
/ N,
®2

Démonstration. Comme V5 = V4 dans R(q) et comme Vg est simple, nous avons évi-
demment les premieres égalités pour le tressage et son inverse. Les deux autres égalités
proviennent du lemme 2.3. u

Remarque: Un calcul utilisant la R-matrice universelle de U,(sl3) (¢f. [18]) montre que

A= —i.

Lemme 2.5 Dans la catégorie V(a), on a les égalités

(r—2)/2

(r=2)/2
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Démonstration. Nous donnons la méthode pour établir la premiere relation. On élimine les
r — 2 croisements du membre de gauche a ’aide de la relation de Kauffman. On commence
par le croisement avec le brin issu de f._5 le plus a droite. On obtient la relation

On applique ensuite a nouveau la relation de Kauffman aux croisements des termes du
membre de droite. Or, d’apres [49] chap.XII, on a

| Ia

froz = | fr-2 = 0.
N4 |

Ainsi, les éliminations des croisements restants du membre de droite de (2.2) ne font appa-

raitre qu’un seul terme, et on obtient la relation annoncée. m

Lemme 2.6 Dans la catégorie V(a), on a l’égalité
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et pour tout n =0, ...

,7—1,0n a[r—n]

[n]. On en déduit que
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De la méme maniere, on obtient que

(2.4)

Rappelons que l'idempotent de Jones-Wenzl f,_; est négligeable (cf. [49], chap. XII): il
est nul dans le catégorie V(a). Par la formule de récurrence définissant les idempotents de

Jones-Wenzl (cf. [49], chap. XII), on a alors

Lemme 2.7 Soit K un neeud tel que Ik(K, K) = 0. Alors
j]&";r—? = (_1)7’

Démonstration. On peut choisir une représentation planaire de K qui est la cloture d’une
tresse 1" a n brins. Nous munissons K d’une orientation de facon que les brins de la tresse T
solent orientés de haut en bas. Les croisements de 7" sont donc ceux de la figure 16. Comme
Ik(K,K) = 0, il y a autant de croisements positifs que de croisements négatifs. D’apres le
lemme 2.4, on peut remplacer chacun des croisements par



Chaque substitution fait apparaitre un coefficient A ou A™! suivant que le croisement sup-
primé est positif ou non. Nous avons donc Jk,,—2 = Jr.r—2, ou L est l'entrelacs a n compo-
santes triviales disjointes, toutes coloriées par V,_y. Or, d’apres [49], chap.XII, on a

Vi_2

O = -1 = s
donc Jg,r—a = (1),

Il reste a établir que n est impair. Comme K est un nceud, la permutation représentée
par T est un cycle de longueur n, de signature (—1)"*!. Cette permutation est paire car c’est
la composée de 2p transpositions; donc n est impair. m

A X

Figure 16.

Lemme 2.8 Soit L un entrelacs dont une composante K wvérifie Ik(K,K) = 0. Alors on
peut remplacer les croisements de K avec elle-méme par des diagrammes || ou x de fagon a
obtenir le neeud trivial . De plus, si L' est Uentrelacs L obtenu apres cette transformation,
alors

Trjiir—2 = Jvyosr—2 €t Jr/x.0 = Jurjoso.

Démonstration. Représentons K comme la cloture d’une tresse T. Comme K est coloriée
par V,_y, on peut remplacer les croisements de T par des diagrammes || ou x (lemme 2.4).
D’apres le lemme 1.4, on peut choisir ces remplacements de facon a transformer K en le
neeud trivial. On a donc
jL/K;r—2 = ’YjL’/o;r—Qv
ou v € C est le produit des coefficients qui apparaissent lorsqu’on change les croisements,
¢f. lemme 2.4. Or, on a
jK;r—Q = ’on;r—27
puisque le changement des croisements de K n’affecte pas les autres composantes de L.
D’apres le lemme 2.7, Jx,r—2 = Jo:r—2 # 0. On en déduit que v = 1. L’égalité pour le
coloriage par Vy découle immédiatement du fait que V4 est 1’objet unité de la catégorie

R(q). =

3 Démonstration du principe de symétrie

Dans ce paragraphe, nous démontrons la formule (1). La démonstration se fait apres cing
réductions.

Nous fixons un entrelacs orienté colorié L a p 4+ 1 composantes Ly, ..., L, et une compo-
sante distinguée K. La couleur de la composante L; est V;,, ou 0 < £; <r —2. Comme 1}
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est 'objet unité de la catégorie R(q), une composante colorié par V; peut étre enlevée sans
changer Jr,. Nous pouvons donc supposer £; > 0 pour tout j.

3.1 Premiere réduction

Nous montrons qu’on peut se ramener au cas ou lk(K,K) = 0. En effet, supposons
Ik(K,K) # 0 et soit K le nceud obtenu en tordant le nceud K avec |Ik(K, K)| boucles du
signe contraire de Ik(K, K). (Le premier diagramme de la figure 17 est une boucle positive,
le deuxieme une boucle négative). On a alors Ik(K, K') = 0. Soit L' I'entrelacs obtenu de L
en remplacant K par K. Supposons que 1'on ait démontré (1) pour le couple (L', K). Alors
on a

Tijicir—a—k = (‘UTHI{(L’K)jL//R'; ke

D’apres le lemme 2.2, on a
Tokn = (—1 )k HR qlk(K,K)k(k-|—2)/2jL‘/K;k

pour tout k =0,...,r —2. Or, Ik(L/, [{’) = Ik(L, K); on en déduit que
TL/Kir—2—k = (—1)7’+E(L’K)(—1)lk(K’K)rqlk(K’K)<(r_2_k)(r_k)_k(k+2))/QJL/K;k.
Or,
(r—2—Fk)(r—k)—k(k+2)=r(r—2-2k), ¢ =1 et (_1)11((1{,1()7- = § AKEK)r

ce qui prouve que

jL/Ix"~r—2—k _ (_1)r+E(L,K) i lk(K,K)(3r—2—2k)jL/K.k‘

\ S
° |
Figure 17.

3.2 Deuxieme réduction

Nous supposons que lk(K, K') = 0 et nous montrons qu’on peut se ramener au cas ot
k = 0. En effet, d’apres le lemme 2.1, on a

Tvjiir—2-k = JLjK;k@r—29

ou Jr/i;ker—2 deésigne l'invariant de L lorsque la composante K est coloriée par V;, @ V,_,.
Or,
Trigiker—2 = Ji k. ez
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ot L est l'entrelacs obtenu & partir de L en remplacant la composante K par un cablage de
deux copies de K, I'une coloriée par Vi, l'autre par V,_5. Alors

Tijiireg = (1) R (3.1)

Or,
k(LK) = E(La K)+1k(K,K) mod 2 s% k est impair,
Ik(L, K) mod 2 sinon.

Comme Ik(K, K') = 0, on déduit de 1’égalité (3.1) que
Tvjrir—2-k = (‘UHE(L’K)jE/K;o = (‘DHE(L’K)jL/K;k;

car Vj est I'objet unité de la catégorie R(q).

3.3 Troisieme réduction

On suppose que k = 0 et que Ik(K, K') = 0. Nous montrons maintenant qu’on peut se
ramener au cas ou toutes les composantes de L différentes de K sont coloriées par V;.

Nous démontrons que, si le principe de symétrie (1) est vrai lorsque £;=1 pour tout j,
alors il est vrai pour toutes les valeurs de /;. Nous procédons par récurrence sur le nombre
n de composantes de L différentes de K, coloriées par un module V; ou £ > 1. Le cas n = 0
satisfait ’hypothese que nous faisons dans cette réduction.

Soit L un entrelacs colorié, avec n composantes différentes de K coloriées par un V; avec
¢ > 1. Nous fixons une composante L; coloriée par V;, avec £; > 1. Soit fy; le ﬁfme idempotent

fr; =Y Xiom Dijm,

de Jones-Wenzl. Nous avons

ou chaque D;,, est un diagramme planaire de type ({;,¢;), et ou A;,, € C. Notons ﬁj,m
I’entrelacs obtenu en intercalant le diagramme D;,, dans un cablage de ¢; copies de L;.
D’apres le théoreme 2.1 de la premiere partie, nous avons

jL/I&";r—Z = E )‘],m jLJvm/I(;r—Qa
m

ot L™ est I’entrelacs obtenu en remplagant L; par ﬁj7m, et ou toutes les composantes de
D; , sont coloriées par Vi. En appliquant 1’hypothese de récurrence a l'ordre n — 1 a L/™,
on obtient

Ik(L)™ K
jLJvm/I(;r—Q = (_1)7’—1— ( X)-.7Lﬂvm/](;0'

Comme toutes les composantes de D;,, sont coloriées par Vi, on a

(L™ Ky = > 1k(Ly, K) 4 1k(Djn, K).
b#j

£y, impair
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Or, d’apres le lemme 1.3, on a

IK(D; ., K)

0 sinon.

{H{(Lj, K) mod 2 si/; est impair,

On en déduit que Ik(L?™, K) = 1k(L, K), et donc que

Trji;r—2 = (_1)r+E(L,K) Z N Tpsom 50 = (_1)T+E(L,K)jL/K;O‘

3.4 Quatrieme réduction

Nous supposons que lk(K, K') = 0 et nous montrons qu’on peut se ramener au cas ou K
est le nceud trivial.

D’apres le lemme 2.8 (et en gardant les notations de ce lemme), on a

jL/I(;r—Q = jL'/o;r—Q et jL/I(;O = jL’/O;O-

Supposons alors que
jL'/O;r—Q = (_1)r+lk(Ll7o)jL’/O;0-

D’apres le lemme 1.2 (avec N = K et M une autre composante de L), on a Ik(L, K) =

Ik(L',Q) mod 2, donc
Jr/kr—2 = (—1)T+lk(L’K)t7L/K;o-

3.5 Cinquieme réduction

On suppose que 1k(K, K) = 0 et que toutes les composantes de L différentes de K sont
coloriées par Vi. Nous montrons qu’on peut se ramener au cas ou les composantes de L
différentes de K sont sans auto-croisement et qu’elles ne se croisent pas deux a deux entre
elles.

Nous démontrons cette réduction par récurrence sur le nombre de croisements entre les
composantes de L différentes de K. Nous fixons deux composantes L, et L,, de L différentes
de K et on suppose qu’elles se croisent. La réduction précédente permet de supposer que
toutes les composantes de L différentes de K sont coloriées par Vi. Nous pouvons alors
éliminer le croisement que nous considérons par la relation de Kauffman pour obtenir

Tryisr—a—t = 0> Tvprcir—ami + 0 Tinjicir—an

L ) . (3.2)
— q1/2 (_1)7‘+1k(L JX)jL’/K;k +q 1/2 (_1)7‘+lk(L JX)jL”/K;k;

oit L' (resp. L") est I'entrelacs obtenu en remplacant le croisement par || (resp. ), et ot la
deuxieme égalité provient de I’hypothese de récurrence appliquée a L' et L”. Dans L’ (resp.

46



n 4 ! n
L"), les composantes L, et L,, sont remplacées par une composante L;, , (resp. L; , ). Nous
avons alors

IK( L, K) + 1k( Ly, K) = k(L

n,m?

K)=1k(L", ,K) mod 2. (3.3)

En effet, si L,, # L,,, on applique le lemme 1.1 avec Ly = L, et Ly = L,,, et si L, = L,,, on
applique le lemme 1.2 avec N = L,, = L,, et M = K. D’apres (3.2) et (3.3), on a

Tijiira—p = (= 1) TREEN (G2 T e+ ¢ Toner) = (= 1) REE) 7.

3.6 La démonstration

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le principe de symétrie. Rappelons
qu’il reste & démontrer la formule (1) lorsque k& = 0, que le nceud K est le noeud trivial avec
Ik(K, K) = 0, et que les autres composantes de L sont sans croisement entre elles et sans auto-
croisement, et qu’elles sont coloriées par V;. Soit p le nombre de composantes de L différentes
de K. Nous démontrons la formule (1) par récurrence sur le nombre (nécessairement pair) ¢
de croisements entre K et les autres composantes de L.

Si ¢ = 0, nous avons
Jrixo = (=[2])",
car Vj est I'objet unité de la catégorie R(q) et Jo.1 = —[2], et

Trj;r—2 = (=[2])7(=1)",

()= yr-n=(-1y

(¢f. [49] chap.XII), ce qui prouve la formule (1) lorsque ¢ = 0.

car

Nous supposons maintenant la formule (1) vraie pour toute configuration avec ¢ croise-
ments. Soit L un entrelacs dont le nombre de croisements entre K et les autres composantes
est ¢+2. Soit A un croisement entre K et une composante L, et soit B le croisement suivant
entre K et L, lorsqu’on parcourt L, dans le sens de son orientation. Les portions d’arcs de K
et L, entre A et B (lorsqu’on parcourt ces nceuds dans le sens de leur orientation) délimitent
un disque D du plan. Nous supposons tout d’abord que I'intérieur de ce disque est vide. Dans
ce cas, les croisements A et B sont soit du type de la figure 18, soit du type de la figure 19
(ou de leur symétrique). Dans la premiere situation, nous pouvons directement éliminer ces
croisements et appliquer I’hypothese de récurrence.

Dans la deuxieme situation, nous considérons I’entrelacs L obtenu a partir de L en élimi-
nant les croisements A et B comme sur la figure 20 (ou sa symétrique). D’apres le lemme 2.6,
nous avons

jL/I(;r—Z = _ji/f(;r—w

et, comme V; est I'objet unité de la catégorie R(q), nous avons
JrjK;0 = jE/K;O'
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Par hypothese de récurrence, nous avons
-~ _ r4lk(L,K) 7.
jL/K';r—27 - (_1) jL/K';O‘

Or, Ik(L,K) =1k((L, K) +1 mod 2, ce qui prouve la formule (1).

Nous traitons maintenant le cas ou 'intérieur du disque D est non vide. Par le deuxieme
mouvement de Reidemeister, nous sortons de D toutes les composantes L,, qui sont com-
pletement incluses dans D. Si I'intérieur de notre disque est vide apres cette opération, nous
sommes ramené au cas précédent. Sinon, il existe une composante L,, # L, qui croise K sur
le bord de D. Notons A’ ce croisement, et B’ le croisement suivant entre K et L,,. Comme
L., et L, ne se croisent pas, nous avons B’ € D. Soit D' le disque construit sur A" et B’'.
Nous sommes ramenés au raisonnement précédent en remplacant D par D’. Nous aboutis-
sons nécessairement a un disque dont l'intérieur est vide car il n’y a qu’un nombre fini de
croisements entre K et les autres composantes de L. m

K Ln K Ly K Lp

N X

> /

/ N
Figure 18. Figure 19. Figure 20.
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Troisieme partie

Une R-matrice universelle pour Uy (D)

Introduction

Les groupes quantiques introduits autour de 1983-85 par Drinfeld et Jimbo sont des
déformations a un parametre des algebres enveloppantes des algebres de Lie semisimples
complexes. Techniquement, ces “quantifications” sont des algebres de Hopf munies de “R-
matrices universelles”, c’est-a-dire d’éléments qui sont responsables de I’existence de solutions
de la fameuse équation de Yang-Baxter et donc de représentations des groupes de tresses.

Dans les années 1970 Victor Kac [17] a étudié une généralisation naturelle des algebres
de Lie semisimples, a savoir les superalgebres de Lie. Dans la classification qu’il en donne,
il y a ce que l'on peut appeler des superalgebres “classiques” comme sl(n|m) ou osp(n|m)
et des superalgebres exceptionnelles. Parmi ces dernieres, il y en a une, notée D(2,1,z)
dans [17], et que nous noterons D, qui dépend d’un parametre continu = (c’est la seule). La
superalgebre de Lie D, joue un role particulier en physique ou elle fournit la seule théorie to-
pologique quantique des champs (TQFT) de Chern-Simons pour laquelle la théorie conforme
des champs (CFT) de dimension deux correspondante a une supersymétrie N = 4. Elle joue
aussi un role particulier dans les travaux récents de Pierre Vogel [51] et de Jens Lieberum
[33] sur les invariants de Vassiliev.

Apres les algebres de Lie semisimples, les superalgebres de Lie ont également été quanti-
fiées (par Gould et al., Leites et al., Scheunert, etc.). Les quantifications obtenues sont des
superalgebres de Hopf munies de bases de type Poincaré-Birkhoff-Witt.

Pour ce qui est de l'existence d’'une R-matrice universelle pour les supergroupes quan-
tiques, elle a été établie pour les quantifications de toutes les superalgebres de Lie classifiées
par Kac, a 'exception précisément de D,. Dans cette partie, nous comblons cette lacune en
construisant explicitement une R-matrice universelle pour la quantification Uy (D).

La méthode utilisée est celle du double quantique introduite par Drinfeld, méthode dont
se sont servis Marc Rosso, Kirillov-Reshetikhin et Levendorsky-Soibelman dans le cas des
groupes quantiques. Cette méthode s’étend au cas Z/2-gradué. Nous définissons des ana-
logues des vecteurs de racines positives et négatives. Nous définissons également 1’analogue
de la sous-algebre positive Uy (resp. sous-algebre négative U_) engendrée par les vecteurs
de racines positives (resp. négatives), et nous construisons un accouplement de Hopf entre
Uy et U_. Ensuite, nous calculons les relations de commutation entre les vecteurs de racines
ainsi que leur coproduit. Ceci nous permet de construire des bases de Uy et U_, duales pour
I’accouplement de Hopf. Nous en déduisons une R-matrice universelle pour Uy (D).

En application, nous exhibons une solution de ’équation de Yang-Baxter dans le carré
tensoriel d’un U, (D,)-module topologiquement libre de rang six sur I’anneau des séries for-

melles C[[h]].
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Le plan est le suivant. Les §§1.1-1.2-1.3 sont consacrés a des rappels sur les superalgebres
de Hopf, sur D, et sur U,(D,). Au §1.4 nous énoncgons le résultat principal (théoreme 1.1), et
au §1.5 nous en donnons une application. Le §2.1 est consacré a la construction d’un accou-
plement de Hopf et de ses propriétés et le §2.2 a la construction d’un double quantique D. Au
§3.1 nous établissons des relations vérifiées dans D et nous terminons par la démonstration
du théoreme 1.1 au §3.2.

1 Enoncé du théoréme principal et application

Dans ce paragraphe, nous commencons par les rappels nécessaires pour la suite sur les
superalgebres de Hopf, I’équation de Yang-Baxter graduée et les R-matrices universelles. En-
suite, nous donnerons la définition du supergroupe quantique U, (D, ) qui est la quantification
de la superalgebre de Lie D,. Nous terminerons par 1’énoncé des théoremes principaux.

Le contenu du §1.1 se trouve dans de nombreux articles. On pourra notamment consulter

[3, 7, 44, 54, 55, 56, 58].

1.1 Rappels sur les superalgebres de Hopf

On note C le corps des nombres complexes. Un superespace vectoriel V' est un C-espace
vectoriel muni d’une graduation par Z/2Z, i.e. d’'une somme directe de deux espaces vecto-
riels V = V5 & Vi, ou Vg est la partie paire de V' et V] la partie timpaire. Les éléments de Vj
(resp. de V}) sont dits homogénes pairs (resp. homogénes impairs). Si v € Vg, on pose |v] =0
et siv € V4, on pose |v] = 1, et on appelle degré ces quantités. Le corps C est un superespace
dont la partie impaire est réduite a 0. Le produit tensoriel de deux superespaces V et W est

le superespace V@ W = (V@ W), & (V@ W), ou
VeWp=WeWwaeWiaeW), (VaW)=WeW) e (Vae ).

Etant donné deux superespaces V et W, un morphisme de superespaces f : 'V — W est
une application linéaire telle que f(V;) C W;. Dans toute la suite, le morphisme identité
d’un superespace V sera noté idy. La volte de deux superespaces V, W est le morphisme de
superespaces 7: V @ W — W @ V défini sur des éléments homogenes v € V. w € W par

0@ w) = (=) @ v, (1.1)

(La volte sera notée 7 pour tous les couples de superespaces.)

Une superalgébre est un triplet (A, u,n) ou A est un superespace, p : A® A — A et
n: C — A des morphismes de superalgebres tels que p(p®ids) = p(idsa @u) et p(n®@idy) =
p(ids ®n) = id4. On notera p(a @ ') = ad’ pour a,a’ € A. Etant donné deux algébres
(A, ppa,na) et (B, up,ns), un morphisme de superalgebres f : A — B est un morphisme
de superespaces tel que f(aa’) = f(a)f(a’) pour tous a,a’ € A. Le produit tensoriel de
deux superalgebres (A, pa,na) et (B, up,ns) est une superalgebre (A @ B, pags, Nags) ou
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pagB = (a @ pp) o (ids @7 ® idp) et nags = na @ ne. On notera que pour des éléments
homogenes a,a’ € A et b,b' € B, on a

(a®b)(a' @) = (—1)|bllal|aa’ ® bb'. (1.2)

Une superalgébre de Hopf (A, p,n,A,e,5) est la donnée d’une superalgebre (A, pu,n), de
morphismes de superalgebres A : A — A® A (le coproduit) et ¢ : A — C (la coinité), et
d’un morphisme de superespaces S : A — A (I’antipode) tels que

1. (A®ids)A = (ids ®A)A,

2. (5 ® ldA)A = (ldA ®€)A = idA,

3. p(ids ®S)A = p(S ®@ida)A = ne.

Nous utiliserons la notation standard de Sweedler (a € A):
A(a) = Z a1y @ agy), (A X 1dA)A(a) = Z a1y @ ag) @ ag).
(a) (a)
Rappelons également que ’antipode est un anti-morphisme de superalgebre, i.e.
S(ad') = (=1)I1S(a")S(a), a,d’ € A homogenes.

Etant donné une superalgebre de Hopfet r =" a; ®b; € (A ® A)o, on pose

7"12:2&{@[)2-@17 rl3:zai®1®bia T23:Zl®ai®b¢€A®A®A.

On dit que le 2-tenseur r vérifie [’équation de Yang-Bazter graduée si

12713723 = T'237137"12. (13)

La superalgebre de Hopf A est dite tressée s’il existe un élément inversible R € (A® A) tel
que

RA(a) =(toA)(a)R, Ya€A, (1.4)
(A ® ldA)R - ngRgg, (ldA ®A)R - ngng. (15)

L’élément R est appelé R-matrice universelle de A. 1l vérifie I’équation de Yang-Baxter
graduée (1.3). Si R = > a; ® b;, "élément u = Z(—l)"“'S(bi)ai € A est inversible, et si
uS(u) admet une racine carrée 6 € A, la superalgebre A est rubanée (cf. [18]). Dans ce cas,
la catégorie des A-modules est une catégorie rubanée au sens de Turaev (on pourra consulter
[49, 19, 18] pour la définition). Pour tout couple (V, W) de A-modules et pour tout v € V,
w e W, le tressage cyw : VOW — W @V et le twist 0y : V — V sont donnés par les
formules

cvw(v@w) = 7(R(v @ w)),

Oy (v) = 07", (1.6)

51



Nous rappelons maintenant la construction du double quantique de Drinfeld. On pourra
consulter [6, 19, 43, 11] pour les détails. Soient A et B deux superalgebres de Hopf avec anti-
pode inversible. Un accouplement de Hopf o : B ® A — C est un morphisme de superespaces
tel que

o8 © @) = S (1) (b © ag)p(¥ © age), (1.7
(a)
p(b®ad’) =Y by @ d)p(be) @ a), (1.8)
(b)
e(l®@a)=c¢c(a) et (b® 1) = e(b), (1.9)
o(b @ S(a)) = (57 (1) © a). (1.10)

pour tous les éléments homogenes a,a’ € A et b,b' € B. En suivant la construction du double
quantique de Drinfeld (cf. également [11]), on construit & partir de A et B une superalgebre
de Hopf D(A ® B) de la manieére suivante:

D(A® B) = A® B comme superespace.

Le coproduit A de D(A ®@ B) est donné par A = (idy ® 7 @ id)(As ® Ap).
La counité est le produit tensoriel des cotinités de A et B.

L’unité est le produit tensoriel des unités de A et B.

G W =

Le produit est défini par les deux formules suivantes:
(a@1)(1®b)=a®b, (1.11)
(1b)a®l)= Y (1) e(S(bu) @ au)elbe) @ a@)ae) © b, (1.12)
(a),()

ou f = |a(1)||b(2)| + |a(2)||b(2)| + |a(1)||b(3)| + |a(2)||b(3)| et a € A, b € B sont homogénes.
6. L’application a — a @ 1 (resp. b — 1 @b) de A dans D(A® B) (resp. B dans D(A® B))

est un morphisme de superalgebres de Hopf injectif.

Ce dernier point nous permet d’identifier ¢ a ¢ @ 1 pour a € Aet ba 1l ® b pour b € B,
et ainsi ab a a ® b grace a la relation (1.11). Soient alors (a;cs) (resp. (bics)) une base de A
(resp. B), indéxées par un ensemble [, duales pour ¢, i.e. ¢(b; @ a;) = &;;. Alors I’élément

Z%@bi

K3

est une R-matrice universelle pour D(A @ B), munissant cette superalgebre de Hopf d’une
structure de superalgebre de Hopf tressée.

Pour terminer, rappelons les définitions des actions adjointes ad™ et ad™ dans le cas
supergradué (on pourra par exemple consulter [29, 28, 61]). Pour des éléments z, y homogenes
d’une superalgebre de Hopf avec antipode inversible, on pose

adta(y) = Y (=DMF@lzq)yS(zq),

e Mool 1 (1.13)
ad=az(y) = Y (~)MFoFFOFEl G 057 (1),
@
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1.2 La superalgebre de Lie D,

Nous rappelons la définition de la superalgebre de Lie D, introduite par Kac (¢f. [17], ou
elle est notée D(2,1,x)). Nous résumons également les propriétés de ses racines.

La superalgebre de Lie D,, ou x est un parametre complexe # 0, —1, est engendrée sur
C par e, fi, hi, 1 = 1,2, 3, et les relations, pour tous 7,5 = 1,2, 3,
[his hi] =0, [es, fi] = dijhi,
[hiy 5] = asjes,  [hi, f5] = —aij fj,
[e2, €8] = [f2, f5] = [er, ea] = [f1, 1] = 0,
les, [es, el = [fi, [, All = 0, sid = 2,3,

ou tous les générateurs sont pairs, sauf e; et f; qui sont impairs, et ou les coefficients
(@ij)1<i <o sont ceux de la matrice de Cartan

0

1
A= 2 (1.14)
0

N O R

—1
—1
Nous noterons f la sous-algebre de Cartan engendrée par hy, hy, hs. Un élément a du dual
h* est une racine s’il existe un vecteur v € D, homogene non nul tel que [k, v] = a(h)v pour
tout A € h. Un tel vecteur v est appelé vecteur de racine et le sous-superespace vectoriel de
D, engendré par les vecteurs de racine d’'une méme racine est appelé espace de racine. On dit
que « est paire (resp. impaire) si v est pair (resp. impair). La superalgebre de Lie D, admet
trois racines simples «; (impaire), ay et as (paires). Elle admet également quatre racines
positives non simples qui sont oy + a2, ay + as, a1 + az + as (impaires) et 2a; + az + a3
(paire). Les espaces de racine correspondant sont tous de dimension 1 et sont engendrés
respectivement par

€1, €2, €3, [62761]7 [61763]7 [627 [61763]]7 [617 [627 [61763“]'
Nous posons

B =as, (=014 a3, [3=a+a;+ as,

_ (1.15)
Ba=2014+ s+ a3, [s=a, [Bs=o1+a [r=a,

et nous notons ) = Zay & Zay P Zas le réseau des racines.

1.3 La quantification U,(D,)

Nous rappelons ici la définition de la quantification Uy (D,) de D, puis nous définirons les
vecteurs de racine de U, (D), ¢f. [61]. On pourra également consulter [3, 7, 23, 55, 56, 58, 60]
pour des généralités sur les définitions des supergroupes quantiques. Posons

-1 0 0
D= (di)lgigs = 0 Lo )
0 0 =
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de telle facon que la matrice produit

B 0 -1 —=x
A= (Eij)lswsg) = DA = -1 2 0 (1.16)
—x 0 2z

soit symétrique.

Nous noterons C[[h]] 'anneau des séries formelles & une indéterminée. C’est un superes-
pace dont le partie impaire est réduite a 0. Un C[[h]]-module M est muni de la topologie
h-adique pour laquelle une base de voisinages de 0 est donnée par la famille (A" M),>o. Le
produit tensoriel topologique M@N de deux C[[h]]-modules est défini par

M@N = lim (M/h”M ®c N/h”N).
F
Nous renvoyons le lecteur a [18] pour les détails sur la topologie h-adique dans le cas gé-

néral, et a [54] dans le cas supergradué. Nous définissons U,(D,) comme la superalgebre
topologiquement engendrée par F;, F;, H;, 1 = 1,2,3 et les relations (pour tous ¢,7 = 1,2,3)

HH; = H;H,
[H;, E;] = a; B;,  [H;, Fj] = —aF,
K, — K
(B, Fj] = 6ij————

. -1
Ef =F! =0, (B Bs]=[F,F]=0,
E!E, — (¢ + ¢ )E:E\E; + E\E? =0si1=2,3,
F2F — (gi+ ¢ FiF F+ P F? = 0sii = 2,3,

ou ¢;; est le symbole de Kronecker, ou on a posé

h/2 d;

- hd;H; [2
qgq=c¢c’', 4 =49, [Xizet1/7

ot [a,b] = ab— (—1)leltlpa désigne le supercommutateur et ol tous les générateurs H;, B, F;
sont pairs, sauf F; et Fy qui sont impairs. La superalgebre U, (D,) est une superalgebre de
Hopf topologique (¢f. [54]) dont le coproduit A est défini par

la cotinité ¢ par

et ’antipode S par
S(H;))=—-H;, S(E)=-K'E;, S(F)=-FK;
pour tout ¢ = 1,2,3. Nous avons également
AK)=K;® K;, S(K;))=K", ¢&K;)=1.
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Nous définissons maintenant I'analogue des vecteurs de racine dans U, (D,) en utilisant
les actions adjointes ad™ et ad™ introduites au §1.1. Posons

E51:E37 Eﬁ5:E1a Eﬁ7:E27
F51:F37 Fﬁ5:F1a Fﬁ7:F2a

et
E52 = ad+Eﬁ5(E51)7 Fﬁz = ad_Fﬁ5(F51)’
Eﬁ(& :ad+Eﬁ7(Eﬁ5)7 Fﬁ(; :ad_Fﬁ7(Fﬁ5)a (1‘17)
Eg, = ad® g (Ep,), Fp, =ad™ Fp,(Fp,),
Eﬁ4 = ad+Eﬁ5(Eﬁs)7 Fﬁ4 = ad_Fﬁ5(Fﬁs)'

1.4 Résultat principal

Nous énoncons maintenant notre résultat principal. Pour des résultats analogues pour
d’autres supergroupes quantiques, on consultera [3, 23, 27, 53, 54, 58, 60]. On a besoin des
notations suivantes. Posons

ca=c3=cs=¢c=0, ¢g=2z, cy=-2-2z, c7=2,
_ 1 _ q—x _ q—l—z
Yr=——"__» ¥2= 10 ¥P3= 1
9 —4q 9—4q q9—4q
1’1‘94 o —q_Q_QIM 995 e 1 996 o q_l 997 = — 1
(g—q)* ' q—q" q—q" q—q"
gri—t e #£0
(n): = { e SEED = D (1) meN1<i<T,  (119)
1 sinon,
exp;(a ®@b) = Z%, a,be Upy(D;), 1=1,...,7,
= (n),!
a” @ b"
exp(a®b) = Z I 5 a,bE Uh(Dl-),
i
ol ¢° = "2, Pour z # 0,—1, on pose
1 —4 2x
B = (bjj)icijes =~ 2 -z |. (1.19)
2(1+2) 20 —x =z

La matrice B est l'inverse de la matrice (—a;;/d;),<i j<s-
Théoréeme 1.1 L’élément

E F E F h
R = exp, (&) . expn (&) exp (5(2@]& “ HJ))
w7 —
27]

©1
€ Un(D,)®U,(D,) (1.20)

est une R-matrice universelle pour Uy (D).
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Remarque: La superalgebre U,(D,) est rubanée au sens du §1.1. En effet, on R = 1 ® 1
mod h, et donc I’élément u défini au §1.1 vérifie u =1 mod h. Il en est donc de méme de
uS(u). On en déduit que cet élément admet une unique racine carré 6 tel que § =1 mod h

(cf. [18] pour les détails).

1.5 Application

Dans ce paragraphe, nous calculons le tressage et le twist (¢f. §1.1 et (1.6)) d’un U,(D,)-
module topologiquement libre, simple, de rang 6 sur C[[h]], et isomorphe & son dual. On
pourra consulter [9, 10, 34, 35, 36, 57, 58, 59, 60] pour des calculs analogues pour d’autres
supergroupes quantiques. Pour un U, (D, )-module V, le tressage cy = cyy de VRV est défini
par (1.6). Pour calculer le twist 8y, nous utiliserons le lemme XIV.3.4 de [18] qui affirme que

9‘_;2 == (dVCV,V* ® ldV)(ldV ®CV,V*bV)7
oll, si (¢;) est une base topologique de V et (¢') sa base duale de V* = Homgy (V, C[[R]]),
by : C[[h]] — VRV*, dy: V@V — C[[R]],

sont définis par by (1) =Y. e; @ e’ et dy(f @ z) = f(z) avecz € V et f € V™.

Nous définissons maintenant un Uy(D,)-module topologiquement libre M = M, & M; de
rang 6. A cette fin, rappelons que la sous-algebre de Hopf de U,(D,.) topologiquement engen-
drée par H;, E;, F; pour 7 = 2, 3, est isomorphe a Uh(slg)é@Uh(slg), que tout Uh(SlQ)@Uh(SlQ)—
module topologiquement libre de rang fini sur C[[A]] est semisimple, et que tout module
simple topologiquement libre est de la forme V,®V,,, ott V, est le Uy(sl;)-module simple
topologiquement libre de rang fini engendré par un vecteur de plus haut poids p € N, et que

Vo@Vy 2 C[[A]] est le module trivial (¢f[37, 42]). Nous fixons 2 = 1 et nous définissons alors
le module M de la maniere suivante. La partie paire My admet une base (v, vy) telle que
HQ‘Ul = Hg‘Ul = v, HQ‘UQ = Hg’UQ = Uy, EZU] = FZU] = 0, (l = 2,3, ] = 1,2),

Hl’Ul =1, Hl‘UQ = —U3, El‘Ul = Fl‘UQ = 0, Fl‘Ul = U3, El’UQ = —Usg,
et la partie impaire M; admet une base (vs, vy, vs, v6) telle que

Hyvs = Hzvz = v3, Hive = Hzve = —vg, Hyvy= —Hzvg = —vy, Hyvs = —H3vs = vs,
EQ’US = E3’U3 = EQ‘U5 = E3‘U4 = FQ‘UG = F3‘U6 = FQ’U4 = F3’U5 = 0,
Fyvy = E3vs = v3, Fyvg = vs, FHzve = vy, [Fovs = Favg=vs, Fyvg=wvy, Fzvz=vs,
El’U4 = El’U5 = El’UG = Fl’Ug = Fl’U4 = Fl’U5 = 0,

Eyvs =v1, Fivg=vy, Hivz=vs, Hiva=Hwv;=0, Hvs=—ve.
En tant que Uy (sly)@Uy(sly)-module, on a My = C[[h]] @ C[[A]] et M; = Vi@V;.

Proposition 1.2 L’action définie ci-dessus munit M d’une structure de Uy,(D)-module
simple topologiquement libre isomorphe a son dual.
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Démonstration. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ces relations définissent
bien une structure de Uy(D,)-module. Pour montrer que M est simple, comme Vi@V, est un
U (sly) Uy (sly)-module simple, il suffit de vérifier que chacun des vecteurs vy, vy, v3 engendre
le module M tout entier. Or, ceci est clair d’apres les actions de Ky et Fi. De plus, le lecteur
vérifiera que 'application f: M — M™* définie par

f(vl) = _q_3’U27 f(v?) = q_lvla f('US) = (]_2'067
flvg) = =%, f(vs) = —q v, f(ve)

I
4
w

ot (v',...,v%) désigne la base duale de (vy, ..., vs), est un isomorphisme entre M et M*.

Le calcul de I'automorphisme cp; se fait a ’aide de Maple. L’automorphisme ¢y laisse
stable les parties paire et impaire de M@M car R est un élément pair de U,(D,)QU,(D,).
Nous donnons les matrices de co = cprmaan, (resp. ¢ = cympny,) dans la base (v; ®
V) 1<ij<e (resp.(v; @ v;) 1<ice2<j<e ) ordonnée suivant I'ordre lexicopraphique.

ou3<17<6 ou 3<i<6, <5 <2

Le polynéme caractéristique de cpr est (X — ¢)'"(X + ¢)(X + ¢71)'® et son polynéme
minimal (X + ¢)(X — ¢)(X +¢71).

Le carré du twist #3; est la multiplication par ¢2.

g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 o 0 0 0 0
oo ¢! 0o 0o 00 o 0 0 0 0 o0 0 0 o 0 0 0 0
0 ¢®—¢g 1o 0o 0 042-1 o0 0 1—_q‘ﬁ 0o o 1—_q‘ﬁ 0 0 ¢*-g? 0 0 0
00 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 ) 0 0 0 0
00 o o—¢lo 0o o 0 0 0 0 o 0 ) 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 -1 0 0o 0 o0 0 0 o 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 -1 0 0 o0 0 0 0 0
00 ¢g2-10 0 0 0 o0 0 0 0 0 o0 0 0 o0 —q 0 0 0
0 0 0 0 0 —-10 0 g—¢ ! o 0o 0 o0 0 0o o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o —¢! 0o o o 0 0o o 0 0 0 0

Co = -1 2
00 g—¢1o o 00 o 0 0 0o 0 o0 —¢ 0 0 ¢?-1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o0 0 ) 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 g—g¢ ! o ) 0 0 0 0
00 g—¢to 0o o0 o0 o 0 0 —q 0 0 0 0 0 g*-1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o —g¢ 1o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 ) 0 0 -1 0
00 1-¢2 0 0 0 0 —gq 0 0 ¢2—1 0 0 g¢?—-1 0 o0 —ﬁL;lﬁ 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 o0 0 0 o 0 a—q ! o0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 -1 0 0 g—g¢! o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o0 0 ) 0 0 0o —¢!



00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
00 0 0 g—g~! 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 g—q~ ! 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
00 0 0 0 0 g—q~ ! 0 0 0 0 0 0 1 0 0
00 0 0 0 0 0 g—q~ ! 0 0 0 0 0 0 0 1
C1 = 1
10 0 0 0 0 0 0 g—q 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0 0 0 g—¢~ 1 o 0 0 0 0
00 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g—¢! o0 0 0
00 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g—¢~1 o0
00 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 Construction d’'un double quantique généralisé

Dans ce paragraphe, nous construisons une superalgebre de Hopf D en utilisant la théorie
du double quantique de Drinfeld (c¢f. par exemple [19], ainsi que le §1.1). Nous utilisons les
résultats de [11, 54] qui démontrent la validité de cette théorie dans le cas supergradué.
Certaines démonstrations se trouvent dans [45]. Nous les reproduisons néanmoins toutes afin
de vérifier leur validité dans le cas supergradué.

2.1 Préliminaires techniques

Dans ce paragraphe, nous définissons un accouplement de Hopf et nous démontrons des
lemmes techniques dont nous aurons besoin par la suite.

1. Nous définissons U/, comme la superalgebre de Hopf topologiquement engendrée sur C[[2]]
par E; et H;, (i =1,2,3) et les relations (pour tous ¢, j)
HiHj = HiHy,  [Hi, Ej] = ai; B, (2.1)

ou les (a;;) sont définis par (1.14) et ou tous les générateurs sont pairs sauf £y qui est
impair. Le coproduit, la cotinité et 'antipode sont définies par

E(HZ) = €(EZ) = 0, (23)
S(HZ) = —Hi, S(EZ) = —[X’i_lEi, :

oil on a posé K; = eldiHi/2,
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2. Nous définissons U_ comme la superalgebre de Hopf topologiquement engendrée par F;
et H!, (1 = 1,2,3) et les relations (pour tous ¢, j)

H;H]/:H]/Hzla [Hz{aFj] :_aiija (25)

ou tous les générateurs sont pairs sauf F; qui est impair. Le coproduit, la cotinité et
I’antipode sont définies par

AH)=H @1+10H, AF)=FK™'+1aF, (2.6
e(H;) = e(Fi) =0, (
S(H) = —H], S(F)=—FK, (

\ ;T 7!
oll on a posé K! = hdiHil2,

On a
K, E; = qa” EK;,, K I;= q_aw F;K;,
A([XZ‘) =K, ® [(Z', S([sz) = [{;1, A([XXZ/) = (z{ (34 [(;7 S([{;) = [(;_17

ot les @;; sont définis par (1.16). Dans tout la suite, nous noterons g = "% et ¢; = e"4i/2,

Remarque. Nous utilisons les mémes notations pour les générateurs de Un(D.) que pour
ceux de U_|_, U_. Cet abus est justifié a posteriori par la proposition 2.13.

Notons C((h)) le corps des fractions de C[[A]]. Posons

8i;
o(F; @ B;) = —(—1)F5 ——L (2.9)
4 — 4;
e(H; ® E;) = o(I; @ H;) =0, (2.10)
2a;;
o(H} @ Hy) = =2 (2.11)
J

pour 1 <i,7 < 3. D’apres le lemme 3.4 de [19] (ou [45], prop. 2.1.1) qui se généralise au cas
gradué, les formules (2.9)-(2.11) définissent un accouplement de Hopf ¢ : U_ @ Uy — C((h)).

Lemme 2.1 L’accouplement ¢ vérifie, pour tous 1,5 =1,2,3,
(K ® F) = oK © ) = o(Fy 0 K) = (Fy © K1) = 0,
P(Kj @ K) = oK @ K7 =q¢7™,
e(K!@ K7') = o(K,' @ K;) = ¢™

, . , e e —a: e H!
Démonstration. Démontrons par exemple que p(K;® K;) = ¢~*2. Nous avons K| = ehdiHi/2

et K; = /2 donc
Rl dr
- - . e n
P @ Ki) =) Sergy P @ HE).

£,n>0
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Montrons que

’ 2@{' "
o(H @ HI) = 6y, (- hd?) . (2.12)
J

Pour cela, on suppose d’abord ¢ > n. Le cas n > { se traite de maniere similaire. On
raisonne par récurrence sur £. Si £ = 1, alors n = 0 et I’égalité (2.12) est vraie car ¢(H;) = 0.
Sif{>n>0,ona

P(H' @ H') = >~ @(H; @ (H ) p(H}™ @ (H)).
(H)

Or, A(H;)" = ( )H” @ H!'™™, d’ou

m=0

v n - n m t—1 n—m
wm@wm=§jgjwﬂ®m>w@ o ),

m=0
qui est nul par hypothese de récurrence. Lorsque £ = n, on a

n

'n ny __ n m 'n—1 n—m
@(Hj ®Hi)_z <m>99(HJ/®Hz )@(Hj ® H| )

m=0

— np(H, ® H) p(H © H) = nlo(H @ H)".

On en déduit
h?ndn dn

- g 4 ’ n hdZG,Z nl —a;
o010y = 5 DI gy = 3 (M) L

n>0

Les autres calculs sont similaires. m

Soit V. (resp. ‘N/_) la sous-superalgebre de U (resp. de U ) engendrée par les E; (resp.
Fy), i =1,2,3. La superalgebre V, (resp. V_) admet une Q-graduation avec F; de degré o;
(resp. F; de degré —a;). On définit également Uy (resp. U}) comme la sous-superalgebre de
Hopf de U, (resp. de U_) topologiquement engendrée par les H; (resp. H;), i =1,2,3.

Lemme 2.2 Pour tout H € Uy, FEV_,F#£1, ona e(F @ H) =0. De méme, pour tout
HeU),EeV,, E#1, onapH ®@FE)=0.

Démonstration. Lorsque F' est un des générateurs Fy, Fy ou F3, on a
(F@H;, - ;) = ¢(1oH,,) o(FeH;, - Hi,_ ) +e(F@H,) o( K, @H;, - H;,_,
d’apres (1.8), (2.2) et (2.10). Ensuite, si F'= F;, --- F;

ir)

L,O(F“ ZS‘Q i " Zr 1 ®]J(l)) @(FZT®H(2))

):07

o1 a

Or, d’apres (2.2), on a H(y) € U, et donc o(F;, @ Hgy) =0. m

Lemme 2.3 SiEcV,, Fe V., He U, H €U}, alors o( FH'@ EH) = p(F @ E)p(H' ®
H).
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Démonstration. On écrit que

p(FH' @ EH) = Y @(FuyH{)® H)p(FaH{y © E).
(F),(H")

Or, d’apres (2.6), on a A(F) =1 Q@ F + > ,r; @sj,our; € V., r; # 1. On en déduit que
lorsque Fry @ Fy #1® F,on a

p(FayH{y @ H) =Y o(rHyy @ H) =Y o(r; @ Hyy) e(Hfy) @ Hpy) =0
j J, (H)

d’apres le lemme 2.2 (car Hgyy € UO). 1l reste alors a évaluer Z(H,) L,Q(H(’l) ® H)(,Q(FH(’Q) ®F).
Or, A(E)=E®@1+ 3 r;@s), ot s € Vi, s # 1. On en déduit que
SO(FH(/2) R E)=o(FQE) @(H(/2) ®1),
pour finalement obtenir le résultat voulu. m
Lemme 2.4 Si, jy,...,5- € {1,2,3}, et sir £ 1 ou j; # 1, alors
PPy By @ B) = p(Fy 0 By, ;) = 0.

Démonstration. Nous avons
G(Fjy - Fy@E) = (=) Wl o B @E)@(F), @1)+(Fj, -+ Fi L @ K)p(Fj, @ F),
et le résultat découle alors du lemme 2.2. u

Lemme 2.5 Soient £ = E; --- E; € Vi de degré o € Q et F = F; - F; € V_ de degré
BeQ. Sia+p#0, alors p(F @ E) =0.

Démonstration. On a

o(FQE)= Zap Jo(Floy @ By - B, ).

Or,
AF)=(1@F, +F, @ K7 (1@ F, + Fj, @ K71,

et par le lemme 2.4, on a ¢(F(;) ® E;,) = 0 sauf peut-étre si
F,

Jr

Fuy @ Foy = F, @ Fyy - B KG'F

Jr—11} 4 Jk+1

(au signe pres), et alors on a ji = 1,. De plus, d’apres le lemme 2.3, on a

o(Fy - Fy K'F,

Je—1"Y 5 Jk4+1

'Fjr®Ei1"'Eip_)7£0<:>
@(F : F]k 1ij+1' 'Fjr®Ei1"'Eip—1)7£0

car c,o([ 12 1) = —1. Un raisonnement par récurrence sur r acheve alors la démonstration. m

Lemme 2.6 Soient m,s des entiers tels que 1 < s <m < 7. Alors n1 14+ -+ns0s # npmfBm
pour tous les €léments (ny,...,ns,ny) non nuls de N°t1 | ou les (3; sont définis par (1.15).
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Démonstration. On suppose que 'on a une égalité du type

nl/Bl + -+ nsﬁs = nmﬁm

ou les ny, sont des entiers positifs. Lorsque m = 7, cette égalité implique le systeme

ny +nz + 2ng +ns5 +ng =0
n3 + ng + ng = ny

ny+ny+ns+ng =0

ce qui prouve que les entiers ny sont tous nuls. Les autres valeurs de m se traitent de la
méme fagon. m

Lemme 2.7 Soient ny,ng,ny € N et ny,ng,ns,ng € {0,1}. Soit s un entier compris entre
1 et 7. Alors, sin; # 0 pour1 <i < s ouns# 1, alors

e(Fp, @ BR - E5°) = @(Fg - Fi* @ Eg,) = 0.

Démonstration. D’apres le lemme 2.5, si o(Fp, @ Ej' -+ E5*) # 0, alors

/35 = nlﬂl + -+ nsﬂs-
Or, une telle égalité est impossible d’apres le lemme 2.6. »

Proposition 2.8 Le morphisme de superalgébres o : Uy — US" défini sur les générateurs
par

Y(E:) =1, (H;) = —H]
est un isomorphisme de superalgébres de Hopf qui vérifie w(Eg,) = Fs, pour touti=1,...,7.

Démonstration. On laisse le soin au lecteur de vérifier que ¢ est un isomorphisme de
superalgebres de Hopf. Montrons que ¥ conserve les vecteurs de racine. Pour =,y € U, , on
a

Y(ad¥a(y)) = Z(— Y (20 )i (y) ST (W (22)
Z D)lllze) HE @ e ) (g )2y (¥)S™ (W () 1))

Z Dl HRE0 V@0 g () 5(y) S~ () )
()

ott la premiere égalité découle de p0.S = S7to¢, la deuxieme de (Y @)oo A = 10A01, et la
troisieme du fait que @ est un morphisme de superespaces. Lorsque x = F; pour 1 = 1,2, 3,
on a de plus |z(z)| = |[¢(z)(1)|; donc

Y(ad® Ei(E;)) = ad™$(5;)($(E;)) = ad” Fy(F),
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ce qui prouve la proposition. m

Nous définissons Iy C Uy et I_ C U_ comme les annulateurs de ¢:
I,={EcU.,po(FOE)=0,YFecU.}, I_={FelU_, o(FRE)=0,YEecU,}.
Proposition 2.9 Pouri = 2,3, les éléments suivants sont dans L_ (resp. dans i_)

E}, EyEs;— E3Ey, E'E, — (¢ +q " E:E\E; + E\E}
(7’6527- F127 Fybs — F5Fy, Fi2F1 - (Qi + Q;I)FiFlFi + FlFiZ)'

Démonstration. Pour montrer que X € I, on établit tout d’abord que AX)=X®1+
K ® X, ou K € Uy. Ce calcul permet alors d’écrire

PYZ 2 X)=(=1)"e(Y @ X)p(Y @ 1) + (=1)%p(Y @ K)p(Z ® X),

qui est nul si (Y @ X) = ¢(Z ® X) = 0. On montre alors que (Y @ X) = 0 pour tout
générateur Y € U_, i€ pour Y = H} et Y = Fj. Ce dernier point découle des lemmes 2.2 et
2.4. Nous calculons donc uniquement les coproduits des éléments considérés. Pour cela, nous
rappelons que nous utilisons la formule (1.2) pour le produit de deux éléments de U, oU,.

On a
A(E}) = (B @1+ K, @ E)?
=FEl®1+K!Q@FE+E K, ®FE, + (_1)|E1IIE1|K1E1 ® E
=FEl®1+ K@ E},
car F; est impair et Ky F; = E1K;. Posons y = [Ey, F3]. Alors
A([E27 E3]) = [A(EQ)v A(E3)]
=yQ1l+KiKsQy+ Ly Ks® Es+ Kylis @ By — EsKy @ By — Ksby @ Es
=yR1+ K, K3®y,
car [[(2, ES] = [[(3, EQ] = [[(3, [(2] = 0.
Posons z = E2E) — (¢; + ¢ Y E;E\E; + EyE?, i = 2 ou i = 3. Soient 1 < n,m,p <3 des

]
entiers tels qu'un seul d’entre eux soit égal a 1. Alors

= EnEm & 1 + En[(m & Em + qanmEmI(n & En + ](n[(m & EnEm7
et
A(BEnEy) = BBy By @ 1+ B KBy @ By + ¢ By K By © By + Ko By ® By
VE En K, ® E, + EnKnK, @ v By + @ En KoK, @ EnEy + KnKn Ky @ EnEy E,
=FE,E, B, @1+ ¢ E, E, K, @ FE, + g rmtane f E,K, ® E,
+ gt B KL Ky, @ BBy,
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On en déduit

A(E?El) - E?El ® 1 —|— [(3[(1 ® E?El
+q (1 + ) BB K @ E; + E2K, @ By + ¢" B\ K? @ E? + (1 + ¢™) B Ky @ By,

A(ElEZQ) - EleWZ2 ® 1 —|— [(1[(2-2 ® EleWZ2
E\K} @ B 4+ (1 4+ ¢")E\EK; @ B; + ¢ E?K, @ By + ¢ (1 + ¢")E; K\ K; @ E\E;,

+ MBI, @ By + B K @ BB+ ¢ T BB K © B+ ¢ EVKT © BY
+ VTR KK, @ BBy + K!K, @ E;E\ E;.

Ceci prouve que A(z) =z ® 1 + K, KZ-Q ®z4+ X , ou X est un terme dont il reste a montrer
qu’il est nul. Or,

X =(1+¢" —q"(qi+q ") EIK @ By + (14 ¢ — (¢ + ¢ )g™" ) 1 K} @ EF
F (" (L + ") = (64 ¢ ) EEK: @ B+ (1+ ¢% — ¢ (g 4 ¢ ) E\E K @ E;
+(1+¢" — ¢t (qi+ ¢ ") E KK @ EiEr+ (¢™ (1+¢™) — (¢i+ ¢ ) E: K1 K; @ EL E;,

et pour ¢ = 2,3, on a @; = a; = dja;g = —d; et @; = 2d;. On en déduit
1+ q251z‘ _ ‘111(% + qZ ) =1+ q_Qdi Z(Qz +q; 1)
qail(l—l_qa”)_(qi—l_Qi ) (1‘|’q )_(q —I_q dl):
| 4 g — g+ (g, 4 g7) = 1+ —q " (¢" + g ) =

d’ou X = 0 et la proposition est démontrée en ce qui concerne L.. Pour montrer que Y € I_,
il suffit d’établir que A(Y) = 1 @Y +Y @ K', ou K’ € U}, ce qui découle des calculs

précédents en appliquant I'isomorphisme ¢. m

Définition 2.10 On note I, (resp. I_) le sous-idéal de Hopf de I, (resp. I_) engendré par

E1127 E2E3 — E3E2, E?El — (QZ + qz )E ElE + E1E2 (L = 2,3)
(resp. par FE Fyls — Fuly FAF, — (¢ + ¢ R F; + FLFA (1= 2,3)).

On pose alors

U+:U_|_/[_|_, U_:U_/[_.

Corollaire 2.11 L’accouplement ¢ induit un accouplement sur U_QU, que nous noterons
€galement . De plus, l'isomorphisme ¥ de la proposition 2.8 induit un isomorphisme de
superalgebres de Hopf entre Uy et US" | que nous noterons également .

Démonstration. L’accouplement ¢ est toujours défini puisque I, C [N_|_ et I_ C I_ d’apres

la proposition 2.9. De plus, @ envoie les générateurs de I, sur ceux de I_, ce qui prouve le
lemme. m
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2.2 La superalgebre de Hopf D

Dans ce paragraphe, nous construisons une superalgebre de Hopf tressée D par la méthode
du double quantique (¢f. §1.1) et nous établissons le lien avec Uy (D).

En paraphrasant les définitions de V.., V_, U, lN](’) du §2.1 on définit V, C Uy, V- C U_,
Uy C Uy, U) C U_. Les résultats du lemme 2.2 jusqu’a la proposition 2.8 restent valables
pour ¢ : U_ @ U, — C[[]], en remplacant V, (resp. V., Uy, (N](’)) par Vi (resp. V_, Uy,
Up). Nous notons D = D(U; @ U_) le double quantique de U, et U_ construit a partir de
I’accouplement ¢, cf. le §1.1 pour la construction.

Nous avons besoin de la proposition suivante pour établir le lien entre D et U,(D,).

Proposition 2.12 Les relations suivantes sont verifices dans D:

[H, B;] = ay; B,  [H;, Fj] = —ai; F},
K — K,

gG—q '

[Ei, Fj] = 65

Démonstration. Nous ne démontrons que la derniere égalité dans laquelle les signes jouent
un réle important. On a

FiE; = Z (_1)599(5(171'(1)) ® Ei(l))@(Fj(s) ® Ei(s))Ei(z) Fj(z)'

(£:),(Fy)
Or,
(dRA)A(E)) =F 131+ K,@FE @14+ K, K;® E,
(dRA)AE)=F oK' 0K/ - 1+10 K ' +1018 Fj,
donc

FiEi = o(S(F(5)) ® E)e(K; ' @ K+ (=1)PIBlo(1 @ Ki)e(K;™ @ 1) EF
+ g@(l & I(Z‘)QO(F]' & EZ)[\YZ

On en déduit

(—)EII R By = (—1)EIBIo(S(Fy) @ B) K + BiFy + (-1)FI01o(F; @ E)K,

. / dij
—(-)WFBl( PR @ B)K' + EiFy — —L— K.
94— q;
Or, (FK} @ E;) = ¢(F; ® E;) d’apres le lemme 2.3. =
Le résultat suivant résulte des relations (2.1)-(2.8), de la proposition 2.12 et du fait que
Un(D,) admet une décomposition triangulaire. Cette décomposition est bien connue pour les

groupes quantiques et son existence dans le cas supergradué a également été démontrée. On
consultera [38, 42, 44, 61] pour une démonstration. Définissons la superalgebre D comme le
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quotient de D par I'idéal de Hopf engendré par H; — H!, pour i = 1,2, 3. Posons 7 : D — D
la projection canonique. Définissons ¢ : U,(D,) — D par

UE;)=E;, F;)=F;, H;)=Hj,
pour 3 = 1,2,3.

Proposition 2.13 Le morphisme ¢ est un morphisme de superalgébres de Hopf topologiques
injectif et la composée p o réalise un isomorphisme entre U,(D,) et D.

3 R-matrice universelle

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1.1 en construisant des bases de U,
et U_ duales pour ¢. Rappelons que D, admet trois racines simples a1, o et ag (¢f. §1.2),
et que les vecteurs de racine sont définis par (1.17). Nous notons également Ejs et Fj, les
images de Eg, et Fj, par l'injection ¢ de la proposition 2.13.

3.1 Relations dans D

Nous commencons par énoncer des relations vérifiées dans D.
Lemme 3.1 Pour tout1=1,...,7, on a Kg Fg, = ¢ Eg K,
Démonstration. Elle est laissée au lecteur. m

Lemme 3.2 On «a

Eﬁz = [E17E3]q_xa Eﬁ6 = [E27E1]q_17 Eﬁs = [E%Eﬁz]q_la Eﬁ4 = [ElvEﬁs]q_l_za
F52 = [Fh F3]q_$7 Fﬁ(s = [F27 Fl]q_17 Fﬁs = [F27 Fﬁz]q_17 Fﬁz; = [Fh Fﬁs]q_l_%

Démonstration. Les calculs découlent immédiatement de la définition des actions ad-
jointes. m

Lemme 3.3 L’action adjointe ad®™ : Uy — U, vérifie
adt?Ei(Ey) =0, i = 2,3,
ot adt’E; = (ad* E;) o (ad™ E;), et pour tout X € Uy, on a
ad" B((XE;) =adtE;(X) E;, adtEj(E;X) = E;ad™ E/(X),
st (1,7) =(2,3) ou (3,2).
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Démonstration. La encore ce sont des calculs utilisant la définition de ad™, ainsi que le
fait que F3 et F3 commutent. Nous laissons le soin au lecteur de les vérifier. m

Le lemme suivant a été établi par Zou dans [61].
Lemme 3.4 Pouri=2,3,6, on a Ej =0.

La proposition suivante donne les relations de commutations entre les différents vecteurs
de racines. Certaines de ces relations ont été établies dans [61] sous une forme différente.

Proposition 3.5 Dans Uy, on a les relations de commutations suivantes:

Eﬁ7Eﬁ5 = q_1E55E57 + Eﬁm Eﬁ7Eﬁ2 = q_lEﬁ2 Eﬁ7 + Eﬁsa E57E51 = Eﬁl Eﬁw (3 1)
E55E53 = _q_l_IE53E55 + Eﬁu E55E51 = q_IE51E55 + Eﬁw
E57E56 = qEﬁfsEﬁ?a E57E53 = qEﬁsEﬁﬂ Eﬁ6Eﬁ5 = _q_lEﬁf) Eﬁm
Eg Fg, = q " Ep Eg, + Eg,,  Eg Ep, = q_l_zEﬁ4Eﬁ5’ Eg Eg, = —q " Ep, B, (32)
E54E53 = q_l_IEﬁsEﬁ57 Eﬁs Eﬁz = _q_lEﬁzEﬁsv EﬁzEﬁl = qIEﬁl Eﬁu

Eﬁ7Eﬁ4 = Eﬁz;Eﬁ?a E56Eﬁ4 = q_l_IEﬁ4Eﬁ67 Eﬁ(; Eﬁs = _q_IEﬁsEﬁm
Eﬁ4 E52 = q_l_IEﬁ2 Eﬁw E54E51 = Eﬁ1 Eﬁ4 + q_l(q1+$ - q_1_$)Eﬁ2Eﬁsa (33)
Eg, Ep, = 4" Ep Eg,,  EgEg, = —¢ ' "B, Egy — ¢~ (g — ¢ ) Eg, B, — 7' Ep, .

Démonstration. Rappelons que Fj, = Es, Eg, = Fy, Ez, = E,. Nous utiliserons implicite-
ment les lemmes 3.2, 3.3 et 3.4. Les relations (3.1) découlent immédiatement du lemme 3.2.
Démontrons les relations (3.2).

1. On a adt By (Es,) = Es, Eg, — qEs, Eg,. Or, adt Ey(Eg,) = adt Ey(ad™ Ey(Ey)) = 0.
. On a Eg Ey, — qEg, Eg, = ad® Ey(Eg,) = adt Ey(Eg,). Or,

[S]

adt?Ey(Ep,) = ad* Ey(adt Ey( B Es) — ¢ “adt Ey(E5 Ey))
= ad+2E2(E1) E3 — q_$E3 ad+2E2(E1) = 0,
d’apres le lemme 3.3.

3. Comme E12 = 0, on a E56E55 = —q_lEﬁ5Eﬁ7E55 et E55Eﬁ6 = Eﬁ5 E57E55.
4. On a

Eﬁ = ad+E2(Eﬁ2) = ad+E2(E1E3 — q_IE;gEl)

= ad+E2(E1)E3 — q_$E3ad+E2(E1) = E56E51 — q_ﬁEﬁl Eﬁ6.

3

On a E55E54 = q_l_IE55E53E55 et E54E55 = E55E53 E55 car Eéf) = 0.

Le méme argument prouve que Eg, Fg, = —q¢ " Eg, Eg, .

On a Eﬁf; = E55E53 + q_l_zEﬁsEﬁ5' OI’, EES =0, d’ou Eﬁ4Eﬁ3 = q_l_zEﬁsEﬁz;'

De méme, Eg, = Eg, Eg, — "' Eg,Eg,. Comme Ej =0, 0na Eg, Eg, = —q " Eg, E,.

e
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9. OH a EﬁzEﬁl — quﬁl EQQ = ElEg — q_$E3E1E3 — qIEgElEg + E:%El =0.
Nous démontrons maintenant les relations (3.3). Nous utiliserons les relations (3.2).
1. On a

Eg Eg, = Eg (Eg,Eg, + """ Eg, Es,) = ¢ 'Es, Eg Eg, + Eg Es, + ¢ " Ep, Eg, Ep,
= Ep, Eg,Eg, + Eg Es, +q ' "“Eg, Eg Eg, + q "Eg, Eg, = Eg, Ep,,

ou la deuxieme et la troisieme égalité proviennent des relations de commutations de
Eg. Eg, et Eg. Eg, et la derniere de celle de Eg, Eg, .
2. On a

Eﬁ6Eﬁ4 = EﬁG(Eﬁf) Eﬁs + q_l_mEﬁsE&)) = E56Eﬁ5 Eﬁs + q_l_zEﬁb‘EﬁsE&
= _q_lEﬁ5Eﬁ6Eﬁs - q_l_QIE53E56Eﬁ5 = _q_l_IE55E53Eﬁ6 - q_Q_QIE53E55Eﬁ6
= q_1_$E54E567

ou on a utilisé les relation de commutation de Fg, Eg, et Fg, Eg,.

3.0na E56E53 -+ q_zEQSEQG = EE6E3 — q_l‘EﬁGE'BEBG -+ q_zEQG E3E56 — (]_29["E13E%(5 =0
car Eé(} =0 et Eﬁs = E56E51 — q_$E51 Eﬁ(s'

4. On utilise a nouveau la méme méthode:

Eﬁ4E52 = E55E53 Eﬁ2 + q_1_$E53E55E52 = q_l_zEﬁzE& Eﬁs + q_Q_QIEﬁzEﬁsEﬁf)'
5. On a EﬁsEﬁl — quﬁlEﬁs = ad+E2(E52)E3 — q$E3ad+E2(E52) = ad+E2(E52E3 —
qu?)Eﬁz) =0 car EﬁzEﬁl = quﬁl Eﬁz'

6. On remplace a nouveau Fg, par sa valeur donnée au lemme 3.2 pour obtenir
Ep, Ep, = q"Eg, g, Ep, +q' =" Eg, Lp, Ep,
car B, Fg = q"Eg Eg,. Comme Eg FEg = q " Eg Es, + FEs,, nous obtenons
Eg, B, = Ep, B, Ep, + 4" Ep, Ep, + ¢ " Ep, B, Eg, + ¢~ " Ep, Ep,,

ce qui donne le résultat voulu avec Eg, Es, = —q~ " Eg, Eg, .
7. En remplacant Fg, par sa valeur donnée au lemme 3.2, nous obtenons

EgEp, = Eg, B, Eg, — ¢~ Eg, Ep, Ej,

= —q "B, Eg,Es, —q *Ep, Eg, Eg, — q—1Eg, Ej,
—q B, By B, — ¢ B, Eg, + ¢ Eg, B B, + q—2 — x B, Eg, — g7 B,
= —q "EsEg —q (¢ — ¢ ") EsEg, — ¢ Ep,,

ou on a utilisé les relations de commutation de Eg, Eg,, Eg. Fg, et Eg Fg,.m
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Proposition 3.6 Les coproduils des vecteurs de racines non simples sont donnés par les
formules suivantes:

A(Eg,) = Eg, @ 1+ Kg, ® Eg, + (1 — ¢ Eg, K, @ B,

A(Eg) = Eg, @14 Kg, @ Eg, + (1 — ¢ ) Eg, K, @ Eg, + (1 — ") Eg, K, @ Ep,,
A(Esy) = Egy @14 Kg, © Eg, + (1 — ¢7*) Ep, K, @ Eg,,

A(Eg,) = Ep, @ 14 K, @ Eg, + (1 — ¢ %) Ep, K, @ Ep, — ¢ (1 — 777 Eg, K, @ B,

+(1=¢ )1 = q ) Eg, Eg Kp, @ Eg, + (1 — q ) (1 — ¢~ *7*)Eg, Eg, Kp, @ Ep,.

Démonstration. Rappelons que
A(EZ)A(E]) = EZE] ®1+ Ei[(j ® E]- + (_1)|E€||EJ|[(Z-E]‘ ® FE; + [X’ilﬁfj ® EiE]‘,
donc

A(Eg)=FE1FE:3014+ E1Ks @ Es+ K1Fs @ By + K1 K3 @ FrEs
— ¢ (EsE @ +EsK; @ B+ K3Fy @ Fs + K3 Ky @ FsEy)
=Fg @1+ Kg, @ Eg, + E1Ks @ B3 —q "Ksby @ Es + K1Es @ By — q " EsKy @ By
=FEs @1+ Ks, @ Eg, + (1 — ¢ *)E K3 @ Es.

Le méme raisonnement s’applique pour calculer A(FEg, ). Nous traitons maintenant le cas de

A(Eg,). On sait que A(Eg,) = [A(FE;), A(Eg,)],-1. Or,

A(Ei’)A(Eﬁz) = (EQ @1+ Ky ® EQ)(Eﬁz @1+ I(ﬁz ® Eﬁz + (1 - q_Qz)E&[(ﬁl ® Eﬁl)
= EQEQQ & 1 + EQ[X’QQ & EQQ + (1 — q_2Z)E2E1[{3 & E3 + q_ll(gEﬁQ & E2
+ [(2[(52 & EgEﬁQ + q_l(l — q_Qx)Ell(Ql(g & EQES,

ou nous avons utilisé les formules de commutation entre les K; et les K;. De méme, on a
A(Es,)A(Ey) = Eg, By @ 1 + ¢ ' EyKp, @ Eg, + (1 — g > )E By K3 @ Es + Eg, Ky @ By
+ Kp, Ky @ Eg, By + (1 — ¢ *)E K3 Ky @ FEyFs,
car Ky F3 = FE3FE,. En regroupant alors suivant les facteurs de droite, on obtient
A(Eg,) = Epg, @1+ Kg, @ Eg, + (1 — ¢ %) E2Kg, @ Eg, + (1 — ¢ %) [Ey, Er] ;-1 K3 @ Eg,,

ce qui donne le résultat anoncé d’apres le lemme 3.2. Pour terminer, nous traitons le cas de

Eg,. On a

A(EN)A(E) = (E1 @1+ K, @ Ey)(Eg, @1+ Kp, @ Eg, + (1 — ¢ **)Es, K, @ Eg,
+ (1 —q ) Es Kp, @ Ep,)
= FEEs, @1+ FE1Kg, @ Eg, + (1 — ¢ ) E1Eg, Kj, ® Ep,
+ (1= ¢ VBB Kp, @ Eg, — ¢ " Eg, Ky @ Ey + K1 Kp, @ By Ep,
+ ¢ — ¢ HEs K\ Ks, @ E1Eg, —q ' (1 — ¢ Eg K1 K3, @ FyEg,
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ou nous avons utilisé les relations de commutation entre les K; et les ;. De méme, on a

A(Eﬁs)A(El) = EﬁsEl ®1-— q_lEIKYﬁs ® Eﬁs - q_z(l - q_2)E57E1[(52 ® Eﬁz
+q¢ (1 — q_QI)Eg6 F1Kp, @ Eg, + Eg, K1 @ By + Kg, Ky @ Eg, By
(1= 4B Kp, Ky © B By + (1 — ) Egy K5, Ky @ Eg, By,

d’ou on déduit que

A(Eﬁ4) = Eﬁ4 ®1+ [(54 ® Eﬁ4 + (1 - q_Qr)(ElEﬁ(s + q_l_QzEﬁeEl)[(S ® Eﬁl
+ (1 - q_2_2$)Eﬁ5Kﬁs ® Eﬁs + (1 - q_Q)(ElEQ - q_l_QzEQEl)I(ﬁQ ® Eﬁz
—q_l(l—q_Qx)EQG [(1[(3®(E1E3—q_1‘E3E1)—|—q_1(1—q_2_$)E2[(1](QQ®(E1E52—|—q_$E52E1).

Or, par la proposition 3.5, on a EyEg, + ¢ "% FEg Ey = (1 — ¢~ ¥ *)Es, Eg,, et
—q_l(l — q_2$)Eﬁ6[{1]\/3 & (E1E3 — q_ngEl) = —q_l(l — q_2$)Eﬁ6[(ﬁ2 & EQQ

Ensuite, nous calculons (1 — ¢ ?)(Ey1Ey — q "2 EyE1) K, ® Eg,. En utilisant la proposition
3.5, on obtient

(1 - q_Q)(ElEQ - q_l_szQEl) & 1(52 = (1 - q_Q)(E% Eﬁ7 - q_l_%Eﬁ?Eﬁf)) & [(52
=(1—q ) (EsEs —q * *EgEs, — q 7 Eg,) @ Kg,.

Pour terminer, il reste le terme ¢~'(1 — ¢~ *7*)Ey K1 K, @ (E1Es, + ¢ “Eg, E1). Or, d’apres
la proposition 3.5, on a FyFEg, + ¢ “FEg By = Eg Eg, + ¢ "Eg, FEg, = 0, ce qui acheve la
démonstration de la proposition. m

3.2 Démonstration du théoreme 1.1

Nous terminons maintenant par la démonstration du théoreme 1.1.

Lemme 3.7 Pourtouti=1,...,7, on a p(Fp, @ Eg,) = @i, ot @;, i = 1,...,7 sont définis
par (1.18).

Démonstration. Lorsque : = 1,5,7, cela découle de (2.9). Pour les autres, la méthode
consiste a utiliser le lemme 3.2 conjointement avec la formule (1.7). Or, o(F ® 1) = 0 pour
tout '€ V_, (1 ® K;) =1 pour tout j =1,2,3, o(F @ K) =0 pour tout F' € V_, K € Uy
(lemme 2.2). Cela signifie que les deux premiers termes dans les coproduits de la proposition
3.6 ont une contribution nulle. Nous utiliserons ces résultats sans les rappeler, ainsi que le
lemme 2.7. Pour ¢ = 2, d’apres le lemme 3.2, nous avons

(Fp, @ Ep,) = o(Fi1F3@ Eg,) — ¢ “p(FsF1 @ Eg,)
= (1 - q_2$)99(F1 @ E1K3)p(Fs® F3)+q¢ (1 — q_%)@(F:a @ B\ K3)p(Fy @ Es)

= (1= ¢ ™)1 @ By)p(F;© Bs) = . f
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Le cas 1 = 6 est identique. Traitons le cas : = 3. Nous avons

o(Fg, @ Eg,) = o(FyFp, @ Eg,) — q ' o(Fp,F, @ Eg,)
=(1— ¢ *)p(Fa @ Eg Kg,)o(F, @ Eg,) — (1 — g7 )p(Fy @ Eg, Ky, )p(Fs, @ Eg,)
—¢ (1= ¢7*)p(Fp, @ Eg Kg, )o(F2 @ Eg, ) + (1 —q *)p(Fp, @ Eg, Kp,)o(F2 @ Eg,))

—1-z
=(1— ¢ )e(F, @ Eg,)o(Fg, @ Eg,) = —

g—q1

Nous terminons par le cas 1 = 4. Sans mettre tous les détails, nous avons
P(Fo, @ Eg,) = (I Fp, ® Eg,) — ¢ "p(F5, 11 @ Ep,)

_ o9 _ —2—227((]1—}—1‘ _ q—l—z)
- _(1—(] )@(Fl@El)SO(F%@Eﬁs) = =

_ = @4,
(g —q1)?

q

et le lemme est démontré. m

Proposition 3.8 Soient ni,n4,n7 € N, ny,nz,ns,ne € {0,1} et X = Ep'---Ej7 € V,.
Alors

A(X) = (n)s B! - BT B Ky, @ B +y @1+ ) 26 (H Eai) ,
1<s

ou 1 < s <7 estle plus grand des entiers 1 tel que n; # 0, ou (HKS Eﬁi) désigne un produit
de racines Eg, dans lordre croissant des indices, avec au moins un des indices 1 vérifiant
1< s, et ouy,z € U,.

Démonstration. D’apres la proposition 3.6 et les relations (2.2), pour s =1,...,7, on a
A(Es) = Es @1+ Ks, @ Eg + Y 2@ Eg,
B, k<i

z € Uy. On en déduit que

A(X) = (Ep, @ 1+ Kp, @ Eg,)" -+ (Ep, ® 1 + K, @ Eg + Y 2® Eg,)™.
Bk7k<5
Le terme y®@1 en découle aussitot. Regardons le terme 2@ Eg_, z € Uy. Pour k =0,...,n,—1,
on a
(B - By @ D(ES, @ 1)(Kp, ® Bp ) (5™ @1)
= B IG, E © By, = g B B B G, © B,
(en utilisant le lemme 3.1), car aucun signe ne peut apparaitre dans le produit, car si Eg,

est impair, alors ny = 1 d’apres le lemme 3.4. En sommant, on obtient

ng—1 nscs __ 1

Z gt = qcsi_l = (ny)s.

k=0 q
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Il reste donc a voir que tous les termes z @ Ejg, s’obtiennent de cette facon. En effet, il n’est
pas clair que le produit

(Z z@Eﬁk) ( > z’®E5m>,

ou 1 < j < s, ne donne pas des termes z @ Eg,, puisqu’on obtient des termes z @ Fg, Eg,
avec p > r. Or, la proposition 3.5 prouve que Eg Eg = AEg Eg, + (Eg Eg, + kg, ou
A Cop € C[R]] et r < f,g,t < p. En particulier, si p < s, on n’obtient jamais un Fg, seul. Le

méme argument prouve alors que les termes restant sont de la forme [].. . Fg,, ce qui prouve
1<s Bi»

la proposition. m

Lemme 3.9 Soient n;,m; € N, 1 =1,4,7, n;,m; € {0,1}, j =2,3,5,6. Alors
7
S‘Q(Fﬁnfl . 'Fgf ® Egll . Eg:) = (_1)5 H Ongms (n0)il @7
=1
ou & = ng(ny + n3 + ns) + ns(ne + n3) + nans.

Démonstration. Soit s le plus grand des indices 7 tel que m; ou n; soit non nul. Nous
supposerons pour la démonstration que ny > m;,. Posons X = Ep! E;__ll Egj_l et Y =

Fgte- Fén_:lFﬁm_l Simg # 0, alors

(Y5, @ XEp,) = Y (=1)/FelFlolo(y @ (X Es,)1) ¢(Fs, @ (XEg,)@).
(XEg,)

Or, d’apres la proposition 3.8, on a ¢(Fj, @ (XEg,)@z)) = 0 sauf lorsque (X FEg,)@) = Eg..
En effet, si (XEg,)@) = 1, cela découle du lemme 2.2. Sinon, (X Eg, )y = [[,«, £5; par la

proposition 3.8, et le lemme 2.7 permet de conclure. On en déduit que

p(Y Fy, ® X Bg,) = (=1)FXE )0l (n,), 0, (Y © X Kp,)
— (_1)|F55||(XE55)(1)| (15)s s (Y @ X)

d’apres le lemme 2.3. Or, (X Ep, )yl = |E} - E5 EES_IKQJ. Evidemment, le seul cas
qui nous intéresse est celui ou |G| = 1, et dans ce cas ny — 1 = 0. On en déduit que

(XEs)wl= 1B 7= Y n

1<s, |Bi|=1

puisque lorsque (3; est impaire, nous avons n; = 0 ou 1 (lemme 3.4). En faisant cette opération
ns — myg fois, on obtient

(Y Fy, © X Eg) = (=1 (). (my = my + L) @™ (B0 - FR @ B - B3,
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o (s = Y i, 3 |=1 M- Si ns = mg, alors on peut refaire ce méme raisonnement tant que
n; = m;, et ce jusqu’a ce que s = 1. De plus, il apparait un signe (—1)¢ ot £ = 22.721 (G =
ne(nz + ns + ns) + ns(na + n3) + nansy. Il reste donc a montrer que

eyl @ Egl - Egr) =0
sis>retns>0. PosonsY:Fgl---Fg“ etX:Egl---EgS_l.Nous avons
1 T 1 s

oY ® XEp,) Zap ) ® B, )p(Yiz) ® X)

d’apres (1.8). Or, d’apres les propositions 2.8 et 3.8, on a
AY)=Fg@y+102+ ) (HF@) @1,
i<r
y,z,t € U_. On en déduit que p(Y(1) ® Eg,) = 0 d’apres les propositions 2.2 et 2.7. m

Pour 7 =1,2,3, posons ]:]j = %E? L bi;H!, ou les scalaires b;; sont définis par (1.19).

Lemme 3.10 On a o(H; @ H;) = 6;; pour 1 <i,j <3 et

H‘h Hq2 HQS
(h Q2 Q3

& leHPQHps) = 0p1419p2920psgs-

Démonstration. On a

N h o h 2air
H:. ® H; :—E br: o(H, @ H, :—g b, | ——= ).
99( i® ) 2k21 k]%‘o( & ) 2k k]( hdk)

Or, B = (b;;) est l'inverse de la matrice (—a;;/d;) (¢f. (1.19)). m

Proposition 3.11 Soient n;,m;,p;,q; € N i = 1,4,7, 7 = 1,2,3) et ng,mp € {0,1}
(k=2,3,5,6). On a

(N i i
(

m m ®En1"'En7leHp2Hp3 = (Smmz(s
milel™  (ma)der” @l gl gl 7 prot s H Fata7

1<i<7
1<5<3

ou £ = ng(na + ns + ns) + ns(ny + ng) + nzny,.
Démonstration. Cette proposition découle immédiatement des lemmes 2.3, 3.9 et 3.10. m
Démonstration du théoréme 1.1. D’apres les résultats de Zou, la famille

F, Fyl  Hy Hy Hy

B .Eg;Hfl HZ HE (resp. la famille (—1)° )

(1)1l (n7)7lor™ 1 Ly 43!
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ou /;, nj parcourent N pour ¢ = 1,2,3, j = 1,4,7, et ou n; décrit {0,1} pour ¢ = 2,3,5,6,
forme une famille génératrice de Uy (resp. de U_) sur C[[h]]. D’apres la proposition 3.11,
ces familles forment respectivement des C((h))-bases de Uy Qg C((h)) et U— Qqpy C((R))
duales pour ¢. On en déduit (¢f. [6, 11, 43]) que I’élément

Rp = >

my,mg,mg,ny,ng,ny EN
ng,n3,n5,ng €{0,1}

( -1 )TL6 (ns+ns+n2)+ns(natn)+nsns

(n1)1!(na)al(n7)7tmamalmslel® - - @77
n1o,. . n7 my o, m3 n1o,L. n ] my o, ] m3
X B e B H o HYo @ B e FET T -

est une R-matrice universelle pour D Qg C((h)). Comme R € D ® D, c’est également une
R-matrice universelle pour D. On en déduit que I'image R € D ® D de Rp par la projection
canonique de D sur D est une R-matrice universelle pour D (c¢f. le paragraphe précédant la
proposition 2.13 pour la définition de D). Or,

(_1)"6(n5+n3+n2)+"5(n3+"2)+"3"2Egll ... Eg: ® Fgll . Fg; = (Egll ® Fgll) - (E;W ® Fg:)’

7

et

Hml ng Hm3 [N{’ml [N{mQ [N{mS h
y OB (4 (Shmon)).

m1!m2!m3! .
27]

E F, E F, h
71 T 2N

d’apres les formules (1.18). La proposition 2.13 acheve la démonstration. m

my,ma,m3EN

donc
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