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Introduction

La premiere définition des intégrales stochastiques multiples remonte aux travaux
de 1938 de Norbert Wiener [Wie]. On y trouve mention des chaos browniens (chaos
de Wiener) et poissonniens (discrete chaos). Pour la définition moderne des intégrales
multiples, il faudra attendre 1951 et la publication par le japonais Kiyosi It6 de
larticle [It6]. Dans ces travaux, se trouve déja la preuve que les fonctionnelles L?
du mouvement brownien et du processus de Poisson compensé se développent en
somme d’intégrales stochastiques multiples par rapport a ces martingales. On dit que
le mouvement brownien et le processus de Poisson compensé possedent la propriété
de représentation chaotique. C’est en 1989 et & la suite de travaux de Jacques Azéma
[Azé] sur les fermés aléatoires que Michel Emery [Eme] découvrit une nouvelle classe
de martingales possédant la propriété de représentation chaotique: les martingales
d’Azéma.

Cette these est consacrée a divers aspects de ’étude des martingales d’Azéma. Ce
theme de recherche est d’autant plus intéressant qu’il est, comme nous le verrons,
situé a l'interface de deux théories: celle du calcul stochastique classique et celle
du calcul stochastique non commutatif (ou quantique) fondée par Robin Hudson et
Kalyanapuram Parthasarathy en 1984 [HuP].

Avant de décrire le contenu de ce travail, nous rappelons quelques définitions
qui nous permettrons de situer plus précisément notre propos. Une martingale X =
(X1,...,X"™) & valeurs dans R" est dite normale si pour tout 1 < 7,j < n nous avons
(X' X7y, = §%t, ou 6" désigne le symbole de Kronecker. Pour ces martingales, il est
possible de définir des intégrales stochastiques itérées de la forme

Ju(F) = J Fltr, ... te) dXE .. X
Ck

oe} tr — to—
:J dXt‘;’“J de;"_‘ll---J AX (b, fo),
0 0 0

ou Cp = {(t1,...,tx); 0 < t; < --- < tg}, a est un élément de l’ensemble A des
applications de {1,...,k} & valeurs dans {1,...,n} et f appartient & L?(C}). L’espace
chaotique associé & une telle martingale X est le sous-espace fermé Z(X) de L?(o (X))
engendré par les variables aléatoires J,(f) lorsque k parcourt N, « ’ensemble A}, et
f Vespace de Hilbert L?(C). On dit que la martingale X posseéde la propriété de
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représentation chaotiqgue (PRC) ou est une martingale chaotique si (X ) = L*(o(X)).
Le mouvement brownien et le processus de Poisson compensé sont des exemples de
martingales chaotiques. Une martingale normale X possédant la PRC possede, en par-
ticulier, la propriété de représentation prévisible (PRP) et, dans ce cas, les martingales
[X?,X7], — 6%t admettent des représentations en intégrales stochastiques par rapport
a X. Cette remarque nous conduit & postuler I'existence de processus prévisibles H,’
tels que

no oot
[X?,X7], = 69t + ZJ Hi(s)dXx".

k=1"0

Ces relations s’appellent une équation de structure vectorielle et ont été introduites
par Michel Emery en dimension 1 comme point de départ pour 1’étude de la PRC
des martingales normales. Ces équations ont ensuite été étudiées par Michel Emery et
Stéphane Attal en dimension supérieure [AE1]. La théorie des équations de structure
et la compréhension de la propriété de représentation chaotique ont évolué depuis le
développement, par Robin Hudson et Kalyanapuram Parthasarathy, d’un calcul sto-
chastique non commutatif sur I’espace de Fock bosonique construit sur L*(R, ). Cette
théorie non commutative est en effet naturellement reliée aux martingales chaotiques
qui en fournissent des interprétations probabilistes via un isomorphisme entre I’espace
de Fock et ’espace chaotique associé a la martingale en question.

Les martingales d’Azéma sont les martingales normales X solutions d’une équation
de structure de la forme:

(X', X7], = 6t + ZJ o (X,_)dXF,

k=170

ou les @Zj sont des fonctions affines satisfaisant a certaines conditions de symétrie.
Pour de “bonnes” valeurs des parameétres ¢}, ces processus fournissent, en dimension
1 et 2, des exemples de martingales normales a accroissements non indépendants et
possédant la propriété de représentation chaotique (cf. [Eme, AE2]). Comme annoncé
ci-dessus, les deux parties indépendantes de cette these sont consacrées a divers aspects
de I’étude de ces processus.

Dans la premiére partie, basée sur la prépublication “Représentation nucléaire des
martingales d’Azéma” [Ku2], nous explorons les liens existant entre les martingales
d’Azéma unidimensionnelles et la théorie du calcul stochastique quantique de Hud-
son et Parthasarathy. Rappelons que ce calcul permet de construire des intégrales
stochastiques de la forme

t
JHsdaia 86{—,O,+,X},
0

ou H est un processus adapté d’opérateurs sur ’espace de Fock ® et a*,a™,a° sont
les trois “bruits” quantiques de base: les processus de création, d’annihilation et
de conservation, a* étant le temps. Si nous considérons une martingale d’Azéma



Introduction

unidimensionnelle de parameétre (a,3) € R?, i.e. une solution X de I’équation de
structure

t
[X], =t +J (a+BX,_)dX,, X,=0,
0

nous pouvons définir, sur un domaine suffisamment régulier de Z(X)(~ ®), 'opérateur
X; de multiplication par la variable aléatoire X;. Les différentes extensions du calcul
de Hudson et Parthasarathy dues a Paul-André Meyer, Stéphane Attal et Martin
Lindsay [AtM, AtL] nous permettent de prouver que le processus d’opérateurs X est
adapté et satisfait a I’équation différentielle stochastique linéaire non commutative

t
Xy =at++at_+J (o + BX;) daj .
0
En développant alors en somme d’intégrales stochastiques itérées la solution de cette
équation, nous obtenons la représentation en noyau de Maassen—-Meyer [Maa, Me4|
des opérateurs de multiplication par X;. Autrement dit, I’opérateur X; peut s’écrire
comme la somme d’intégrales stochastiques de la forme

k(s,tu)day, ... da, dag, ...da; da,, ...da,

A[Ck ><C’l><C’m
Nous déduisons de cette représentation 'action explicite des opérateurs de multi-
plication par les intégrales stochastiques de la forme fgo f(t)dX; sur les éléments
de lespace chaotique =(X). Nous pouvons alors démontrer une formule donnant le
développement chaotique d’un produit de la forme

Q0
J £®) dxtj ot £)dXo, . X,

0 n

c’est-a-dire du produit d’un élément du premier et du n-iéme chaos de X. Nous termi-
nons cette premiere partie en montrant qu’une condition d’auto-adjonction essentielle
des opérateur X; entraine 1’unicité en loi des solutions de ’équation de structure
d’Azéma et la PRC pour ces processus. Ce critére nous permet de retrouver les ca-
ractérisations de Lévy et Watanabe du mouvement brownien (cas a = 8 = 0) et du
processus de Poisson compensé (o # 0, 8 = 0) ainsi que la PRC de ces processus.
Nous retrouvons aussi les résultats analogues pour les martingales d’Azéma dans le
cas ou  appartient a 'intervalle [—2,0].

La deuxieme partie de la thése reprend les résultats obtenus dans la publication
“Une caractérisation des martingales d’Azéma bidimensionnelles de type II” [Kul].
Les martingales d’Azéma bidimensionnelles sont les solutions d’équations de structure
de la forme

d[X,X]t = dt + p(Zt,)dXt + ’T'(Zt,)d}/;
X

T'(Zt_)dXt + S(Zt_)d}/t
d[Y,Y]t = dt + S(Zt_)dXt + q(Zt_)dYrt,

=
h<

{‘l‘._l
I
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ol p,q,r et s sont quatre fonctions affines vérifiant dt ® P(dw) presque partout la
relation

p(Z-)s(2-) + a(Z-)r(Z-) = r(Z-)" + s(Z-)".

Stéphane Attal et Michel Emery ont montré [AE2] que ces martingales pouvaient
étre classées en trois types distincts selon les propriétés des fonctions affines p,q,r
et s. Ils ont prouvé, en outre, que les martingales des types I et III sont caractérisées
par des propriétés géométriques de leurs trajectoires. Les martingales du type I sont
les martingales d’Azéma bidimensionnelles dont tous les sauts sont paralléles a deux
directions fixes orthogonales. Les martingales du type III sont, quant a elles, les mar-
tingales d’Azéma bidimensionnelles qui ne sont pas du type I et qui vivent dans la
réunion de deux droites orthogonales du plan.

Dans la publication précitée, nous proposons une caractérisation analogue pour
les martingales du type II. Nous y démontrons le résultat suivant: une martingale
d’Azéma bidimensionnelle est du type II si, et seulement si, sa projection sur une
direction fixe du plan est un processus “somme de ses sauts”. Pour arriver a préciser
le concept de processus “somme de ses sauts”, nous utilisons la théorie des semimar-
tingales formelles de Laurent Schwartz [ScL]. Une étude précise des trajectoires des
martingales solutions de 1’équation de structure du type II, au moyen de la formule
de compensation établie par Grégoire Taviot dans sa thése de doctorat [Tav], est
nécessaire pour prouver ce résultat.



Premiere partie

Martingales d’Azéma et calcul
stochastique quantique






Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous commencgons par examiner les liens entre les martingales
d’Azéma et le calcul stochastique non commutatif dans le cas discret. Cette étude sera
le prétexte a 'introduction de la version discrete des outils de base du calcul stochas-
tique non commutatif: espace de Fock (bébé Fock ou toy Fock space), opérateurs de
création, d’annihilation et de conservation, noyaux de Maassen—Meyer. Puis et afin de
pouvoir traiter le cas continu dans le prochain chapitre, nous rappelons les définitions
de ces mémes outils dans leurs versions continues.

Dans la suite, tous les processus stochastiques indexés par R, considérés sont
définis sur un espace probabilisé filtré complet (Q,F,P,(3;),,) satisfaisant aux condi-
tions habituelles. Si X est un tel processus, F¥ = (F°),., désigne la filtration natu-
relle associée a X convenablement complétée et rendue continue a droite. Nous posons
aussi FE = \/,oo F. Les martingales sont supposées cad-lag partout. Si X est une
semimartingale, nous désignons par [X] sa variation quadratique (crochet droit) et
lorsqu’elle existe par (X ) la projection duale prévisible de [X] (crochet oblique). Nous
convenons que ces crochets et les intégrales stochastiques usuelles sont pris nuls en 0.

1.1 Le cas discret

Soit (Xn)y<p<n une martingale normale en ce sens que E[(AX,)?|FX ] =1, ot
AX, = X, — X,,_1. Nous supposerons que Xy = 0. A un tel processus nous associons
un sous-espace = de L?(Fx) appelé espace chaotique associé a X. Il est défini comme
I’espace vectoriel engendré par les variables aléatoires

Ya= 1_[ AXn )
neA
lorsque A parcourt I’ensemble P des parties de {1,...,N}. Remarquez que (Y4) 4.9

est une base orthonormée de E. Lorsque E = L?(FX), on dit que la martingale X
posséde la propriété de représentation chaotique (PRC). Il est bien connu (cf. [Eme])
qu’'une martingale normale X possede la PRC si, et seulement si, elle satisfait a une
équation de structure discrete de la forme

(AX,)” =14 @,AX,, X,=0,
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ott (¢n);<,<n €St un processus prévisible.

L’espace E est isomorphe, en tant qu’espace de Hilbert, & I'espace &y = C”
(souvent appelé bébé Fock ou toy Fock space). Notons (z4) 4. la base orthonormée
image de (Y4) 4. Par cet isomorphisme. et précisons quelques notations ensemblistes
qui servirons encore plus loin. Si A est un élément de P, on désigne par | A| son cardinal.
Si A et B sont deux éléments disjoints de P, on note A+ B leur réunion. Une inégalité
de la forme A < B signifie a < b pour tout a € A, b € B. On note P, ’ensemble des
éléments de P de cardinal &k et I'on pose P>y = | J,o; Pr et P = (J,<; Pi- Finalement,
on désigne par P(n) 'ensemble des éléments A de P tels que A < n.

Les opérateurs de création, d’annihilation et de conservation sont définis sur @y
par

anza = Vnga}Tasin
a, 4 = Tnea}Ta—in} ,

o _ R
,4 = lineayra = a,a,x4.

Ces opérateurs vérifient

pour tout 1 < kI < N, ou [S,T] = ST — TS désigne le commutateur des opérateurs
S et T. Nous posons aussi a5 = [[,c40; (¢ € {—, o,+}). La famille d’opérateurs
(afagag) indexée par les triplets disjoints A,B,C d’éléments de P forme une base de
'espace des opérateurs de ® dans lui-méme (voir [Me4, p. 19]). La famille T'(A,B,C)
des composantes d'un opérateur T dans cette base s’appelle le noyau de Maassen—
Meyer de T'.

Dans la suite, nous nous intéressons a une martingale normale solution de 1’équa-

tion de structure d’Azéma, autrement dit telle que
(1.1) (AX,)? =1+ (a4 BXn1)AX,, Xo=0,

oll « et 3 sont deux parameétres réels et nous considérons la famille (X,,) d’opérateurs
sur = définis par

Xof = Xnf, feE

Le but de la fin de cette section est de calculer le noyau de Maassen—Meyer des
opérateurs X,,. Nous aurons besoin du résultat suivant (voir [Me2, Pa2]):

PROPOSITION 1.1. La famille d’opérateurs X = (X,,) satisfait a I’équation auz diffé-
rences

(1.2) AXp, =a} +a, + (a+ BXp1)a,, Xo=0,

ot AX, =X, — X1 (1<n<N).



1.1 Le cas discret

PREUVE. Il suffit d’écrire en utilisant (1.1) que
AX, Y, = AX, Y,
= VneayYa—in}(AXn)" + ingayYar )
=a Ys+a, Yy + (a+ X,)anYy.

A partir de maintenant nous notons de la méme maniére 'opérateur X, et la
variable aléatoire X,,. Nous allons prouver le

THEOREME 1.2. Pour tout 1 < n < N, lopérateur X,, s’écrit
X, = ZKH(A,B,C)a;;aj’BaE,
la somme étant étendue a tous les triplets A,B,C disjoints et ou

K. (A,B,C) = 8P (1421, a<B<n; =0} + {a=g;c<B<n;|Cl=1})
+ a6|B‘71ﬂ{A=®;BET>1(n);C’=®} :
PREUVE. Pour tout A c {1,...,N}, |A| > 1, posons
POL(A) = a’—/i\_Aa’jlf{AA} + a’jlf{/\A}a’:A + OZCLZ,

avec les conventions AA = min 4, al; = I (¢ € {—,0,+}) et remarquons que si A <n
alors

P,(A)a; = Py(A + {n}).

n

La conclusion du théoreme est valide pour n = 1 puisqu’elle se réduit dans ce cas a
X; = P,({1}). Supposons cette conclusion vérifiée au rang n et remarquons qu’elle
est équivalente a 1’égalité suivante

Xo= Y BATIR,(A).
AeP51(n)
En utilisant alors I’équation (1.2), nous pouvons écrire que
Xni1 = Xy + BXnag .,y + Pa({n +1})
= ) BATPA)+ ) BUP(A+{n+1})+ Pa({n+1})

AET>1(H) AEfP>1(n)
— Z BB-1p, (B),
BeP>1(n+1)
ce qui acheve la preuve de ce théoréme. |

Le prochain chapitre est consacré a la preuve des résultats analogues en temps
continu: nous y prouvons que les opérateurs de multiplication par une martingale
d’Azéma en temps continu satisfont a une équation différentielle stochastique non
commutative puis qu’ils admettent des représentations en noyau de Maassen—Meyer.
Pour ce faire, nous rappelons dans la prochaine section les définitions de base du calcul
stochastique non commutatif. Nous y définissons I’espace de Fock bosonique construit
sur L?(R,) comme lespace chaotique associé & une martingale normale.
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1.2 Eléments de calcul stochastique quantique

Espace chaotique

Une martingale X = (X;),., est dite normale si le processus X7 — t est une
martingale, autrement dit si (X ); = t. Pour une telle martingale, il est possible [Me3|
de définir des intégrales stochastiques itérées de la forme

T(f) = J Fltn )X, .. dX,

n

0 tn— to—
- ‘[ d.thJ dth—l . J d.thf(t]_,...,tn) ,
0 0 0
ot Cp, = {(t1,...,t,) € Rty < -+ < t,} et f est un élément de L*(C,) (n > 1).
Pour n = 0, nous posons Cy = {}, L?(Cy) = C et Jy(c) = c. Ces intégrales vérifient,
en outre, la formule d’isométrie suivante:

(1.3)  <Ju(f),Jn(9)> = E[Jn(f)In(9)] = JC F(tr, .. ta)g(ts, ... tn)dty...dt,.

Le sous-espace fermé E, = J,(L*(C,)) de L*(F2) s’appelle n-iéme chaos de X.
On peut montrer que les chaos d’ordre différents sont orthogonaux. Le sous-espace
E = @,20En de L*(F2) s’appelle espace chaotique associé a la martingale X. Il
est constitué des variables aléatoires FX-mesurables qui sont de carré intégrable et

représentables sous la forme

F=Y JI.(fa) = E[F] + Zj folt . £2)dX, . dX,, .

n>=0 n>=>1 Cn

Lorsque l'espace chaotique est égal & ’espace L?(FZX), on dit que la martingale
normale X possede la propriété de représentation chaotigue (PRC). Le mouvement
brownien, le processus de Poisson compensé et certaines martingales d’Azéma sont des
exemples de martingales normales ayant cette propriété (voir théoréme 2.13, p. 28).

Notation courte

Nous introduisons maintenant la notation courte de Guichardet [Gui| qui permet
d’identifier 'espace chaotique = & un espace L? qui n’est autre que ’espace de Fock
bosonique construit sur L?(R.).

L’ensemble R, étant totalement ordonné, nous pouvons identifier | J,., Cn avec
P = Unso Pn, Pr étant 'ensemble des parties de R, & n éléments. Chacun des en-
sembles P,, hérite ainsi de la structure d’espace mesuré de C,, (Cy étant ’espace
probabilisé & un point) ce qui permet de munir P d’une tribu notée B et d’'une mesure
. Pour tout borélien E, on note P(E) ’ensemble des éléments A de P tels que A c E.
Nous notons simplement P(¢) ’ensemble P([0,t]). Si A est un élément de P, on pose
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Ag=An|[0t], Ay =An|[0,t) et Ay = A (t,00). Nous utilisons plus loin les nota-
tions ensemblistes introduites dans la section précédente. Rappelons qu’en particulier
T<n = Ukén P et TZ“ = Uk?n »

La tribu B n’est autre que la tribu engendrée par les applications Ng définies
par Ng(A) = |A n E|, E parcourant les boréliens de R, et, en notant simplement
dA I’élément de volume p(dA) sur P, nous pouvons écrire que pour toute fonction f
‘B-mesurable et > 0 sur P

J,faa= 1)+ Y| s tah)an..,

n=1

L’espace ® = L?(P,B,u) s’appelle l’espace de Guichardet: c’est l'espace de Fock
bosonique construit sur L*(Ry). Si Pon note ®; lespace L*(P[0,t]) et ®f P'espace
L?(P[t,0)), alors 'application

2y —> @, f®g+— (A f(Ag)9(Ap))

s’étend en un isomorphisme unitaire entre les espaces de Hilbert ®; ® ®; et ®. On
dit que 'espace de Fock posséde une structure de produit tensoriel continu. Dans la
suite, il nous arrivera d’identifier ®; et ®; a des sous-espaces de ®.

Dans ce contexte, posons pour toute fonction f appartenant a L?(P)

J f(A)dXa=f +ZJ F({ty, .. tn})dX,, ... dX,, .
> n=1

Remarquez qu’en vertu de la formule d’isométrie (1.3), nous pouvons écrire que

2

L F(4)dX

~ | 1rr aa,
P

et par conséquent l’application f — F = [, f(A)dX4 est I'isomorphisme annoncé
entre l'espace de Guichardet et =. Dans la suite, il nous arrivera d’identifier sans
précaution ’élément f de ® avec ’élément F' de = et, dans ce cas, nous écrirons que
f = F. 1l est aisé de vérifier que si f € @, g € &y avec f = F et g = G, alors
f®g=FG.

REMARQUE. Le bébé Fock est souvent considéré comme 1’analogue discret de 1’espace
de Fock. Formellement, la base orthonormée discrete (z4) du bébé Fock est maintenant
remplacée par la base continue (dX,/4/dA). Cette analogie peut étre précisée en des
termes mathématiques précis (voir [Atl]).

Pour tout u € L*(R;), la classe d’équivalence de la fonction A — [[,., u(t) ap-
partient & L?(?P) et est notée £(u). Le vecteur £(0) est appelé état vide et est noté 1.
Le sous-espace

& = vect{e(u);u e L*(R,)}

de ® s’appelle le domaine exponentiel. Nous considérons aussi le domaine &; =
vect{e(u);u € L (R,)}, ou L3 (R, ) est I'espace des fonctions de carré intégrable et
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localement bornées sur R, . Le domaine T des vecteurs-test de Maassen est constitué
des éléments f de ® tels que

(i) 3T > 0: suppf < P(T),

(ii) Je,M = 0: |f(A)| < cMMA YA e P.
Les domaines

B, ={fe®; [LIf(APP <0}, p>1,

sont les échelles de Fock. Nous notons X le domaine ()., ®, et D le domaine dont
les éléments f vérifient les conditions suivantes :

(i) INeN, T > 0: suppf < P<n(T),

(i) IM = 0: |f| < M.
Tous les domaines précédents sont denses dans ’espace de Fock.

Calcul stochastique abstrait sur 1’espace de Fock

Dans ce paragraphe, nous introduisons des opérateurs sur 1’espace de Fock qui
seront indispensables pour définir les intégrales stochastiques non commutatives. Les
définitions suivantes sont extraites de [At2] et le lecteur pourra s’y reporter pour plus
de détails.

Pour tout f € ®, on pose

(Pf)(A) = 1p(A)f(A), t=0.

L’opérateur P; est la projection orthogonale sur le sous-espace fermé de L?(P) consti-
tué des fonctions a support dans P(t). Dans la suite, on identifie cet espace a ®;. On
pose aussi

(Def)(A) = 1oy (A)f(A+{t}), t=0.

On peut alors montrer que

0

@)+ |

0

Lﬁanmme=wm

de sorte que D;f est un élément de 1’espace de Guichardet pour presque tout ¢ > 0.
Plus généralement, on peut montrer que, pour u-presque tout B dans P, la classe
d’équivalence de la fonction Dgf (= Dy, - Dy, f,si B = {t; < --- < t,}) est un
élément de ®.
Une famille (g;),., d’éléments de ® est dite It6 intégrable si:

(i) ¢+~ g+ est mesurable,

(ii) g+ € @4 pour tout ¢ > 0,

(i) [ gil? de < co.
Pour un tel processus, nous pouvons définir son intégrale d’Itd qui est 1’élément
[ gedx: de ® défini par

([ st =t mato,

0
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ot VA = maxA et A— = A — {VvA}. De plus, la formule d’isométrie suivante est

vérifiée :
0 2 0
j g dx; =j lgel? dt.
0 0

L’intégrale d’'Ito fgo g: dx; ne dépend donc que de la classe d’équivalence de g en tant
qu’élément de l’espace de Hilbert L?(R,,®).

Liens avec le calcul stochastique usuel

Nous indiquons ici comment les opérateurs définis ci-dessus sont naturellement
reliés a la théorie classique du calcul stochastique. Le lecteur pourra se reporter a
[DMM, chapitre XXI| pour les détails.

Soient X une martingale normale et F = [, f(A)dX4 une variable aléatoire
appartenant a espace chaotique de X. Si on pose F; = E[F|F¥X], alors il est facile de
vérifier que Fy est la variable aléatoire [,(Pf)(A)dX 4.

Considérons une courbe mesurable G = (Gy),5, & valeurs dans =, adaptée a la
filtration F¥, ot Gy = [, g:(A) dX 4, et vérifiant

E U |Gt|2dt] < 0.
0

Cette condition d’intégrabilité nous permet de choisir, pour tout ¢ > 0, un élément
dans la classe de G; de telle sorte que le processus G soit mesurable en (t,w). Le
processus (g¢),-, est It6 intégrable et si PG désigne la projection prévisible du processus
mesurable G, on peut écrire que

J gedx: = J p(Gt) dX;.
0 0

Pour le voir, on commence par remarquer que la propriété est vraie pour des processus
G delaforme G =Y " Gill( 1., 00 0 <ty <+ <ty <0 et Gy = [, 0:(A)dXa
avec g; dans ®;). En effet, pour un tel processus on prouve facilement que

o0 m

j gedx: = Z 9i ® x(titi+],
0 i=1

ol X(titi+1] est 'élément de Py, définit par

0, si Al #1
(x(ts,tira])(4) = { T (t), si A= {t}.

Par suite, on a

o) m 0
} gedxe = ZGi(XtHl - Xy) = j GidXy,

0 i1 0
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Préliminaires

et le résultat général s’en déduit par densité des processus élémentaires dans les espaces
L*(R,,®) et L?(R, x Q,PB*,dt @ P(dw)) ou P désigne la tribu prévisible relative a
la filtration F¥ sur R, x Q.

Finalement, la courbe adaptée [,(Df)(A)dX,4 étant un élément de L?(R,,Z) on
peut en choisir une version mesurable en (t,w) puis considérer sa projection prévisible
H. L’ensemble optionnel {H # [,(Df)(A)dX} est réunion dénombrable de graphes
de temps d’arrét de sorte que H appartient a la classe de [,(Df)(A)dX, dans
L*(R,,E) et donc vérifie la condition

[e0}
F U |Ht|2dt] < .
0

On peut alors prouver que la variable aléatoire F' admet la représentation prévisible

F = [E[F]+J H,dX,.
0

I1 suffit pour ce faire et d’apres ce qui précéde de vérifier que, sur ’espace de Fock,

Q0

;= f(@) +j Duf dxi,

0

ce qui est immédiat au vu des définitions.

Intégrales stochastiques non commutatives

Nous consacrons le reste de cette section & un rappel succint des principales
définitions du calcul stochastique non commutatif de Hudson et Parthasarathy [HuP,
Pal| en adoptant le point de vue d’Attal et Meyer [AtM, AtL].

Ce calcul stochastique permet de définir des intégrales de la forme

t
JHsdaia 66{—,O,+,X},
0
ol H est un processus adapté d’opérateurs sur L?(P) et a*,a ,a° sont les processus
de création, d’annihilation et de conservation sur ’espace de Fock, a* étant le temps.
Nous commengons par les nécessaires définitions. Un domaine Dom de ® est dit adapté
si, pour tout f € Dom,

P, f € Dom, pour tout ¢t > 0,
D, f € Dom, pour presque tout ¢t > 0.

Les domaines &,E,7T,8,,K et D introduits précédemment sont des domaines adaptés.
Un opérateur K de domaine adapté Dom est dit adapté a l’instant t si, pour tout
f € Dom, nous avons

BKf=KPRf,
D,;Kf = KD,f, pour presque tout s > t.
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Soit H = (H;),., un processus adapté d’opérateurs (H; est adapté a Iinstant t
pour tout ¢ > 0) de domaine commun et adapté Dom. Alors, le processus adapté
d’opérateurs T est 'intégrale stochastique non commutative fo H, da; sur le domaine
Dom si, pour tout f dans Dom, ’équation suivante a un sens (du point de vue des
domaines et de I'intégrabilité) et est vérifiée

ff) H,P,fdx,, sie=+

o ft H,D,fdy,, sie=o
Tif = T/\st d s ¢ ’ .
of JO ¢ fdxs + ff) H,D,fds, sie=—

[oHsPofds, sie=x.

Ces équations sont connues sous le nom d’équations Attal-Meyer. Attal et Lindsay
(voir [AtL, théoréeme 8.4]) ont montré que ces équations admettent une solution par-
tout ou elles ont un sens. Si I'on pose a®(H), = Lt) H,dag, ces solutions sont données
par les formules explicites suivantes:

(a*(H),f)(A) = }_ (H.P:Da,f)(4y),

SEAt]

(a°(H),£)(4) = }_ (H.D.Da, f)(Ay),

SGAt]

(a™(H),f)(A) = L (HiD;Dy, f)(Ay))ds

(o (H),f)(A) = J (H,P.Da,[)(As)ds.

0
En considérant le processus adapté H; = fo 4/, on retrouve la définition des opéra-
teurs a; ,a; et af:

t

i )(A) =Y FA-{s}), (a;f)<A>=jf<A+{s}>ds, (a3£)(A) = | 491 F(4).

SGAS] 0

Enfin, et pour poursuivre l'analogie avec le cas discret esquissée dans la section
précédente, on peut dire que les éléments différentiels da; /+/dt, da; /+/dt et daf cor-
respondent aux opérateurs a',a, et a; du bébé Fock.






Chapitre

Représentation nucléaire des martingales
d’Azéma

Dans ce chapitre, nous montrons comment les résultats obtenus dans le cas discret
peuvent se généraliser en temps continu. Aprés quelques rappels sur les martingales
d’Azéma, nous prouvons qu’elles satisfont & une équation différentielle stochastique
non commutative puis qu’elles admettent une représentation en noyau de Maassen—
Meyer. Grace a ces résultats, nous pouvons montrer une formule de Kabanov chao-
tique ainsi qu’un critére pour qu’'une martingale d’Azéma possede la propriété de
représentation chaotique.

2.1 L’équation dY; = da; + da; + (a + 8Y;) dag

Martingales d’Azéma

Les martingales d’Azéma apparaissent pour la premiére fois dans ’article [Eme].
On appelle martingale d’Azéma de parameétre (a,3) € R? toute martingale normale
solution de I’équation de structure

t

(2.1) [X], =t +J (a+BX,-)dX,, Xo=0.

Un théoréme de Meyer [Mel] nous assure de 'existence de tels processus pour toutes
valeurs des parameétres a et . Emery a prouvé que I’équation de structure précédente
admettait une solution unique en loi. Nous pouvons donc parler de la martingale
d’Azéma de parameétre («,3). Il a aussi montré que ces processus possedent la PRC
lorsque 3 appartient & 'intervalle [—2,0]. Nous redémontrons plus loin une partie de
ces résultats (voir théoréme 2.13, p. 28). Dans toute la suite, nous supposons que 3
est un réel différent de 0 et nous posons ¢ =1 + £.

Nous admettons le lemme suivant dont on trouvera une preuve en examinant
la démonstration du lemme 7 de [Eme]. En nous inspirant des notations d’Emery,
nous désignons par ZI(a) I'ensemble des éléments du m-iéme chaos de X prove-
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nant de 'intégration de fonctions a support inclus dans le simplexe croissant tronqué
Co(T) =A{(t1,...,tn); t1 < --- < t, < T} et bornées par une constante a > 0.

LEMME 2.1. Soient X une martingale normale solution de (2.1), F un élément de
El(a) (n=0) et G un élément de =T (b). Alors

n

n+1
GF € @ Ef (cnab),

k=0

otcg=1,cy, =cla)(l—c(B)"/(1—c(B)) +c(B)" (n >1) avec c(a) =1+ T + |«
et c(B) =1+ |6,

A partir de maintenant, 2(X)(~ ®) est 'espace chaotique associé & une martingale
d’Azéma de parametre (a,3). Rappelons que D désigne le domaine adapté de @ des
fonctions bornées et & support inclus dans P<n(T) pour un N > 1 et un T > 0.
Notons provisoirement X; ’opérateur de domaine D défini par

X f = Xth(A) dXy.

Le lemme suivant nous assure que cet opérateur est bien défini.

LEMME 2.2. L’opérateur (X¢,D) laisse invariant le domaine D. De plus, si f est un
élément de D a support dans P<n(T) et borné par M > 0, alors pour tout 0 <t < T

N
IX¢f| < ChMexp(T/2), avec Cy = ch.

n=0

PREUVE. Soit f = Zi\;o fn un élément de D a support dans P(T') et borné par M.

En vertu du lemme précédent, nous pouvons écrire que

n+1

XtJ fa(A)dX 4 € PEL (caM).
P k=0

Nous en déduisons immédiatement la premiere partie du lemme. Pour la seconde
partie, il suffit de constater que la relation précédente implique I'inégalité suivante

[Xefal* < M), ZJ dt; ...dty = M*c exp(T).

k>0 O<ty <<ty <T

[ |
Remarquez que 'opérateur X; étant symétrique sur D, il est fermable. Dans la suite,
nous notons de la méme manieére I'opérateur X; et la variable aléatoire Xj;.
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L’équation différentielle stochastique non commutative

Il est bien connu dans la communauté des probabilités non commutatives (voir
par exemple [Me4, Pa2, ScM|) que les martingales d’Azéma doivent, au moins for-
mellement et du point de vue algébrique, étre solution de 1’équation différentielle
stochastique

¢
Yy =at++a;+J (o + BY,) daj .
0
Nous profitons des nouvelles possibilités du calcul stochastique non commutatif, qui
permettent en particulier de s’affranchir du domaine exponentiel, pour prouver que le
processus des opérateurs de multiplication par une martingale d’Azéma est effective-
ment 'unique solution de cette équation différentielle.

THEOREME 2.3. Le processus d’opérateurs X est adapté et vérifie sur D ’équation
différentielle stochastiqgue non commutative

t
(2.2) Xi=af +a; +J (o + BX,)da; .
0

PREUVE. Soient f un élément de D a support inclus dans P<y(T) et borné par
M > 0, F' la variable aléatoire ‘ffp f(A)dX 4, H la projection prévisible du processus
J»(Df)(A)dX4 et F;, une version cad-lag de la martingale E[F|F]. Nous avons
F = E[F] + [, HydX, et, d’aprés la formule d’Itd et I'équation de structure (2.1),
nous pouvons écrire que

t t t

H,ds + J (o + X, )H,dX,.
0

Q0

(2.3) X,F = J

X(t/\s)—Hs dXs + J
0

F, dX, + J
0

0

Considérons la courbe adaptée et & valeurs L° définie par s — G, = X;..H,.
L’ensemble optionnel {H # [,(Df)(A)dX4} étant réunion dénombrable de graphes
de temps d’arrét, on peut écrire que dt ® P(dw)-presque partout

G—X,, J (Df)(A)dXs.
P

Par conséquent, la courbe G est, presque pour tout ¢ > 0, a valeurs dans =. Elle vérifie

de plus et d’apres le lemme 2.2

0 T
E U |Gs|2ds] :J | XinsDsf|?ds < TCY [ M?exp(T),
0 0

puisque D, f est a support inclus dans P<x_1(T) et est borné par M presque pour tout
s = 0et que D, f = 0 pour presque tout s > T'. La courbe adaptée s — g, = Xy s Dsf
est donc It6 intégrable et il vient

J gs dXs = J Xt/\stf dXs = J p(Gs) dXs = J X(t/\s)—Hs dXS’
0 0 0 0
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puisque, d’apres les propriétés de la projection prévisible, la prévisibilité de H et le
fait que X;.. est une martingale, on a

pG = HpXt,\. = HX(tA.)_.

Des raisonnements analogues nous conduisent aux égalités

t t
J HfdxsEJ E_dX@

0 0

t t
J DsdeEJ H,ds.

0 0

Par suite, nous déduisons de 1’égalité (2.3) que

(2.4) X,F=X,f= ro

1 ]
Xt/\stf dXs +J Psf dXs +J Dsfds
0 0

0

t
+JW+BXJmf®}
0

Pour prouver ’adaptation de 'opérateur X; a 'instant ¢, nous utilisons la propo-
sition 4.2 de [AtL]. 1l s’agit donc de prouver que, pour tout f dans D,
() X.Pf = PX.f,
(11) Xt(f - R‘.f) = Xi f:o D,fdxs = J‘:o XD f dxs-
La premiére condition est immédiate au vu de la propriété X E[F|FX] = E[ X, F|F}].
La seconde est conséquence de (2.4) si ’on remarque que

o0 [e0}
P“J D,fdxs = D“J D,fdxs =0, pour presque tout u < t
t t

et que

Q0
D“J D,fdxs = D.f, pour presque tout u = t.
t

Finalement, la deuxiéme partie du théoréme est immédiate car (2.4) n’est autre
que I’équation Attal-Meyer associée a (2.2) sur D. |
Nous déduisons de ce théoreme le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.4. L’action de lopérateur (X;,D) est uniquement déterminée par les
paramétres réels a et 3.

PREUVE. Il suffit de prouver que ’équation (2.2) admet une unique solution sur D.
Considérons donc un processus d’opérateurs adapté Y différence de deux solutions de
notre équation sur D. Sur ce domaine, Y vérifie

t

Y= 5| Yidat.

0
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Il s’agit de prouver que pour tout t > 0 et tout f € D, nous avons Y;f = 0. Au vu
du théoreme 8.4 de [AtL] (voir aussi p. 15), le processus Y doit vérifier la relation
u-presque siire

(Yif)(A) = B ) (YaDiDaf)(Ay),

SEAt]

ot Dg = Dy, -+ Dy, si B={t; < -+ <tp}, Ag = An[0t], Ax, = A (5,00) et
Ay = An[0,s). Il est alors immédiat que (Y;f)(&) = 0 pour tout ¢t > 0 et tout
f € D. Supposons donc que, pour n > 1, la propriété (Y;f)(A) = 0, pour presque
tout A € P,_1, tout ¢t > 0 et tout f € D, soit vérifiée. Alors, pour tout ¢t > 0 et tout
f € D, nous avons

(Yif)(B) =B Y_(YiD,Dp f)(By) =0,

SEAt]

pour presque tout B € P, puisque Ds;Dp,f € D pour presque tout B € P, et que
|Bs)| < n — 1. Par suite, Y; = 0 sur D pour tout ¢ > 0, ce qui acheve la preuve de ce
corollaire. [

2.2 Développement en noyau de Maassen—Meyer

Résolution de I’équation différentielle stochastique

Partant de I’équation différentielle stochastique non commutative

t
thaj+at+J(a+ﬁX5)da§,
0

nous pouvons développer formellement X; en intégrales stochastiques itérées non com-
mutatives de sorte que

Y= | dapes|  dagda e daf, dag, da3, + -+
O<ti<t O<ti<ta<t

O<ti<ta<tz<t

n j da;; + BJ da;, day, + 52J da;, dag, dag, + -
O<ti<t O<ti<ta<t

<ty <ta<ts<t

+ aj da;, + aﬁj dag, dag, + aﬁzj day, day, dag, + - -
O<ti<t O<ti<ta<t

O<ti<ta<ts<t

ou en notation courte et sous la forme normale, c’est-a-dire avec les différentielles dans
I’ordre +, o ,—,

(2.5) X = j K(A,B,C)da} day dag
PxPxP
avec

Kt(A,B,C) = 6‘B| (ﬂ{Ae%;A<B<t5C=®} + ﬂ{AZQ;C<B<t;CETI}
+ aﬁ_lﬂ{Azg;Beﬂ’;1(t);C’=®})‘
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Le lecteur pourra comparer le résultat de ce calcul formel avec le développement en
noyau de Maassen—Meyer obtenu dans le cas discret (cf. théoreme 1.2, p. 9).

En utilisant les résultats de la théorie des opérateurs définis par des noyaux, nous
prouvons maintenant que l’expression du membre de droite de (2.5) définit bien un
opérateur sur un domaine contenant D. Pour ce faire, on considere la famille /; définie
par

K{(A,B,C) = Y K/(AV,C)
VcB
= ¢ uep ), 0=y + 4PN N asgs cemay)

a—
taT T Has=c=a}>

ol Bg = B n E pour tout B dans P et E borélien de R;. Si I’on pose (voir [BeL])

| K abe aAlp2IB| [C] dAdC,

2 J |K{(A,B,C)”
X
nous pouvons écrire que, pour tout a,c > 0et b =1 v |g|,

1 1 1,2
Il < (54 )+ alas T

L’inégalité précédente entraine (voir [BeL, prop. 2.2.] ou [Me4, p. 100]) que ’expression

(2.6) (K:f) (A) = J Y K(UVMf(V+W+M)dM
PUusviw=4

définit un opérateur IK; dont le domaine de définition contient ®;2 . pour tout € > 0
et laissant stable le domaine X.

Comme K(A,B,C) = 0 a moins que A,B,C < [0,t], opérateur K; est t-adapté
sur le domaine adapté K. D’autre part, un résultat classique sur les opérateurs dé-
finis par des noyaux (cf. [Lin, proposition 3.1]) nous apprend que le noyau K; est
uniquement déterminé par l'action de K; sur le domaine D. Finalement et puisque
K(A,B,C) = K;(C,B,A), 'opérateur [K; est symétrique sur son domaine de définition,
donc il est fermable.

Le résultat suivant est la clé de ce chapitre.

PROPOSITION 2.5. Le processus adapté d’opérateurs K est solution de l’équation dif-
férentielle stochastique non commautative (2.2) sur D.

Pour prouver cette proposition nous aurons besoin du lemme technique suivant :

LEMME 2.6. Soientt > 0 et f € T tel que suppf < P(T) et |f(A)| < cMXAl pour tout
A€ P. Alors, il existe deuz constantes ¢ et M telles que pour tout s € [0,¢]

(i) (Ksf)(A) =0, dés que A n’est pas inclus dans [0,T v t],

(ii) |(K:f)(A)] < eMM, YA e P.
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PREUVE. Soit donc f € T comme dans ’énoncé et remarquons que pour tout s € [0,t]

nous avons
(j) Ks(A,B,C) =0, dés que I'un des A, B ou C n’est pas inclus dans [0,t],

(i) K (AB,C) <2+ |af7H)(|8] v )AHEHC] VA B,C e P.
Il est clair d’apreés (j) et (2.6) que (i) est vérifié. Pour prouver (ii), nous posons
co=cv (2+|aB7), My =M v (|8 v 1) et nous écrivons que

(K f)(H)| < J Z CIMI\A\+\B|+|U|ClMI\B|+|C|+|U| aU
PT) a+BrC=H

< Eexp(TME)(3M2)H,

La condition (ii) est alors vérifiée avec & = c? exp(TM?) et M = 3M?. [ ]
PREUVE DE LA PROPOSITION 2.5. Nous allons prouver un résultat un peu plus
général, a savoir que le processus d’opérateurs K satisfait & (2.2) sur le domaine
adapté T des vecteurs-test de Maassen.

Nous commencons par prouver que les équations d’Attal-Meyer associées a notre
équation différentielle stochastique sont définies pour tout vecteur-test. Soit donc
f €T tel que suppf < P(T) et |f(A)| < cM4 pour tout A € P. 1l s’agit de prouver
que la courbe mesurable (K;.;D;f),-, est Itd intégrable. Le processus d’opérateurs
K étant adapté sur 7, il est clair que K;,,D,f € ®, pour tout s > 0. D’autre part
et pour presque tout s > 0, D,f est un vecteur-test & support dans P(T') et tel
que |D,f(A)| < eM M pour tout A dans P. Par conséquent et en vertu du lemme
précédent, il existe deux constantes ¢ et M telles que

0 T
| 1Dt ds = | D ds < T exp((e v T)IE),
ce qui prouve notre assertion.

Par suite, en vertu d’un théoréme d’extension dii a Attal et Meyer (cf. [AtM,
théoreme 2]) et de la symétrie de I'opérateur Ky, il suffit de prouver le résultat sur
le domaine €. Or, sur ce domaine, 'opérateur f; [{; da; admet la représentation
nucléaire (cf. [Me4, p. 145]) dont le noyau est donné par la formule suivante :

Lt(AaBac) - ﬂ{BE?;l(t)}KvB(AaB - 70)
Il suffit donc pour conclure de remarquer que la relation
K(A,B,C) = Vuep,(t); B=c=gz} + Vicer(t); A-B=23}
+ OA]{BE?l(t) ;A=C=} + /BLt(AaBaC)a

valable pour tout A,B,C € P, est équivalente a (2.2) sur . [ |

Au vu du théoreme 2.3 et du corollaire 2.4, nous venons de démontrer que I'opé-
rateur de multiplication par la variable aléatoire X; admet une représentation nu-
cléaire. Plus précisément, nous avons le

THEOREME 2.7. L’opérateur X; de multiplication par une martingale d’Azéma admet
la représentation en noyau de Maassen—Meyer donnée par le noyau K.
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Comme conséquence de ce résultat, nous obtenons ’action explicite des opérateurs X;
sur D, résultat déja connu pour g € [—2,0] (cf. [Pa2, p. 556]).

PROPOSITION 2.8. Pour tout f dans D, nous avons

(Xuf)(A) = D gHenlf(A—{s}) + Jt g4« f(A+{s})ds

0

SeAt]
|[Ag| _ 1
A il
qg—1
Lorsque f = —1 et a = 0, la martingale solution de ’équation de structure corres-

pondante s’appelle premiére martingale d’Azéma (voir [Yor, p. 79]) et, dans ce cas, la
formule précédente prend la forme particuliére suivante :

(6F)(4) = FA= V() + | f(a+{sh)ds.

v (At])

PREUVE. Pour tout f € D, nous pouvons écrire que

(X:f)(A) = J Y K(UV,M)fV+W+M)dM

PUuiviw=4
= ¥ (X 8" ey ) 4= (D)
s€A; WA
t
+ (Z /3'V'ﬂ{s<V<t})f<A FDdstap Y BV wenf(4),
0 \yca VcA:V|>1

d’ou le résultat en remarquant que

Z B M ecv<y = gl
VcA

Une formule de Kabanov chaotique

Comme application de ce qui précede, nous obtenons une formule de Kabanov
donnant le développement chaotique du produit d’'un élément du premier chaos avec
un élément du n-iéme chaos de la martingale d’Azéma de parameétre (a,3). Sur ce
sujet, le lecteur pourra consulter [RuV, théoréme 3.1, p.57] et [PSV, théoreme III.1]
qui proposent des formules analogues (bien que différentes dans la forme).

Dans la suite ¢ désigne une fonction bornée et a support compact dans R, . Nous
notons J(¢) 'opérateur de domaine D défini par

o0]

J(p)f = Jl(w)J

P

F(A) dX, = J

0

o(t) dX, L F(A)dX 4.
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D’apres le lemme 2.1, cet opérateur est bien défini et laisse stable le domaine D.

PROPOSITION 2.9. L’opérateur J(¢) admet sur D la représentation en intégrale sto-
chastique suivante :

30 - |

0

o0 0 o0

o(t)Ida, +J o(t)(a + BX;) day .

o(t)I da; + J
0

0

PrREUVE. Elle est quasiment identique a celle du théoreme 2.3. |
Formellement, I'opérateur J(¢) admet donc une représentation nucléaire dont le
noyau J,, est donné par la formule suivante:

Jo(A,B,C) = o(A)gai—1;8-c—gy + ©(C)1ia—B_g; c|-1}
+ a(p(B)ﬂ{A:c=g;|B|=1} + 5ﬂ{BeT;1}<P(VB)KvB(A’B —,0),

ol vB = maxB, B— = B — {vB} et ol 9(A) = ¢(t) si |[A| =1, A = {t}. En
développant 1’égalité précédente, il vient

Jo(A,B,C) = e(A)1a=1;8=c=g} + P(C) N a=B=g;/c1=1} + 2@(B)1{a—c=g; BI-1)
s =18%10(v B) (1(aep,; a<Bi 0=y + V(a=g;0<B30e1) + B iBi52;4=0=g3))-

Soit T' > 0 tel que supp ¢ < [0,T]. Alors
(i) J,(A,B,C) =0, dés que I'un des A, B ou C n’est pas inclus dans [0,T7],
(i) |J,(4,B,0) <22+ |al + |aB)elw(|B] v 1)4PHC VABC e P,
et donc, d’aprés un théoreme de Maassen (voir [Maa] ou [Me4, p. 96]), le noyau
J, définit via la formule (2.6) un opérateur dont le domaine contient (au moins) le
domaine T. Cet opérateur coincide avec J(¢) sur D. On peut calculer l'action de
lopérateur de multiplication par J;(¢) et 1’on obtient que, pour tout f dans D, (avec
la notation AA = min A)

@A) =D e f(A—{t}) + r p(t)f(A+{t))dt +a ) (t)f(A)

teA 0 teA
+ ) e(v)V Y (A= {t})
VcA:|V|>1 teA :t< AV
AV
+ Y go(vij F(A+ {t}) dt
VCA: V|1 0

+ap™t ) p(vV)BVIf(A).

VcA:|V|>2
Nous déduisons de la formule précédente le

THEOREME 2.10. Soit f une fonction sur C, bornée et d support compact. Pour
tout (t1,...,tnt1) dans Cpi1, nous notons A, Uensemble {t1, ... tn_1}, A Uensemble
{t1,...,tn} et Al Uensemble {t1,...,tni1}. Alors

Jl((p)‘]n(f) = Jn—l(h_) + Jn(ho) + Jn+1(h+)a
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ou

Q0

Bt tnms) = | oA, + (8

0

Wt otarn) = D o(te) F(AT — {te})
k 1
+ Z (ql—k+1 f {tm}
1<k<i<n+1 m=1

PREUVE. Etendons f en une fonction f sur P et & support dans P,. Nous avons
h_(tla s atnfl) = (‘ﬂ((p)f) (A'r_l.)
Q0
- | ewsa + e

0

Py so(tz)J:kf(A;Ht})dt y s

1<k<i<n—-1 ViaAV=tg,vV=t

d’ou le résultat en remarquant que

Z BVl — gkt _q

ViAV=tg,vV=t

Les deux autres égalités se démontrent de la méme maniere en remarquant que

Bt ) = (3(0) F)(AD),
BH (b, ) = (D) F)(49).

2.3 Opérateurs de multiplication et PRC
Dans cette section, nous prouvons que ’auto-adjonction essentielle des opérateurs

(X¢,D) introduits a la section 2.1 entraine I'unicité en loi des martingales solutions de
I’équation de structure

(2.7) [X], =t+ r(a + X, )dX,, Xo =0,
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ainsi que la PRC pour cette loi. Ce résultat nous permettra de retrouver les ca-
ractérisations de Lévy et Watanabe du mouvement brownien (cas ot @ = 8 = 0) et
du processus de Poisson compensé (cas ot a # 0, § = 0) ainsi que le fait que ces
martingales posseédent la PRC. Nous retrouverons aussi les résultats analogues pour
les martingales d’Azéma lorsque 3 appartient & l'intervalle [—2,0[.

THEOREME 2.11. Soit X une martingale solution de I’équation de structure (2.7) et
(Xt,D) Vopérateur de multiplication correspondant. Supposons que, pour tout t > 0,
la fermeture dans l’espace de Fock de l’opérateur X; soit auto-adjoint. Alors, la loi de
la martingale correspondante est uniquement déterminée par les paramétres réels o et
B et elle posséde la propriété de représentation chaotique.

Nous aurons besoin du lemme technique suivant.

LEMME 2.12. Soient C,, l’espace des fonctions de R™ de classe C* a support compact
et v une mesure de probabilité sur R™. Alors, si

Fltr, o ) = J Ottt htn) £(0 A YA, L. dA,
Rn

désigne la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f, l'image C, de @, par
cette application est dense dans L?(v).

PREUVE. La régularité de la mesure v nous assure que ’espace des fonctions continues
A support compact est dense dans L?(v). Par convolution et puisque la mesure v est
une mesure finie, le méme résultat est vrai pour C,. Remarquons alors que I’adhérence
de €, dans la topologie de la convergence uniforme contient C,. En effet, si f est un
élément de C, il existe g dans I’espace de Schwartz tel que § = f et une suite (g, ) dans
C, tels que g, — g dans L'(R") et par conséquent tels que |§n, — floo < |gn — 9|1 — 0.
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que 'adhérence de €, dans L2(v) contient
elle aussi C,. L [
PREUVE DU THEOREME 2.11. Supposons donc que 'opérateur X;|D soit auto-adjoint
pour tout ¢ > 0 et notons (U(A,t)),.r le groupe unitaire associé.

Nous commencons par remarquer que U(\,t) est 'opérateur de multiplication par
la variable aléatoire e**¢. En effet, d’apres le théoreme de Nelson sur les vecteurs
analytiques, nous avons

&k ok
vor=Y Ak!Xt 7

k>0

pour tout F' = fﬂ, f(A)dX 4 appartenant & une partie dense £ de E. La convergence du
membre de droite étant presque sire a extraction d’une sous-suite pres, nous pouvons
écrire que

UMt f=e?F,  Fel.

Il est alors facile de se convaincre que le méme résultat est vrai pour tout F' € =. Nous
en déduisons que les fonctions caractéristiques

[E[ei()\lXt1+...+)\nth)] = <1, UM,t1) - - Unotn) 1>
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sont uniquement déterminées par l’action des opérateurs X; sur D, donc par les pa-
rametres o et 5 et la loi de la martingale X est uniquement déterminée par ’équation
de structure (2.7).

Pour la PRC, remarquons que notre hypothése entraine que la multiplication par
les variables aléatoires et laisse stable ’espace chaotique de X. Par conséquent,
elles appartiennent elles-mémes a cet espace et donc aussi les variables aléatoires de
la forme

f(Xy,. ... X)) = J elMa Xyt Xen) f(0 A AL dy,
Rn
C i 2 Y GO {0 )

k—+o00
AeDn’k

ott Dy = {(k127%, ... k,27%); (ky,...,k,) € Z™} et f est une fonction continue &
support compact. Nous déduisons alors du lemme précédent que, pour tout n > 1
et tout (t1,...,tn) € R?, Vespace L*(o(Xy,,...,Xt,)) est inclus dans 2. Mais, ceci
entraine que L?(FZX) est inclus dans =, autrement dit que la martingale X possede la
PRC. [ |

REMARQUE. Nous pensons que ce théoreme pourrait permettre de démontrer que
toutes les martingales d’Azéma possédent la PRC. Il faudrait démontrer que les
opérateurs (X;,D) sont essentiellement auto-adjoints, autrement dit il faudrait prou-
ver que I'image de D par 'opérateur X; + i/ est dense dans ® pour tout ¢ > 0. Il est
possible que les formules explicites de la proposition 2.8 (voir p. 24) soit un bon point
de départ pour une telle étude.

Nous terminons cette partie en démontrant le théoreme suivant qui est une appli-
cation du précédent dans les “bons” cas. Les résultats énoncés ne sont guere nouveaux
puisqu'ils figurent déja tous dans [Eme]; mais la preuve que nous en proposons est, i
notre connaissance, inédite.

THEOREME 2.13. Soit X une martingale normale solution de I’équation de structure

Alors, la loi de X est celle d’un mouvement brownien standard et cette loi posséde la
PRC.

Soit Y une martingale normale solution de l’équation de structure
[Y], =t+aY;, Yy =0.

Alors, il existe un processus de Poisson standard N tel que Y; = a(Nyq2 —t/a?). De
plus, la loi d’un tel processus possede la PRC.

Soit X une martingale solution de I’équation de structure (2.7) avec 8 appartenant
a Uintervalle [—2,0[. Alors, la loi de la martingale X est uniquement déterminée par
les parameétres réels o et B et posséde la PRC.
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PREUVE. Soit donc X une martingale solution de I’équation de structure [X], = ¢.
D’apres le théoréme 2.3 (voir p. 19), opérateur X; correspondant est égal & @Q; =
a; +a; . Cet opérateur est essentiellement auto-adjoint sur D. Pour le voir, remarquons
que si f € D est tel que suppf < P<n(T), |f| < M alors

(i) suppQif € Peni1(T),

(il)) |Quf| < (N+1+t)M.
Nous en déduisons que Q;D < D et que pour tout n > 1

|QF f| < M exp(T/2) 1—[ (N +k +1t).

Le rayon de convergence de la série entiere ), 2"|Q} f|/n! est donc au moins égal a
1 et, en vertu du théoreme de Nelson sur les vecteurs analytiques, ceci nous assure de
I’auto-adjonction essentielle de ’opérateur X; sur D. L’unicité en loi et la PRC de la
martingale X sont alors des conséquences du théoreme précédent. Il suffit maintenant
pour conclure de se rappeler que la loi dans 1’état vide du processus d’opérateurs Q)
est celle d’'un mouvement brownien.

Soit Y une martingale solution de [Y], = ¢t + aY;. L’opérateur Y; correspondant
est égal a Q¢ + aa;. Un raisonnement analogue a celui ci-dessus nous montre qu’il est
essentiellement auto-adjoint sur D. Pour conclure, nous remarquons que sa loi dans
’état vide est celle d’un processus de Poisson compensé d’intensité 1/a? et de saut
d’amplitude a (voir [Me4, p. 74]).

Finalement, soit X une solution de 1’équation de structure (2.7) avec 8 € [—2,0[ et
X; Popérateur de multiplication correspondant. L’opérateur [K; défini dans la section
précédente est une extension de X; dont le domaine contient le domaine &£;. Or, on
peut montrer que [K; est un opérateur borné sur ce domaine (voir [Pa2, théorémes 4.3
et 4.9]). Par conséquent, 'opérateur X; est symétrique et borné donc essentiellement
auto-adjoint sur D et le théoréme 2.11 nous permet encore une fois de conclure. W
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Deuxieme partie

Une caractérisation des
martingales d’Azéma
bidimensionnelles de type 11






Chapitre

Position du probleme

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et résultats de base de la théorie
des équations de structure vectorielles telle que développée par Stéphane Attal, Michel
Emery [AE1] et Grégoire Taviot dans sa thése de doctorat [Tav]. Nous démontrons
aussi quelques résultats nouveaux qui nous servirons par la suite. Nous étudions, en
particulier, quelques aspects de la théorie qui sont spécifiques a la dimension 2.

Nous rappelons ensuite la définition des martingales d’Azéma multidimension-
nelles. Dans [AE2], ol ces processus apparaissent pour la premiére fois, les auteurs
se sont intéressés plus particulierement au cas bidimensionnel. Ils ont prouvé ’exis-
tence des martingales d’Azéma en dimension 2 et ont montré que ces processus pou-
vaient étre classés en trois types distincts. Ces résultats sont complétés par une ca-
ractérisation des martingales des type I et III selon des propriétés géométriques de
leurs trajectoires. Nous rappelons ci-dessous ces résultats (voir théoréme 3.6, p. 42).

Signalons au passage l’existence de la note [KuP], écrite en collaboration avec
Anthony Phan. Elle contient la correction d’une légere erreur détectée dans [AE2] par
le premier auteur ainsi que des exemples de martingales normales convergentes dus
au second auteur.

Suivant les notations de [AE1], nous notons E l’espace vectoriel R” muni de sa
structure euclidienne usuelle, g la forme bilinéaire définie sur £ x E par le produit
scalaire euclidien et |e| la norme euclidienne du vecteur e; la forme g est un élément
du produit tensoriel E* ® E*, ou E* désigne le dual de E. L’isomorphisme canonique
entre F et son dual £* permet de munir £* d’une structure d’espace euclidien. Nous
notons ¢* la forme bilinéaire définie sur E* x E* par le produit scalaire; c’est un
élément de £ @ E. Les coordonnées sur F, dans un repere orthonormé, sont notées
(z!,...,2") ou (z,y) si n = 2. Tous les processus considérés sont définis sur un espace
probabilisé filtré (Q,,P,(F¢),.,) satisfaisant aux conditions habituelles. Toutes les
martingales étudiées sont supposées continues a droite et pourvues de limite & gauche
(cad-lag) partout. Nous notons u la mesure dt®P(dw) sur R, x 2, m le processus défini
par m(t) = t et nous convenons que tous les crochets et intégrales stochastiques sont
pris nuls en zéro. Les relations entre variables aléatoires sont valables a P-équivalence
pres. De méme et sauf mention expresse du contraire, les relations entre processus
sont valables a ensemble évanescent pres.
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3.1 Equations de structure vectorielles

Martingales normales

Une martingale X & valeurs dans E est dite normale si le processus X ® X — g*m,
a valeurs dans F® F, est une martingale. Dans un repeére orthonormé, cette définition
équivaut & la condition (X X7) = §%m pour tout 1 < 4,j < n, ol 6% désigne
le symbole de Kronecker. Lorsque de plus X possede la propriété de représentation
prévisible, la martingale [X,X] — g*m est une intégrale stochastique par rapport a
X. Il existe donc un tenseur prévisible H a valeurs dans E* @ E ® E, intégrable
relativement a X dans le domaine des martingales locales et tel que

(3.1) [X,X] =g*m+deX.

En coordonnées, cette équation s’écrit (en utilisant la convention de sommation d’Ein-
stein sur les indices croisés)

(3.2) [X:X7] = 6Ym + JH,? dx*.

Ces formules s’appellent une équation de structure vectorielle. Le tenseur prévisible
H apparaissant dans de telles équations est défini par la martingale X a 1’équivalence
p-presque sire pres et est p-presque partout doublement symétrique (voir ci-dessous
pour la définition d’un tel tenseur et [AE1, proposition 3]). Lorsque ce tenseur est
fonction de la limite & gauche X_, ’équation de structure correspondante est dite
markovienne.

Tenseurs doublement symétriques et systéemes droits

Considérons un élément H de E*QEQ®FE, c’est-a-dire une application linéaire de E
dans EQE. Ce tenseur est dit doublement symétrique si ses coordonnées (H}’ )1 jk<n
dans un repere orthonormé vérifient les conditions suivantes:

H ,ij est symétrique en ,j,k,
(3'3) 17 Tkl ) ..
H/ H]  est symétrique en ¢,j5,l,m.

Les tenseurs doublement symétriques sont les tenseurs qui se diagonalisent dans une
base orthonormée (cf. [AE1, théoréme 1|). Plus précisément, nous pouvons associer a
un tel tenseur H une unique partie ¥ de E, composée de vecteurs non nuls et deux a
deux orthogonaux, telle que

c*Ro®o

(3.4) H-y 28997
2" o]

La partie X s’appelle systéme droit associé a H et est constituée des vecteurs x de

E\{0} tels que H(z) = = ® z (cf. [AE1, corollaire 1]). Nous associons au systéme
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droit ¥ le vecteur

(3.5) 5:—2@,

e

et 'application linéaire de F ® E dans FE

c*Rc*Ro
(3.6) p=) ———.
= ol
Si le cardinal de ’ensemble ¥ est égal a la dimension de l'espace euclidien E, nous
disons que le tenseur H est non dégénéré. Il est aisé de vérifier que, si H est non

dégénéré, les relations suivantes sont vérifiées:

(3.7) YoH =id, ¥(g*)= —0.

Remarquons encore que les applications H — § et H — ), définies sur ’ensemble des
tenseurs doublement symétriques, sont de classe de Baire 1 et que leurs restrictions a
I’ensemble des tenseurs doublement symétriques H tels que Card¥ =1 (1 <1 < n)
(qui est une sous-variété de I’espace vectoriel E* @ E ® FE) sont de classe C* (voir
[AEL, proposition 2]).

Propriétés des solutions d’une équation de structure

Soit X une martingale normale a valeurs dans E et solution de l’équation de
structure (3.1). Notons X(¢) le systeme droit associé au tenseur doublement symétrique
H(t) et TI; la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel X(t)* de E. Nous
rappelons que, d’apres la proposition 3 de [AE1], la martingale X est quasi-continue a
gauche, que si T est un instant de saut (supposé fini) de X, nous avons AXr € (7)),
et que la partie martingale continue de X est donnée par la formule:

(3.8) xe — JH(dX).

Les égalités (3.5) et (3.6) nous permettent d’associer au processus prévisible H
deux nouveaux processus prévisibles: le processus ¢ a valeurs dans E et le processus
¥ a valeurs dans E* ® E* ® E. Suivant Taviot (voir [Tav]), nous appelerons dérive
de X le premier de ces processus. La justification de cette terminologie est contenue
dans le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1. Soient S et T deux temps d’arrét tels que S < T. Supposons que le
tenseur prévisible H soit non dégénéré u-presque partout sur l'intervalle stochastique
1S, T et que cet intervalle ne contienne aucun instant de saut de X. Dans ce cas,
nous avons

J Tys.1) dX = AXr1 [T,0] T+ J ﬂ]]S,T}]5 dm.
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PREUVE. Au vu de la formule (3.8), la condition de non dégénérescence entraine que
f 15,71 d X = 0. Par suite, nous pouvons écrire que

Jﬂ]m dX,X]= ) AX,QAX,=AXr@AXrlru.

SA-<s<Tnh-

L’équation de structure (3.1) nous conduit alors a

g* J 1]]]5,'1"1] dm + J ﬂ]]S,T]]HdX = AXT ® AXTﬂ[[T,oo[[7

et en intégrant le processus prévisible ¢ relativement a la semimartingale vectorielle
g*m + [ HdX, il vient

J ﬂ]]S,T]] dX = J ﬂ]]S,T}](S dm + wT(AXT ® AXT)H[[T,OO[[ )

puisque les égalités ¢ o H = id et 9(¢9*) = —§ sont vraies u-presque partout sur
]S, T]. 1l ne reste plus qu’a remarquer que la relation AXy € X(7T) u {0} entraine
’ng(AXT ® AXT) = AXT et le résultat. [ |

Formule de compensation

Dans sa these de doctorat, Taviot a calculé explicitement le systéeme de Lévy
d’une martingale normale X vérifiant I’équation de structure (3.1) (voir [Tav, théo-
réeme 3.1.2]). Nous rappelons ici ce résultat et quelques unes de ses conséquences.

Le processus X est toujours une martingale normale solution de 1’équation de
structure (3.1). La formule de compensation suivante est vérifiée pour tout temps
d’arrét T et tout processus positif h défini sur Q x R, x E, prévisible en (w,t) et
s’annulant au point 0 de F':

T h(-,t,0)
—F Mo
L 2 T

g€eX(t)

(3.9) E [ Y h(-tAX)

0<t<T

Noter que la méme formule est vraie pour un processus h non nécessairement positif
pourvu que la variable aléatoire ) (_, . |h(-,t,AX;)| soit intégrable. Par exemple,
si X est une martingale localement a variation intégrable, cette formule permet de
calculer le compensateur prévisible C' de la somme des sauts de X. Plus précisément,
elle donne C = — [ §dm.

De cette formule, Taviot a déduit une condition nécessaire et suffisante sur le
vecteur aléatoire de dérive 0 pour qu’'une telle martingale X n’ait qu'un nombre fini
de sauts sur un intervalle borné. Il a prouvé que, presque surement, le nombre de
sauts de X avant l'instant ¢ est fini si, et seulement si, la fonction s — ¢, est de carré
intégrable sur l'intervalle [0,¢] (voir [Tav, proposition 3.2.3]).

Nous terminons ces rappels généraux par un résultat affirmant que le temps passé
par certaines martingales solutions d’équation de structure dans ’ensemble des points
d’accumulation de leurs sauts est nul.

LEMME 3.2. Soit X une martingale purement discontinue solution de l’équation de
structure (8.1) supposée markovienne et & coefficients continus. Autrement dit, il
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existe une application h : E — E* @ E® E,z — h(z) dépendant continiment de z
et telle que H = h(X_). Soit J l’ensemble optionnel {AX # 0}. Alors, ’adhérence J
de J est un ensemble p-négligeable.

PREUVE. En considérant les temps d’arrét R, = inf {t > ¢; AX; # 0} (¢ € Q; ), nous
pouvons écrire que (J)° = Uq]]q,Rq[[. Nous allons prouver que ’ensemble prévisible
A= q]]q,Rq]] contient J ce qui, en vertu de la formule de compensation, entrainera
1(A°) = 0 et le résultat puisqu’a un ensemble p-négligeable pres A¢ = J.

Il s’agit donc de montrer que ’ensemble prévisible B = {[ | Jm 6] = o0,¥Vm} des
points qui sont limites & gauche d’instants de saut de X ne contient aucun graphe
d’instant de saut. Autrement dit et toujours en vertu de la formule de compensation,
il suffit de prouver que p(B) = 0. Pour ce faire, nous allons vérifier que B est inclus
dans I'ensemble prévisible {Card X < n — 1}, ou X est le systéme droit associé au
tenseur doublement symétrique h(X_).

Soit (t,w) un élément de B. Il existe une suite t,, de réels tels que t,, < t, t,, 1 ¢
et AX, (w)# 0. La trajectoire X.(w) étant cAd-lag, nous avons AX, (w) — 0. A
chacun des systémes droits X (¢,,w) nous faisons alors correspondre un n-uplet S,, =
(sL,...,s") en choisissant un ordre sur ses éléments et en complétant par le vecteur
nul autant de fois que nécessaire. Nous supposerons de plus que sl = AX; (w).
Puisque Y .o [s]* = |h(Xy, )|* et h(Xy,, ) — h(X; ) (ol 'espace E*®@ E® E est
muni de la norme euclidienne usuelle), la suite (.5,,) est relativement compacte dans
E™ et, & extraction d’une sous-suite pres, converge vers une limite S = (0,s%,...,s").
Il suffit alors de constater que {s € S; s # 0} est égal & X(t,w), pour en déduire que
CardX(t,w) <n—1.

Pour conclure, il suffit maintenant de remarquer que d’apres la formule (3.8) 1’en-
semble {Card X < n — 1} est p-négligeable dés que X est une martingale purement
discontinue. [ |

3.2 Le cas bidimensionnel
Généralités

Fixons un repére orthonormé de R? et remarquons qu’en vertu des conditions
(3.3) un tenseur doublement symétrique de coordonnées (H}'),_; ;, ne dépend que
des quantités
(100 p-HU, - HP, r—H} - HP-HP, s—H? - HP - B}
qui doivent vérifier la relation

(3.11) ps+qr =1 + 57

(Pour plus de détails sur cet argument le lecteur pourra se reporter a [AE2, p. 11]).
Par suite, les martingales solutions d’une équation de structure bidimensionnelle sont
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les martingales normales Z dont les coordonnées (X,Y) dans un repére orthonormé
vérifient

d[X,X], = dt + PdX, + R,dY
(3.12) dXY], = R dX, + S,dY
dv,Y], = dt + S,dX; + Q,dv;,

ol P,Q),R et S sont quatre processus prévisibles vérifiant u-presque partout la relation
(3.13) PS+QR=R*+ 5%

Nous pouvons donner des formules explicites pour les coordonnées de la partie mar-
tingale continue d’un tel processus. C’est le contenu de la proposition suivante dont
seule la seconde partie sera utilisée dans la suite.

PROPOSITION 3.3. Soit Z une martingale normale dont les coordonnées (X,Y') véri-
fient U’équation de structure (3.12). La partie martingale continue de Z est donnée
par les formules suivantes :

c y2 Tolo
X = || Vcaras=o0} + ﬂ{cmz:ﬂw dX — [ Tcaraz=1} 75 [o]? dY,

c xy Too
Ye= Ticaraz=0} + ﬂ{c;mz:ﬂw dY — [ Yycaraz=1}7 5 [o]? dX,

ot 0 = (2,,Y,) désigne l'unique élément de X lorsque CardX = 1. De plus, nous
avons

2 ' ye a2
[E[(Xtc) ] =[ Uo T(card n,=0} + T{caram,=1} (”‘7 ‘|‘|4 + Zos Us) ds] ,

o1
t 4 2,2
c\2 xas xasyas
IE[(Yt ) ] =T U;) ﬂ{Card23:0} + ﬂ{Card23=1} (”0_5”4 + ||0'3H4 ) d8:| .

PREUVE. D’apres la formule (3.8), nous savons que dZ¢ = II(dZ), ou II est la pro-
jection orthogonale sur le sous espace L+ de E. Or

id, siCardX =0

M=« II,, siCardX=1et X = {0}
0, si Card X = 2,

ou II, désigne la projection sur {O'}J_. Il suffit alors de remarquer que

2 2
XY, — YTsYs Yr, — TTeyYos
H — g g
(@) ( E o )
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pour en déduire la premiére partie de la proposition. Comme (X,Y") = 0, nous pouvons
de plus écrire que

¢ 2
c Yo,
[E[(Xt)2] = (J (ﬂ{Card23=0} + lcara =, =13 ) dX;
0

s

t 2 2
- J T¢card =, o: Yo dY})
0

EAE

¢ 2\’
=[ J (ﬂ{Card23=0} + ﬂ{CardEs=1} 082) ds
. o]

¢ 22 42
+ E [J 1 Card Z,=1 Is 2 d8:|
I AT
¢ 4 2 .2
Y Ly, Y
= Jﬂ rds,=0} + licards,= ( Te 4 78 ”@)ds].

|: 0 {Ca dX 0} {Ca dX 1} ”0‘5 ”4 ”0_5 ”4

L’espérance de (Y{)” se calcule de la méme maniére. [ |

Détermination de systéemes droits

La fin de cette section contient la partie calculatoire de ce travail. Nous y mon-
trons une propriété géométrique du systeme droit associé a un tenseur doublement
symétrique de dimension 2. Cette propriété nous permettra, entre autres choses, le
calcul explicite du systeme droit et du vecteur de dérive associés a certains tenseurs
doublement symétriques.

Dans la suite, H désigne un tenseur doublement symétrique de dimension 2 et
(les notations étant celles de la formule (3.10)) (p,q,r,s) ses coordonnées dans un
repere orthonormé fixé une fois pour toute. Rappelons que, dans ce cas, la relation
ps + qr = r2 + s2 est vérifiée. Le systéme droit associé & un tel tenseur est I’ensemble
¥ des vecteurs z appartenant & R%\{0} et tels que H(z) = 2z ® z, autrement dit est
Pensemble des vecteurs dont les coordonnées (x,y) vérifient le systéme suivant :

z? = pz+ry (i)
ry = rz+sy (il
(3.14) y? = sr+qy (iii)

(zy) # (00)  (iv).

Désignons par A et B les points du plan de coordonnées respectives (p,r) et (s,q), par
C le cercle centré au milieu du segment [A,B] et passant par I’origine O = (0,0) et

par D la droite (passant par A et B) d’équation
(3.15) st —ry = ps—r2=s>—gqr, si(rs)+#(0,0)
' qr +py = pg, sir=s=0.

La droite D n’est pas définie si p = ¢ = r = s = 0 et nous convenons que, dans ce
cas, D est le plan tout entier.

PROPOSITION 3.4. L’ensemble des points (z,y) de R? vérifiant les équations (1), (i)
et (i11) ci-dessus est (Cn D) u {O}.
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PrREUVE. Commencons par traiter les cas triviaux. Si p = ¢ = r = s = 0, nous avons
C = {0} et O est la seule solution du systéme. Si r = s = 0 et (p,q) # (0,0), il est
aisé de vérifier que C N D = {A,B} et que les solutions du systéme sont {A,B,0}.

Supposons maintenant que (r,s) # (0,0) et soit (z,y) une solution non nulle du
systéme. En ajoutant membre & membre (i) et (iii), nous obtenons (z,y) € € . En
multipliant (i) par s et (ii) par —r puis en additionnant ces deux nouvelles équations,
nous obtenons

z(sx —ry) = (ps — r?)zx = (s> — qr)z.

De méme, en multipliant (ii) par s et (iii) par —r puis en additionnant ces équations,
il vient

y(sz —ry) = (s — qr)y = (ps — r*)y.

Puisque 'un au moins des réels x ou y est non nul, I'une de ces équations se simplifie
en (z,y) € D.

Réciproquement, nous supposons toujours que (r,s) # (0,0) et nous considérons
un point (z,y) € €n D. Il s’agit d’établir (i), (ii) et (iii). L’équation du cercle entraine

r’e® + r?y? = r’(p+ s)z + r(r + q)ry.
En y remplacant ry par sz — (ps — r?) (équation de D), nous trouvons
(r* + 5%)a® — (2s(ps — %) + r’(p+s) + rs(r + )z
+ (s =) + (05 = *)r(r +9) =0,

qui se simplifie en

(r? + %)z — (P + %) (p+ )z + (r* + %) (ps — r?) = 0.
Donc z2 = (p+ s)z — (ps — %) = (p + 8)z — (sz — ry) = pz + ry, c'est-a-dire (i).
Puis, I’égalité (iii) se déduit de (i) et de I’équation du cercle. Enfin, pour établir (ii),
multiplions I’équation de D par x, puis remplagons z2 par px + ry, pour obtenir

rey = r(re + sy).

De méme, en multipliant par y I’équation de D et en y remplacant y? par sz + qy,
nous obtenons

szy = s(rx + sy).

Comme 'un au moins des réels r ou s est différent de zéro, nous en déduisons 1’égalité
(ii), ce qui achéve cette preuve. [

Nous terminons cette section en calculant le systeme droit et le vecteur de dérive
associés a des tenseurs doublement symétriques ayant les mémes propriétés que ceux
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qui apparaitront dans les équations de structure associées aux martingales d’Azéma
de type II.

COROLLAIRE 3.5. Considérons un tenseur doublement symétriqgue H de coordonnées
(p,q,r,8). Supposons que r —q = s = 0 et que r # 0. Dans ce cas, le systéme droit
Y. est constitué de deuxr vecteurs o, et s dont les coordonnées sont données par les
formules suivantes :

2 2
01=<§+\/%+r2,7°), 02=(§—\/%+r2,r).

De plus, nous avons
1
5=—(—012 +—022> = (0,——).
loul? ool r

Sir—q=s=0,r=0etp#0, le systéme droit ¥ est constitué¢ du seul vecteur
o = (p,0) et dans ce cas 6 = (—1/p,0).

PREUVE. Elle est immédiate compte tenu de la proposition 3.4. |

Martingales d’Azéma bidimensionnelles

Une martingale normale X a valeurs dans E est une martingale d’Azéma si elle
vérifie, dans tout repere orthonormé, une équation de structure markovienne de la
forme

(3.16) d[X,X7], = 6 dt + ¥ (X,_) dX},

ou les <ij sont n3 fonctions affines sur F telles que u-presque partout le tenseur (X )
soit doublement symétrique. En dimension 1, cette équation se réduit a

(3.17) d[X,X], = dt + (o + fX; ) dX,.

Emery a montré que, pour toute condition initiale Xy, = z, cette équation admettait
une solution unique en loi: la martingale d’Azéma unidimensionnelle de parametres
a et B (voir [Eme]).

Les martingales d’Azéma bidimensionnelles sont, quant a elles, les martingales
normales Z dont les coordonnées (X,Y) dans un repére orthonormé vérifient

d[X,X]t = dt + p(Zt_)dXt + T(Zt_)dY't
(3.18) dxy], = r(Z_)dX, + s(Z._)dY,
dly,)y], = dt + s(Z_)dX, + q(Z_)dY;,

ou p,g,r et s sont quatre fonctions affines sur R? telle que la relation suivante soit
vraie p-presque partout:

(3.19) p(Z2_)s(Z_) + q(Z_)r(Z2-) = 7(Z2_)* + s(Z_)".
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Le théoréme suivant est le résultat principal de I’article [AE2] (théoréme 2, p. 14). Il
établit une classification des martingales d’Azéma bidimensionnelles en trois types et
caractérise les martingales des types I et III par des propriétés géométriques de leurs
trajectoires.

THEOREME 3.6. Les martingales bidimensionnelles dont les coordonnées dans un re-
pére orthonormé satisfont a l’équation de structure markovienne (3.18) peuvent étre
classées en trois types.

Le type I contient les martingales d’Azéma dont tous les sauts sont paralléles a
lune ou lautre de deux directions fixes orthogonales.

Le type II est formé des martingales d’Azéma telles qu’il existe un repére or-
thonormé dans lequel leurs coordonnées vérifient I’équation de structure (3.18) avec
r—q=s=20, sans que p et r ne soient colinéaires.

Pour toute condition initiale dans R?, les équations de structure (3.18) correspon-
dant aux types I et II admettent une solution.

Le type III est constitué des martingales d’Azéma qui vivent dans la réunion de
deux droites orthogonales et qui ne sont pas du type I. Dans ce cas, étant donné une
condition initiale z dans R?, I’équation de structure correspondante admet une solution
st, et seulement si, z appartient a la réunion de ces deux droites.



Chapitre

Le théoreme de caractérisation

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’une caractérisation des martingales d’Azéma
bidimensionnelles du type II. Informellement, nous pouvons présenter cette propriété
en disant qu’une martingales d’Azéma bidimensionnelle est du type II si, et seulement
si, sa projection sur une direction fixe du plan est un processus “somme de ses sauts”.

Pour préciser cet énoncé, nous sommes amenés a rappeler la définition des se-
mimartingales formellement a variation finie ainsi que leurs propriétés élémentaires.
Nous serons alors en mesure de proposer et de démontrer I’énoncé formel suivant : une
martingale d’Azéma bidimensionnelle est du type II si, et seulement si, sa projection
sur une direction fixe du plan est une martingale formellement & variation finie et
somme de ses sauts.

En utilisant judicieusement les résultats obtenus au chapitre précédent, il est assez
simple de prouver que cette condition est suffisante. En revanche, la preuve que cette
condition est nécessaire nous obligera, dans certains cas particuliers, a effectuer une
étude fine des trajectoires du processus.

4.1 Semimartingales formellement a variation finie

La théorie des semimartingales formelles a été developpée par Laurent Schwartz et
exposée dans un article paru en 1981 (voir [ScL]). Dans cet article, Schwartz définit la
classe des semimartingales formelles comme un espace de mesures vectorielles formelles
a valeurs dans L° et définies sur la tribu prévisible. Nous n’aurons pas besoin d’entrer
dans les considérations, essentiellement topologiques, des travaux de Schwartz et nous
nous en tiendrons a une définition fonctionnelle, facile d’acces et d’utilisation. En
outre, cette derniere ne fera intervenir que de véritables semimartingales.

DEFINITION 4.1. Une semimartingale X sera dite formellement & variation finie s’
existe un processus prévisible borné et strictement positif ® tel que la semimartingale
f<I> dX soit un processus a variation finie.

Il est aisé de vérifier que nous pouvons remplacer dans la définition précédente la
condition ® > 0 par ® différent de 0. Nous pouvons, tout aussi bien, remplacer
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la condition ® borné par ® intégrable relativement a X. Remarquez que la partie
martingale continue d’une semimartingale formellement & variation finie est nulle.

DEFINITION 4.2. Soit X une semimartingale formellement a variation finie. S’il existe
un processus prévisible borné et strictement positif ® tel que [ ®dX soit ¢ variation
finie et

J@dX = ) 3,AX,,

0<s<-

nous dirons que X est une semimartingale formellement & variation finie et somme
de ses sauts.

Ici encore la condition ® strictement positif et borné peut étre assouplie en ® ne
s’annulant pas et intégrable relativement a X.

LEMME 4.3. Soient X une semimartingale formellement a variation finie et somme
de ses sauts et S < T deuz temps d’arrét tels que Uintervalle |S,T| ne contienne
aucun instant de saut de X. Alors

J ﬂ]]S,T]] dX = AX71 [T,00[ -

PREUVE. La semimartingale X étant formellement a variation finie et somme de ses
sauts, il existe un processus borné et strictement positif @ tel que [ @ dX = ) PAX.
En particulier,

J Qﬂ]]S,T]] dX = q)TAXTﬂ [[T,oo[[

et il ne reste plus qu'd intégrer le processus prévisible =1 par rapport aux deux
membres de 1’égalité précédente pour trouver le résultat annoncé. |

Les définitions ci-dessus se localisent sur un ensemble prévisible A: nous dirons
qu’une semimartingale X est formellement & variation finie (respectivement formel-
lement & variation finie et somme de ses sauts) sur A si la méme propriété est vraie
pour fﬂ 4dX. La proposition suivante est tres utile lorsqu’il s’agit de prouver qu’un
processus est formellement & variation finie.

PROPOSITION 4.4. Une semimartingale X est formellement & variation finie (res-
pectivement formellement & variation finie et somme de ses sauts) sur un ensemble
prévisible A s’il existe une suite (A,) d’ensembles prévisibles recouvrant A telle que,
pour chaque n, X soit formellement & variation finie (respectivement formellement a
variation finie et somme de ses sauts) sur Ap,.

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant dii & Dellacherie (voir
[Del]). Pour la commodité du lecteur, nous en reproduisons ici une preuve.

LEMME 4.5. Soit (U,) une suite de variables aléatoires réelles (ou p.s. finies) et
positives. Il existe une suite (A\,) de réels strictement positifs telle que la variable
aléatoire ), AUy, soit finie p.s.
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PREUVE. Si U est une variable aléatoire réelle positive alors, d’apres le théoreme de
Lebesgue, E[AU A 1] — 0 lorsque A | 0. Nous pouvons donc choisir une suite (A,)
de réels strictement positifs telle que )  E[A,U, A 1] < oo. D’apres le théoreme de
Beppo-Levi, ceci entraine que E[Y (AU, A 1)] < co. Ainsi, la somme ) (AUp A1)
est finie p.s. et le résultat s’en déduit immédiatement. [ |
PREUVE DE LA PROPOSITION 4.4. Nous pouvons supposer, et ceci sans perte de
généralité, que les A, sont deux a deux disjoints et que A, < [0,n] x Q. Soient ®,, des
processus prévisibles vérifiant 0 < ®,, < 1 et tels que les processus B" = f@nﬂ 4, dX
soient & variation finie et égaux, le cas échéant, & > ®,14, AX. D’aprés le lemme 4.5,
il existe une suite (\,) de réels strictement positifs telle que

(4.1) ZAnJ |dBY| < ps.
n 0

Posons ® = ) A, ®,14,. Le processus prévisible ® est intégrable relativement a la
semimartingale X (car ® est borné), strictement positif sur A et nous pouvons écrire
d’apres le théoreme de convergence dominée stochastique que

(4.2) JcbﬂAdX ZZARJ@nﬂAmAdX.

La variation totale du membre de droite de (4.2) étant finie p.s., le processus [ ®1,4dX
est a variation finie. Si de plus, X est formellement & variation finie et somme de ses
sauts sur chacun des A,, il vient

J@ﬂAdX =) ) PulaaAX =) (Z )\ncbnﬂAmA> AX = ) DI4AX,

ol l'intervertion des signes de sommation est justifiée par le théoréeme de Fubini et la
condition (4.1). [

Pour terminer cette section et en vue de références ultérieures, nous mettons en
exergue la remarque quasiment triviale suivante:

LEMME 4.6. Soient X une semimartingale et A, B des ensembles prévisibles tels que
fﬂ ardX = 0. Alors, X est formellement d variation finie et somme de ses sauts
sur A si, et seulement si, la méme propriété est vraie sur B.

4.2 Enoncé et preuve du théoreme

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer un théoréme permettant de ca-
ractériser celles des martingales d’Azéma bidimensionnelles qui sont de type II.

THEOREME 4.7. Une martingale d’Azéma bidimensionnelle est du type II si, et seule-
ment si, sa projection sur une direction fixe du plan est une martingale formellement
a variation finie somme de ses sauts.
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La condition est suffisante

Considérons une martingale d’Azéma bidimensionnelle Z. Par hypothese, il existe
un vecteur unité e de E et un processus prévisible borné et strictement positif ® tels
que la martingale X = g(e,Z), projection de X sur Re, vérifie

(4.3) J@dX = ) 2AX,
0<s<-

ou le processus au membre de droite est supposé a variation finie. Complétons {e} en
un repére orthonormé (e,f) et posons Y = g(f,Z). 1l existe quatre fonctions affines
p,q,r et s telles que Z satisfasse a ’équation de structure

d[X,X]t = dt + p(th) dXt + ’T'(Zt,) d}/;
(44) d[X,Y]t = T(Zt_) dXt + S(Zt_) dYt
dlyY], = dt + s(Z-)dX: + q(Z-)dY,

et telles que la relation suivante soit vérifiée pu-presque partout :
(4.5) p(Z-)s(Z-) + a(Z-)r(Z-) = 7(Z-)" + s(Z-)".
LEMME 4.8. Sous ces hypothéses, la martingale Z est purement discontinue.

PREUVE. La martingale X étant formellement a variation finie, elle est purement
discontinue. Nous avons donc E[(X¢)?] = 0 et d’aprés la proposition 3.3 (p. 38), ceci
entraine que

' ‘ e,0)%g(f,0,)?
E [j ﬂ{Card23=0} d5:| =[ |:J' 1]{Ca.rdﬁgzl}g( ) g(f ) d8:| = 0,
0

0 los ]

puis que

¢ e’ S 4
E[(Y;c)z] =L “0 ﬂ{Card28=1}M ds] ,

o
ou ¥ = {o} lorsque Card ¥ = 1. Soit A '’ensemble {Card ¥ = 1; g(e,0) # 0}. Le pro-
cessus [ 1,®dX étant par hypothése une martingale localement & variation intégrable

et somme de ses sauts, le compensateur prévisible C' de la somme de ses sauts est nul.
Or, d’apres la formule de compensation, nous savons que

et par conséquent u(A) = 0, puis E[(Y)?] = 0 pour tout ¢ > 0 et le lemme est
démontré. [ |

Notons J I’ensemble aléatoire {AZ # 0}. Les lemmes 4.8 et 3.2 (voir p. 36) nous
permettent d’affirmer que ’adhérence J de J est un ensemble de p-mesure nulle.
Considérons alors S < T deux temps d’arrét tels que l'intervalle ]S, T ne contienne
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aucun instant de saut de Z. En vertu de la proposition 3.1 (voir p. 35), nous pouvons
écrire que

J ﬂ]]S,T]] dX = AXTﬂ [T, + J ﬂﬂg,Tﬂg(e,c?) dm,

puis en utilisant le lemme 4.3 que

J ﬂHS,T]]g(eﬁ) dm = 0.

En prenant pour S et T les temps d’arrét g et R, = inf {t > ¢; AZ, # 0} (g€ Q) et

en remarquant que (J)° = U q]]q,Rq[[, cette derniére égalité entraine que
(4}

g(e,6) =0, p-presque partout sur (J)
puis, en vertu du fait que u(J) = 0, que
(4.6) g(e,0) =0, p-presque partout.

Puisque dZ¢ = [I(dZ) = 0, ou II est la projection sur le sous-espace orthogonal au
systeme droit asssocié a Z, le cardinal de ce systeme droit est 2 u-presque partout.
En notant o; et o5 les deux éléments de ce systéme droit et en remarquant que par
définition de § nous avons

g9(6,01 —03) =0, p-presque partout,
nous déduisons de (4.6) I’égalité p-presque stire

g(f,O'l - 02) = 07

puisque, les vecteurs o; et g5 étant orthogonaux, nous savons que 0 est différent du
vecteur nul p-presque partout. Or, le vecteur o3 — 02 est (en utilisant les notations
de la proposition 3.4) p-presque partout le vecteur directeur de la droite D et donc
D est, u-presque partout, une droite parallele a I’axe des abscisses. Par conséquent,
il existe un réel a tel que la fonction affine y — y — a et celle définissant la droite D
soient colinéaires. En comparant ce dernier point avec la définition donnée en (3.15,
p. 39) de la droite D et en utilisant la relation (4.5), il est aisé de vérifier que

r(Z_)—q(Z_)=s(Z_) =0, p-presque partout.

D’apres le lemme 1 de [AE2] ceci entraine r — ¢ = s = 0, autrement dit Z est une
martingale d’Azéma du type II.

La condition est nécessaire

Dans toute la suite Z est une martingale d’Azéma de type II. Il existe donc un
repere orthonormé et deux fonctions affines non colinéaires p et r tels que les coor-
données (X,Y) de Z dans ce repere satisfont a

d[X,X], = dt + PdX, + R,dY

(4.7) d[Xx,Y], R, dX,
d[y;Y], dt + R,dY,,
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ou P=p(Z )et R=r(Z ). Noter qu’en vertu du corollaire 3.5 (voir p. 41) et de la
formule (3.8, p. 35), la partie martingale continue de Z est donnée par la formule:

(48) Zc = (J ﬂ{R=0;P=0} dX, J ﬂ{R=0} dY) .

Dans la suite ay,b,,cr,ap,bp,c, désignent des réels tels que 7(z) = a,z + by + ¢, et
p(2) = apz + by + cp.

Nous traitons séparément trois cas qui dépendent des conditions géométriques
imposées par les fonctions affines p et r. Dans un premier temps, nous étudierons le
cas ou r est une fonction affine constante et le cas ol 7 est une fonction affine non
constante telle que la droite {r = 0} ne soit pas verticale. Ces cas correspondent aux
contraintes: a, = b, = 0 ou b, # 0. Puis, nous étudierons le cas ou r et p sont deux
fonctions affines non constantes telles que la droite {r = 0} soit verticale et rencontre
la droite {p = 0}. C’est le cas ou a, # 0,b, = 0 et b, # 0. Enfin, le dernier cas
regroupera celui ou r est une fonction affine non constante telle que la droite {r = 0}
soit verticale et oll p est soit une fonction affine constante, soit une fonction affine
non constante telle que les droites {p = 0} et {r = 0} soient paralleles. En d’autres
termes, nous supposerons que a, # 0,b, = 0 et b, = 0.

Casoua,=b.=0o0ub, #0

Nous supposons donc dans un premier temps que la fonction affine r est soit une
constante (nécessairement différente de 0 puisque p et r ne sont pas colinéaires), soit
une fonction affine de la forme r(z,y) = a,z + b,y + ¢, avec b, # 0.

LEMME 4.9. Dans ces conditions, ’ensemble prévisible {R = 0} est de u-mesure nulle.

PREUVE. Le résultat est trivial dans le cas ou r est une fonction affine constante.
Supposons donc que r(z,y) = a,z + by + ¢, avec b, # 0. La formule de densité
d’occupation (voir par exemple [Med4, chap. VI, 12.5]) nous apprend d’une part que

(4.9) JH{R=0} A (Z)r(Z)% = 0.

En utilisant la formule (4.8) nous pouvons, d’autre part, écrire que
(4.10) F(2)er(Z) = J(a,%ﬂ{Rzpzo} + 51 p0y) dm.

Comme par hypothese b, # 0, nous déduisons de (4.9) et (4.10) que [ 1{g_o; dm =0
et le résultat. |

Remarquez que ce lemme et la formule (4.8) nous assurent que la martingale Z
est purement discontinue. Il est aussi clair qu’en vertu de la formule de compensation

(4.11) D Air—o;axs0 = 0.

Considérons U un instant de saut (supposé fini) de Z. Au vu du corollaire 3.5 (p. 41)
une alternative se présente :

— ou bien Ry # 0 et dans ce cas AXy # 0 et AYy = Ry,
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— ou bien Ry = 0 et dans ce cas AXy # 0 et AYy = 0.

D’aprés (4.11), la deuxieéme possibilité de ’alternative ne se produit pas et donc, en
utilisant la deuxiéme équation de (4.7), nous pouvons écrire que

JRdX = [XY]=) AXAY =) RAX,

1.e. X est une martingale formellement a variation finie et somme de ses sauts sur
P’ensemble prévisible {R # 0}. Cet ensemble étant u-presque stirement égal & R, x €,
nous venons de prouver (cf. lemme 4.6) que X est une martingale formellement &
variation finie et somme de ses sauts partout.

Casoua, #0,b, =0et b, #0

Dans la suite, nous supposons que 7(z,y) = a,x + ¢, avec a, # 0 et p(z,y) =
apT + bpy + ¢, avec by, # 0. Soit Z la martingale définie par

X = x+=

~ 1
Y = Y-I——(cp—@cr).
b, ar

Il est clair que X est une martingale formellement a variation finie et somme de ses
sauts si, et seulement si, X ’est. Quitte alors a considérer Z en lieu et place de Z,
nous pouvons supposer que Z vérifie '’équation de structure (4.7) avec r(z,y) = a,x
et p(z,y) = apz + byy, la formule (4.8) se réduisant dans ce cas a

(412) ZC = (Jﬂ{z_=0} dX, Jﬂ{X_zg} dY) .

LEMME 4.10. Dans ces conditions, les ensembles aléatoires {Z_ = 0} et {Z = 0} sont
w-négligeables.

PREUVE. La formule de densité d’occupation nous permet d’écrire que

8010 a2y 21 =0,

et en développant le crochet oblique (r(Z)¢,r(Z)¢) il vient

a%Jﬂ{X_=0;Z_=0} dm = a%J'ﬂ{Z_=0} dm = 0,

d’ot le résultat pour 'ensemble {Z_ = 0} puisque a, # 0. Il suffit alors, pour compléter
la preuve, de remarquer que {Z = 0} c {Z_ =0} u {AZ # 0}. [ |
Fixons 7 > 0 et introduisons les temps d’arrét suivants:

S7=0

Ty =inf{t >0; Z, =0}, S7=inf{t>T7;|Z|>n~}
Ty =inf{t > S7; Z, =0}, S]=inf{t>Ty;|Z|>n},...
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Il est clair que I'on a

{Z =0} = (| JITa"*,50 -

k>1n>1

Le lemme 4.10 permet donc d’écrire que

R, xQ={Z#0}= |J ISY* T,

k=1,n>0

ol ces égalités sont valides a équivalence u-presque stire pres. Ainsi, en vertu de la

proposition 4.4 (p. 44) et du lemme 4.6 (p. 45), il suffit pour montrer que X est une

martingale formellement & variation finie et somme de ses sauts de vérifier cette méme
sz . . 1k ml/k

propriété sur chacun des intervalles prévisibles |Sy"", T} ]-

Le réel v > 0 étant fixé, il s’agit de prouver que X est une martingale formelle-
ment & variation finie et somme de ses sauts sur chacun des intervalles stochastiques
1SY, T, 1]- Quitte & conditionner ’espace probabilisé sous-jacent par 1’événement
{SY < oo} et & considérer la martingale locale Z = (Zgy ) t>o qui vérifie la méme
équation de structure que Z, nous pouvons supposer que

S1=0
(4.13) T, =T =inf{t > 0; Z, = 0}
| Zo] = -

Nous introduisons alors les temps d’arrét S, = inf {t > 0; | Z;| < 1/m} (m > 1).
LEMME 4.11. A un ensemble de u-mesure nulle prés, nous avons

| J10,5m] = 10.77.

m=>1

PrEUVE. Il suffit de prouver que S = lim,, 1 S,, = T, autrement dit que I’événement
{S < T} est négligeable. Pour ce faire, nous supposons qu’au contraire I’'un au moins
des événements A = {S <T;S, <SVm}ouB={S<T;3p: Sy =5Vm = p} est
de probabilité strictement positive.

Si P[B] > 0, nous aurions Zs = 0 sur B et ceci contredirait la définition de 7. Si
P[A] > 0, nous pourrions écrire grace a la formule de compensation et le lemme 4.10
que

Z ﬂ{Zt_=0}HAZt” = 0

Sp<t<S

En faisant tendre n vers 'infini dans 1’égalité précédente, il viendrait
l(zs_=0}|[AZs| = [AZs| =0, sur A

puisque, par définition des S,,, nous avons Zs = 0. Mais ceci entrainerait Zg = 0
sur A, ce qui contredirait a nouveau la définition de 7. |

En notant S au lieu de S,,, nous sommes ainsi ramené (toujours en vertu de la
proposition 4.4 et du lemme 4.6) & prouver la propriété de martingale formellement &
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variation finie et somme de ses sauts de X sur un intervalle stochastique de la forme
]0,5], ot nous pouvons supposer que

Fy>0: [Zo] =~
(4.14) { S =inf{t >0; |Z| <n}, 0<n<y.

Les réels strictement positifs v et n étant fixés, nous choisissons un réel ¢ > 0
suffisamment petit pour que 0 < ¢ < n et que la propriété suivante soit vérifiée:

o < p(2)] > 2
(4.15)  VzeR? H:H N f]}:> (1—al)z +p(z) #0
= — inf o
b= ot lv=yl>lale
ou By = {z; 2] = n,lz| < e,y > 0}et B = {z;]z] > n,lz] < e,y < 0}

L’existence d’un tel ¢ est assurée par la condition b, # 0. Fixons ensuite un réel ¢’ tel
que 0 < &’ < € et introduisons les temps d’arrét

So=0
Ty =inf{t >0; | X <e'} AS, Si=inf{t>T1;|Xs| >} A S
TQZIHf{t>S]_, |Xt| <€I}/\S, SQZIIlf’{t>T2, |Xt|>8}/\S,

Remarquons que, malgré les notations, ces temps d’arrét dépendent de 7,n,c et &’. Le
processus X étant cad-lag, nous avons S, 1 S et par suite I’égalité u-presque sire
suivante est vérifiée:

10,51 = [ 18 Tns1] 0 ( J1Tn,Sa] -

n>=0 n=1

Nous nous sommes donc finalement ramené & prouver la propriété de martingale
formellement & variation finie et somme de ses sauts de X sur chacun des intervalles
stochastiques de la forme |S,,,T;,+1] et [T5,S,]-

Etudions pour commencer le comportement de X sur un intervalle de la forme
150, Tns1] (n = 0).

PROPOSITION 4.12. Pour tout n > 0, la martingale [ 1ys, 1,.,;dX est & variation
finie et somme de ses sauts. Plus précisément,

XT,H_I At T XSn/\t = Z AXS )

Spnat<s<Tpii1at
o, pour tout t = 0, la somme au membre de droite est finie presque sirement.

PREUVE. Quitte a conditionner ’espace probabilisé sous-jacent par I’événement cor-
respondant, nous pouvons supposer que S, < S. En appliquant alors la formule de
compensation a la fonction h = 1g\ (o}, il vient

Tn+1 At
(416) S e R

Sp At
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ou N = ZO<3$- ﬂ{AZs?éO}‘

Par définition des temps d’arrét S, et T,.1, nous savons que |X | > &' sur
190, T11] et en vertu du corollaire 3.5, nous pouvons écrire que 6 = (0, — (a, X_)71)
sur ce méme intervalle. Or, ceci entraine que le membre de droite de (4.16) est majoré
par t/(aye’)? et donc que, presque siirement, le nombre d’instant de sauts de Z compris
dans l'intervalle ]S, A ¢,T,41 A t] est fini. Pour compléter la preuve, considérons la
suite (Uy) des instants successifs de saut de X appartenant a |S, A t, 1,11 A t] (avec
la convention Uy = S,, A t). En vertu de la proposition 3.1 et de I'expression de d sur
1Sn,Tn+1], nous pouvons écrire que pour tout k£ > 1

J ﬂHUk—laUkH dX = AXUk 1 [Uk,00[ »

puis, en sommant sur k, que

Jﬂ]]snAt,T,,M] dX = Y AXy dy, cof

k=1

d’ou le résultat désiré. [ |

Nous terminons 1’étude de ce cas particulier en prouvant le résultat suivant qui
nous permettra de conclure que X est une martingale formellement & variation finie
et somme de ses sauts sur chacun des intervalles |7,,S,] (n = 1). Remarquons qu’en
vertu de la proposition 4 de [Phal, on a S, < oo sur 'événement {7,, < c}. Dans la
suite, nous supposons que 1;, < 0.

PROPOSITION 4.13. Soit n > 1 un entier et considérons le processus D™ défini par
D" = ZTM_<5<SM_ AX,. Ce processus est décroissant st Plyg, 5.1 = 0, croissant s
Plyr, 5,1 < 0. La martingale [ 1yr, 5,1 dX est d variation finie et Uégalité suivante
est vérifiée:

Jﬂ]TnaSn] dX = D"+ AXSnﬂ[[Smoo[[.

La preuve de cette proposition repose sur quelques lemmes que nous présentons main-
tenant.

LEMME 4.14. Le signe de P est constant sur lintervalle |T,,S,].

PREUVE. Fixons un entier n > 1. Par définition des temps d’arrét T,, et S,, nous
savons que Z appartient & ’ensemble E, u E_ sur [T,,S,[.

Supposons qu’un changement de signe de p(Z) intervienne en un instant aléatoire
U tel que T,, < U < S,,. En cet instant, le processus Z présente nécessairement un saut
le faisant passer de E, en E_ ou de E_ en E,. Par conséquent, |[AYy| = 1 > |a,|e.
Mais, d’autre part, nous savons que |AYy| = |a, Xy _| < |a,|e ce qui est absurde.
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Ainsi, le signe de p(Z) est constant sur l'intervalle [T},,S,[ et le lemme est démon-
tré. |

LEMME 4.15. Soient n un entier > 1 et U un instant de saut de Z vérifiant la
condition T,, < U < S,,. Alors Xy_ # 0, AYy = a, Xy_ et

P, P?
U AUy @2X2 = oy(U), si Py <0
_ 2 4
AXy =
Py PR s _ -
5 - T+ar o =02(U), si Py > 0.

PREUVE. Au vu du lemme 4.14, le signe de P est constant sur [T,,S,]. Traitons par
exemple le cas ou Plyr, 5,1 = 0.

Si Xy_ = 0, nous aurions AXy = Py > 2¢ en vertu du corollaire 3.5 (p. 41), de
la définition des temps d’arrét 7, et S, et du choix de €. Par conséquent et puisque
| Xv_| < €, nous aurions aussi Xy = Xy + AXy > € et ceci contredirait la définition
de S,. Ainsi, Xy_ # 0.

Maintenant et toujours d’apres le corollaire 3.5, nous savons que AXy = 01(U) ou
o9(U) et que AYy = a, Xy . Mais, si AXy = o1(U) nous aurions Xy = Xy +AXy >
Xy + Py > ¢ et la définition de S, serait & nouveau contredite. Ainsi, AXy = 09(U)
et le lemme est démontré. |

LEMME 4.16. Le processus X est croissant sur l'intervalle [T,,,S,[ si Ps, <0, et est
décroissant sur ce méme intervalle st Ps, > 0.

PREUVE. Montrons par exemple la premieére de ces assertions. Supposons donc que
Ps, > 0. D’apres le lemme 4.14, cette condition nous assure que P > 2¢ sur |T,,5,]
et le lemme 4.15 donne AX < 0 sur [T,,S,[.

Il résulte de ’équation de structure (4.7) que la martingale Mp = fﬂ]]Tn,Sn]]P dX
vaut [ 1yr,,5,1 d([X,X] — [Y,Y]); elle est a variation finie donc & variation localement
intégrable. Le processus H = P 'yp, 5.7 est intégrable relativement & Mp dans le
domaine des martingales locales et [ HdMp = [ 1y1,,5,jdX = M. Le processus H
étant borné par (26)71, I'intégrale stochastique [ H dMp est aussi égale & I'intégrale de
Stieltjes H - Mp. Par conséquent, la martingale M est elle aussi a variation localement
intégrable et d’apres la formule de compensation, le compensateur prévisible de la
somme de ses sauts est donné par f Nz.,5.7 14 X;O}%". Par suite, nous pouvons écrire
que

dm
(4.17) Jﬂ]Tn,sn] dX = Z AX, — J Iz sudix -0 -
TpA-<8<SpA -

Or, le membre de droite de (4.17) est < 0 sur [T,,5,[ puisque chacun des termes de
la somme est < 0 sur cet intervalle. Ceci acheéve la preuve de ce lemme. |

LEMME 4.17. Considérons les temps d’arrét suivants:
RF =inf{t > T,,; | X;| > k™'} A Sy, kE>1,
R, :11;an§, = inf {t > T, ; X; # 0} A Sh.

Alors, R, = T, sur l’événement {Xr, = 0}.
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PREUVE. Supposons que X7, = 0. Nous traiterons le cas ot P > 2¢ sur [T,,S,].
Comme dans la preuve du lemme précédent, nous pouvons écrire que

ds
Xp, = Xg, — X1, = ) AX, - J x, -0 -
T,<s<Ry s

Comme par définition de nos temps d’arrét X g, r,; = 0, I’égalité précédente nous

conduit a
R R
n ds " ds
0= Xg,- = —J lix. -5 = _j )

ce qui n’est possible que si R, = T,,. [ |

LEMME 4.18. L’ensemble prévisible {X_ = 0} n |T,,S,] est le graphe d’un temps
d’arrét prévisible.

PREUVE. Il suffit de montrer que I’ensemble prévisible A = {X_ = 0} n]T,,S,] est le
graphe d’un temps d’arrét. Considérons le temps d’arrét V,, = inf {t > T}, ; X;_ = 0}
et la variable aléatoire 17;, = Vair,<v,<s,)- Cette derniere est aussi un temps d’arrét
puisque 1’événement {T,, < V,, < S,} appartient a la tribu Fs,_. Nous allons prouver
que A = [[17'”]] et, pour fixer les idées, nous supposerons que P > 2¢ sur |T,,S,].

Supposons pour commencer qu’il existe a > 0 tel que X7, < —a. D’apres le
lemme 4.16, ceci entraine X_ < —a sur |7,,,5,]. Nous avons donc d’une part A = ¥
et, puisque d’autre part ceci entraine V = o0, ’égalité A = [[Vn]] est vérifiée dans ce
cas.

Supposons maintenant que X7, = 0. Le lemme 4.16 nous assure que X_ < 0 sur
lintervalle [7,,,S,]; nous pouvons donc écrire (les notations étant celles du lemme
4.17) que Xpr < —k 1 sur I'événement {RF < S,} et d’aprés ce qui précede ceci nous
montre que A N |RF S, ] = &. Puisqu’en vertu du lemme 4.17 nous avons R,, = Ty,
cette derniére égalité nous montre que A = ¢, que 17” = o et donc que A = [[Vn]]
dans ce cas aussi.

Supposons ﬁnalemellt que X7, > 0. Dans ce cas, nous avons V,, > T,,. Si V,, > S,
nous avons A = (J et V,, = o et notre égalité est bien vérifiée. Si V,, < S, alors, par
définition de V,,, nous avons Xy, = 0. Ecrivons alors que

= (An]T.,Va]) v (AN [Va]) u (AN ]Va,Sh])-

Le premier ensemble apparaissant au membre de droite est vide par définition de V,.

Le deuxieme est égal a [V,] puisque Xy, = 0. En effet, dans le cas contraire nous
aurions AXy, = —Xy,  # 0 et cette égalité nous conduirait alors a

P P
(4.18) Xvy,— + ;" = i\/% + a2X7, _

En élevant au carré I’égalité (4.18), en la développant puis en la divisant par Xy, _, il
viendrait
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ce qui est impossible au vu du choix de ¢ (voir la condition (4.15, p. 51)). Le troisieme
ensemble est vide car puisque Xy, = 0, nous sommes ramené au cas précédent. Ainsi,
notre égalité est aussi vérifiée dans ce cas et le lemme est démontré. |

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.13. Fixons un entier n > 1. D’apres le lemme 4.14,
nous pouvons supposer par exemple que P > 2¢ sur 'intervalle |T,,,S,] (I’autre cas
se traitant de maniére tout a fait analogue).

Nous savons (voir la preuve du lemme 4.16) que la martingale M = [ 17, 5,1 dX
est a variation localement intégrable et que le compensateur prévisible de la somme de
ses sauts est le processus C = | ﬂ]]Tn,Sn]]ﬂ{X_ﬂ}d?m. D’apres le lemme 4.18, I’ensemble
{X_ =0} n]T,,S,] est de p-mesure nulle et donc C' = 0.

Le processus D" étant égal a ) ,_._ AM,, il est & variation finie. Puisque de plus
et d’apres le lemme 4.15 les sauts de M apparaissant sur I'intervalle |T,,,S,[ sont tous
négatifs, le processus D" est aussi décroissant.

Ainsi, nous pouvons écrire que

Jﬂ]m,sn]] dX = Z AX, = D"+ AXsls0f

TpA-<8<Sp A -

ce qui acheve la preuve de cette proposition. [ |

Nous venons de démontrer que la martingale X est a variation finie et somme de
ses sauts sur chacun des intervalles stochastiques de la forme |S,,T,11] et |T5,,5,]-
Comme R, x €2 est, & un ensemble p-négligeable pres, réunion dénombrable de tels
ensembles prévisibles, ceci entraine que la martingale X est formellement & variation
finie et somme de ses sauts.

REMARQUE. Le lemme 4.18 entraine que 'ensemble {X_ = 0;|Z_| > n} est réunion
dénombrable de graphes de temps d’arrét prévisible et ce pour tout n > 0. La méme
propriété est donc vraie pour ’ensemble {X_ = 0; Z_ # 0}.

Casoua, #0,b, =0et b, =0

Ce cas étant plus simple mais analogue au précédent, nous nous contentons de
donner les grandes lignes de la démonstration.
Quitte a considérer la martingale Z définie par

X = x+2
a
Y,

=R
I

nous pouvons supposer que Z vérifie '’équation de structure (4.7) avec r(z,y) = a,x
et p(z,y) = ap + ¢,p. La condition de non colinéarité de r et p nous assure que c, est
différent de 0, puis le fait que ¢, soit différent de 0 nous permet de choisir un réel €
strictement positif vérifiant la condition suivante :

(4.19) VzeR? ( z| < € :>{ p(2)| > 2 )

sgnp(z) = s(p)
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ol s(p) = £1 et dépend de la constante c,. Cet ¢ étant fixé, considérons un réel €’ tel
que 0 < ¢’ < € et introduisons les temps d’arrét suivants:

So=0
Ty =inf{t > 0; | Xy <e&'}, Si=inf{t >T; | Xy > ¢}
T, =inf {t > S1; | X3| <¢€'}, Se=inf{t >T; | X¢| >¢€},...

La martingale Z étant cad-lag, nous avons 7}, T o et donc, a un ensemble de p-mesure
nulle pres,

Ry x Q= [ J1Sn,Tnia] U [ 170,841 -

n>0 n=1

Les résultats regroupés dans la proposition suivante se démontrent a ’aide des mémes
arguments que ceux utilisés dans la preuve des propositions 4.12 et 4.13. Ils nous as-
surent que la martingale X est une martingale a variation finie et somme de ses sauts,
ce qui prouve notre assertion dans ce dernier cas et acheve la preuve du théoreme 4.7.

PROPOSITION 4.19. Pour tout n > 0, la martingale [ 1)s,1,,,1dX est d variation
finie et somme de ses sauts. Plus précisément,

XTn+1At - X.S'n/\t = Z AXS )

SpAat<s<Tp41 At

ot, pour tout t = 0, la somme au membre de droite est finie presque sirement.

Pour tout n > 1, le processus D" = } ;. . _,_q .. AX, est monotone: il est
croissant si s(p) = —1, décroissant si s(p) = +1. La martingale [ 1y7, 5,1dX est d
variation finie et, plus précisément, nous avons

JﬂﬂTm$n]] dX = D"+ AXSnﬂ[[Sn,oo[-

De plus, l’ensemble prévisible {X_ = 0} est réunion dénombrable de graphes de
temps d’arrét prévisibles.
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