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Introduction

Considérant une équation différentielle linéaire & singularités irréguliéres, R. GARNIER
affirmait dans [GAR19]: « Une telle équation peut [...] étre envisagée comme la limite d’une
équation pourvue de points (singuliers) réguliers infiniment voisins; mais la conclusion
peut-elle étre étendue aux intégrales des deux équations 7»

L’exemple le plus ancien et le plus connu que 'on puisse envisager est celui de I’équation
(1+ex)y’ —y=0 (0.1)

qui possede, pour ¢ # 0, deux points singuliers réguliers , z. = —51_1 et o, = oo tels que
lim, 0 . = Too €t qui admet la solution générale y.(z) = A(1+ex)<. Faisons tendre € vers
0. L’équation (0.1) tend alors vers 1’équation

7—§=0 (0.2)

qui possede x, comme seul point singulier, irrégulier, et dont la solution générale est
7 = Ae®. 1l est bien connu que § est la limite uniforme de y. sur tout compact de C.

Considérons un autre exemple, celui de ’équation hypergéométrique d’Euler et de Gauss:
z(1—2)y" +(c—(a+b+1)z)y’ —aby =0 (0.3)

Cette équation posséde trois points singuliers réguliers 0, 1 et co et admet, entre autres,
les solutions suivantes (sous certaines hypothéses pour a, b et ¢)

e} n—1
yi1(z) = 2F1(a,b,c,z) = Z %x” avec (z)p = H(z +k)
)

définies respectivement sur D1 = D(0,1) et Dy = {z € C, Re(z) > %}

n=0

r—1
et ya(z) = 2Fi1(a,a+1—c,a+b+1—c¢,

Posons ¢t = bz et y°(t) = y(%). La transformée de 1'équation (0.3) vérifiée par y° admet
trois points singuliers réguliers 0, b et oo et si 'on fait tendre b vers l'infini, elle tend vers
I’équation hypergéométrique confluente

ti" +(c—t)f —ag=0 (0.4)

Cette équation admet 0 comme point singulier régulier et co comme point singulier
irrégulier. Le phénomeéne de confluence intervenant dans ces équations a été totalement
décrit dans la thése de C. ZHANG ([ZHA94]) dont les résultats suivants sont tirés:

Lorsque b tend vers oo, la fonction y? converge uniformément sur tout compact de C vers
la fonction définie par




12 Introduction

qui est la limite «terme & terme» de la série définissant y°. Il n’en est pas de méme de 73 :
une limite «terme & terme» conduit & la série 2 Fy(a,a+1—c, — %) qui diverge pour tout t € C.

C.ZHANG a montré néanmoins que l’on a le résultat de convergence analytique uniforme
sur tout compact du demi-plan Re(t) > 0:

Re(b)>Re(a)

7
Im(b)—+oo

y5(t)

1 * a—1 c—a—1_-—(t
F(a)/o ¢+ ¢) e Stdt .

Remarquons que C. ZHANG a utilisé ici une représentation intégrale d’Euler et de Jacobi.
C’est un point dont R. GARNIER avait conscience dés 1919: « Il ne saurait étre question
de représenter ces intégrales au moyen de développements en série de Taylor (car) la forme
immuablement circulaire du domaine de convergence d’une (telle) série [...] constituerait
un cadre trop rigide pour I’étude d’un point irrégulier.»

En 1998, R. SCHAFKE a étudié dans [SCHI8] une famille d’équations différentielles linéaires
admettant des singularités réguliéres en co et en n points qui tendent tous vers 0. Cette
famille admet pour «limite» une équation «confluente» possédant une singularité réguliére
en oo et une singularité irréguliere de rang 1 en 0. Ce phénomeéne est di a un type de
confluence tout a fait particulier faisant apparaitre, en chaque singularité réguliére, une
matrice résidu dont une seule ligne est non nulle.

En ce sens, ce cas constitue une bonne généralisation de la confluence de 1’équation
hypergéométrique. R.SCHAFKE a alors établi deux résultats de convergence uniforme.
Le premier sur des compacts ne contenant pas 0 et le second, en choisissant une valeur
particuliere d’un parametre, sur des voisinages sectoriels de 0.

R. GARNIER a traité un tout autre type de confluence dans [GAR19] pour étudier les solu-
tions d’une équation différentielle linéaire au voisinage d’un point singulier irrégulier, étude
abordée plus tard par d’autres techniques et bien connue aujourd’hui (voir par exemple
[WAsT76]). Considérant ’équation différentielle linéaire

Y™+ A (2)y ™ 4 A (z)y =0 (0.5)

ou Ai,..., A, sont telles que pour tout ¢ € [1,m], B;(z) = 2~H"=1) 4;(z) soit holomorphe
au voisinage de oo, il introduit ’équation

(1—e"z™)™y™ + (1 — ™)™ L Ay(z)y™ ) + - 4+ Ap(z)y =0 . (0.6)

Ainsi, I'équation (0.5) est «limite» de (0.6) lorsque ¢ tend vers 0 et (0.5) admet une

singularité irréguliére de rang n en oo tandis que (0.6) posséde n + 1 singularités réguliéres
2him
enzp=¢ ten, h=0,...,n—1etzy = o0.

L’idée de GARNIER était de déterminer un systéme fondamental de solutions de (0.6) sous
la forme y(z,¢) = z(z,e)uk(z,€), k=1,... ,m ou les uy sont des exponentielles exprimant
les exposants de monodromie de I’ensemble des singularités réguliéres.

GARNIER établit un algorithme d’approximations successives permettant de déterminer
les fonctions z par un argument de point fixe. Celles-ci sont alors définies sur des doubles
spirales qui s’enroulent autour de zj et de oo et qui recouvrent des domaines d’adhérence
compacte ne contenant pas 0 et contenus dans certains secteurs. Sur ces domaines,
la convergence des fonctions z est uniforme lorsque ¢ tend vers 0 en évitant certains
arguments, ce qui fournit un systéme fondamental de solutions de (0.5).



Introduction 13

En 1994, C.ZHANG a réécrit la preuve de GARNIER dans un langage plus accessible et
a établi une comparaison avec 'approche de BIRKHOFF des singularités irréguliéres. Il a
ainsi montré que la méthode de GARNIER permet d’aboutir, dans des cas génériques, au
systéme complet d’invariants de Birkhoff de ’équation (0.5).

Enfin, en 1999, A. GLUTSUK a étudié un processus générique de confluence pour des
systeémes différentiels linéaires. Considérant le systéme de rang de Poincaré &k en 0

s = A(t)z (0.7)
ou A est holomorphe au voisinage de 0, il introduit une perturbation de (0.7) sous la forme

k

H(t —aj(e)) 2 = A(t,e) 2 (0.8)

Jj=0

ou A(t,0) = A(t), ai(e) # aj(e) pour i # j et lim. ;0 ;(e) = 0 pour tout 7 € [0,k].
Le systéme (0.7) est bien limite du systéme (0.8) qui posséde, comme dans l'exemple
de GARNIER, k + 1 singularités réguliéres. Cependant, comme GLUTSUK impose que
ces singularités forment un polygone convexe «asymptotiquement régulier», le type de
confluence qu’il traite ne contient pas la confluence de Garnier.

GLUTSUK a montré qu'une base de Levelt en chaque singularité réguliere de (0.8) peut
étre prolongée a certains secteurs et, apres une normalisation appropriée, converge
uniformément sur tout compact ne contenant pas 0 vers une base de solutions de (0.7).

Le point de départ de ce travail est tout d’abord la connaissance de la forme «naturelle»
et des domaines d’existence d’une solution fondamentale en un point singulier irrégulier.
Nous allons étendre I’étude du type de confluence décrit par GARNIER & des systémes
différentiels linéaires et montrer, par des techniques plus modernes, que ’on peut obtenir
des solutions «convergeant» vers une solution canonique de (0.7), uniformément sur tout
un voisinage sectoriel de 0. Nous envisagerons alors un type de confluence plus général
puis nous étudierons le caractére Gevrey des solutions holomorphes obtenues.

Avant de présenter plus en détail le contenu de cette these, rappelons un résultat classique
(voir [WAS76] chap. IV):

Soit r € N, n > 1 et A holomorphe sur un voisinage de 'origine & valeurs dans M,,(C)
telle que A(0) ait toutes ses valeurs propres distinctes. On considére le systéme différentiel
a singularité irréguliére de rang r en 0

ZY = A(2)Y (0.9)

Sur tout « bon secteur » S, c’est-a-dire un secteur de sommet 0 et d’angle d’ouverture stri-
ctement supérieur & T évitant les lignes de Stokes, (0.9) possede une solution fondamentale
de la forme

- - z Dg+Dyt+-+Dpt"
V(z) = H(z)el " ot (0.10)
ou ﬁo, . ,ﬁr sont des matrices diagonales (que nous préciserons) et H est holomorphe

bornée sur S y admettant un développement asymptotique.
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Dans la premiére partie de la thése, nous revenons plus en détail sur ce résultat puis nous
introduisons le modéle de confluence de Garnier. Ensuite, nous considérons un systéme
différentiel & r + 1 singularités régulieres

22" —e"Y' = A(z,e)Y (0.11)

en les points 0 et 2 =se%, k=0,1,...,r —1et on A(.,0) = A.

Nous montrons I’existence, successivement, de K de différents types conduisant & une so-
lution fondamentale de la forme

fz Do(e)+D1_ (tsr)t-:-r--+Dr (e)t" dt

Y(z,e) = K(z,¢)e (7 =e") (0.12)

ou Dg,...,D, sont des matrices diagonales analytiques dans un voisinage de l'origine,
vérifiant Dy(0) = Dy,...,D,(0) = D,.

Dans une deuxiéme partie, nous montrons ’existence, en chaque point singulier de (0.11),
d'un K de la forme K = H, ot H(z,6) = 3, Hi(¢)2® est une série semi-formelle. Puis,
nous constatons que ces séries convergent au moins localement.

Dans la troisiéme partie, nous prouvons l'existence d’'un K de la forme K = H, ou H est
une fonction holomorphe de deux variables z et €, € variant dans un petit secteur et z
dans des secteurs de sommet 0 et d’angle d’ouverture strictement plus grand que T bien
déterminés : nous verrons alors que H(., ) converge uniformément vers H sur ces secteurs.

Dans la quatriéme partie, nous démontrons d’abord l’existence d’un K de la forme
K = H, ot H est un fonction holomorphe sur {(z,6) € C?, e €V, z € S.}, V désignant
un secteur de sommet 0 et S, un domaine tel que lim,_.¢ S¢ soit un secteur de sommet 0
et d’angle d’ouverture strictement plus grand que 7. Ensuite, nous généralisons la notion
de convergence uniforme de la fonction H (.,€) vers H sur les domaines S,.

Enfin, nous cherchons K de la forme K = H, ou H(z,e) = Y, H;(2)e* est une série
formelle dont les H; sont holomorphes sur S. Nous montrons alors le caractére Gevrey
d’ordre % de cette série pour voir qu’il s’agit en fait du développement asymptotique
Gevrey de la fonction H définie dans la troisiéme partie.

Dans le premier chapitre, nous considérons d’abord au paragraphe 1.1 les équations
Zr+1 I _ (d(z) + ZT—HE(Z)) y

et 2(2" — ey = (d(z) + 2(z" —€")e(z,€)) y -

C’est le type de confluence de Garnier pour des équations scalaires d’ordre 1. Nous nous
rameénerons ensuite & ce cas (dans les autres chapitres) en introduisant une technique de
splitting des systémes différentiels (0.9) et (0.11). Nous montrons que si d est holomorphe
au voisinage de 0 et

d(z) =do+diz+---+dp2" +0(2") (do #0)

alors les équations précédentes admettent respectivement des solutions fondamentales de
la forme

et r
z dg+dyt+---+dpt dz

§(z) = h(z)el T w9 et y(2) = h(z,¢)e

fz dg(e)+dy (e)t+--+dr ()" dt

H(ET—eT)
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De plus, dy(e),... ,dr(¢) sont holomorphes en ¢ et bien déterminées de sorte que si S,V
sont des secteurs de sommet 0, si ¢ : S — C est holomorphe bornée et ¢: S x V — C est
holomorphe vérifiant

11_1}1(} ¢(z,e) = é(z) uniformément par rapport 4 z € S,

eeV
alors

li_I’I(} h(z,e) = h(z) uniformément par rapport & z € S .

e€EV
Dans le paragraphe 1.2, nous rappelons le principe de démonstration du résultat de
[WAST6] cité plus haut, sur la forme générale des solutions de (0.9). La technique employée
est celle du splitting : on scinde le systéme différentiel en systémes plus petits. Ce procédé
peut étre étendu au cas ou les valeurs propres de la matrice principale ne sont plus
distinctes, mais sont non toutes égales, et s’applique encore si on les range en deux
ensembles disjoints. Dans les chapitres suivants, nous reprenons cette méthode de splitting
en 'adaptant au cas de singularités réguliéres; elle permettra une généralisation ultérieure
des résultats que nous obtenons dans cette these.

Enfin, on rappelle dans le paragraphe 1.3 les définitions et quelques propriétés des séries
Gevrey puis le théoréeme de Borel-Ritt Gevrey en utilisant la transformée de Borel et la
transformée de Laplace tronquée.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons les systémes différentiels linéaires (0.9) et
(0.11) ou A(z,e) = A(z) + z(z" — €")C(z,¢). On supposera A et C' holomorphes sur un
voisinage de 0 et a valeurs dans M, (C) avec C(.,0) =0.

Apreés avoir mis (0.9) et (0.11) sous une forme que nous appelerons «préparée» dans le
paragraphe 2.1, nous énongons un lemme de splitting pour (0.11) au voisinage de 0 puis de
zE = €€ = “ k=0,...,7r—1 dans les paragraphes 2.2 et 2.3 et nous mettons en évidence

un invariant dans les transformations successives.

Nous montrons alors ’existence d’une solution fondamentale formelle de (0.11) de la forme

N IE Do (e)+Dy (e)t+-+ Dy (8" 4,

Y(z,e) = H(z,¢)e HEm =)

ou Dy,...,D, sont des matrices analytiques bien déterminées et H est successivement une
série formelle en z, puis en (z — 2), & coefficients holomorphes (en ¢) dans un secteur V
d’origine 0. Nous voyons alors que ces solutions formelles convergent respectivement dans
des voisinages de 0 et zx, dont le diametre tend vers 0 avec ¢.

Dans le troisiéme chapitre, nous considérons encore les systémes différentiels linéaires (0.9)
et (0.11) mis sous une forme préparée. Dans le paragraphe 3.1, nous transformons le systéme
différentiel (0.11) pour nous ramener & une équation de point fixe et nous sommes alors
amenés & considérer un opérateur défini par une intégrale sur un certain espace de Banach

B.

Dans le but de montrer que cet opérateur est une contraction sur une partie fermée de B,
nous étudions dans le paragraphe 3.2 les lignes de niveau de certaines fonctions R;.

Ensuite, dans le paragraphe 3.3, nous choisissons soigneusement les chemins d’intégration
de cet opérateur de maniere que les fonctions R; soient décroissantes le long de ces chemins
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et nous obtenons ainsi 'existence de solutions de (0.11) de la forme

2 Do(e)4+Dy (e)t+--+Dr ()" 4,

Y(z,e) = H(z,¢)e’® HET—e") (0.13)
ou H(.,e) est définie sur un secteur de sommet 0, parmi 2r secteurs tels que deux
«consécutifs» d’entre eux soient d’intersection non vide, pour tout € dans un secteur d’angle
d’ouverture et de rayon assez petit.

Enfin, en utilisant un théoréme d’Ascoli-Arzela, nous montrons dans le paragraphe 3.5 que
I’on a sur chacun des secteurs précédents la limite uniforme

li_rg H(.,e)=H,

g€V

ott H correspond & la solution (0.10) du systéme différentiel (0.9) de rang r définie sur un
secteur approprié.

Dans le chapitre 4, nous considérons toujours les systémes différentiels linéaires (0.9) et
(0.11) mis sous une forme préparée dans le but de montrer un résultat de convergence
uniforme généralisable & d’autres types de confluence. Comme précédemment, nous trans-
formons I’étude du systéme différentiel (0.11) en un probléme de point fixe et nous reprenons
le principe de la démonstration du chapitre 3.

Dans le paragraphe 4.1, nous montrons que si 'on reste & une distance raisonnable de
Porigine, il est possible de choisir des chemins d’intégration proches de ceux utilisés pour
la résolution du systéme non perturbé (0.9). Plus précisément, si I’on fixe des domaines de
la forme S, = SN (B(0,4dle|))¢ ou d > 0 est assez grand et S est un « bon secteur » , on
peut choisir des chemins d’intégration composés uniquement de segments (dans le plan des
1/2") et le long desquels les fonctions R;(.,) sont décroissantes.

Nous obtenons ainsi I'existence de solutions de (0.11) de la forme (0.12) ot K(.,e) = H(.,¢)
est définie sur S, pour tout ¢ dans un secteur d’angle d’ouverture et de rayon assez petit.
Enfin, nous montrons dans le paragraphe 4.3 qu’on a l’existence d’une limite uniforme

1 7 7 Se —

lsy | 1(.,¢) — ][5 = 0

eeVvV

ott H correspond 4 la solution (0.10) du systéme différentiel de rang r (0.9) définie sur S.

Dans le chapitre 5, nous considérons toujours les systémes différentiels linéaires (0.9) et
(0.11) mis sous une forme préparée mais nous envisageons cette derniére équation comme
perturbation de la premiére et nous établissons l’existence puis le caractere Gevrey de
solutions semi-formelles en ¢ (et & coefficients holomorphes en z dans un secteur) de la
forme (0.12).

Dans un premier temps, nous obtenons une solution semi-formelle particuliere en utilisant
une technique de splitting.

Ensuite, dans le paragraphe 5.2, nous établissons le caractére Gevrey 1/r de la solution
précédente. Pour ce faire, nous introduisons dans le paragraphe 5.2.1 des normes de Nagumo
modifiées pour des secteurs et en donnons quelques propriétés. Puis, nous concluons au
résultat en montrant qu’une série majorant la série solution vérifie une équation implicite
a coefficients holomorphes.

Enfin, nous montrons dans le paragraphe 5.3 que la solution semi-formelle H obtenue
précédemment constitue, sur certains secteurs, le développement Gevrey uniforme d’ordre
1/r de la «vraie solution» H définie dans le chapitre 3.
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Chapitre 1

Rappels et préliminaires

1.1 Le type de confluence de Garnier pour les équations sca-
laires

Dans cette partie, nous allons donner 1’idée principale et fondamentale qu’a développée
GARNIER dans [GAR19]. Rappelons pour mémoire que 'auteur s’intéresse a une équation
différentielle linéaire scalaire d’ordre m € N* admettant une singularité de rang r (que
nous supposons ici & l’origine).

Nous étudierons dans cette thése le probleme plus général et plus «moderne» d’un systeme
différentiel linéaire & singularité irréguliére de rang r en 0. Toutefois, nous verrons dans les
chapitres suivants que nous nous ramenons toujours, par une méthode de splitting a une
équation scalaire d’ordre 1 de la forme:

Ay = (d(2) +2E(2)) y (1.1)

ou d est holomorphe sur le disque ouvert D(0, Ry) de rayon Ry > 0, et ¢ holomorphe dans
un certain secteur S de sommet 0. Il nous suffit donc d’envisager ce cas et de lui appliquer
l'idée fondamentale de GARNIER. Pour ce faire, posons pour tout z € D(0, Rp):

dz) =do+diz+ -+ dpz" + 2" k(2) |
ot k est holomorphe sur D(0, Ry), et remarquons immédiatement que la solution générale
de (1.1) est de la forme

z d(t)+" 1) dt x dotdytttdrt” g

gj(z) = Aef tr+1 = Aefoz &(t) dtefoz l~c(t) dtef L (1-2)

Associons & I’équation précédente une équation
2(2" ="y = (d(2) + 2(z" — €")e(z,€)) y (1.3)

ou ¢ vérifie ¢(z,0) = é(z) pour z € S.
Remarquons que pour 'instant, nous n’avons pas défini ¢ comme une fonction holomorphe
sur un certain domaine, une série formelle en z ou en ¢ possédant éventuellement une
propriété Gevrey. Il s’agit simplement de donner une méthode que nous adapterons aux
résultats que nous allons démontrer par la suite.
L’équation (1.3) admet r + 1 singularités réguliéres en les points 0 et z, = ce " pour

k=0,1,... ,7r—1 et ceux-ci tendent tous vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. De plus, les résidus
de cette équation sont :

—en0: —%2:—%9 =: p(e)
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—en z;, 1 € [0,r —1]: M=M=:pi(e)

re’ re’
Enfin, la solution générale de (1.3) est de la forme

z d(t)+t(t" —e" )c(te) at d(t)

y(z,e) = Ale)el T = T 2 g(e)els et dtel qurmen 4t (1.4)

On peut alors se demander comment passer de la forme (1.4) & la forme (1.2). Re-
marquons tout d’abord qu’au voisinage de chacune des singularités réguliéres, on peut
écrire la solution (1.4) sous la forme y = (z — z;)?i(®)h;(2) ou h; est holomorphe en z; et
que lirrégularité du point singulier dans (1.1) se lit dans ’exponentielle de la solution
(1.2) qui, on le sait (voir [WAST76] chap. III), n’apparait pas pour des singularités réguliéres.

L’idée de GARNIER est la suivante: effectuer un changement d’inconnue du type y =
u(z,e)w ou u s’écrit de fagon «naturelle»

[7 dole)tdr @)k tdr@F g4y

t(tT —eT)

u(z,e) =
et qui traduise & la fois

1. la confluence vers la singularité irréguliére, c’est-a-dire ’apparition d’une exponen-
tielle de la forme de celle de (1.2)

2. les exposants des singularités irrégulieres

pour se ramener 3 une équation différentielle admettant une solution holomorphe (&
exposant 0) en 0, z1,... , 2.

Pour cela, il faut que les exposants apparaissant dans u aux points 0, z1, ... , 2, soient les
résidus de (1.3). Posons P.(z) = do(e)+di(e)z+: - -+d,(€)2". On peut écrire cette condition
sous la forme de r 4+ 1 équations:

P.(0)=d(0)=dy et Pez)=d(z),1=0,...,7—1 (1.5)
ouencore  do(e) +di(e)zi+---+d,(e)z] =d(z), i=0,...,r—1.

Il s’agit d’'un probléme d’interpolation ou d’un probléme & systéme de Cramer (dont
le déterminant est de type Van der Monde): il existe un unique (r + 1)_uplet solution
(do(€), ... ,dr(g)). De plus, on peut écrire pour tout ¢ € [0,r — 1]

o0

dz) = ) diz
=0
o0 fo'e) -
= Z dgr Z,g’" + Z dgr+1 z;{’r—f—l 4+ 4 Z dgr+r71 z;qr-f—r_l
— — par
o0 0o -
— dO + zZi Z dgr—l—l 897' + .-+ z;{‘—l Z dgr+r_1 897_ n Z{ Z dgr zz(g—l)r

9=0
car z; = ¢". Par 'unicité de la solution, on a

(e}

do(e) = do, di(e ngr—f—l e’ ) ng-f—l

9=0
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On peut alors écrire la solution fondamentale (1.4) de (1.3) sous la forme

d +d t+---+d "
efz 0(e) %iz—er) r ()t 44

y(z, 6) _ A(E)efoz c(te) dtefoz k(t,e)dt
d(z) — (do(e) + di(e)z + -+ - +dr(e)z")

z(2" —¢") '
Par les conditions (1.5), k est holomorphe sur un certain D(0,R), 0 < R < Ry et la
confluence est ainsi localisée dans la troisieme exponentielle.

avec k(z,e) =

Remarquons maintenant que k est la limite uniforme sur D(0, R) de k(.,¢) lorsque ¢ tend
vers 0. En effet, on a

do(0) = dy, d1(0) =dy,...,d.(0) =d,
donc k(z,0) = k(z) pour tout z € D(0, R). De plus, k étant continue sur D(O,R)z, elle y
est uniformément continue:

Yu > 0,36 > 0,Y(e,¢',2,2') € D(0,R)%, (|e —€'| + |2 — 2| < 8) = |k(z,¢) — k(¢ €')| < p
On choisit &’ =0 et z = 2’ de sorte que |z — 2| < § est toujours réalisé et on a:

Vu > 0,36 > 0,Vz € D(0,R), (le| < &) = |k(z,¢) — k(2)| < p
ce qui traduit bien la convergence uniforme

limk(.,e) = k
e—0
Comme le domaine D(0, R) est borné et que k est bornée sur D(0,R), on en déduit la
limite
1111(1) el kte)dt _ oJ5 k(t) dt uniformément par rapport & z € D(0, R) .
E—r
Comme nous ’avons mentionné dans l'introduction, le but de ce travail est de traiter
I’équation
2(z" — MY’ = A(z,e)Y
pour obtenir divers résultats d’existence et la convergence (dans des sens qui restent &
préciser) d’une solution de la forme

z Do(e)+Dy (e)t+--+Dr(e)t” 4,

Y(z,e) = K(z, s)ef H(Im=eT) ,

lorsque A(z,¢) est une fonction holomorphe ou une série semi-formelle en z ou ¢.

Il est bien naturel de se demander s’il est possible de conclure facilement dans le cas des
équations scalaires (1.1) et (1.3). Nous donnons ici un résultat élémentaire lorsque c est
holomorphe et nous envisagerons d’autres cas dans les chapitres suivants:

Proposition 1.1 Soient S,V deux secteurs ouverts bornés de sommet 0. On suppose
¢: S — C holomorphe bornée et ¢ : S x V — C holomorphe, vérifiant

lglg c(z,e) = é(z) uniformément par rapport ¢ z € S .

eEV
Les équations (1.1) et (1.3) possédent alors respectivement des solutions fondamentales §
et y de la forme

z dgtdytt--+drt” dz 2 dg(e)+dy(e)t+--+dr(e)t" di

g(Z) - B(Z)ef ¢r+1 et y(z) — h(z’ &‘)ef t(tT —eT)
ot h:S—Ceth:SxV — C sont holomorphes et vérifient

lim h(z,e) = h(z) uniformément par rapport ¢ z € S .
e€V
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Preuve: Comme le secteur S est borné et comme h est borné sur S, on en déduit la
limite )

li_rg efo Mte)dt _ o f5 h(t) dt uniformément par rapport 4 z € S .

eeV
De plus, les exponentielles considérées sont bornées, donc en choisissant A = 1 et A(e)
tel que lim._,0 A(¢) = 1 puis h(z) = efo EDdtefg k() dt of p(z) = lg cbe)digfg kte)dt o

obtient le résultat annoncé. O

1.2 Résultat fondamental

On considére un systéme différentiel linéaire & singularité irréguliére de rang r de la
forme

Y = A(2)Y (1.6)

otl z est une variable complexe, r € N et 7 > 1, Y est un vecteur de C*, n € N*, et A une
fonction holomorphe sur un voisinage de 'origine & valeurs dans M, (C).

La matrice A(O) = Ay sera appelée dans la suite matrice principale du systéme et nous
verrons qu’elle tient un role important dans la détermination d’une solution fondamentale
de (1.6). Toutefois, si 'on peut énoncer un résulat général sur la forme des solutions de
(1.6) (voir [WAS76] chap. IV), nous nous limiterons au cas générique ot Ay a toutes ses
valeurs propres (A;)ic[1,n] distinctes, ce que nous supposons désormais.

1.2.1 Réduction du probléme et théoréme principal

Nous allons dans un premier temps simplifier la forme du systéme (1.6) en faisant une
simple remarque : la matrice Ag ayant toutes ses valeurs propres distinctes, il en est de méme
pour les valeurs propres A1(z), ..., An(z) de A(z) sur un certain voisinage de lorigine. Il
existe donc 7" holomorphe et inversible en 0 telle que

(TYAT)(z) = D(z) = diag(A\1(2), - .. , An(2))

Si on effectue la transformation Y = TW, I’équation 1.6 est alors transformée en une
nouvelle équation mise sous une forme «préparée»

W = (D(2) — 21T ()T (2))W (1.7)

Quitte a effectuer ce changement d’inconnue, nous supposerons pour la suite de ce travail
que la fonction matricielle A est de la forme

A(z) = D(2) + 2710 (z)
ot C est holomorphe & valeurs dans M,,(C) au voisinage de 0.

Comme nous l’avons rappelé dans I'introduction, les solutions fondamentales de (1.6) sont
«naturellement» définies sur certains secteurs: nous allons voir ici un énoncé précis de ce
résultat précédé de quelques définitions:

Définition 1.1 Pour tout (i,5) € [1,n]?, i # j, on note

Eij = {zeC, Re <%> :0} :

1. On appelle ligne de Stokes du systéme (1.6) chacune des demi-droites d’origine 0

constituant  |J E;; .

(4,5)€[1,n]?
i)
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2. Deuz lignes de Stokes sont dites associées si elles appartiennent au méme Ej; ; .

Définition 1.2 On dit qu’un secteur ouvert S de sommet 0 est un «bon secteur» pour le
systeme (1.6) si S a un angle d’ouverture strictement supérieur d@ = et si S ne rencontre

pas deuz lignes de Stokes associées.

Notation: Dans toute la suite, si S désigne un secteur de sommet 0 et de rayon
quelconque (éventuellement infini), on note pour tout R > 0, Sg = SN D(0, R).

Enongons le théoréme principal donnant la forme des solutions fondamentales de (1.6),
résultat inspiré de [WAS76]:

Théoréme 1.1 Considérons le systéme (1.6) et supposons que les valeurs propres de la
matrice principale Ay sont toutes distinctes. Alors, le systéme posséde sur tout « bon sec-
teur» S de rayon assez petit une unique solution fondamentale de la forme

- ~ z Dg+Dyt+--+Dypt"
V(z) = H(z)el " ot & (1.8)
vérifiant lim,_,q I—~I(z) = I, ou Dy,...,D, sont des matrices diagonales et H est une

fonction holomorphe bornée sur S & valeurs dans M, (C). De plus, H admet dans S un
développement asymptotique en 0 indépendant de S :

o0
fI(z)NZfI,'zi, z—0,z€8
n=0

Remarque 1.1 Pour des notions générales sur les développements asymptotiques, on
pourra se reporter au (1.3) et & [PAR99]. A

1.2.2 Principe de la démonstration

I1 ne s’agit pas ici de donner une démonstration précise du théoréme précédent, mais
d’en donner les diverses étapes et de préciser un certain nombre de points dont nous nous
servirons dans ce travail. On trouvera dans [WAS76] chap. IV un résultat utilisant la méme
technique, mais pour une matrice Ay ayant éventuellement des valeurs propres multiples:
dans ce cas, la fonction H sera définie sur un secteur d’angle plus petit que 7. C’est au
prix de quelques modifications sur les chemins d’intégration utilisés (voir ci-aprés) que
nous parviendrons au résultat.

Comme nous le rappellerons plus loin, nous allons adapter la méthode du splitting
employée dans cette démonstration & 'étude de notre équation perturbée (0.11), pour
obtenir une solution fondamentale d’une forme analogue a celle de la solution de ’équation
a singularité irréguliére (1.6). Nous reviendrons donc en détail sur les points de cette
démonstration dans la suite de ce travail.

Enongons tout d’abord le lemme fondamental précédé de la

Définition 1.3 Soit n € N* et S un « bon secteur» pour le systéme (1.6). On dit que
A: S — My(C) vérifie la condition (CONDO) du splitting sur S si on peut écrire :

Vz e S, A(z) = D(z) + 2" C(2)

ou C : § — C est holomorphe bornée et D est diagonale holomorphe dans un voisinage
de 0 telle que Dy a toutes ses valeurs propres distinctes. On dira de plus que D est une
matrice diagonale associée d la condition (CONDO).
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Remarquons immédiatement que la fonction matricielle A de I’équation (1.6) vérifie les
conditions (CONDO) du splitting car on peut écrire

Vz €8, A(z) = D(z) + 2" C(2)

ou S est un «bon secteur » quelconque de rayon assez petit car D est diagonale, et D et
C = —T7'T' sont bornées sur un voisinage de I'origine.

Lemme 1.1 (splitting) Soit n € N*, p € N tel que 1 < p < n et S un «bon secteur»
pour le systéme (1.6).

Si A: S — My(C) holomorphe vérifie les conditions (CONDO) du splitting avec pour
matrice diagonale associée D, alors il existe R > 0 et P : Sp — M,,(C) holomorphe
bornée et inversible sur S, vérifiant lim, g Is(z) = I, qui transforme, par le changement
d’inconnue Y = PW, ’équation

Y (2) = A(2)Y(z)
B

en U'équation 2" T1W'(2)

ot B: S — My(C) est holomorphe de la forme

3 B 0 A1l H22
B= 0 522 , B € My(C) , B** € Mp—,(C) .
De plus, si 'on écrit D = diag(D1, D2), D1 € Mp(C), Dy € My,_,(C), alors Bl ¢t B22
vérifient la condition (CONDO) du splitting avec pour matrices diagonales associées respe-
ctivement Dy et Ds.

Avant de poursuivre avec la preuve de ce lemme, expliquons comment celui-ci conduit au
théoréme (1.1). On a effectué ici un splitting du premier systéme en deux systémes de tailles
plus petites: B
SHY(z) = BU()Vi(2)
et 2"YI(2) = B2(2)Ya(z)

vérifiant la méme condition. Cela signifie que ’on peut se ramener en appliquant un nombre
fini de fois ce lemme & des équations scalaires de la forme

Ay = (Ni(2) + 27 E(2) y (1.9)

ol \i(2) est la i€ valeur propre de A(z), que nous avons déja traitées dans la partie (1.1):
si on note

Ai(z) = Ao+ Azt + )\r,izr + ZH—IIC,'(Z)

ou k; est holomorphe dans un voisinage de l'origine, on a vu qu’il existe une solution
fondamentale de (2.5) de la forme

_ ~ fz Ag,itAL it Ao, rt" . _
y(z) = hi(z)e tr+T avec 1111%) hZ(Z) =1
zZ—r

et h; holomorphe bornée sur Sg (pour R assez petit).

Dans la suite et quitte a diminuer le rayon de S, nous noterons S = Sk pour ne pas
alourdir les notations. Alors, la solution du systéme de départ étant de la forme Y = PW
ott P : S — My(C) vérifie lim,_,q P(z) = I, et ainsi de suite, de splitting en splitting, on
obtient finalement une solution fondamentale de (1.6) de la forme:

~ z Do+Dyt+--+Dypt" 4

Y(z)= ﬁ(z)ef ¥l
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ou H : S — M,(C) est inversible bornée telle que lim, ;o I—:T(z) =1Tet Dy,Dy,...,D, sont
définies par
D(z) =Do+Diz+ -+ Dp2" +0(2"), z—0.

Voyons maintenant le principe de la démonstration du lemme (1.1). Un point essentiel de
la méthode consiste a chercher P sous la forme

- p12 - -
P=1+ ( ?321 OP ) avec P2 : S — M,_,,(C) et P?:5 — Mp,n_p(C)( )
1.10

En effectuant le changement d’inconnue Y = PW dans équation (1.6), on obtient
alors des équations pour P?! et P2l déterminant dans les deux cas une unique série
formelle solution. Notons que ce résultat repose essentiellement sur le fait que ’application
M s AR M — M A}' est inversible. Nous reprendrons ce point dans la remarque ci-dessous.

Notons ici que si I’on a supposé que A vérifie les con~ditions~(CONDO) du splitting, les séries
formelles P?! et P?! obtenues et correspondant & P?! et P?! vérifient de plus:

p21 — O(zr+1) et 1312 — O(zr—|—1>
Ensuite, une simple élimination de B! et B22 nous conduit aux équations quadratiques
SHYPRLY = A2y A2 PRI _ Rl j12 p2
SHPRY A2y JUpl2_ pr2je_ pl2japle

Considérons par exemple la premiére de ces équations (on appliquera le méme procédé a
la seconde). En écrivant la matrice P?' comme un vecteur de CP("~P) | on transforme cette
équation matricielle en une équation vectorielle de la forme

2 (2) = fo(z) + F(2)a(2) + fa(z,@(2)) (1.11)
selon la correspondance
P, A «— fy, AP _PRAY 5 Fw (1.12)
et  PRAZP s fo(, ) .

Puis, apres avoir appliqué la méthode de variation de la constante & ’équation précédente,
on est amené & chercher @ comme solution d’une équation de point fixe

IT)(Z) _ eFoﬁl(Z) / efFoﬁL(t) fo(t) + B(t)(;‘(_t)l + fz(t, w(t)) dt (1‘13)
L(z)
ol m(z) = —-1, Fy = F(0), B=F—Fp et L(2) est un (multi-)chemin dans S d’extrémité

z a déterminer.

A

Remarque 1.2 F, correspond ici & la matrice de Dapplication linéaire
M AZM — MAJ'. Celleci est inversible car les valeurs propres de Ay, donc
de Al et A2%, sont distinctes. Fp est méme diagonale et on peut alors noter
Fy = diag(v;,5 = 1,... ,p(n — p)) avec pour tout j € [1,p(n — p)], v; # 0.

C’est un point essentiel de la technique de splitting et ce qui fait tout l'intérét de la
méthode. En effet, pour avoir le lemme de splitting, il n’est pas nécessaire que la matrice
principale A ait toutes ses valeurs propres distinctes: il suffit que les matrices A} et A22
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n’aient pas de valeur propre commune, autrement dit, il suffit que les valeurs propres de
Ay soient classées en deux ensembles disjoints.

Dans la suite de ce travail, nous reprendrons & notre compte la technique de splitting, ce
qui pourra permettre une généralisation ultérieure dans le cas o1 la matrice principale n’a
pas toutes ses valeurs propres distinctes. A

Notons maintenant Fy(@)(z) le membre de droite de 'équation (1.13). On a

Fo(@)(2) = TooRo(@)(2) ] (1.14)
we M@yt = o0 [ 0% 0
et Ro(@)(2) = fo(2) + B(2)d(2) + fa(z,(2))

ou L;(z) désigne la j€composante de L(z).

Pour trouver une solution bornée de 1’équation (1.11), il nous suffit de trouver une solution
bornée sur S de I’équation de point fixe (1.13).
On considére maintenant ’espace de Banach By des fonctions holomorphes bornées sur S

4 valeurs dans C°("~?) muni de la norme ||w|| = supp$5§)|wj (z)|. Il s’agit, pour appliquer
z€S J=

le théoréme du point fixe, de montrer que Fy est une contraction sur une partie fermée de
By. Pour cela, on démontre le

Lemme 1.2 II eziste Cy > 0 tel que pour tout w € By, ||Tow|| < Col|w||

La preuve de ce lemme repose sur un choix judicieux des (multi-)chemins L(z) d’extrémité
z: on est amené & considérer pour tout j € [1,p(n—p)], Rj(z) = Re(y;/m(z)) pour montrer
le

Lemme 1.3 Il existe une famille de chemins différentiables par morceauz T',(.).cs tels
queT, :[0,1] = S, T,(0) =0, T,(1) = z et Cy > 0 tels que:

Vze S, Vs €0 1], %(m(rz(s))‘ < —CO%R]-(FZ(S)) .

La description des chemins d’intégration faite dans [WAS76] nous permet de définir, dans
le cas particulier ou Ag a toutes ses valeurs propres distinctes, L;(z) comme un chemin de
0 & z dans S correspondant dans le plan des ZL, a une demi-droite |ooe*#7, Zl,] ou ; est tel

que Re(y;€%9) < 0.

Remarque 1.3 Nous donnons ici, et sans démonstration, une généralisation du type de
chemins décrits ci-dessus: elle se déduit immédiatement de la démonstration de [WAST76]
en remarquant que l’'on peut choisir tout chemin réunion de segments vérifiant une certaine
inégalité .

Plus précisément, il est possible de choisir g > 0 et pour chaque z € S dans le plan des zi,
un chemin de l'infini & zi, formé de segments et d’une demi-droite de la forme (09, 01] avec
¢ = arg(oy1 — og) vérifiant Re(y;e*%7) > p > 0 (éventuellement wy = ooe'¥). La constante
Co du lemme précédent ne dépendra alors que de p et pas de la forme des chemins choisis
vérifiant tous cette condition.

De plus, Fy restera une contraction sur un bon espace métrique complet et on montrera
dans la partie (1.2.3) que la solution obtenue est la méme que celle construite ici. A
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Posons maintenant pour M > 0, B) = {w € By, ||w|| < M}. B} est une partie fermée
de By donc un espace métrique complet : on peut y appliquer le théoréme de point fixe. En
utilisant le fait que

fO(z) = O(Z) ) F(z) = O(z) et f2(zv') = O(z) ) z—0, z€ S

on montre que pour M assez grand (et arbitrairement grand), Fy est toujours une contra-
ction sur B! quitte & diminuer le rayon de S.

Remarque 1.4 Pour que les chemins soient tous inclus dans le domaine considéré, il faut
modifier quelque peu le secteur S. On choisira dans le plan des Zi, Pintersection d’un
secteur Sp centré en 0 et d’angle d’ouverture strictement plus grand que 7 (correspondant
a S dans le plan des z) et d’un secteur S centré en alr, a € S, de module assez grand,
d’angle d’ouverture plus grand que celui de S7 mais assez petit pour que S2 ne contienne

aucune des droites définies par
1 .
Re(yjw) =Re (vi— | ,i=1-..,p(n—p)

La figure ci-dessous donne une représentation dans le plan des zlr d’un domaine S; NSy : le
domaine correspondant dans le plan des z n’est plus alors réellement un «secteur» au sens
habituel mais contient tout de méme un « bon secteur » sur lequel une solution est définie,
nous parlerons donc toujours de secteur par abus de langage.

F1G. 1.1: Ezemple de domaine pour ’équation de point fize

S1 NSy

Figure réalisée dans le plan des zi,
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Remarque 1.5 Le fait de diminuer le rayon du secteur S ne constitue pas réellement un
probléme car il nous suffit d’appliquer un nombre fini de fois le lemme de splitting. Nous
pouvons donc supposer avoir choisi ce rayon assez petit dés le départ. A

La solution obtenue comme unique point fixe de Fq sur B(J)VI est une solution bornée définie
sur S de (1.11) correspondant 3 P! via la transformation du vecteur @ en matrice.

On montre finalement que la solution formelle calculée précédemment constitue le
développement asymptotique de P2, en considérant la différence pour tout n € N entre
P?! et les n premiers termes de la série formelle. Notons alors que ’on a:

PR(2)=0("), 2—0,2€8
et en particulier que lim,_,oP(z) = I,,, comme annoncé dans le lemme (1.1).

Remarque 1.6 Les applications successives du lemme de splitting pour se ramener a une
équation scalaire et démontrer le théoréme (1.1) ne prouvent pas 'unicité de ’écriture (1.8)
lorsque lim,_,o H(z) = I. Nous utiliserons pour ce faire le résultat de la partie (1.2.3) et
une technique de démonstration assez générale que nous exposerons dans la partie (3.4),
c’est pourquoi nous admettrons pour 'instant cette partie du théoréme. A

1.2.3 Unicité d’une solution bornée de I’équation quadratique

Nous reprenons ici les notations précédentes pour énoncer un résultat qui ne se trouve
pas dans [WAST76] mais qui est une conséquence de la démonstration du théoréme précédent.
Nous utiliserons & plusieurs reprises la proposition suivante :

Proposition 1.2 Soit T un ouvert simplement connexre contenant un « bon secteur» S.
On note & la solution de

2 (2) = fo(2) + F(2)w(2) + fa(z,w(2)) (1.15)

obtenue comme unique solution sur S de ’équation de point fize définie par Fy. Alors, toute
solution bornée de (1.15) définie sur T est le prolongement analytique de & sur T'.

Preuve: Supposons donnée une solution y de (1.15) définie sur T' bornée par N et @
obtenue comme unique point fixe de Fy sur Bé‘/[ , M > 0. On note K = max(M, N). Quitte
a réduire le rayon de S, on a vu que Fy est encore une contraction sur B{f.

Montrons maintenant que y vérifie 'équation de point fixe y = Fy(y). Notons que 'on a
Vz €T, 2"y (2) — Foy = fo(2) + B(2)y(2) + falz,y(2))

ott B = F — Fpy. Alors, pour tout j € [1,p(n — p)] et tout ¢ € S, on peut écrire

(1) ’”(ﬁ@%f&@ﬂﬂ+ﬁ@wﬁﬁ)

i’ = ert”
er j er Jrs]

D’ol, en intégrant entre T € S et z € S le long de L;(2):

F%wwr:/z%(ﬁm+éumn+ﬁ@mm)dt
J

T T t’l"+1
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Sion note ¢ = arg(T), onavuquesiT € L;(z) est assez proche de 0, on a Re(yje""¢) < —p
d’olt

_'Yj_ %ER Lo iryp —_M_r =0
ey ()| = TR )] < T () 2
J

car y est bornée sur S. On a donc montré que pour tout z € S, on a:

g / ﬁ(ﬁm+éwmo+ﬁwmm>&

e y5(2) = =

c’est-a-dire y = Fo(y). De plus on a @ = Fo(@) et y,& € B donc on a & = y)s- Comme
T est simplement connexe, y est le prolongement analytique de @ sur S, ce qui termine la
preuve.

Remarque 1.7 Nous avons vu dans la remarque (1.3) que ’on peut choisir divers types
de chemins pour définir I'application Fy. Dans tous les cas, I'unique solution de ’équation
de point fixe (1.13) est une solution bornée de (1.11) sur S. D’apres la proposition (1.2), on
obtient donc toujours la méme solution de (1.11) quel que soit le chemin du type évoqué
dans la remarque (1.3). A

1.3 Définition et propriétés des séries Gevrey

Dans cette partie, nous donnons les définitions de série Gevrey et de développement
asymptotique Gevrey ainsi qu’un résultat que nous utiliserons dans ce travail: le lemme
de Watson-Gevrey. On pourra trouver plus de détails sur cette théorie par exemple dans
[RAMI3], [BAL94] ou [HS99)].

C’est & H. POINCARE que ’on doit la théorie asymptotique classique: il «I’a élaborée avec
I'idée de ’appliquer aux équations différentielles analytiques: sa principale motivation était
de donner un sens & une série formelle divergente d’une telle équation différentielle, c’est-
a-dire d’«incarner» une solution formelle en une vraie solution» (voir [RAM93] p.74). Pour
POINCARE, la définition de développement asymptotique est la suivante:

Définition 1.4 Soit S un secteur ouvert de sommet l'origine du plan compleze (ou de la
surface de Riemann du logarithme) et f une fonction holomorphe sur S. On dit que f
admet comme développement asymptotique sur S la série formelle Y 2, a;et si:

OB
i=0

On pourra trouver plus de résultats sur cette théorie dans l’article [PAR99] que j’ai écrit
pour la Revue de Mathématiques de I’Enseignement Supérieur et qui reprend de nombreux
passages de [CL55] et [WAS76]. Citons par exemple un théoreme d’existence asymptotique
appelé théoreme de Borel-Ritt : pour toute série formelle et tout secteur d’angle fini donné
sur la surface de Riemann, il existe une fonction holomorphe dans ce secteur admettant la
série formelle précédente comme développement asymptotique.

VneN, IM, >0, Ve e S, < Myle|™ .

Le reproche essentiel que 'on peut faire a cette définition est qu’elle ne permet pas de
contréler comment les constantes M, de la définition dépendent de n. En pratique, on
peut imaginer que ces constantes se comportent comme des exponentielles de n pour les
premiers termes puis «explosent» en des puissances de n!: c’est cette information que nous
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almerions connaltre.

Au début du xx¢siécle, G.N.WATSON introduit dans [WAT11l] de mnouveaux
développements asymptotiques connus aujourd’hui sous le nom de développements asymp-
totiques Gevrey et c’est & la fin des années 70 que J.-P.RAMIS réintroduit les développements
asymptotiques Gevrey pour les appliquer a des équations différentielles dans le champ com-
plexe. On donne ici les définitions de séries Gevrey et de développements Gevrey :

Définition 1.5 On dit qu’une série formelle Y > o are™ € C[[¢]] est Gevrey d’ordre s € Ry
st
IM,N)eRE, VreN, |a,| < MN'T(rs+1)

ou T est la fonction Gamma usuelle.

Notation: Dans toute la suite, on notera

S(a,8,R) = {e€C 0<l|e|]<Reta<arge<pf},
S(a,8) = {e€C, a<arge <}

et pour V = S(a, 8, R) et V! = S(d/, 3, R'), la notation S’ & S signifieraa < o < ' <
et 0 < R' < R.

Définition 1.6 Soits € Ry, Re R}, (a,0) € R? tels que o < B et f : V — C holomorphe
avec V = S(a, 5, R).

On dit que f admet comme développement asymptotique Gevrey d’ordre s dans S la série
formelle >~2° ( are™ si pour tout secteur V' GV, il existe M >0 et N > 0 tels que

n—1
fle)— Z are”
r=0

Sans en donner de démonstration, notons que ’ensemble des fonctions holomorphes sur S
admettant un développement asymptotique Gevrey d’ordre s a l’origine est une C-algébre
différentielle (+, ., %). De plus, toute série formelle Gevrey d’ordre s ou toute fonction
admettant un développement asymptotique Gevrey d’ordre s est aussi Gevrey d’ordre §

supérieur ou égal a s.

Vn e N, Vee V| < MN"T(ns + 1)|e|”

Nous pouvons maintenant généraliser ces définitions au cas ol f est une fonction holo-
morphe en les variables z € S et ¢ € V, ou S est un certain domaine de C.

Notation: Si H est une série formelle, nous noterons dans la suite H; le coefficient du
i®terme de H dans son écriture en série.

Notation: Dans toute la suite on note Hol(S,C) 'ensemble des fonctions holomorphes
de S dans C et Hol, (S, C) I'ensemble des fonctions holomorphes bornées de S dans C.

Définition 1.7 Soit S = S(a,3,R). On dit qu’une série semi-formelle > 2 ar(z)e" de
Holy, (S, C)[[e]] est Gevrey d’ordre s € Ry uniformément sur S si pour tout secteur S’ G S,
il existe M >0 et N > 0 tels que

VreN, Vze S, |a.(2)] < MN'T(rs+1) .

On notera dans la suite Hol(S,C)[[e]]s ensemble de ces séries semi-formelles.
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Définition 1.8 Soit S = S(a,,R). On dit qu’une série semi-formelle 22 ar(z)e" de
Holy,(V,C)[[e]] est Gevrey d’ordre s € R au sens strict uniformément sur S si:

IM,N)eRE, VreN, Vz€S, |ar(2)] < MN'T(rs+1) .
On notera dans la suite Hol(S, C)[[¢]]5 'ensemble de ces séries semi-formelles.

Définition 1.9 Soit s € R}, S = S(a,3,R) et V = S(au, b1, R1) avec R,R; € R et
a,B,a1,01 € R tels que a < 8, ay < (.

On considére f : S x V. — C holomorphe et on dit que f admet comme développement
asymptotique Gevrey d’ordre s dans V uniformément sur S la série semi-formelle
Yoo ar(z)e” de Hol(S,C)[[e]] si pour tout secteur S G S et tout secteur V' G V, il
existe M > 0 et N > 0 tels que

VneN, Vee S, Vze V| < MN"I'(ns + 1)|e|™ .

n—1
fz6) = 3 ar(e)e”
r=0

On notera f(z,€) ~s Y ocgar(2)e", € €V unift sur S .

Définition 1.10 Soit s € R}, S = S(a,3,R) et V = S(a1,p1,R1) avec R,R; € R’ et
a,B,a1,01 € R tels que a < 8, ay < (.

On considére f : S x V. — C holomorphe et on dit que f admet comme développement

asymptotique Gevrey d’ordre s dans V uniformément sur S au sens strict la série semi-
formelle Y72 ar(z)e™ de Hol(S,C)[[e]] s’il existe M >0 et N >0 tels que

VneN, Vee S, VzeV, < MN"T'(ns + 1)|g|”

n—1
Fze) =Y ar(2)e
r=0

On notera f(z,e) ~3 Y o2 ar(2)e", e €V unift sur S

Il est encore possible de généraliser ces définitions a des fonctions vectorielles ou matricielles
que nous manipulerons dans la suite de ce travail. On effectue cette généralisation en
remplagant les valeurs absolues dans les inégalités ci-dessus et ci-dessous par des normes
convenables.

Pour un vecteur v = (v1,... ,vy), on considérera la norme infinie

n
[|v]| = sup|uvi|

i=1

et pour la matrice 4 = (a;) j)e[1,n]? la norme associée
n
n
14| = stp [ > |aiy|
1 \io

Nous utiliserons abusivement la méme notation pour ces deux normes, liées par 'inégalité :

|| Ao|| < [|A]|[]v]|

pour toute matrice A et tout vecteur v. Cette inégalité nous sera bientét trés précieuse
pour les majorations que nous effectuerons dans les estimations Gevrey.
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Parmi les fonctions admettant un développement asymptotique Gevrey d’ordre s, il existe
un sous-ensemble appelé fonctions plates Gevrey d’ordre s. On donne ici une définition de
ces fonctions ainsi qu’une caractérisation que nous utiliserons dans le chapitre 5.

Définition 1.11 Soit s € R}, S = S(a,3,R) et V = S(ai,P1,R1) avec R,R; € R et
a,B,a1,B1 € R tels que a < 8, ay < (.

On considére f : S X V. — C holomorphe et on dit que f est plate Gevrey d’ordre s
uniformément sur S lorsque € tend vers 0 dans V si

f(z,€) ~s04+0e+ - +0"+--- , e €V unift sur S

Proposition 1.3 Soit s € Ry et S,V deuz secteurs ouverts bornés de sommet 0. On
considére f : S x V. — C holomorphe. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est plate Gevrey d’ordre s uniformément sur S lorsque ¢ tend vers 0 dans V

2. Pour tout secteur V' GV, il existe a, 3 € R tels que
_1
Vee V', Vze S, |f(z,€) < Be@el™®

On pourra par exemple trouver une démonstration de cette caractérisation dans [BAL94]
ou [HS99]. Il s’agit d’un résultat classique en théorie Gevrey. De méme, nous ne donnerons
pas de démonstration du lemme de Watson que nous énongons ci-apres: le lecteur pourra
se reporter aux deux mémes livres. Explicitons tout d’abord les notions de transformée de
Borel formelle et de transformée de Laplace tronquée.

Définition 1.12 Soit s € R et S un secteur ouvert borné de sommet 0.
Soit f(z,€) = Yorgar(z)e” € Hol(S,C)[[e]l3, c’est-d-dire qu’il existe M, N > 0 tels que
VreN, Vze S, |a,(2)] < MN"T(rs+ 1)

On définit, pour tout z € V et tout t € D(0,1/N), la transformée de Borel formelle d’ordre
s de f par

Définition 1.13 Soitr,T € R et S un secteur ouvert borné de sommet 0. Soit Bf comme
dans la définition (1.12). On suppose 0 < T < 1/N. On définit la transformée de Laplace
tronquée d’ordre % de Bf par

r—1

Lt (Bf) (z,€) = T/OTe_i_:gr_le(z,t)dt

pour tout z € S et tout € € S(—4, 7).

Lemme 1.4 (Watson-Gevrey) Awvec les notations des définitions (1.12) et (1.18), on a
pour tout secteur borné V & S(—4-,a7) -

Lt (Bf) (z,€) ~1 f(z,e), ee€V unift surS .
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Chapitre 2

Solution fondamentale formelle au
voisinage des singularités 0 et z;

Dans ce chapitre, nous considérons les systémes différentiels linéaires
7Y = A(2)Y (2.1)
et z(z" —€)Y' = A(z,e)Y (2.2)

ott A(z,e) = A(z) + 2(2" —€")C(z,€). On suppose également que A et C sont holomorphes
sur un voisinage de 0 et & valeurs dans M,,(C) avec C(.,0) = 0.

Aprés avoir mis ces systémes sous une forme que nous appelerons «préparée»,

nous énoncerons un lemme de splitting pour (2.2) au voisinage de 0 puis de
2ikw s . . .

zrp = e€er . k = 0,...,7 —1 et nous mettrons en évidence un invariant dans les

transformations successives.

Nous montrerons alors P'existence d’une solution fondamentale formelle de (2.2) sous la
forme

. 2 Do(e)+Dy (e)t+-++Dy ()" 4,
Y(z,¢) = H(z,e)e i —e")
ou Dy,...,D, sont des matrices analytiques bien déterminées et H est successivement

élément de Hol(V, M, (C))[[z]] puis de Hol(V,M,,(C))[[z — zx]] (V désignant un certain sec-
teur d’origine 0). Enfin, nous verrons que ces solutions formelles convergent respectivement
dans des voisinages de 0 et z; dont le diameétre tend vers 0 avec ¢.

2.1 Réduction du probléme, mise sous forme préparée

Remarquons tout d’abord que le systéme (2.1) admet une singularité de rang de
Poincaré r en 0. Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que la matrice fonda-
mentale Ag = fl(O) a toute ses valeurs propres distinctes, méme si nous verrons qu’il est
possible, dans le lemme de splitting formel, d’affaiblir cette hypothése.

2ikm

Le systéme (2.2) admet r + 1 singularités régulitres en O et 2z = ee + , k=0,... ,r—1
avec les résidus
ple) = —% en 0
et pr(e) = Ar(jf) enzy, k=0,...,7r—1.

Commencgons par mettre les systémes précédents sous une forme préparée en effectuant un
changement d’inconnue convenable. Cette forme préparée sera utilisée dans le reste de ce
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travail et permettra de simplifier de nombreuses démonstrations.

Nous avons déja vu dans le chapitre 1 que la matrice Ay ayant toutes ses valeurs propres
distinctes, il en est de méme des valeurs propres A;(z),... ,A\n(2) de A(z) sur un certain
voisinage de l'origine et qu’il existe donc 7" holomorphe et inversible en 0 telle que

(T7YAT)(z) = D(z) = diag(Ai(2), ... , An(2)) -

Si on effectue la transformation Y = TW, les équations (2.1) et (2.2) sont transformées en
les nouvelles équations sous forme «préparée»

W = (D(z) + 2"t (C’(z) — T'(z)T_l(z))) w
et z2(z" —e" W' = (D(z)+z2(z" —€") (Clz,e) = T' ()T (2))) W

Quitte a effectuer ce changement d’inconnue, nous supposerons pour la suite de ce travail,
sauf indication contraire, que les fonctions matricielles A et A sont de la forme

A(z) = D(2)+2C(2) (2.3)
et A(z,e) = D(z)+z(z" —€")C(z,¢) (2.4)

avec C(.,0) = C. Les systémes (2.1) et (2.2) vérifiant les conditions précédentes seront dits
«sous forme préparée». Remarquons pour finir que les résidus de (2.2) sont alors

ple) = —Do = _dmgQue) g
) = D"(':rk) - diag()\l(z’;)s’r'"’Ar(zk)) enzg, k=0,...,r—1.

2.2 Solution formelle (puis convergente) au voisinage de 0

Nous allons montrer dans cette partie ’existence d’une transformation ¥ = P(z,e)W
pour le systéme (2.2), ou P(0,0) est inversible et telle que le systéme obtenu pour W
soit plus «joli» que (2.2) c’est-a-dire un systéme par blocs donnant lieu & des systémes de
dimension plus petite.

Enongons pour cela un lemme de splitting semblable au lemme (1.1), précédé des définitions
suivantes :
Définition 2.1

1. On appelle secteur autorisé tout secteur V. de sommet 0 dans C tel que

arg(Ay — Ap) n 2k
7 7

Vk € Z, Y(u,v) € [1,n]?, u#v= (VsEV, arge #*

2. On appelle secteur autorisé au sens fort tout secteur de sommet 0 inclus strictement
dans un secteur autorisé.

Rappel: Ici, dire que le secteur Vi = S(aq, 1, R1) est inclus strictement dans le secteur
Vo = S(ag, B2, Rs) signifie que 'on a:

as < ayp < B < B

et Ry <Ry saufsi Ri = Ry = +00
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Définition 2.2 Soit n € N* et V un secteur autorisé. On dit que A € Hol(V,M,,(C))][[z]]
vérifie les conditions (COND1) du splitting si l’on peut écrire :

A(z,e) = D(z) + 2(2" — €")C(z,¢)

ot C € Hol(V,M,,(C))[[z]] et D est diagonale holomorphe dans un voisinage de 0. On dira
alors que D est une matrice diagonale associée a la condition (COND1).

Lemme 2.1 Soit n € N*, p € N tel que 1 <p < n et V un secteur autorisé pour Ag.
Si A € Hol(V,My(C))[[z]] vérifie les conditions (COND1) du splitting avec pour matrice
diagonale associée D, alors il existe P € Hol(V, M, (C))[[z]], P(0,0) = I, qui transforme,
par le changement d’inconnue Y = PW , l’équation
2(z" —e"Y'(z,e) = A(z,6)Y(z,¢)
en Uéquation z(2" —e")W'(z,e) = B(z,e)W(z,¢),

ot B € Hol(V,M,,(C))[[z]] est de la forme

B 0 11 22
De plus, si l'on écrit D = diag(D1, D2), D1 € My(C), Dy € M,,_(C), alors B'! et B??
vérifient la condition (COND1) du splitting avec pour matrices diagonales associées respe-
ctivement D1 et Do.

Montrons d’abord comment ce lemme nous permet d’obtenir le résultat annoncé en in-
troduction. Tout d’abord, remarquons que la matrice A du systéme (2.2) remplissant la
condition (2.4) vérifie également la condition (COND1) du splitting.

Le lemme précédent nous permet d’effectuer un splitting du premier systéme en deux
systémes de tailles plus petites:

2(2" —e")Y{(2,6) = BY(z,e)Y1(z,¢)
et z2(2" —e")YJ(z,e) = BZ(z,6)Ya(z,¢)

vérifiant la condition (COND1). Cela signifie que 'on peut se ramener en appliquant un
nombre fini de fois ce lemme & des équations scalaires de la forme

22" ="y = (Ni(2) + 2(2" — €Meilz,€)) y (2.5)

ol \;(z) est la i€ valeur propre de D(z) et que nous avons déja traitées dans la partie (1.1):
on a vu qu’il existe une solution fondamentale de (2.5) de la forme

2 AL () FA] ()t +AT ()"

y(z,e) = ili(z’g)e 0 t(iT—eT) dt

ol h; € Hol(V,C)[[z]] vérifie h;(0,0) = 1 et les XY, p € [0, 7] sont définis pour 7 € [1,n] par
o

A (e) = Nig, Ai ZAWHZ =" Agriri e (2.6)
g=0

La solution du systeme de départ est de la forme ¥V = PW ou 15(0,0) est inversible et
P € Hol(V,M,,(C))[[2]]. Ainsi, de splitting en splitting, on obtient finalement une solution
fondamentale de (2.2) de la forme:

2 Do(e)+Dy (€)t+-+Dr ()" 4,

Y(z,e) = I:I(z,e)ef tEm—e")
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ot H € Hol(V, M, (C))[[z]] et H(0,0) = I,,, et Do(e), D1 (), ... , D,(¢) sont définies par
o0 o0
Dy() = Do, D1(e) =Y Dgri1”,..., Dp(e) =Y Digir)r e (2.7)
g=0 g=0
si on note D(z) =Y 2, D;z'. Remarquons de plus que l'on a
' lim D;(¢) = D;
Vi € [0,7], lim i(€) i

Cela nous permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoreéme 2.1 Considérons le systéme (2.2) et la condition (2.4) et supposons de plus
que les valeurs propres de la matrice principale Dy soient toutes distinctes. Si V est un
secteur autorisé de rayon assez petit, le systéme (2.4) posséde une solution fondamentale
formelle de la forme

N I Do(e)+Dy (e)t+:-+Dr(e)t” 4,

Y(z,¢e) = H(z,¢)e £t —e") (2.8)

ot H € Hol(V, M, (C))[[z]] est telle que H(0,.) = I et Dy(),Di(¢), ... ,D,(c) sont des
matrices diagonales holomorphes de ¢ en 0 définies par (2.7).

Preuve du lemme (2.1): Pour simplifier les notations, nous noterons ici P = P.
Posons Y = PW. Le systeme différentiel (2.2) est transformé en

2(z" — ") (P'W + PW') = A(z,e)PW
soit 2(z" —e")PW' = (A(z,e)P —z(z" —")P" )W
Le nouveau systéme s’écrit alors
2(2" — " )W' = B(z,e)W (2.9)
si B vérifie I'’équation de transformation
2(2" —€")P' = A(z,e)P — PB(z,¢) (2.10)

Tout le probléme revient donc & trouver P, B € Hol(V, M, (C))[[z]] vérifiant cette équation
avec B sous la forme diagonale-blocs désirée et P(0,0) = I,. On pose:

On a alors:
e . o . e .
PI:ZPizl—l , ZPI:ZP'L'Z'L , et ZT+1PIZZPiZ1+T
i=1 i=1 i=1
L’équation de transformation (2.10) conduit aux équations
A0(€)P0 - P().Bo(e) =0 (211)

(Ao(e) +1e")P = PiBo(e) = Y (PsBis(e) — Ai—s(e)Ps) + (I —7)d15 Pier, LEN*  (2.12)
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ol §;~, vaut 1 sil > r et 0 sinon. Remarquons que ’on a Ay(¢) = Dy grace a la condition
(2.4).

L’idée principale de ce lemme de splitting est de chercher P(z,¢) sous la forme

12(,
P(z,a):I+<P21?z,€) P g’€)>

avec P?(z,¢) = O(z) = P'2(z,¢). On choisit donc Py = I puis By(e) = Ag = Dy de sorte
que 1’équation (2.11) est alors vérifiée. Ecrivons la condition (2.12) sous la forme suivante :

(Ao(e) +1e")P, — P By(e) = By(e) + H;, l € N* (2.13)
-1
ot Hy =Y (PsBi_s(e) — Ai_s(e)Ps) — Aie) + (I = m)0>r Py, 1EN
s=1

Avec les notations précédentes, la condition (2.13) est équivalente &

At + e 0 0 P2\ (0 B2 A0\
0 AR +1e” P? 0 P2 0 0 A2 )~
Bi'+1e" 0\ ( H' H?

0 B2 HP' HP?

c’est-a-dire pour tout | € N* aux équations

Bl (e)+ H'(e)=0 (2.14)
(Ag'(e) +1e")P*(e) — P? A (e) = H}?(e) (2.15)
(A () + 1) P (e) — PP Ag'(e) = H{'(e) (2.16)

(2.17)

BP?(e) + H?(e) =0

On raisonne maintenant par récurrence: nous avons fixé By et P, constantes donc
holomorphes sur V. Montrons que si I’on suppose connus By,...,B;_1 et Py,...,P_1
holomorphes sur V, alors B; et P, sont déterminés de maniére unique par les équations
précédentes et sont holomorphes sur V .

Remarquons tout d’abord que lorsque By,...,B;_1 et Py,...,P,_1 sont connus, H; est
entiérement déterminée, holomorphe sur V' par définition. Alors, vu les équations (2.14) et
(2.17), on a

Bil(e) = —H;'(e) et BP*(e) = —H*(e)

donc Bj est déterminé de maniére unique et holomorphe sur V. De plus, en transformant
Iéquation matricielle (2.15) en un systéme vectoriel & p(n —p) éléments (en mettant les co-
lonnes de P2 les unes en-dessous des autres), on obtient un systéme diagonal car A}' = D]
et A22 = D3. Ses coefficients sont

M— M+l avecl<u<p<ov<n,

autrement dit, ce systéme admet une solution, unique, si et seulement si aucun de ces
coefficients n’est nul. Rappelons que sie € V, on a

arg(Ay — \y)

Y(u,v) € [1,n]?, u #v, arge # .
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d’ou

Ve N*, Y(u,v) € [1,n]?, u#v, arg(le”) # arg(Ay — M)
Cela implique en particulier qu’aucune des valeurs précédentes ne s’annulle sur V. Comme
ce sont des fonctions holomorphes de ¢ sur V, Pl12 est déterminé de maniere unique et

holomorphe sur V. Il en va de méme pour P?! en considérant I’équation (2.16) et cela
termine la récurrence.

Reste maintenant & montrer que B!l et B?? vérifient la condition (COND1) du splitting.
En écrivant 'équation de transformation (2.10) pour

0 P12
P:I+<P21 0 >a

on obtient les équations
0 = All +A12P21 o Bll
z(zr _ 87")(1312)/ A11P12 o P12B22 + A12
Z(Zr _ 67‘)(]321)/ A22P21 _ P21Bll + A21
0 = A22 + A21P12 . B22

On en déduit, en utilisant par exemple (2.18) et la condition (COND1) pour A:
Bll — All +A12P21 — Dl(z) + Z(Zr _ ST)Cll + Z(Zr _ ST)012P21

soit B''(z,e) = D'(2) + 2(2" — €") (C'}(2,¢) + C'*(2,£) P?!(2,¢))

Ainsi, comme on a vu que C! +C*2P?! € Hol(V, M,(C))[[z]], on en déduit immédiatement
que B! vérifie les conditions (COND1) du splitting avec pour matrice diagonale associée
D!'. Il en va de méme pour B?? et D?, ce qui termine la preuve de ce lemme. O

Remarque 2.1 Nous venons de montrer ’existence d’un invariant par une transforma-
tion du type Y = P(z,&)W précédent. Considérons 'anneau A = M, (C)[[z,¢]] des séries
formelles en les deux indéterminées z,e sur M, (C) et 1'idéal Z = z(z" — e").A de A. Nous

avons vu que si les valeurs propres de A(z,¢) € A modulo Z sont A;(z),...,A,(z), il en est
de méme de B(z,¢) € A. A
Remarque 2.2 Remarquons que la condition obtenue pour les secteurs autorisés est tout
a fait naturelle. En effet, le résidu de I’équation (2.2) en 0 étant p(e) = —DE(P ) 1a théorie

des équations différentielles & singularité réguliére en 0 (voir [WAST76] chap.II) nous permet
d’affirmer qu’il existe une solution fondamentale de (2.2) de la forme

ou F; est holomorphe sur un voisinage de 0, sous la condition que les valeurs propres de
p(e) ne different pas d’un entier, c’est-a-dire

i A
y 4 2 . . i j
V(Z,])E[[l,n]],VIGZ,Z#J:>8_T__8T#l

ou encore V(i) €[1,n]?, VIEZ, i #j= X\ — Aj # e

ce qui est exactement la condition pour les secteurs autorisés. A



au voisinage des singularités 0 et zj, 37

Remarque 2.3 En comparant le lemme de splitting (2.1) avec la détermination d’une
solution formelle dans le splitting (1.1) (voir [WAS76] chap.IV et le chapitre 1 de cette
thése), on peut constater que les équations conduisant & la solution formelle p= Yo Pzt
sont exactement les équations (2.14)-(2.17) lorsque l'on remplace € par 0. Cela signifie que
I’on a pour tout [ € N,

lim Py(e) = P

e—0

A

Nous allons voir maintenant que les solutions obtenues dans Hol(V,M,(C))[[z]] sont
convergentes dans un voisinage de 0 dont le diameétre tend vers 0 avec .

En éliminant B dans (2.20) avec (2.18) dans la preuve du lemme (2.1), on obtient une
équation différentielle quadratique pour P?!, & singularité réguliére en 0

22" — ") (PPY = A 4 A22pY _ pRlgll _ p2lgl2ph (2.22)

Considérons Iéquation (2.2): ici A est holomorphe dans un voisinage de 1’origine donc P?!
obtenue dans le premier splitting est solution de I'équation (2.22) et les coefficients sont
holomorphes. 11 s’agit d’une solution formelle d’une équation a singularité réguliere en 0
qui converge donc (voir [WAS76] chap.IT) dans un voisinage de l'origine.

Finalement P(.,e) converge dans un voisinage de l'origine et il en est de méme de B(.,¢)
vu les relations (2.18) et (2.21). Ainsi, de splitting en splitting, on obtient finalement une
solution de (2.2) de la forme (2.8) ot H(.,¢) est holomorphe dans un voisinage de 0.

Toutefois, ’équation (2.22) étant quadratique et non pas linéaire, il est impossible de donner
a priori un voisinage de convergence (minimal) pour P(.,¢). On va tout de méme montrer
que H(.,e) converge au moins sur D(0, [¢]). En effet, on a pour tout e € V':

t,
- t(?r(fzr) dt

H(z,e) =Y(z,¢)e avec Q(t,e) = Do(e) + Di(e)t + -+ + Dp(e)t"

d’otur:

N 2z _Q(te) _rz _Q(te)
Hl(z,&.) — Y( ) f T —e") dt Y(Z,E:) Q(zs f = Er)dt

z(z"— s’)

t,
- I ey at

soit 2(z" — "V (z,6) = Alz,e)Y (2 ¢)e LY (z,e)e IR EQ( )

car @ est diagonale et finalement :
Z(zr - €T)ﬁl(z7 6) = A(zv 6)]?(2, 6) - IA{(Z’ E)Q(Z’ 6)

Quitte a transformer cette équation matricielle en une équation vectorielle comme nous
'avons déja fait, on peut affirmer que H (.,&) vérifie une équation différentielle linéaire
dont les coefficients sont holomorphes sur D(0, |¢|) — {0}, et H{(.,¢) est donc holomorphe
sur D(0,|e|) (au moins).

Remarque 2.4 Le domaine de convergence de H(.,¢) tend au sens de I'inclusion vers {0}.
C’était évidement prévisible puisque pour ¢ = 0, '’équation (2.2) devient une équation avec
une singularité de rang r > 0 en 0: ses solutions canoniques (non formelles) ne sont pas
définies sur des disques mais sur des secteurs d’origine 0 comme nous l’avons vu dans le
chapitre 1. A
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En regroupant tous les résultats et les remarques précédentes, on peut alors énoncer le

Théoréme 2.2 Considérons le systéme (2.2) et la condition (2.4) et supposons de plus que
les valeurs propres de la matrice principale Dy sont toutes distinctes. Si V' est un secteur
autorisé de rayon assez petit, le systéme (2.4) posséde une solution fondamentale de la
forme

N 2z Dg(e)+Dq(e)t+---+Dyp(e)t" dt

Y(z,e) = H(z,¢)e’° HE =)

ot H(.,¢) est holomorphe pour tout ¢ € V sur D(0, |¢|), Ho(e) = I, et vérifie

Vi e N*, lim H;(e) = H;
e—0

De plus, Dy(g),D1(e),... ,Dy(g) sont des matrices diagonales holomorphes en ¢ définies
par (2.7) sur un voisinage de 0.

2.3 Solution formelle (puis convergente) au voisinage de zj

Dans cette partie, nous allons effectuer un travail semblable & celui de la partie (2.2),
mais au voisinage de chacune des singularités z;, k = 0,... ,r — 1. Nous ne reviendrons pas
sur ’ensemble des démonstrations car elles sont tout & fait analogues a celles de la partie
(2.2). Enoncons pour commencer la

Définition 2.3 Soit n € N*, k € [0,7 — 1] et V' un secteur autorisé au sens strict de
rayon assez petit. On dit que A € Hol(V,M,,(C))[[z — zx]] vérifie les conditions (COND1-k)
du splitting si l’on peut écrire :

A(z,e) = D(2) + 2(2" — €")C(z,¢)

ot C € Hol(V,M,(C))[[z — zx]] et D est diagonale holomorphe dans un voisinage de 0. On
dira de plus que D est une matrice diagonale associée a la condition (CONDI1-k).

Remarque 2.5 Ici, D est holomorphe au voisinage de 0 donc pour ¢ € V de module
assez petit, D est holomorphe en z; et D € Hol(V,M,(C))[[z — z]]- De méme, si on pose
f(z,e) = 2z(2" —¢€"), on a f € Hol(C, C)[[z — zg]]. On a méme Hol(C, C),41[z — 2] car f est
un polynéme de degré r 4+ 1 en z. Plus précisément, on a:

flzoe) = 2T —e"2 = (z—zp+2) T —¢"2
= Y Cing e — ) — e
G (r+ D)2z — 2) — €7z + Tty Oz 7 (2 — )
= "zp—e"z+(r+1)e"(z—2z;) + Z:izl C,’;Hz;ﬁl*’(z — )¢

= re"(z —2k) + Z:;Bl C’,’;Hzfc“*i(z — ).

On peut alors énoncer le

Lemme 2.2 Soitn € N*, k € [0,7—1], p e N tel que 1 <p < n etV un secteur autorisé
au sens strict pour Ap.

Si A € Hol(V,M,,(C))[[z — zx]] vérifie les conditions (CONDI1-k) du splitting avec pour
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matrice diagonale associée D, alors il existe P € Hol(V, M, (C))[[z — z]], P(2k,0) = I,
qut transforme, par le changement d’inconnue Y = PW, ’équation

z2(z" —e"Y'(z,e) = A(z,e)Y(z,¢)
en Uéquation 2z(z" —e")W'(z,e) = B(z,e)W(z,¢) ,

ot B € Hol(V,M,,(C))[[z — zx]] est de la forme

Bll 0 11 22

De plus, si Uon écrit D = diag(D', D?), D' € M,(C), D* € M,_,(C), alors B! et
B?2 yérifient la condition (CONDI1-k) du splitting avec pour matrices diagonales associées
respectivement D! et D?.

Ayant supposé que C est holomorphe au voisinage de 0 et A de la forme (2.4), il est clair
que A vérifie les conditions (COND1-k) du splitting. En raisonnant par récurrence et en
appliquant un nombre fini de fois le lemme précédent, on en déduit, comme on I’a fait dans

(2.2), le

Théoréme 2.3 Considérons le systéme (2.2) et la condition (2.4) et supposons de plus
que les wvaleurs propres de la matrice principale Dy sont toutes distinctes. St V est un
secteur autorisé au sens strict, de rayon assez petit, le systéme (2.2) posséde une solution
fondamentale de la forme

2 Do(e)+Ds (©)t+-+Dy ()" 4,

Y(z,¢) = H(z, s)ef H(E" =)

ou, pour tout ¢ € V, I-:T(.,a) est holomorphe sur D(zx, Rc) (R = min(|e],2|e|sin 7)),
Ho(e) = I, et vérifie

e—0

De plus, Dy(g),D1(€),...,Dy(¢) sont des matrices diagonales holomorphes en ¢ définies
par (2.7) sur un voisinage de 0.

Remarque 2.6 Le théoréme précédent implique que l'on a H (2x,0) = I,. A

Preuve du lemme (2.2): Pour simplifier les notations, nous noterons ici P = P. Posons
Y = PW. Le probléme revient a trouver P et B vérifiant ’équation de transformation (2.10)
sous la forme

o [e 0] o
P = ZP (z —z1) :ZPi(z—zk)i et B:ZBi(e)(z—zk)i:ZBi(z—zk)i .
i=0 i=0 i=0
Mutatis mutandis, on obtient pour les P;, B;, i € N, les équations suivantes
Ao(e)Po — PoBo(e) = 0 (2.23)
(Ao(e) —lre")P, — PBy(e) = B;+ H;, [>1 (2.24)
-1 inf(r+1,0)
avec H; = Z(PSBO —Aj_sPy) — APy + Z l +1-— +1Z£+1is r+l—s -

s=1
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On cherche toujours P sous la forme

120, .
P(z,s):I+(P21?Z’€) P E)’ )>

et on pose alors Py = I et By = Ag. Les équations correspondant & (2.14)-(2.17) dans la
partie précédente sont données pour tout [ € N* par

Bll(s) +H'e) =0 (2.25)
(Ag'(e) —Ire") 11 (e) — P?AS(e) = H;?(e) (2.26)
(Azz(s) lre") P (e) — P Agt(e) = Hi' (e) (2.27)
BP(e) + H?(e) =0 . (2.28)

En transformant I’équation matricielle (2.26) en une équation vectorielle & p(n — p) incon-
nues, on obtient un systéme linéaire diagonal dont les coefficients sont

Au(e) = Ap(g) = lre” avec 1<u<p<v<n,
et on a
|rarge —arg(Ay(e) — Au(€))| > |rarge —arg(Ay — Ay)| — | arg(Ay(e) — Au(e)) —arg(Ay — Ay)| -
Or V est un secteur autorisé au sens fort, et il existe donc § > 0 tel que pour tout € € V
|rarge —arg(Ay — Ay)| > 26 .

De plus, pour |e| assez petit, on a |arg(A,(g) — Au(e)) — arg(Ay — Au)| < 4.

Ainsi, pour tout ¢ € V de module assez petit et tout (u,v) € [1,n]? on a:
|rarge —arg(Ay(e) = Ay(€))| >8>0 pourl<u<p<v<n.

Ainsi, aucune des valeurs précédentes n’est nulle si le rayon de V est assez petit et on
détermine ainsi H; puis Pl12 et Pl21 de maniére unique et par récurrence sur ! comme dans
la partie (2.2). Ceci conclut la démonstration du lemme. O

Fi1Gc. 2.1: Domaine de convergence de I-:T(.,e) au voisinage de zj

D.cv. de H(.,¢) au voisinage de 0

D.cv. de H(.,¢) au voisinage de z

Figure réalisée pour » = 12. Pour k£ = 1, le domaine
de convergence de H(.,¢) est donc (au moins) D(z1,2|e|sin {5).



au voisinage des singularités 0 et zj, 41
Remarque 2.7 Comme dans le théoréme (2.1) de la partie (2.2), la série formelle H vérifie
I’équation différentielle

2(z" — ") H'(2,€) = A(z,e)H(z,¢) — H(2,€)Q(z,¢) .

Les singularités de Q étant 0,z,...,2_1, H(.,e) est holomorphe sur D(z, R.) pour
R, = min(|e, 2|¢| sin ) (voir figure ci-dessus). A
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Chapitre 3

Confluence de solutions
analytiques sur des secteurs de
sommet O

Dans ce chapitre, nous considérons toujours les systémes différentiels linéaires
7Y = A(2)Y (3.1)
et z(z"—€"Y' = A(z,e)Y (3.2)

mis sous les formes préparées (2.3)-(2.4). Dans un premier temps, nous allons transformer
le systeme différentiel (3.2) en une équation de point fixe dont les solutions satisfont (3.2).
Nous serons alors amenés & considérer un opérateur défini par une intégrale sur un certain
espace de Banach B.

Dans le but de montrer que cet opérateur est une contraction sur une partie fermée de B,
il nous faudra tout d’abord étudier les lignes de niveau de certaines fonctions R;(., ).

Ensuite, nous choisirons soigneusement les chemins d’intégration de cet opérateur de
maniére que les fonctions R;(.,e) soient décroissantes le long de ces chemins et nous ob-
tiendrons ainsi 'existence de solutions de (3.2) de la forme

# Do(e)+Dy ()t+--+Dr(e)t" 4,

Y(z,¢) = H(z,e)e! i =er) (3.3)

ou H(.,e) est défini sur un secteur parmi 2r secteurs de sommet 0 tels que deux secteurs
«consécutifs» soient d’intersection non vide, pour tout £ dans un secteur d’angle d’ouverture
et de rayon assez petit.

Enfin, en utilisant un théoréme d’Ascoli-Arzela, nous montrerons la limite uniforme
limH(.,e)=H
e—=0
eEV

sur chacun des secteurs précédents ou H correspond & la solution (1.8) du systéme
différentiel (3.1) de rang r, définie sur un secteur approprié.

3.1 Transformation en une équation de point fixe

Afin de parvenir & une solution de (3.2) de la forme (3.3), nous allons appliquer au
systéme différentiel linéaire (3.2) un certain nombre de transformations de splitting de la
forme Y = PW : on scinde le systeme différentiel en deux systémes plus petits pour se
ramener 3 ’étude d’équations scalaires.
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Mais, contrairement a ce que nous avons fait dans le chapitre 2, il nous faut obtenir des
solutions analytiques et non pas formelles et donc effectuer des transformations ol P est
analytique.

Comme nous n’avons encore aucune idée du domaine de définition 2 de H, nous préciserons
au fur et & mesure de nos besoins les propriétés de ce domaine.

Notation: Pour tout R > 0, on note Qr = QN (D(0, R))2.

Notation: Par la suite, le signe «’» désignera la dérivée par rapport & la premiere
variable z.

Enongons, comme dans le chapitre précédent, une définition et un lemme de splitting.

Définition 3.1 Soit n € N*. On dit que A : Q@ — M, (C) vérifie les conditions (COND2)
du splitting si on peut écrire :

1. V(z,e) €Q, A(z,e) = D(z) + 2(2" — €")C(z,¢)

ot C est une fonction matricielle holomorphe bornée sur 2

et D est une fonction diagonale holomorphe dans un voisinage de 0 telle que
Dy = D(0) a toutes ses valeurs propres distinctes

2. V(z,e) € Q, A'(z,e) = D'(2) + G(z,¢)

ot G est une fonction matricielle holomorphe sur
et lim )G(z,s) =0

(z,£)—(0,0
(2,6)eQ

On dira alors que D est une matrice diagonale associée d la condition (COND2).

La premiére assertion de cette définition nous permettra de contréler dans le lemme
suivant que les conditions nécéssaires au splitting sont réalisées pour les nouveaux systéemes
obtenus, tandis que nous utiliserons la deuxiéme assertion dans la partie (3.5) pour
montrer la convergence uniforme des solutions obtenues ici.

Remarquons immédiatement que la fonction A de l’équation (3.2) vérifie les condi-
tions (COND2) du splitting. En effet, la premiére partie de la définition précédente est
évidemment vérifiée puisque, par hypothése, A est mise sous la forme préparée (2.4) et que
Pon choisira © de diametre assez petit (et contenant 0 dans son adhérence).

De plus, on a

Al(z,e) = D'(2)+z(z" —€")C'(z,e) + (2" —&")C(z,¢) + r2"C(z,¢)
D'(z) + G(z,¢)

en posant G(z,¢) = z(z" —e")C'(z,€) + (2" — €")C(z,¢€) + rz"C(z,¢€).

Or, C étant supposée holomorphe au voisinage de (0,0) il en est de méme de C': ces
fonctions sont donc toutes deux bornées sur un voisinage de 'origine sur 2. Enfin, on a

lim 2(z"—¢")= lim (" —¢")= lim rz"=0.
(2,)—(0,0) (2,)—(0,0) (2,6)—(0,0)
(z,e)EQ (z,e)EQ (z,e)EQ

On en déduit immédiatement la seconde assertion de la définition.
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Lemme 3.1 (splitting) Soitn € N*, p e N tel que 1 <p<n Si A: Q — M,(C) vérifie
les conditions (COND2) du splitting avec pour matrice diagonale associée D, alors il existe
R>0et P:Qr— My(C) holomorphe tels que

1. P et P' soient bornées sur Qg

2. V(z,e) € Qr, P(z,¢) soit inversible, lim ;) 0,0) P(z,¢) = I, ,
(z,e)eQp

et P transforme, par le changement d’inconnue Y = PW , ’équation

2(z" —e"Y'(z,e) = A(z,6)Y(z,¢)
en Uéquation z(z" —e")W'(z,e) = B(z,e)W(z,¢),

ot B : Qr — My (C) est holomorphe de la forme

B 0 11 22
De plus, si l'on écrit D = diag(D',D?), D' € M,(C), D* € M, ,(C), alors B! et
B?2 vyérifient la condition (COND2) du splitting avec pour matrices diagonales associées
respectivement D' et D?.

La démonstration de ce lemme étant relativement longue, nous allons en donner une preuve
en admettant un certain nombre de lemmes que nous démontrerons dans la suite de ce
chapitre.

Preuve du lemme (3.1): Quitte & diminuer le rayon de 2, nous noterons dans la suite
Q) = Qpg. Nous procédons dans un premier temps et pour la technique de splitting, comme
dans le chapitre précédent. Nous avons déja vu que la transformation ¥ = PW conduit &
une équation de transformation

2(2" —€")P' = A(z,e)P — PB(z,¢) (3.4)

Puis, et c’est toute 'idée du splitting, on pose

0 P12

pour obtenir comme précédemment les équations

0 = A" 4A2p?_pH (3.6)
2(2" — 81')(]312)/ — Allpl2_ pl2pg22 , 412 (3.7)
2(2" — 67‘)(}321)/ — A22p2l _ p2lpgll | g2 (3.8)
0 = A* 4 A%pi2_pB2. (3.9)

Considérant les équations (3.7) et (3.9) (ou de fagon analogue (3.8) et (3.6)), on arrive au
systéme différentiel

Z(ZT _ 87‘)(]321)/ — A21 + A22P21 _ P21A11 o P21A12P21 (310)

qui va servir de base & notre raisonnement. En effet, en trouvant P2! vérifiant cette équation
quadratique, on peut, par (3.9), en déduire la matrice B!! correspondante (et B?? si I'on
considére les autres équations).
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Pour étudier cette équation matricielle, nous la transformons en une équation vectorielle a
p(n — p) éléments, par exemple en superposant les colonnes de chaque matrice. Cherchons
a résoudre

2(2" —eMw'(z,¢) = fo(z,€) + F(z,e)w(z,¢) + fa(z,e,w(z,¢)) (3.11)
selon les correspondances
Plesw, AP fy, AZ2P? _pPRAY 5 Fuw (3.12)

et PRARPA s fo(., ., w) .

Remarquons immédiatement que 1’on a, d’aprés la condition (COND2), A%} (z,e) = O(z)
donc fo(z,€) = O(z). De plus, F(0,)w correspond & DZ?P?' — P21 DI! donc F(0,¢) = Fy
est diagonale inversible et ses valeurs propres sont les A, — Ay, 1 <u<p<wv<n.

Dans la suite, nous noterons 71, ... ,Yp(n—p) les valeurs propres de Fp.

Enfin, on peut écrire d’aprés la derniére correspondance, fa(.,.,w) = Zp i P fgzjw, wj ou
f2ij est & valeurs dans CP("™P) et fo;i(z,€) = O(2) car A'%(z,¢) = O(2).

\

Nous pourrions dés & présent transformer cette équation en une équation de point fixe
en appliquant la méthode de variation de la constante et nous pourrions continuer ainsi
notre démonstration. Mais, dans la mesure ol nous souhaitons démontrer la convergence
uniforme des solutions obtenues, nous désirons également contréler leurs dérivées.

Ainsi, nous allons dériver ’expression (3.11) pour obtenir non pas w mais w' comme solution
d’un probléme de point fixe puis w par intégration. Si w vérifie 'équation (3.11), on obtient
par dérivation :

2(2" =M (z,€) + ((r +1)2" — e"w'(2,€) = fo(2,€)
+F(z,e)w'(z,¢) + F'(z,e)w(z,€) + Zp’]n 1p f2ij (2, )wi(z, e)w; (2, €)
+ S0 faij (2, €)wi(z, e)wy (2, €) + LIV foig (2, )wilz, e)wf(z,0)  (3.13)
On pose ,
Z=u = Z du .
w et w /0 (u,€)du

On considére alors le systéme suivant, associé a (3.13):

2(2" —e")Z (z,€) — FoZ(z,¢) = L(z,¢)Z(z,¢) + M(z,¢,Z) + N(z,¢, Z)

(3.14)
L(z,¢) = H(z,e)+e"l ou H(z,e)=(F(z,e) — Fy) — (r+1)z"
M(z,e,Z) = fi(z,¢e)+ F'(z,¢) foz Z(u,€) du
N(z,e,Z) = Z fmze ((f5 Zi(u,e) du) Zj(z,€) + Zi(z,€) ([ Zj(u,e)du))

,j=1
p(n—p)
+ > fa(z€) (J5 Zi(u,e)du) ([ Zj(u,e)du) .

3,j=1
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Afin de passer de la résolution du systéme (3.14) & la résolution d’un systéme de point fixe,
on considére I’équation

2(2" —e")Z (z,€) — FoZ(z,¢) = G(z,¢) (3.15)
et on lui applique la méthode de variation de la constante.

On notera dans la suite m(z,¢) = [* ( du

a(@ =) L’équation sans second membre associée a

(3.15) admet les solutions de la forme
Z(z,6) = oMK | K € Myn_p)(C)
En injectant cette solution dans (3.15) et en supposant K € Hol(Q2, M, _p)(C)), la méthode

de variation de la constante nous fournit une solution de (3.15) sous la forme

Z(z,e) = efom(=e) / e—romite) _Ghe)_ g (3.16)
L(z,€) t(tr - 6r)

ou L(z,¢) est un multi-chemin (c’est-a-dire un chemin pour chaque composante de Z) de
a(e) = (a1(g), - -+ ,ap(n—p)(€)) & 2z & déterminer par la suite.

On est alors amené a considérer I’équation de point fixe associée a (3.14):

Z(z,e) = eFom(z:¢) / o~ Fom(t) L(t,e)Z(t,e) + J\{(t, 8; Z)+ N(t,e, Z) Q@
o e (3.17)

Comme, pour tout & considéré, z peut dépendre de €, nous allons chercher €2 sous la forme
Q={(z,¢), ecVetzebS},

ou V et les S, seront précisés par la suite. Nous écrirons encore I’équation (3.17) sous la
forme

Z = F(Z) = ToR(Z) (3.18)
avec
T(Z)j(z,e) = eVim(z:€) fﬁ(z,s) e~ 1im(te) rﬁ”’% dt, j=1,...,p(n—Dp)
R(Z)(z,e) = L(z,e)Z(z,e)+ M(z,e,Z)+ N(z,¢,2) .

Soit B l'espace des fonctions analytiques sur Q & valeurs dans C? et bornées sur 2. Muni
de la norme

p(n—p)
[[w]| = (Su)pQ max lwj(z,¢)|
2,E)€E =

B est un espace de Banach. Pour montrer que F est une contraction, admettons pour
I'instant le lemme suivant que nous démontrerons dans la suite:

Lemme 3.2 1] existe C > 0 tel que pour tout w € B, ||T(w)|| < C||w||

Remarque 3.1 Le lemme précédent porte sur 'application 7 donc sur les chemins £(z, ¢)
que nous devons encore décrire. En fait, on pourrait ’énoncer de la fagon suivante:
«En choisissant correctement 2 et les chemins L(z,¢), on peut trouver C > 0 tel que
[| T (w)|| < Cllw|| pour tout w € B». A
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Ce lemme prouve également que 7 est une application de B dans B. De plus, si on suppose
bornée indépendamment de (z,¢) € Q la longueur des chemins £(z,¢), R(w) est bornéee
si w est. On notera: R : B — B.

Montrons que I'on peut conclure la démonstration du lemme (3.1) en admettant le lemme
(3.2):

Nous avons vu que 2 doit étre un domaine borné. Nous poserons dans la suite

R =sup{|z|, e €C, (2,6) € Q}, n=sup{le|, Iz€C, (2,¢) € Q}
(3.19)

et nous déterminerons plus tard R et n pour obtenir ) tel que F soit une contraction.

On pose dans la suite ¢ = p(n—p). D’apreés la condition (COND2), il existe Ko(R,7n), K1(R)
positifs tels que:

V(ze) €, Mak|(R)ize) < Ko(Rn)

V(z,¢) € Q, ”%l’lé’\ﬂ,-,j(z,g)| < Ki(R)
=
et
li Kyo(R,n) =0 t lim K1(R)=0.
() So O o A falR)
En effet, vu la correspondance A%' <« f; et 1'égalité (A%')(z,e) = G?'(z,¢), on a la

premiére inégalité en utilisant la condition (COND2)(2).

De plus, on a All(z,e) — Dy = (D(z) — D(0)) + z(2" — €")C}(z,e) = O(z) d’apres la
condition (CONDZ2)(1) et de méme A??(z,e) — Do = O(z). On en déduit alors

H(z,e) =F(z,e) —Fy—(r+1)z2" =0(2) — (r+1)z" = 0(z)
Enfin, il existe K3, K3 et K4 positifs tels que

Vze) €, "k |Fl(ze) < K

t,j=1

V(z,e) € Q, p$;£)|

max |(faij)x(z,6)] < Ks
1,5,k=1

Vi) €Q, mak|(fe(z,0) < Ka.

Comme précédemment, on vérifie aisément que ces inégalités se déduisent des correspon-
dances (3.12) et des conditions (COND2).

Pour montrer que ’on définit bien une contraction F, on suppose que la longueur maximale
de tous les chemins L£(z,¢), (z,e) € Q, est bornée par L(R) ou limg_,oL(R) = 0. En
particulier, on suppose que la longueur de tous les chemins considérés est bornée par un
constante que nous appelerons Ly, quel que soit le rayon R de 2, assez petit.

Autrement dit, on suppose que la longueur maximale de tous les chemins considérés tend
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vers 0 avec R : nous verrons dans la suite que ’on peut effectivement prendre de tels chemins.

Pour tout Z € B, tout j € [1,¢] et tout (z,¢) € 2, on a alors , par simple majoration:
R(Z)j(z,¢) < Ko(R,n)+(q (K1(R) + KoL(R)) +7") || Z||+¢® (2K3L(R) + K4L2(R)) || Z][ .
D’ou, pour tout Z € B,

IR(Z)|| < Ko(R,n) + (q(K1(R) + KsL(R)) +77)||Z]]
+¢* (2K3L(R) + KiL*(R)) || 2P - (3.20)

De méme, pour tout (Z, Z) € B2, tout j € [1,q] et tout (z,e) € Q, on a:

[R(2); = R(2)5| () < D 1Las (2 = Z)l(z:2) + |Fi(2:)

/ (Z — Zi)(u,€) du
ak(s)

q zk:1 B z ~ B

+k§::1\(f2kl)j(z,s)| ( /ak(e)(Zk — Zg)(u,e)du| |Z;(z,€)| + /ak(e) Zy(u,€) du| | Z; — Zi|(2, €)
+ /a,z(g)(Zl_Zl)(u’g) dul| | Z(z,¢)| + /a,z(s) Zi(u, ) dul| | Z —Zk|(z,s)>
+g_:1l(fékz)j(z,€)l( /ak(s)m—zk)(u,e)du /al(s)zl(u,s)du
’ Zu,sdu ’ Z,— 2 u, €)du ,
¥ /ak(g) () /a,(e)( (— Z)(u,e) )
d’ou finalement
IR(Z) = R(Z)I < (q(E1(R)+ KoL (R)+7")
+¢*(2K5L(R)(||Z]] + 1121]) + KaL?(R)(1| 21| + HZH))) 1z-2|. (321

On introduit maintenant By = {w € B, ||w|| < M}, partie fermée de B: c’est donc un
espace métrique complet. Nous allons voir que si 'on choisit correctement M et quitte a
diminuer le rayon de 2, F est une contraction sur Byy.

Les inégalités (3.20) et (3.21) et le lemme (3.2) montrent que pour tout Z,Z € By, on a

IF@) < (So(Byn)+6:(RmM + M%) (3.22)

AN

1F(2) - F2)l < (8B +26M) 122, (3.23)

do(R,n) = CKo(R,n) ,  &1(R,n) = Cq(K1(R) + K2L(R) +7")

et do = Cq2(2K3L0 + K4L%) .
Pour que F soit une contraction sur Byy, il suffit alors d’avoir :

61(R,m) +20.M < 1 (3.24)
et So(R,m) + 61 (R, )M + 6;M* < M. (3.25)
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On choisit maintenant R et 7 assez petits pour avoir

SR <y et bo(Rm) < 5(1/4~1/8~1/16)

DN | =

Pour R ainsi fixé, on pose M = 1/(4d2). L’inégalité (3.24) est clairement vérifiée et

11 1 1. 11 1 1
M M2<_____— _— T Ao — :M
do(R,m) + 61(R,n)M + 62 M* < 52(4 8 16)+ 240 o 1665 46

d’ou l'inégalité (3.25).

F est donc une contraction sur Bjs: elle admet un unique point fixe Z sur Bjs, solution
de léquation différentielle (3.14). Nous avions précédemment posé w = foz Z(u,€) du.
Montrons que w est solution de I'équation différentielle (3.11).

On remarquera au passage que w est bornée sur () puisque (2 est borné et que la longueur
de tous les chemins est bornée par L(R).

Pour ce faire, nous allons intégrer ’équation (3.14) entre 0 et z (ce qui signifie en particulier
que l'on doit avoir 0 € ;). On a: w' = Z et w" = Z', dou

z
q

[t(t" — e")w'(¢, 6)]3 = | fo(t,e) + F(t,e)w(t,e) + Z fori(t, €)wg(t, €)wi(t, €)
k=1 o (3.26)

Rappelons que l'on a fy(z,e) = O(z). On a vu que w' est bornée sur Q, dou
limg_,o w(t,e) = 0 et ’équation (3.26) est en fait ’équation (3.11), vérifiée par w.

Remarque 3.2 Considérant w ainsi définie, faisons tendre z vers z; avec k € [0,7 — 1].
Les correspondances (3.12) montrent que 'on a également fy(zx,e) = 0 et fori(zx,e) =0
pour k, 1 =1,... ,q, car A'2(z,e) = 0 et A?'(z,e) = 0. On obtient alors 1'égalité

F(zg,e)w(z,e) =0 .

Or, on a F(0,e) = Fy inversible donc pour ¢ assez petit, F(zx,c) est aussi inversible c’est-
a-dire w(zg,e) = 0. A

Remarque 3.3 [importante] Nous avons déterminé w, solution de (3.11), correspondant
a P2 solution de (3.10). On a vu que la norme de Z est majorée par M = 1/(48s):
remarquons simplement que ’on peut fixer ds aussi grand que 1’on veut pour avoir M aussi
petit que nécéssaire de sorte que ||w|| = ||P?|| <LM < 1.

On raisonnerait de méme avec P2 pour avoir ||P?!|| < 1 de sorte que P définit par (3.5)
soit inversible sur 2. A

Il reste & présent 3 vérifier que B'! et B?? vérifient la condition (COND2) du splitting
avec comme matrices diagonales associées respectivement D! et D2.

D’apreés (3.6) et (COND2)(1), on a pour tout (z,&) €

BY(z,e) = AY(z,¢) + A'%(z,€)P?'(2,¢)
= DY(2)+ 2(2" —€")CM(z,¢) + 2(2" — £")C**(2,€) P?}(z,¢)
DY(2) + 2(2" — €") (CM(z,€) + C**(2,€) P*!(2,¢)) -
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C'? et C'! sont bornées sur Q) par définition et on a vu que P?! I’est aussi, la condition
(COND2)(1) est donc vérifiée pour B! avec pour matrice diagonale associée D*.

De méme, en dérivant ’expression précédente et d’apres (COND2), on a

(BM)'(z,6) = (A")(z,6) + (A%) (2,) P*!(2,¢) + A (2,)(P*) (z,¢)
"(z) + G1Y(z,€) + G*?(z,e)P?!(z,€) + 2(2" — €")C (2, €)(P?!) (2, ¢)
+ I(z,¢)

car (A12)I — G12 ( 1)/ ( )/ + Gll et
I(z,€) = G*(z,¢) + G*(2,6) P (2,¢) + 2(2" — e")C'%(z,€)(P*)'(2,¢) .

Or, P2, C12) (P?'Y sont bornés et

Gll(Z,e) =0, lim G12(z e)=0 et lim 2z(z"—¢")=0.
(z,6)—(0,0) (z,e)—(0,0) (2,6)— (0,0)
(2,6)eQ (2,6)eQ (2,e)eQ

D’ou
lim I(z,e)=0.
(z,e)—(0,0)
(z,6)EQ
Ainsi, B! vérifie la condition (COND2)(2) du splitting avec pour matrice diagonale
associée D'. On montrerait qu’il en est de méme de B?? et D?.

Ceci termine la démonstration du lemme (3.1). i

Nous venons de démontrer ce lemme de splitting en admettant la démonstration du lemme
(3.2) qui constituera la partie la plus difficile de ce travail. Avant de poursuivre sur ce
point, considérons les conséquences du lemme (3.1).

Comme nous ’avons déja remarqué dans les chapitres 1 et 2, on peut se ramener en appli-
quant un nombre fini de fois le lemme (3.1) & des équations scalaires de la forme

22" =€)y = (Ni(2) + 2(2" — €"ei(z,€)) y (3.27)

ol A\i(z) est la i€ valeur propre de D(z) et ¢; € Hol, (€2, C). Nous avons traité ces équations
dans la partie (1.1): on a vu qu'il existe une solution fondamentale de (3.27) de la forme

2 A Al (@)t AT (e)8"
y(z,e) = hi(Z,E)ef L ey dt

ot h; € Hol,(Q2,C) vérifie lim ¢z, 0,0) hi(2,6) = 1 et les A, p € [0,7] sont définis pour
(2,6)EQ
tout ¢ € [1,n] par (2.6).

Bien siir, en multipliant h; par une fonction de € tendant vers 1 avec €, on obtient toujours
une solution de (3.27) ayant la méme propriété de convergence et finalement, on obtient
une solution fondamentale de (2.2) de la forme:

z Do(e)+Dy(e)t+-+Dr(e)t” 4,

Y(z,e) = H(z,e)e’® HEm =)

ou H € Hol(Q2,M,(C)) est inversible, ainsi que Dy(e), D1(¢),... , Dy(g) définies par (2.7).
On peut alors en déduire le
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Théoréme 3.1 Considérons le systéme (3.2) mis sous la forme préparée (2.4) ot C est
holomorphe sur un voisinage de l'origine. Le systéme (3.2) posséde une unique solution
fondamentale de la forme

z Do(e)+Dy(e)t+:+Dr(e)t” 4,

Y(z,¢) = H(z,¢e)e! e (3.28)

vérifiant H € Hol, (2, M,,(C)), pour tout e € V

lim H(z,e) = I, ,

z—0

z2ESe
et ot Dy(e), D1(g),-.. ,Dy(g) sont des matrices diagonales holomorphes de € en 0 définies
par (2.7).

Remarque 3.4 Le domaine (2 cité dans ce théoréme sera défini plus loin.
A

Preuve du théoréme (3.1): En admettant pour linstant le lemme précédent, il suffit
de démontrer 'existence de H vérifiant pour tout € € V, lir% H(z,e) = I, puis 'unicité de

2€8e
cette écriture. Nous le ferons dans la partie (5.1.2). Nous allons tout d’abord démontrer le
lemme (3.2) et déterminer Q dont nous allons nous servir dans la suite. O

3.2 Etude des lignes de niveau des fonctions R;

Commengons la démonstration du lemme (3.2). Elle fera intervenir un autre lemme
prouvant ’existence des chemins £(z, ) qui vérifieront une «bonne propriété» sur Q.

Preuve du lemme (3.2): Rappelons que lapplication 7 du lemme (3.2) est définie
par

T(2)j(2,€) = ™) / eumite) Zilhe) )dt i=1,...,q

L(z,€) t(tr - )
et que Q est cherché sous la forme 2 = {(z,¢), ¢ € V et z € S.}. On a alors les majorations
suivantes pour tout w € B et tout j =1,... ,q:

T (w)j(z,¢)] < eme(’”m("’s))/ e Reim©E) |m!(t, )| |w; (¢, €)| |dt|
Lj(z,€)

1
< eRetumiea) [e RN (T, (5,2), ) [ 5,9 o ds
0

ouT,(.,€) est un chemin différentiable par morceaux de a;(¢) & z dans S, :

To(e) : [0;1] — Se
T:(0,6) = aj(e) et Ti(l,e)=2.

Dans la suite, on notera R;(z,e) = Re(y;m(z,¢)) pour j =1,...,¢. On a alors:

1
T (w);(z,6)] < R / e (0 ‘_<m(rz<s,e>,s>> ds
0

Enoncons alors le



secteurs de sommet 0 53

Lemme 3.3 Il existe wune famille de chemins différentiables par morceaus
T,(,¢e) : [0;1] — S, e €V, z €S, tels que

I',(0,e) =aj(e) et T,(l,e)=2

et une constante C > 0 tels que

d d
Vs €]0;1], Ve € V, Vz € S, g(m(Fz(s,e),e)) < —Cg(Rj(Fz(s,e),e)) .
Remarque 3.5 Il faut comprendre ce dernier lemme de la fagon suivante: «Pour tout
j=1, ... ,q, il existe une famille ...», mais on ne l’a pas écrit pour ne pas alourdir les
notations. En particulier, le lemme doit étre vrai pour vy; et —v; suivant que I'on s’intéresse
aux valeurs propres de P+ D?P — PD' oude P +— D'P — PD? JAN

Montrons que ’on peut conclure si on admet le lemme (3.3). L’inégalité (3.29) conduit pour
tout we Bettout j=1,...,9 a

|7 (w);(2,¢€)l

IN

ds

1
Celli(9) [e_Rj(F‘(s’s)’E)]O |[w]|

1
CeRj(z,s)||w||A e—Rj(I‘z(s,e),E)i(_Rj(Fz(s,g),e))ds

IN

< Ceflilze) (e—Rj(z,s) B e—Rj(aj(s),e)) ||| -

Remarquons que le lemme (3.3) implique en particulier que pour tout (z,¢) € Q, ’appli-
cation s — R;(I',(s,€),€) est décroissante. Cela montre que 'on a R;(z,¢) < Rj(a;(e),€)
d’ol

T (w)j(z,¢)| < Cefile¥e Rile) ||w|| = O|u|

et ceci démontre le lemme (3.2). i

Pour prouver le lemme (3.3), on a vu qu'’il nous faut chercher des chemins I',(., &) sur un
certain domaine tel que Papplication s — R;(I';(s,¢),e) soit décroissante. Pour ce faire,
nous allons étudier les lignes de niveau de R;(z,¢).

Remarquons simplement que 1'on a
# 1 1 e’
m(z,a):/ S P S
u(u" —e") e’ z"

Ri(2,€) = Re (yym(z,¢)) = Re (:7] In (1 - i-)) .

d’ol

On a ; = |7j]€38% et & = |¢[e??'8 avec v; # 0 et ¢ # 0 d’ou 7—i = —Wl ¢i(argj—rarge)
€ €
et finalement

r

Rj(z,s) = Re (mei(argvjrargg) In (1 _ 8—7,))

rle|” z
|7j| 1— {
el 2"

,
(cos (argy; —rarge)ln — sin (argy; — rarge) arg (1 — Z—r>> .

Dans la suite, on notera 6,.(j,¢) = arg~y;—r arg ¢ en se placant dans les cas ou cos 6,(j,€) # 0
et sin6,(j,e) # 0, c’est-a-dire

0.(j,e) #kr et 6.(j,e) #kr+7/2, kel
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ou encore

ok
B8V LT kez. (3.30)

arge 7 T 2r

Etudions les lignes de niveau Rj(z,e) = C, c'est-a-dire

r r C r
cos0,(j,e) In |1 — S sin,(j,¢) arg (1 _ 5_) rC|e| ,
o =) il

soit . ) o

€ c +Cle

n zr,- an 1"(-7? 6) a:rg ( z'r) + |"}/]| cos 97' (]’ 8) Y
ou encore
1 e’ rCle|”
‘1 . i _ etanor(J,s) arg(l—z—r) eT7Tc0s0rGe) (3_31)
P

. rCle|” _
Posons & présent Z = 1— 5 et K, (j,e) = ei!**? <) > (. L’équation (3.31) est équivalente

N

a
|Z| — Kr(j, 8)etam 6, (j,c) arg Z

soit, en posant Z = |Z|e!®87%
Z = K, (j,e)eltantrlie)ti) arg 2 (3.32)
Nous allons maintenant paramétrer les lignes de niveau suivant ¢ = arg Z c’est-a-dire poser
Z = K, (j,¢)eltan0rGe)+it = ¢ c 1 (I intervalle de R) .

Remarquons que l'on a t = arg (1 — 2—:) = arg (zrz;fr) = arg(z" —€e") —rarge, donc si z

est dans un secteur d’angle d’ouverture fini, ¢ est borné.

Dans la suite et pour illustrer notre propos, nous prendrons par exemple y; = /1T e =1
et r = 3. Posons tout d’abord

G5 (K, 1) = Keleno Gt
On a pour tout ¢t € R et tout K € R
g;,g(K; t) — KeZ‘irtanOr(j,E) e(ta.nor(j,e)—i—i)(t—%r)
— g;’s(Ke%rtanGr(j,s)’ t — 27r) )
Autrement dit, on obtient toutes les courbes g§7E(K, t), t € R, K € R} lorsque K décrit
[1; e2m ta.ner(j,e)[-

Etudions maintenant les courbes Z = 95 (K,t), t € R pour K € [1; 2 tan by ()

Cas1: K=1. Ona Z = tanbr(:6)+it of Jeux cas se présentent :

— sitané,(j,¢) > 0, c’est-a-dire 6,(j,¢) €lkm; km +w/2[, k € Z, Z décrit la spirale Spil
centrée en 0 passant par 1 et tendant vers co quand ¢ tend vers +oo (voir figure (3.1)).

- sitanf,(j,e) <0, c’est-a-dire 6,(j,¢) €lknm + 7/2; kw + [, k € Z, Z décrit la spirale
Spil centrée en 0 passant par 1 et tendant vers 0 quand ¢ tend vers +oo.
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F1a. 3.1: Représentation de la spirale Spil lorsque tan6,(j,e) > 0

/. 1

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et v; = {> soit tan6,(j,e) =tan = >0

Posons & présent Z =1 — Z = 1 — eltan () +i)t — 2—: Z décrit la spirale Spi2 centrée en
1, passant par 0 (pour ¢t = 0) et

— tendant vers 1 lorsque ¢ tend vers +oo si tan6,(j,e) > 0 (voir figure (3.2))

— tendant vers oo lorsque ¢ tend vers +oo si tan 8,(j,e) < 0.

F1G. 3.2: Représentation de la spirale Spi2 lorsque tan8,(j,) > 0

0

&Y

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et y; = {- soit tan6,(j,&) = tan % >0

1 2T 1 5 , . . .
7 = 5 = [wmngomr Z décrit la courbe Spi3 possédant deux

branches, une pour ¢ > 0, une autre pour ¢ < 0 car limy_,o Z = 0 (voir figure (3.3)). L’une
des deux s’enroule autour de 0 tandis que ’autre s’enroule autour de 1

Soit maintenant Z =

Pour compléter la description de ces lignes de niveau, déterminons & présent lim:—o arg Z
t>0

et limi—o arg Z. On a:
t<0

1 —eltanfrGe) it — 1 _ (1 4 (tan6,(j, &) + i)t + o(t)) = —(tanb,(j, &) + i)t + o(t)

D’ou N
lim:o arg (1 — et 8r-G)+t) = arg (tan@,(j,e) +i) —
t>0 . .
et limeso arg (1 — 00+ = arg (tan 8, (j,¢) + 1)

t<0



56 Confluence de solutions analytiques sur des

F1a. 3.3: Représentation de la courbe Spi3 lorsque tan,(j,e) > 0

(o)
DAL

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et v; = {5 soit tan6,(j,e) =tan - >0

De plus, on peut écrire

arctan (t%) si tan6,(j,e) >0
arg (tan,.(j,e) +1) = an ;(1’6) . ’
arctan (W) + 7 sitan6,(j,e) <0.

D’autre part, on a pour tout z € R — 7Z:

COsS T 1

sinz tanz

_m):
— )

Donc, si 6 €)kn; (k+1)7[, k € Z,ona: -5 < T—0+knr < § d’ou, pour 6,(j,¢) €]km; (k+1)n]

1 U . T .
arctan (W) = arctan (tan(E —6.(7, 5))) = arctan (tan(§ —6,(j,e) + kﬂ'))
= g—er(j,s)—FkW.

Finalement, en rassemblant tous les résultats précédents, il vient pour tout k € Z

lim—o argZ =0,(j,e) + 5 —kn ) -
>0 R . . c ) 9
lim¢—o arg Z = 0r(j,<€) _ % —kr 81 ,,.(],6) ] T KT + 7I'/ [
t<0
lim:—o argZ = er(j’g) — g — kT ; . .
e are 2 i 6,(j,¢) €]km + 7/2; (k + L)x] .
limt—)(()) arg Z = 0,(j,€) + = — krr si 6,(j,¢) €lkm +m/2;( )|
t<

Enfin, on a Z = 1 — e(tan0r(Ge)+)t — £ oy

ZT’

1 _e(tan by (j,e)+i)t
e 48) |1 _ glian (i)t i , =01, ,r—1.

z = |e|e
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Fi1G. 3.4: Représentation de la courbe Multispi; pour | =0

™

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et y; = {> soit tan6,(j,&) = tan {z >0

Ainsi, pour chaque [ € [0,r — 1], la courbe admettant le paramétrage précédent et que I'on
appelera Multispi; est composée de deux branches, 'une s’enroulant en spirale autour de
0, Pautre autour de ep! avec p=e - (voir figure (3.4)).

La courbe composée des r courbes précédentes est appelée Multispi et est formée de 2r
branches s’enroulant autour de 0 et ¢,ep,... ,ep ! A(voir figure (3.5)), et pour chaque

1l €[0,r—1], on a de plus argz = 217” +arge + %argZ.
Autrement dit, on a 2r branches infinies pour les arguments

0,(j 2+ 1 . 2p+1
b)) (2L e - MBY p2+ -
T T

=0,1,...,2r—1.
r 27_ p b ’T

Cas 2: K €]1;e>mtan0:Ge)[,  On a Z = Keltan0r(Ge) 4t et Péquation Z = 1 est donc
équivalente &

(tan 8, (je)+i)t _ 1

7 (3.33)

e

ce qui implique ¢ € 27Z, et (3.33) est donc équivalente &
K = e2n7rtan€,«(j,es) ne7z.

Ceci est impossible par hypothése sur K. Ainsi, Z décrit la spirale Spilg centrée en O et ne
contenant pas 1 et dont le «sens d’enroulement» dépend comme précédemment de 6,(j, ¢)
(voir figure (3.6)).
Soit Z =1—27 =1—Ketan0r(Ge) 4+t 7 décrit la spirale Spi2x centrée en 1 et ne contenant
pas 0. On pose maintenant

1 2" 1

Z= 7 e 1— Keltan0,(je)ti)t
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F1G. 3.5: Représentation de la courbe Multispi (K=1)

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et y; = {- soit tan6,(j,&) = tan = > 0

Z décrit la courbe (qui cette fois ne contient qu’'une seule branche) Spi3x s’enroulant
autour de 0 et de 1 (voir figure (3.7)).
Enfin, on a

o ) ) 1 'arg(l_Ke(tanGr(j,s)+i)t)
arge+27) 1— Ke(ta.nor(],e)-l-z)t et T , [ = 0,1,...,r—1

z = |e|ef

Ainsi, pour chaque [ € [0, — 1], la courbe admettant le paramétrage précédent et que
2im

I'on appellera Multispig,; s’enroule autour de 0 et autour de ept avec p=e T (voir figure
(3.8)).

La courbe composée des r courbes précédentes est appelée Multispikx et est formée de r
branches s’enroulant autour de 0 et €,¢p, ... ,ep" ! (voir figure (3.9)).

Nous avons donc envisagé tous les cas possibles. Naturellement, les lignes de niveau
Rj(z,e) = C sont définies sur le revétement universel de C — {0,zp,...,2,—1}. Les
discussions précédentes sont résuméees sur la figure (3.10). Pour la détermination de
Q, nous nous limiterons dans la suite & des domaines ne contenant pas les segments
[O,Zk], k‘:O,... ,7‘—1.

Enfin, montrons que ’on peut décrire 1'allure de toutes les lignes de niveau en se limitant
au cas 0,(j,¢) €]0; 5.
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FIG. 3.6: Représentation de la courbe Spily (K = e tan0r(i))

D

%

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et 7; = {- soit tan6,(j,e) =tan % >0

%

\J

FIG. 3.7: Représentation de la courbe Spi3x (K = e™tan0r(j2))

/)

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et v; = {> soit tan6,(j,e) =tan - >0

Posons
G(z,e,0) = cosf In |1 — £
ZT‘

81"
—sinf arg (1 — z_T> ,

G(z,6,0) = C <= G(z,e,0+7) = —-C,

de sorte que

59

autrement dit, la ligne de niveau C' de G(.,.,0) est la ligne de niveau —C de G(.,.,8 + ).
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F1G. 3.8: Représentation de la courbe Multispix,; pour l =0 et K = ™ tanbr(j,€)

e (o)
NG

/
N

\/

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et y; = {%- soit tan6,(j,&) = tan {z >0

FIG. 3.9: Représentation de la courbe Multispix (K = e™tn6r(ie))

—

S

S

N\

/o)
N

!

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et ; = {% soit tan6,(j,e) =tan - >0

Il suffit de limiter notre étude & 6 €] — 7; 7[. De plus, on a

. g
+sin @ arg (1 — ?>

67‘
+sin 6 arg (1 — —)
z’l"
r

£ T
1-—
z

—~| —sinf arg (1— %) = G(z,¢,0) .

=T

G(i?,s, —6) = cosfIn|l— E—T
3 z

—
= cosf In 1—6—
Z’I"

= cosfIn
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La transformation s : 2z — £Z est une réflexion par rapport a ’axe d’argument arge. Quitte
a effectuer cette transformation, il suffit d’étudier les lignes de niveau de G pour 6 € R, .

Finalement, modulo des transformations du type ci-dessus, on peut limiter I’étude des
représentations des lignes de niveau de G & 6 €]0; 5[ et donc celles de R; au méme intervalle.

Les figures (3.11)-(3.15) représentant les lignes de niveau de R; pour ¢ = 1, 7 = 3 et
2in i i i 2in

. L2 i m i
respectivement y; =e17, y; =e7, yj=€4, yj=€3, y;=€5 .

FI1G. 3.10: Représentation des lignes de niveau Rj(z,e) = C (vj = 1)

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et v; = {- soit tan6,(j,e) =tan = >0
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Enfin, avant de chercher les chemins satisfaisant le lemme (3.3), remarquons que l’on a par
définition de R; et pour tout k =0,1,... ,7r —1

— pour cos8,(j,¢) >0, lim, ,o Rj(z,¢) = +o0 et lim,_,,, R;j(z,e) = —00

— pour cos8,(j,e) >0, lim, .o R;j(2,¢) = —oo et lim,_,, R;(z,e) = +o0 .

F1G. 3.11: Représentation des lignes de niveau Rj(z,e) = C (y; = 3%

Figure réalisée pour r =3, e =1 et y; = %—77’ soit tan 6,(j,e) = tan %—7; >0
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F1G. 3.12: Représentation des lignes de niveau Rj(z,e) =C (v; = 7)

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et ; = 7 soit tanf,(j,¢) =tan7 >0
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F1G. 3.13: Représentation des lignes de niveau Rj(z,€) = C (v; = )

Figure réalisée pour r = 3, e = 1 et y; = 7 soit tan6,(j,e) =tan g >0
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F1G. 3.14: Représentation des lignes de niveau Rj(z,¢) = C (v; = )

65

Figure réalisée pour r = 3, ¢ = 1 et ; = § soit tanf,(j,¢) =tan§ >0
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F1G. 3.15: Représentation des lignes de niveau Rj(z,e) = C (v; = 2F)

Figure réalisée pour r =3, e =1et y; = 2?" soit tan 6,(j,¢) = tan 2?" >0
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3.3 Détermination des secteurs S; et des chemins d’intégration

Rappelons (voir p.47) que nous cherchons & décrire Q de la forme
Q={(z¢), e€V, z€ 5.}

ou V est un secteur de sommet 0 et les S; des domaines & déterminer, ainsi que les chemins
T',(s,e) de sorte que le lemme (3.3) soit vérifié. Dans la suite, nous pourrons considérer
arge ~ 0 soit, par exemple, V centré sur R, . En effet, on rappelle I’équation de transfor-
mation (3.4)

2(2" —€")P' = A(z,e)P — PB(z,¢)

o1 A est sous la forme préparée (2.4). Si ¢ appartient au secteur V centré sur eR, , on
pose

e =ete, Z=eTz et P(2, ) = P(efs, eite) (3.34)
de sorte que ¢’ appartient au secteur eV centré sur R, et
. oP .
Z(Zr _ €T)PI(Z,6) — ez(r—l—l)tzl(zlr _ 6”)@(2’,8’)6_”
= A2 e YP(Z,€') — P(¢,¢')B(e, e'te’)

car Z5(2' ') = €' P'(eft’, ete’). On obtient alors une équation de transformation pour P :

22" - 6"")@( "'y = A, YP —PB(,¢) (3.35)

ot A(2',¢') = e T A(e¥2!, ete’) et B(2',e') = e" "t B(e'2, ele’) et arge’ = 0. On a donc
A2, €') = e M D(e) + 2/ (2" — €M)t O (et ette) |
et A est donc mise sous forme préparée, ou
A(0,¢') = e"tdiag(A1, ... , A\n) = diag(Ag, ..., An) -

A(0,€') est diagonale constante et ses valeurs propres sont deux & deux distinctes.

De plus, les conditions (3.30) deviennent alors

Cu=Ao) 47t Im

ar
arge +t# & , LEZ
2r
soit - -
arg (Ay — A Im
2r
et comme ¢! appartient au secteur V' = e ®V centré sur R,, si 'on suppose que

arg(Ay — Ay) & 57, les conditions précédentes sont réalisées si I'on réduit éventuellement
langle d’ouverture de V', centré sur R, .

Finalement, quitte & supposer que l'on a
V(u,v) € {1,... ,n}2, u#v = arg(\y — \p) & gz , (3.36)

on peut toujours supposer que ¢ se trouve dans un secteur centré sur R, , d’angle d’ouverture
assez petit pour que les conditions (3.30) soient vérifiées. Nous supposerons étre placé dans
ces conditions dans la suite de ce travail, notamment pour les différents graphiques.
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3.3.1 Détermination des secteurs S,

Nous avons déja vu que les lignes de niveau comportent des branches infinies dans les
directions asymptotiques

0rG:) L 241 L ee p—01... 2r—1
r 2r
Nous allons & présent définir les ensembles S, et en décrire le contour. Nous avons vu que
le rayon maximal R de ces ensembles est défini lors des splittings successifs: on choisit
R assez petit pour avoir une contraction a chaque étape. Dans la pratique, on prendra le

plus petit de ces rayons R > 0 car il y a un nombre fini de splittings.

Supposons maintenant que I'on ait cos6,(j,€) > 0. On a vu que lim, ,o Rj(z,e) = +o0.
Comme on doit choisir des chemins d’intégration le long desquels R; décroit et un domaine
contenant 0 dans son adhérence, nous allons choisir a;(¢) = 0.

Imaginons maintenant un chemin partant de 0 et passant par une ligne de niveau 0 (celles
qui ont des branches infinies). Ce chemin ne pourra pas recouper une ligne de niveau 0
puisqu’il doit «descendre» strictement le relief. Ainsi, S. pourra contenir au plus 2 lignes
de niveau 0.

Enfin, nous nous sommes limité a des secteurs S, ne contenant pas les segments
10, zx[, kK =0,...,r — 1. Construisons maintenant de maniére explicite les S, e € V.

F1G. 3.16: Représentation de Sp.(k) pour cos€ > 0

g+arg5+4gj51r

4k

2 —1_
. targe+ =5 —m

Figure réalisée pour r =3, k=0,e=1et 6 = %

2
Pour k=0,...,r—1,ecVetfc ka 1]k%; (k4 1)Z[, on définit Sg (k) comme suit:
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—si cos® > 0, cest-a-dire si § €] — F;0[UJ0; Z[, Sp.(h) est I’ ouvert connexe
délimité par le cercle C(0,R), les segments [0;zg], [0;2k+1] et les demi-droites

[2k; ooei(g"'args*"lg—:l”)[ et [2p41; 00 eil s rarg e+ 5")[ (voir figure (3.16)).

— si cosf < 0, c’est-a-dire si 6 €]7; w[U]; 37”[, Sp,e(h) est I’ ouvert connexe délimité
par le cercle C(0, R) les segments [0; 2k—1], [0;2k] et [0;2k41] et les demi-droites
i(Farge+Htn ™[ et [0; 00 gil farge+Htin ™[ (voir figure (3.17)).

[0;00€

F1G. 3.17: Représentation de Sg (k) pour cosd < 0

a +arge + 4k+1

Figure réalisée pour r =3, k=0, e =1 et § = 187

Ici, 6 sera de la forme § = 0,(j,e) = argry; — rarge = arg(Ay, — Ay) — rarge et on veut
construire, pour ¢ € V fixé, un domaine S, contenu dans tous les Sg (k) lorsque X, et A,
parcourent ’ensemble des valeurs propres de D(0).

Comme on a supposé arg(Ay, — Ay) & 57, on a également 0,(j,e) ¢ 57 pour arge assez
petit, c’est-a-dire pour ¢ € V d’angle d’ouverture assez petit. De plus, les valeurs propres
étant en nombre fini, il existe une constante g strictement positive telle que

pour tout 6,(j,¢) €] — §;0[U]0; 5[, —7. < —g- +0 < or(js)-i-al‘g&‘ <gp—o<g

or(jy)_'_argg <3_7r_g<3_7r-

— 2r

pour tout 8,(j,¢) €] %; w[U]m; 32, T <X to<
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Ainsi, pour tout 8,(j,¢) €] — 5;0[U]0; Z[, on a

8:Ge) 4 arge +38dr < g, < 2y

0(‘ r r
T+o0 < r(J:¢) + arge +4’§;L5

et 2k+27r < 2k+2

et pour tout 6,(j,) €]%; n[U]m; 3Z[, on a

2k—1

4k5 < 2k;17r_g< Ly

or(]’)+arge + =27
et 2k+17r< 2k+17r+9 < or(]ff) targe _|_4k—|—1

Compte tenu de ces résultats, et comme on peut maintenant choisir S, parmi les 27 do-
maines S¢(k), k=0,...,2r —1:

— si k € [0,2r — 1] est pair: S¢(k) est le domaine délimité par le cercle C(0,R), le
k+1 )[

- si k € [[0,2r — 1] est impair: S.(k) est le domaine délimité par le cercle C(0, R), le
segment [0, zx+1] et les demi-droites [zx+1; ooei(#”ﬂ’)[ et [0; coet(rm=e) [.
2 2

segment [0, Zk] et les demi-droites [Zk coei(r ™= o) et [0; c0e!

On se reportera a la figure (3.18) qui présente l’allure des secteurs S pour » = 3. On
pose également S (2r) = S:(0) et on peut remarquer immédiatement que ’on a, lorsque V'
possede un angle d’ouverture assez petit :

VEk € [0,2r — 1], Se(k) N So(k+1) #0 .

3.3.2 Détermination des chemins d’intégration, preuve du lemme (3.3)

Il reste & décrire les chemins I', (., €), (z,¢) € Q vérifiant 'inégalité du lemme (3.3). Fai-
sons une remarque préliminaire: soit j € [1,¢] et v € C, on pose R(z,¢) = Re (ym(z,¢)) =

Re (-1 In(1 — —:)) et on consideére les lignes de niveau
Rj(z,e) = C; paramétrée par I''(s,e), s€j
R(z,e) = C, paramétrée par I'*(s,e), s€l,.

On a alors

Re (v, (T (s,e)m' (T (s,¢),¢))
et Re (v (T?)'(s,e)m'(T%(s,€),¢))

0 pour tout s € I
0

pour tout s € I .

Ainsi, pour z = I'!(s1,¢) = I'*(s9,¢), on a

arg (7j(1"1)'(s,8)m'(z,8)) =7 [n]
et arg (7 (T?)!(s,e)m’(z, e))
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,2r —1

F1G. 3.18: Allure des secteurs S.(k), k=0,...

Figure réalisée pour r = 3
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D’ou, par soustraction des égalités ci-dessus:

argy — argy; = arg(T')(s,e) — arg(T'!)'(s, €) [7]

Autrement dit, ’angle que font v et y; est ’angle que font en leur intersection deux lignes
de niveau associées a ces nombres. Comme nous voulons trouver des chemins décroissants
sur le relief R;, il est alors naturel d’utiliser d’autres lignes de niveau, ce que nous allons
faire dans la suite.

Plus précisément, nous allons montrer que ’on peut construire les chemins I', (., €) & partir
d’un nombre fini de chemins élémentaires vérifiant chacun I'inégalité du lemme (3.3):

1. des chemins sur les segments ]0; zx[, £k =0,... ,r—1
2. des lignes de niveau orthogonales & celles de R; de la forme Re(v;e**3m(z,¢)))
3. des lignes de niveau de la forme Re(ym(z,¢))) ol argy est trés proche de arg v,

4. des lignes de niveau de la forme Re(ym(z,¢))) ol argy est tres proche de argy; + 5
. i (BT | in
5. des chemins sur C(0, R) évitant les points Re!\— +7) [ 1 e Z

6. des chemins sur les segments |0; Rei(kTw_%)[ avec |0| petit et k impair .

Avant de décrire les chemins I',(., &) & partir des chemins précédents, nous allons montrer
que chacun d’eux vérifie 'inégalité du lemme (3.3):

1. Chemins sur les segments |0;zx[, £k = 0,... ,» — 1. Dans toute la suite, nous
noterons J l'ensemble des entiers naturels de 1 & ¢ = p(n — p), J; Pensemble des éléments
j de J tels que cos6,(j,&) > 0 et J2 le complémentaire de J; dans J.

On étudie ici le cas ol cos 6, (j, &) > 0 (le cas ou cos 8,(j,e) < 0 s’en déduit facilement). On
parameétre le chemin considéré par

I(s,e) = s%zk , s€j0;1].

On a alors I'"(s,e) = se” et

. r . 1
R;(T(s,e),e) = Re (i In (1 - 6—)) = Re (ﬁ In (1 - —))
re se re s
— |f)/]| Re (eior(j,s)ln (8_1))
rle|” s

_ Dl (cose,(j,g) In (%) - (siner(j,e»w) ,

rlel”
d’ou
d _ il . 11
E(R](F(S,&‘),E)) - ’)"|€|T COSGT(]aa) 1—3 S
731 : 1
rlel cos 0,(j,¢€) a9

D’autre part, on a m(['(s,¢),¢) = -1 In(1 — 1) = L (In(1=2) + ir) d’ot
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d
& (m(F(s, 5), 6))

On en déduit alors immédiatement

11
Corlelms(1—s)

1 d

d
y ']_ e F = -
i €. o o1l | (m(C(s.2).) T &

(Rj(r(sa £),€)) -

Remarque 3.6 si cosf,.(j,e) < 0, le signe - est changé en + dans I’égalité précédente. A

Quitte & diminuer 'angle d’ouverture de V, il existe ¢ > 0 tel que pour tout j € Ji,
cos 0,(j,e) > ¢ > 0. De plus, || > 0 pour tout j appartenant & ’ensemble fini J. Il existe
donc C > 0 tel que

1
Vj € Ji,Ve € V, |y;| cos0.(j,€) > ol

et on a démontré ’assertion suivante:

4 m(T(s,),0))| < ~C L (R;(T(s,e),¢)) -

30 >0, Vi€, Vs €51 Ve €V, | =

Il en est de méme dans le cas ou j € Ja, ce qui montre que de tels chemins vérifient bien
Pinégalité du lemme (3.3).

2. Chemins sur des lignes de niveau de Re(ym(z,¢))) avec argy —argy; ~0. On
note dans la suite 6,(¢) = argy — rarge. On suppose pour la suite des calculs que y € C,
v # 0 et arg~y # arg~y;. Enfin, on choisit la paramétrisation (3.32) de la ligne de niveau
associée a . On a alors

T rCle|” i
1—-——-  — e|'yj|coso,«(s) e(tan0r(e)+z)s

(T(s,e))r ’

seR

ou encore

© > rOle| + (tanf.(e) +1)s, seR.

" Tlcosbi(e)
Il vient alors 1
— (m(T(s,¢),¢)) = — (tan b, () + 1)

d’ou

d 1 1
B ~ rle|"|cos B (e)|
D’autre part, on a

Rj(T(s,¢),e) = Re (% In (1 _ (F(Se;))r)) _ l@'r%e (ez’or(j,e) In (1 — ﬁ))

71 : rOlel” o
el cos 6,(j, €) |7j|COS€T(€)+Stan9T(8) ssinf.(j,¢) | ,

d’ol
i(R-(F(s €),€)) = | (cos 0.(j,¢) tanb,(¢) — sinb,.(j,¢))
ds Y »€)s = rlel” r\Js 7 r\Js
;]

rel cos 0,(j,¢) (tan 6,(c) — tan 6,.(j,€)) .

Remarque 3.7 Si on avait 7 = 7; on retrouve bien & (R;(I'(s,¢),¢)) = 0 puisque I'(., ¢)
est une ligne de niveau de R;. A
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On raisonne maintenant dans le cas ol cos 6,(j,&) > 0 (le cas ol cosf,(j,¢) < 0 est tout &
fait semblable). On a alors:

d 1 d

s (ML) = T G 005 01 (2) [(tan B1(2) — tan B,(j,2)) ds AL (& 5’55_)37)'

On choisit «y tel que argy < argy; et arg~y assez proche de arg~y; pour que l'on ait
Ve €V, cosb,(¢) >0 et tanf.(¢) —tanb.(j,e) <0 .

Quitte a diminuer I’angle d’ouverture de V, il existe donc C' > 0 tel que

1
Ve € V, |vj| cos0r(j,€)| cos 6,(¢)|(tan 6,(j,¢) — tan 6, (g)) > c

de sorte que pour tout j € Ji, il existe un chemin I'(.,&) choisi comme précédemment et
C > 0 tel que

Vs €]0;1[,Ve € V, % (m(T'(s,€),¢€))| < —C — (R;(T'(s,€),¢€)) . (3.38)
Ces chemins vérifient donc l'inégalité du lemme (3.3).

3. Chemins sur des lignes de niveau de Re(ym(z,¢))) avec argy —argy; = 5. On
suppose toujours que cos 6,.(j,¢) > 0, de sorte que ’on a encore 1'égalité (3.37). De plus,

in6.(G,0)+3)  cosby(ive)
cos(6r(j,e) + %) sinb,(j,e)

tan 6, (g) =

et, si on suppose de plus sinf,(j,¢) > 0, on a
A = |yj|cos.(j,¢)|cos b(e)|(tan b, (c) — tan O.(j,€))
= il cos6u(j€) sinby (o) (— 6,(7,) _ sinb, (G, e))

sin,(j,e) cosO.(j,¢)
—|’)’j|(C052 97‘(.7.’6) + SiIl2 97"(.7"6))
= —|y] <0.

Dans tous les cas, il existe donc C > 0 vérifiant (3.38) et donc un chemin I'(.,¢) vérifiant
I'inégalité du lemme (3.3).

Remarquons pour finir que si sinf,.(j,e) < 0, il suffit de remplacer s par —s dans la
paramétrisation utilisée pour changer le sens de parcours sur la ligne de niveau considérée
et montrer la méme inégalité. On procéde de fagon similaire lorsque cos6,(j,¢) < 0.

4. Chemins sur des lignes de niveau de Re(ym(z,¢))) avec argy —argy; ~ 7. On

2
suppose avoir arg<y = arg~y; + 50 avec § > 0.
On suppose toujours que cos 8,(, &) > 0, de sorte que ’on a encore 1’égalité (3.37). De plus,

si sinf,(j,e) > 0 et § suffisamment petit, on a

sinf.(e) = sin(6.(j,e)+ 5 +0d) = cos(6,(4,e) +9) >0
cosOr(e) = cos(Or(j,e) +5+9d) = — sin(0-(j, &) +6) <O0.
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De fagon analogue a ce qui a été fait dans le paragraphe précédent, on a alors:

A = |’7j|cos¢9r(j,e)\cost‘)r(e)|(tan0r(e)—tanQT(j,e)) . ‘
— lcostrle)sin(en(i,e) + 8) (~ SR LS BndRel )

sin(6,.(j,¢) + 9) "~ cos 6r (4, €)
= —|vjl(cos(6r(j,€) + &) cos 6r(j, €) + sin(0,(j, &) + &) sin 6, (5, €))
= —|vj|cosd .

Ainsi, pour § assez petit, on a pour tout ¢ € V, A < —%Wﬂ < 0, ce qui permet de conclure
comme précédemment (les cas ou cos6,(j,e) < 0 ou sinf,(j,e) < 0 se traitant de la méme
maniere) : les chemins considérés vérifient I'inégalité du lemme (3.3).

. arg7;

5. Chemins sur C(0,R) évitant les points Rel(—++5) , | € Z. On choisit le
parametrage
['(s,e) = Re®, s€R

et on a m(I'(s,€),e) = -1 In (1 — ;—r,e_i”) d’ou % (m(D(s,¢),¢e)) = #%
b

et

1 1
B ﬁ|1—§—ie*i”‘ ’

5 (m(0(s,2),5))

A — ™
De méme, en posant v;(s) = argy; + 5 — sr,on a

d 1] iv; 1
—RF ,E€), € = J §R ’“)](s)f
ds J( (3 ) ) RT ele 1—%6—"3
7l 1 . 1
= ﬁ COS 'Uj(S) Re @ — Sin ’U](S)gm @ .
Or,
1-— f{—:e_i” —— 1 uniformément par rapport a s € R
e—0
donc Re ( - > 1 uniformément par rapport a s € R
1—gre™'ms e—0

o~ 1 . . N
et Im (W) m 0 uniformément par rapport 4 s € R .

Si s se trouve dans un intervalle compact K contenu dans ]@ + %ﬂ'; @ + #ﬂ[,
| cosv;(s)| est minoré par une borne strictement positive et on peut alors prouver que
['(., ) vérifie la condition du lemme (3.3). Il faut donc emprunter des chemins I'(., &) sur
C(0, R) tels que s reste & une distance finie de

M_Hf
r T

8j = X leZ.

201

Supposons par exemple que K C]@ + =5

cosv;j(s) < —d et on a

i @ + %lw[ Tl existe § > 0 tel que

d 1 d
ER (m(F(s,a),s)) = er : o
ds 171 ‘1 — We‘"ﬂ Aj(s)ds
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Ay (s) = <cosuj(s)§ree (#) _ sinv;(s)Sm (ﬁ)) .

Or il existe n > 0 tel que pour tout € € C vérifiant |¢| < 7 et tout s dans [0;27], on a

1 5 1 ) e
%6(71——_“"3>26’ ‘%m<71_%6_irs>‘ﬁg, et ‘l_ﬁ irs

Finalement, il vient

1
> —.
2

d 5 d
— (m(T'(s,¢€),¢)) S‘W&

Vse K, Ve eV, |e| <n, P

R;(T(s,e),¢€) -

Ainsi, quitte & diminuer le rayon de V', on a démontré que les chemins considérés vérifient
I’ inégalité du lemme (3.3). Lorsque K C =82 Ao, ; 28 4 2“'1 [, il suffit de changer s
en —s pour obtenir la méme relation (le cercle est parcouru dans Pautre sens).

6. chemins sur les segments ]O;Re"(kTﬂ_g)[ avec |0| petit et k¥ impair. On choisit

le paramétrage
.5
[(s,e) = st Rel'Fe~ir , s €]0; 1]

On s’intéresse toujours au cas ot cos6,(j,e) > 0 (le cas ol cos,(j,e¢) < 0 s’en déduit en
changeant le sens de parcours du chemin). On a alors

T7(s,e) = sR"e*Te © = _sRe ¥

car k est impair et

1 e’ 1 eTeld
m(r(s,e),é‘) = @ln (1 — m) = @ln (1 —+ W)

d 1 e’ etd etd
_ F = —— A = — - .
dsm( (s,€),¢) re” s(sR™ + 87'6“5) sr(sR" + 87'8“5)

Finalement, on en déduit I’égalité

d’ou

d
Em(f‘(s,e),e)

1
"~ sr|sRT et

De méme, on a

d d o7 &7 i 7.61‘5
as' = lel (! — _R i
ds (T'(s,€),€) ds € (rgr n( + N )) e (ST(SRT+87'616)
; 15+arg7
= _M%e J
rs sRr + 57'615
v i
T rs|sRE —‘:—67'616|2 Re (ezﬂarg” (sR" +&"e” ’5))
v o 5
7‘3 |3R7' ‘.:_87'6“”2 Re (el (4:¢) |8|7‘ + sR"e i +T‘args))) )

On en déduit immédiatement ’égalité suivante pour tout s €]0;1[ et tout ¢ € V' :
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d
ds

|sSR" + ¢"e¥| 1 d
|’Yj| Re (eior(j,s)(|€|r + sRret(d+r args))) ds

m(F(s,e),s) = - Rj(F(S,E),e)

De plus, remarquons que 'on peut écrire
A = %e( 0y (5,€ (|€|r + sR"e z(5+rargs)))
= cos0,(j,e)Re(|e|]” + sR" €7 282)) _5in 6, (5, €)Sm(|e|" + sRTH 0+ ar8))
= cos6-(j,¢)(Je|” + sR" cos (6 + rarge)) — sinb.(j,e)sR" sin (§ + rarge) .
On suppose qu'il existe K > 0 tel que pout tout j € J; et tout € € V on ait cos 0,(j,¢) > K.

Alors, pour § assez petit et quitte & réduire ’angle d’ouverture de V', on a

1
et sin(§ + rarge) > —

cos(é +rarge) > 4

= w

Ainsi, pour tout € € V et tout s €]0; 1], il vient

3 3 ;
cos0.(j,e)(|e]” + sR" cos (6 + rarge)) > 1 cosO.(j,e)(|e"| +sR") > ZK|3RT + e"e®|

1 1 .
et sin0,(j,e)sR"sin (§ + rarge) < ZKSRT < ZK\SR’" + "€

si Pangle d’ouveture de V et é sont assez petits. On en déduit immédiatement la relation :

2 d
K|'y]\ ds

On a donc démontré que tous les chemins considérés vérifient bien l'inégalité du lemme
(3.3).

Vje Ji, Ve € V, Vs €]0;1], Ve € V, |e] <, % (m(D(s,e),e))| < — —R;(T(s,¢),¢€) .

Nous allons maintenant décrire entiérement des chemins L;(.,e), j € J qui soient
constitués d’un nombre fini de chemins étudiés ci-dessus. On aura alors démontré le lemme
(3.3) puisqu’il suffira, pour obtenir un bon paramétrage, d’effectuer des transformations
affines du parameétre s dans chacun des cas étudiés, ce qui ne modifie pas les constantes
intervenant dans chacune des inégalités.

On choisira ensuite la constante C' du lemme (3.3) comme le minimum d’un nombre fini
de constantes strictement positives, de sorte que C' > 0.

Pour tout £ € {0,...,2r — 1}, on a vu dans la partie (3.3.1) qu’il existe un unique
1e€{0,...,r—1} tel que z; € Sc(k). Il faut alors distinguer deux cas:

— sicosb,(j,e) >0, on a vu que lim,_,g Rj(z,¢) = +oo et on choisit aj(e) =0 € S:(k),

— sicosé,(j,e) <0,onavuquelim,_,, R;j(z,¢) = 400 et on choisit a;(c) = 2z € Sc(k).

1. Si cosé,(j,e) > 0: nous considérons les figures (3.19)-(3.21) pour illustrer le pro-
pos & suivre. Sur ces figures, on a fixé r = 3, k pair et on a représenté respectivement
S = Sb,(j,e),c(k/2), Sc(k) et Sc(k + 1), le cas olt r est quelconque étant absolument iden-
tique. Remarquons que l'on a:

So(k) U Sk +1) C Sp,(j.0).c(k/2) -

Avant de décrire les chemins dans S.(k) et S.(k+ 1), nous allons définir un certain nombre
de points & partir de la figure (3.19).

I existe sur C(0, R) N S trois points ayant un argument congru & 2% modulo 2. On note
01,02, O3 ces trois points donnés dans le sens trigonométrique sur C (0, R).
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F1G. 3.19: Préliminaires au tracé des chemins d’intégration

l4(e) 13(5)

5

O3

0,

Figure réalisée pourr =3, k=0,e=1et 6 = %

Considérons les lignes de niveau 0 associées & arg~y; + 5 et leur paramétrage étudié dans
la partie (3.2):

_1 arg
r .

(1,e(tan 0r (4,6)+% +i)t)
—1

e r

z = |€‘ei(arg€+2l7”) 1— e(tangr(j,5)+%+i)t

Si on note tr(e) le paramétre pour lequel |z| = R, on a R = [¢||1 — e(tanor(j’s)’L%”)tR(s)|_%
donc, lorsque ¢ tend vers 0, tg(e) tend vers 0. De plus, 'argument de z losrque ¢ tend vers
0 est de la forme

Or(4,€) + 5 n 2p — 17r-|—arge _argy; —rarge

T arg vy T
+p—+arge:ﬂ+p—
r 2r r r r

T

avec p € [0;2r — 1]. Autrement dit, les points d’intersection de C(0, R) NS avec les lignes
de niveau 0 orthogonales tendent respectivement vers les points O, Oz et Os.

On considére également B et C, deux points de C(0, R) suffisamment proches mais distincts
de Oz et on note respectivement lo = la(¢) et I3 = I3(¢) les lignes de niveau orthogonales
passant par B et C.

De méme, on considére les points A et D de C(0, R) respectivement proches de O; et O et
tels que les points précédents soient ainsi disposés sur C(0, R) dans le sens trigonométrique :

Ola Aa B; O2a C; Da 03 -

On note respectivement Iy = l1(g) et l4 = l4(e) les lignes de niveau orthogonales passant
par Aet D. On a alors:

A=01NCO,R)NS e D=1NCO,R)NS.

Vu la remarque ci-dessus, les distances AO; et DOj3 sont minorées par un nombre stricte-
ment positif lorsque € tend vers 0. Nous disposons & présent de tous les outils nécessaires
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pour construire les chemins Fz(.,s)|(z,e)69. Pour simplifier la présentation, nous nous
contenterons de considérer les points 21,...,29 € Se(k) U Se(k + 1), sur les figures
(3.20)-(3.21), et de décrire les chemins de 0 & ces points. L’ensemble des cas s’en déduit
aisément.

Dans chacun des cas suivants et pour déterminer I',(.,¢), nous allons partir de z et
construire un chemin jusqu’a 0. Il faudra ensuite considérer le chemin parcouru dans le
sens inverse (le sens de parcours étant celui ou ¢ — R;(t,¢) décroit).

On note L le rayon de C(0, R) appartenant a la frontiére de S¢(k).

Si z = 2; (figure (3.20)): On parcourt la ligne de niveau orthogonale au relief passant
par z dans le sens ou t — Rj(t,e) croit jusqu’a rencontrer le rayon L qu’on emprunte
jusqu’a 0.

Si z = %, (figure (3.20)): On parcourt tout d’abord la ligne de niveau orthogonale au
relief passant par z dans le sens ol ¢ — R;(t,¢) croit jusqu’a rencontrer C(0, R), puis on
emprunte le chemin sur le cercle jusqu’au point B. Ensuite, on emprunte la ligne de niveau
orthogonale I3 jusqu’au rayon L que l'on suit jusqu’a 0.

Si z = 23 (figure (3.20)): On parcourt tout d’abord la ligne de niveau orthogonale au
relief passant par z jusqu’a rencontrer L que ’on emprunte jusqu’a 0.

Si z = %4 (figure (3.20)): On parcourt tout d’abord une ligne de niveau associée a
un argument proche de argy; jusqu’a /; que 'on emprunte jusqu’au point A. On parcourt
ensuite le cercle C(0, R) jusqu’a B et on suit alors la ligne de niveau orthogonale ls jusqu’a
rencontrer L que I’on emprunte jusqu’a 0.

Si z = 25 (figure (3.21)): On parcourt la ligne de niveau orthogonale au relief passant
par z dans le sens ou t — R;(t,¢) croit jusqu’a rencontrer un segment [0; p] (p racine r€de
l'unité) que I’ on emprunte jusqu’a 0.

Si z = % (figure (3.21)): On parcourt la ligne de niveau orthogonale au relief passant
par z dans le sens ou t — R;(t,¢) croit jusqu’a rencontrer un segment [0; ep] (p racine r€de
I'unité) que I’ on emprunte jusqu’a 0.

Si z = 27 (figure (3.21)): On parcourt tout d’abord la ligne de niveau orthogonale
au relief passant par z dans le sens ou t — Rj(t,¢) croit jusqu’a rencontrer C(0, R) que
Pon suit jusqu’a B. On emprunte alors la ligne de niveau orthogonale I3 jusqu’au segment
[0;ep] que I’ on suit jusqu’a 0.

Si z = %3 (figure (3.20)): On parcourt la ligne de niveau orthogonale au relief passant
par z dans le sens ol t — R;(t,¢) croit jusqu’a rencontrer un segment [0; p] (p racine r€de
l'unité) que I’ on emprunte jusqu’a 0.

Si z = %y (figure (3.20)): On parcourt tout d’abord une ligne de niveau associée a
un argument proche de arg-y; jusqu’a l4 que I'on emprunte jusqu’au point D. On parcourt
ensuite le cercle C(0, R) jusqu’a C et on suit alors la ligne de niveau orthogonale I3 jusqu’a
rencontrer [0; £p] que ’on emprunte jusqu’a 0.
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F1a. 3.20: Description des chemins d’intégration sur S¢(k), k pair et cos8,(j,e) >0

arg > =
’ Ia(e)

e

5

- li(e)

Figure réalisée pourr =3, k=0,e =1et 0 = %_7;

On a donc décrit tous les cas possibles a partir des six types de chemins élémentaires
donnés plus haut. On peut cependant remarquer qu’il nous est impossible d’atteindre, en
partant de 0, le petit domaine délimité de bleu sur les figures (3.20)-(3.21). Cela n’a pas
d’importance : on applique le théoréme du point fixe sur les domaines «accessibles» par des
chemins, puis il suffit de diminuer R pour obtenir des solutions définies sur des domaines
du type Sc(k) décrits précédemment.

2. Si cos6,(j,e) < 0: On peut faire une construction tout a fait analogue au cas
précédent.

La description des chemins I',(.,¢) vérifiant I'inégalité du lemme (3.3) acheve la preuve
du lemme (3.3), donc celle du lemme (3.2). Nous avons ainsi complétement démontré le
théoreme (3.1). Il reste maintenant & étudier la convergence des solutions obtenues sous la
forme (3.28).

3.4 Unicité de la solution obtenue : preuve du théoréme (3.1)

Ici, nous allons d’abord énoncer une proposition d’unicité, semblable & la proposition
(1.2), pour I’équation quadratique (3.10) obtenue dans la preuve du lemme (3.3), puis nous
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F1G. 3.21: Description des chemins d’intégration sur Se(k), k impair et cos6,(j,e) >0

Figure réalisée pour r =3, k=1,e =1et 0 = %_7;

terminerons la démonstration du théoréme (3.1) en montrant I'unicité de I’écriture

2 Do(e)+Dy (€)t+-+Dr ()" 4,

Y(z,¢) = H(z¢)el e (3.39)

sur Q avec lim H(z,¢) = Ip,.
z—0
z€Se

Proposition 3.1 On conserve toutes les notations du lemme (3.1). En outre, on note
Q= {(z,e) € C?, e € V,z € S.} le domaine d’ezistence de (3.39) défini dans la partie
(8.3.1).

1l existe une unique solution bornée sur Q) de
2(z" — ") (2,€) = fo(z,€) + F(z,€)w(z,€) + fa(z,e,w(z,¢€)) - (3.40)

Elle est obtenue comme solution dans B de l’équation de point fize définie par F.

Preuve: L’existence d’une solution de (3.40) définie et bornée sur Q est donnée par la
démonstration du lemme (3.1) comme unique point fixe w de F dans BM, M > 0.
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Supposons donnée une solution y de (1.15) définie sur Q bornée par N > 0. On pose

K = max(M, N). Quitte a réduire le rayon de €2, on a vu que F est encore une contraction

sur BX et on a bien w € BX.

Montrons maintenant que y vérifie '’équation de point fixe y = F(y). Notons que l'on a
V(Z, 6) € Qa Z(zr - 8T)yl(za 6) - FO y(z, 8) = fO(Za 6) + B(Z, 8) y(z, 6) + f2(za &, y(z, 8))

ou B = F — Fy. Alors, pour tout j € [1,p(n — p)] et tout (¢,&) € 2, on peut écrire

2(2" = eyi(t,e) — v yi(t, €) = (folt,e) + B(t,e) y(t, e) + falt, €, y(t,)));

soit

. P t,€) + B(t,e)y(t, t.e yl(t,
(e—'nm(t,s)y].(t’g)) — e (t,)(fo( £) + B( i)é/r(_&gr‘)lrfz( &,y( 5)))].

D’ol, en intégrant entre T € S, et z € S, le long de L;(z,¢):

|:6_'7jm(t,6)yj(t, 6)] ? = AZ e_'ij(t,s) (fO(ta 6) + B(ta i)(:lt/r(tisgr-)" f2(ta & y(ta 8))) | dt .
J

Rappelons ici que a;(e), origine de L;(z,¢), dépend du signe de cos6,(j,¢):
— sicos6,(j,e) >0, Lj(2,¢) désigne le chemin de aj(c) =0 a 2
— sicosb,(j,¢) <0, Lj(z,¢) désigne le chemin de a;(e) = z(¢) a z,
et dans tous les cas
lim Rj(z,e) =400 .
z—aj(e)

Finalement, on a

T—a;(e)
—

—yim(Tse),, (T ‘: —Ri(Te) |y (T. )| < Ke~Ri(T)
e yi(T,e)| =€ ly; (T, e)| < Ke TeL )

car y est bornée par K sur 2. On a donc montré que pour tout z € S, on a:

e—'yjm(t,s) (.fO(ta 6) + B(t’ 6) y(t’ 6) + fZ(ta &, y(t’ 6)) ) dt
t(tr —e) .

Lj(zae) ]
c’est-a-dire y = F(y). De plus on a w = F(w) et y,w € BX donc y = w sur €, ce qui
termine la preuve. O

Il nous reste a achever la démonstration du théoréme (3.1) en montrant 'unicité de I’écriture
(3.39) sur Q2 vérifiant lim H(z,e) = I.

2€8Se
La structure de cette démonstration est essentielle et s’applique également au théoréme

(1.1) (comme nous l'avons expliqué dans la remarque (1.6)) en utilisant la proposition
(1.2). Elle sera reprise également dans le chapitre 5 pour établir un résultat équivalent avec
des séries semi-formelles en ¢.
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Preuve du théoréme (3.1): La démonstration se fait par récurrence sur n, dimension
du systéme différentiel. On note P(n) I’énoncé du théoréme. Pour chaque n € N*| il suffit
de montrer 'unicité de Pécriture (3.39). Montrons tout d’abord P(1):

Si on considére d holomorphe au voisinage de 0, d(z) = do +d1z + - +d,2" + o(z" 1), on
a vu dans la partie (1.1) que la solution générale de 1’équation scalaire

2(2" — €M)y (2,e) = (d(2) + 2(2" — €")e(2,¢)) y(z, €)

est de la forme

Yt+---+dy (e)t” at

do(e)+d; ( do(e)+dy (e)t+--+dr (e)t”
y(z,€) = A(€)ef(f c(t’e)dtef(; k(te) dte‘fz s 1t(:'—sr) J* g medt

th(z,e)e (T =e")

ou k est holomorphe au voisinage de (0, 0). De plus, lim .0 h(z,&) = 1 équivaut & A(e) = 1,
2€Se

donc h est déterminé de maniére unique par cette condition, ce qui montre P(1). Supposons

vraies P(1),... ,P(n—1) et montrons que P(n) ’est aussi. On suppose donnée une solution

Y de (3.2) sur Q sous la forme

2 Dg(e)+Dy (e)t+-+Dp ()"
Y(z,e) = H(z, s)ef HGEE dt (3.41)
avec (lignoH(z,e) = I, et soit p € [1,n — 1]. On écrit
z,€)—
(2,6)eQ

H= H' H? avec H'" € M,(C), H* € M,,_,(C),
H2 g2 H2 € My ,p(C) et H?' € My_p,(C) .

On a alors
lim HY1(z,e) =1 lim H?2(z,e) =1I,_
(2,e)—=0 ( ! ) po (z,e)—0 ( ! ) n=p>
(z,6)€Q (z,e)EQ (3 42)
lim H?'(z,e) = 0,_ et lim H2(z,¢) =0pn_p- '
(z,e)—0 ( ! ) n—p.p (z,6)—0 ( ! ) pn—p
(2,6)EQ (z,e)EQ

Quitte & diminuer le rayon de , H'! et H?? sont donc inversibles sur £ et on pose:

p_ Ip H12(H22)_1 . I P12
H21 (Hll)—l In—p - P21 I -

Remarquons que l'on a

H® 0

Ainsi; le changement d’inconnue Y = PW transforme 1’équation (3.2) en I’équation
2(2" — e")W'(z,€) = B(z,e)W(z,¢)
dont une solution fondamentale s’écrit sous la forme diagonale par blocs

— ( H1 )efz Do(g)+Di(e)t+-+Dy(e)t" dt

R t(t"—e")

Autrement dit, B est également diagonale par blocs et comme nous lavons vu
précédemment, ’équation de transformation liant A, P et B conduit aux équations (3.6)-
(3.9) et finalement aux équations quadratiques suivantes pour P2 et P2!:

227 —T)(PRY = Al2 4 Allpl2_ pl2g22  pl2y2pl2 (3.44)
227 —TY(PPY = A4 A22pRl_ pRlgll p2glzp?l (3.45)
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Remarquons que P2 = H21(H'1)~! par exemple, est bornée sur (2 griace aux limites (3.42)
et vérifie (3.45). D’apres la proposition (3.1), P?! est donc déterminé de maniére unique
par A; il en va de méme pour P2, donc pour P, B! et B?2 au vu des formules (3.6) et
(3.9).

D’autre part, on a vu que les équations

2(2" — e"Wi(z,e) = BY(z,e)Wi(z,¢)
et z2(2" —e")Wy(z,e) = B?2(z,6) Wa(z,¢)

admettent respectivement les solutions fondamentales

D} (e)+ DY (e)t+--+DL(e)t" D2(e)+D3(e)t+--+D2(e)t"
Wi ZHllefz ’ ey b et Wa Zszefz ‘ =y dt
vérifiant lim H''(z,e) = I, et lim H??(z,¢e) = I,—, , et o lon a mnoté
(z,6)—=0 (z,e)—0
(2,6)EQ (z,6)EQ

D = diag(D*, D?).
D’aprés Phypothése de récurrence, les blocs H'! et H?2 sont alors déterminés de maniére

unique par B donc par A. Finalement, vu la relation (3.43), H est déterminé de maniére
unique par A, ce qui termine la démonstration. |

Comme nous l'avons évoqué dans la remarque (1.6), on peut facilement reprendre le prin-
cipe de cette démonstration pour montrer 'unicité de I’écriture

~ # Do+Dytt-+Drt" 4,

Y(z) = fI(z)ef T

sur S, un « bon secteur » dans le théoréme (1.1). Le seul point différent de cette preuve est
que l'on invoquera la proposition (1.2) et non (3.1) pour déterminer P de maniére unique.

3.5 Convergence uniforme des solutions

Dans le chapitre 1, nous avons rappelé que le systéme différentiel (3.1) posséde, sur tout
« bon secteur » , une solution fondamentale de la forme (1.8)

2 Dg+Dyt+--+Dypt" dt

Y(z) = H(z)ef o

Dans la partie (3.4), nous avons prouvé que léquation (3.2) admet, sur chacun des 2r
secteurs S¢(k),k =0,... ,2r —1 et pour tout € € V, une solution fondamentale de la forme
(3.28):

z Do(e)+Dy(e)t+--+Dr ()" 4

Y(z,e) = H(z, a)ef HE —eT)

avec lime~o D;(¢) = D; pour tout ¢ =0,... ,7.
eeVv

Nous allons démontrer que si S est un « bon secteur » contenu dans un des secteurs S, (k)
pour tout € € V et si les solutions Y et Y de (3.1) et (3.2) respectivement, définies sur S
et Sc(k), sont mises sous les formes ci-dessus, on a

lim H(z,e) = H(z), uniformément pour z € S .

cev
Remarquons que I’angle d’ouverture en 0 de S, (k) est strictement supérieur & T donc pour
tout k =0,...,2r—1, il existe un « bon secteur » S contenu dans S¢(k). Pour démontrer la



secteurs de sommet 0 85

convergence uniforme des H(.,¢), nous allons utiliser le théoréeme d’Ascoli-Arzela que nous
rappelons ici:

Définition 3.2 Soit (X,d) un espace métrique et § une famille de fonctions de X dans
C?. La famille § est dite équicontinue au point xg € X si

Ve >0, 3n >0, Vf €3, d(mo,z) <n=||f(z) - fm)l| <.

Théoréme 3.2 (Ascoli-Arzela) Soit (X,d) un espace métrique et § une famille de fon-
ctions de X dans C? équicontinue en tout point de X. Si il existe M > 0 tel que

Vee X, VfeF, If@@)l <M

alors de toute suite infinie (fn)neny C &, on peut extraire une suite uniformément conver-
gente sur X.

Nous allons voir qu’a chaque étape du splitting, la solution de I’équation de point fixe de
F défini par (3.18) converge uniformément vers le point fixe de Fy défini par (1.14). Pour
ce faire, énongons tout d’abord la

Définition 3.3 Soit Q = {(z,¢) € C?, ¢ € Vet z € S;} domaine défini dans la partie (3.3)
et S un « bon secteur» . On suppose de plus que pour tout € € V, S est contenu dans S;.

On dit que A : Q@ — M, (C) et A : S — M,(C) vérifient les conditions conjuguées (CONDS3)
du splitting si on peut écrire :

{ A vérifie sur Q la condition (COND2) avec pour matrice diagonale associée D et

A vérifie sur S la condition (CONDO) avec pour matrice diagonale associée D

2. et limeso ||C(.,€) — C||5, = 0 en conservant les notations des lemmes (1.1) et (3.1)
eeV

On dira de plus que D est une matrice diagonale associée a la condition (COND3).

Remarquons immmédiatement que les matrices A et A intervenant dans les équations
(3.1) et (3.2) mises sous les formes préparées (2.3)-(2.4) vérifient les conditions (COND3)
du splitting. En effet, on a déja vu que A vérifie la condition (COND2) du splitting et de
plus, A est holomorphe dans un voisinage de (0,0) et vérifie A(.,0) = A. La condition
(COND3)(2) est donc clairement vérifiée.

A Tinstar des parties (1.2.2) et (3.1), nous allons énoncer une proposition de splitting
mettant cette fois en jeu la condition (COND3) : on va montrer que la convergence uniforme
de C(.,¢) entraine celle du systéme diagonal obtenu par cette transformation.

Lemme 3.4 (splitting) Si A: Q — M,(C) et A : S — M,(C) vérifient les conditions
(COND3) du splitting avec pour matrice diagonale associée D, alors en conservant les
notations des lemmes (1.1) et (3.1), les fonctions matricielles P : Q — M, (C) et P: S —
M,,(C) sont telles que

1. limeso ||P(.,€) — P||S, =0 et
eeVvV

2. BM et B! aginsi que B?? et B?2 vérifient les conditions conjuguées (COND3) du
splitting avec pour matrices diagonales associées respectivement D' et D?.
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Preuve du lemme (3.4): Quitte & diminuer les rayons de S et 2, nous noterons
dans la démonstration @ = Qg et S = Sg. Les conditions (CONDO) et (COND2) sont
respectivement vérifiées pour les matrices A et A donc P et P sont bien définies. Montrons
tout d’abord que 'on a la limite uniforme

lim ||P(.,e) — P[5, =0 (3.46)
eeVv

Pour cela on peut considérer les fonctions w et @ & valeurs dans C? (¢ = p(n —p)) associées
respectivement 3 P?! et P?! selon (3.12) et (1.12). Nous allons voir que 1’on a

lim [Jw(., ) — @[3 = 0 (3.47)
e€V

et en raisonnant de maniére analogue pour P?! et P?! | on aura montré (3.46) au vu des
relations (1.10) et (3.5). Commencons par voir que nous sommes bien dans les hypothéses
du théoreme d’Ascoli-Arzela:

On pose X = S et X est donc un espace métrique compact (muni de la norme euclidienne).
D’apreés le lemme (3.1), il existe a > 0 tel que

VeeV, Vz €S, |[v'(ze)| <a
de sorte que par I'inégalité des accroissements finis, on obtient :
Ve €V, V(z,2') € S%, ||w(z,e) —w(Z,¢)|| < al|z — 7']| (3.48)
On en déduit immédiatement que
— pour tout ¢ € V, w(.,¢) peut étre prolongée sur S, et donc sur S et que
— D'inégalité précédente est donc vraie aprés prolongement pour tout (z,2') € S, O S.
D’aprés le lemme (3.1), il existe de plus M > 0 telle que
Ve eV, Vz € S, ||w(z,e)|| <M
donc par continuité il vient :
VeeV,Vz€ S D8, |lw(ze)l| <M. (3.49)

Dans la suite, on note ¢, le prolongement de w(.,e) & X = S pour tout € € V et on con-
sidére une suite (¢, )neny C V tendant vers 0. Les hypothéses du théoréme d’Ascoli-Arzela
sont alors vérifiées par la suite de fonctions ® = (¢, )nen-

D’apres (3.2), il existe une sous-suite ®; = (¢e,, )ken de @ qui converge uniformément sur
S vers ¢;. Par passage & la limite, on a

Vz €S, llgu(2)l| < M (3-50)

et comme la convergence est uniforme, ¢; vérifie 'équation différientielle (1.15) sur S d’ou
¢+ = W par la proposition (1.2).
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Montrons que la suite ® = (4., )nen converge uniformément vers ¢; = % sur S.
On raisonne par I’absurde en supposant que ce n’est pas le cas. Alors, il existe § > 0 et une
sous suite @, = (qbsu(k))keN de @ telle que

pour tout k €N, ||¢e, ;) —dt/| >d>0. (3.51)

D’apreés (3.2), il existe une sous-suite @, = (¢, )ken de @, qui converge uniformément
vers ¢, sur S et, par passage & la limite, on a

Vz €S, [|go(2)]| <M (3.52)

et comme la convergence est uniforme, ¢, vérifie ’équation différientielle (1.15) sur S.

Au vu de la proposition (1.2) et des inégalités (3.50)-(3.52) on a alors W = ¢; = ¢,
sur S, ce qui est contradictoire si on considére la relation (3.51). On vient donc de
démontrer que la suite & converge uniformément vers w sur S. Ce résultat étant valable
pour toute suite (e, )neny C V tendant vers 0, on a donc démontré la limite uniforme (3.47).

Reste maintenant & voir que les fonctions matricielles B'! et B! ainsi que B?? et B??
définies dans les lemmes (1.1) et (3.1) vérifient les conditions conjuguées (COND3) du
splitting avec comme matrices diagonales associées respectivement D! et D2. On a déja vu
précédemment que ’on a

B'(z,e) = D'2)+2(z" —€") (C'(2,€) + C'?(2,¢)P*(2,¢)) (3.53)
et BUlz) = DY)+ 2! (éll(z) + 612(z)1321(z)) (3.54)

donc si 'on considére (COND3)(2) ainsi que (3.46) et le fait que C' et P sont bornés sur
Q, il vient B o

11_1)1(} ||(C].1 + 012P21) . (Cll + C12P21)||§o =0.

eevV
On a bien siir une relation semblable pour B2 et B22, ce qui termine la démonstration du
lemme (3.4) car la condition (COND3)(2) est alors vérifiée pour les systémes obtenus apres
le splitting. O

Remarque 3.8 Remarquons qu’il est possible d’améliorer le résultat du lemme précédent.
Supposons en effet que S; = S¢(0). On pose V = S(—A, A,n) et on considere T' = S ,ia,
p < m, réprésenté sur la figure (3.22). On a alors S C T et pour tout ¢ € V tel que |¢| < p,
T C S¢ (on a construit T" pour cela).

On pose X =T et en reprenant le raisonnement précédent, on peut prolonger w(.,e) & T
pour tout € € V N B(0, p) et aprés prolongement, il vient

Ve e VN B(0,p), Vz €T, ||w(z,e)|]| <M .

D’apres le théoréme (3.2) et en reprenant les notations du paragraphe précédent, on peut
donc extraire une suite &, = (¢u(k))keN de ® qui converge uniformément sur T vers
¢y. On montre ensuite de maniére semblable que la suite ® = (w(.,&)).cy converge
uniformément vers ¢,, (le) prolongement de @ sur 7, connexe, & l'aide de la
proposition d’unicité (1.2).

Remarquons encore que 'on a lim, 0T = S(a,B,R) avec @ < 0 < T < (3 au sens de
Pinclusion. En faisant tendre p vers 0, on obtient donc des prolongements de w sur des

secteurs de plus en plus grands et finalement sur S(a, 3, R). A
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F1a. 3.22: Représentation de Sjein, p <7

arg = T

arg = a

Figure réalisée pour » = 3 en supposant S, = S¢(0)

Les résultats précédents nous permettent alors de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 Considérons les systémes (3.1) et (3.2) mis sous les formes préparées
(2.3)-(2.4) ou C est holomorphe sur un voisinage de l'origine. Soit Q 'un des domaines
définis dans la partie (3.3) et S un « bon secteur» . On suppose en outre que pour tout
e €V, S est contenu dans S;.

Les systémes (8.1) et (3.2) possédent respectivement des solutions fondamentales uniques
de la forme

~ ~ Dg+Dyt+-+Dpt"
Y(z) = H(z)efz et

z Do(e)+Dy (e)t+--+Dr(e)t” 4,

et Y(z,e) = H(z¢) el CET)

ot H € Holy(Q, M,(C)) et H € Holy(S, M, (C)) sont inversibles et vérifient

limH(z) =1 et VecV, lim H(z,e) =1,
z—0 :;92

et Do(e),D1(e),... ,D,(e) sont des matrices diagonales holomorphes en 0 définies par
(2.7), et l'on a:
tim [|F(.,) — FIS, =0 .

eeVv

Preuve: On peut se ramener, en appliquant un nombre fini de fois le lemme (3.4), & des
équations scalaires de la forme

T

Y (2) = (i) +2"11E(2)) y(2)

Y
— &)y (2,¢) (Ai(2) + 2(2" = €")éi(2,€)) y(2; )

et z(z



secteurs de sommet 0 89

oll \i(2) est la i€ valeur propre de A(z) et que nous avons déja traité dans la partie (1.1):
on a

. ~ 118

lim |[ci(.,€) — &1, = 0

e€eV
donc d’apres la proposition (1.1), les équations précédentes admettent respectivement des
solutions fondamentales de la forme

fz dot+dyt+---+drt” d
Sotdqtr o Adrt

z dg(e)+dy (e)t+--+dr ()"
e+ et yilz) = hi(z,e)e! &

t(tT —e")

7i(2) = hi(2)e
oth;: S —Ceth;:SxV — C sont holomorphes bornées, vérifiant

tim [[hi(.,€) = hallS, = 0,
eEV

ce qui termine la démonstration du théoreme précédent. O
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Chapitre 4

Confluence de solutions
analytiques sur des secteurs
«modifiés»

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié le phénomene de confluence des singu-
larités du systeme (3.1) en la singularité irréguliére du systéme (3.2) sur des domaines
Q= {(z,6) € C?, e €V, 2z € S.} bien déterminés. Plus précisément, nous avons vu que les
secteurs S, peuvent étre choisis de 2r fagons possibles.

Pourtant, dans le cas du systéme non perturbé (3.1), nous avons rappelé dans la partie
(1.2) que des solutions fondamentales de la forme (1.8) existaient sur tout « bon secteur » .
On remarquera également que dans le cas du systéme (3.1), les chemins d’intégration
utilisés dans le probléme de point fixe sont des demi-droites ou des segments dans le plan
des 1/z", alors que pour le systéme perturbé (3.2), on a choisi des (morceaux de) spirales.

Toutes ces différences, importantes, proviennent de I'introduction, au voisinage de 0, des
singularités zg,...,zr—1 et de leur disposition autour de 0: les secteurs S. ne peuvent
contenir de singularité en leur intérieur. On peut alors se demander si, & une distance
raisonnable des singularités 0,z2g,...,2,—1, le relief R;(.,€) ne serait pas une bonne
approximation du relief Rj du cas non perturbé.

Autrement dit ne peut-on pas choisir, dans le plan des 1/2", des chemins constitués
de segments sur tout domaine proche d’un «bon secteur» mais dont la distance a
Porigine reste assez grande? Nous allons voir dans ce chapitre que I'on peut répondre par
Paffirmative & cette question en choisissant des domaines du type S N (B(0,d|e|))¢ avec
& > 0 assez grand et S un « bon secteur » .

En outre, si le résultat du chapitre 3 est tout a fait particulier (& cause de la forme des
secteurs) au type de confluence proposé par GARNIER, on peut supposer que le résultat
du présent chapitre est généralisable & d’autres types de confluence vers une singularité de
rang r puisque les domaines considérés ici ne font plus du tout intervenir la disposition
des singularités régulieres introduites.

Dans la suite, nous considérerons toujours les systémes différentiels linéaires

7Y = A(2)Y (4.1)
et z2(z"—€)Y' = A(z,e)Y (4.2)
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mis sous les formes préparées (2.3)-(2.4). Dans un premier temps, nous allons transformer
létude du systéme différentiel (4.2) en un probléme de point fixe . Tout d’abord, nous
reprendrons le principe de démonstration du chapitre 3 puis dans le paragraphe 4.1, nous
déterminerons les domaines d’application du théoréme du point fixe de la forme S, =
SN (B(0,d|e|))¢ avec § > 0 assez grand et S un « bon secteur » .

Ensuite, nous choisirons des chemins d’intégration de I’application de point fixe pour qu’ils
soient uniquement composés de segments et le long desquels les fonctions R;(.,e) soient
décroissantes. Nous obtiendrons ainsi I'existence de solutions de (4.2) de la forme

o D +D t+---+D 7
fz o(e) %(tsr) r(e) dt

Y(z,e) = H(z,¢)e #=e") (4.3)
on H (.,€) est défini sur S, pour tout £ dans un secteur d’angle d’ouverture et de rayon
assez petit.

Alors, nous montrerons dans le paragraphe 4.3 qu’on a la limite uniforme
1 7 7 Ss —
IEEI(} ||H(a6) _HHoo =0
eeV
ot H correspond 4 la solution (1.8) du systéme différentiel de rang r (4.1) définie sur S.

Enfin, nous établirons des résultats du méme ordre en envisageant un type de confluence
généralisant la confluence de GARNIER.

4.1 Existence d’une solution fondamentale analytique

Nous reprenons ici le principe de démonstration du chapitre précédent. Enongons tout
d’abord la

Définition 4.1 Soit n € N*. On dit que A : @ — My (C) vérifie la condition (COND4)
du splitting si on peut écrire :

V(z,e) € Q, A(z,e) = D(z) + z(2" — €")C(z,¢)

ot C est une fonction matricielle holomorphe bornée sur 2

et D est une fonction diagonale holomorphe dans un voisinage de 0 telle que
Dy = D(0) a toutes ses valeurs propres distinctes.

On dira alors que D est une matrice diagonale associée a la condition (CONDA4).

Le domaine de définition € reste & déterminer. Nous le ferons dans la partie (4.2) en
choisissant S, = (B(0,4|¢]))* NS ot S est un « bon secteur » et § > 0 un réel convenable.
Remarquons que nous ne faisons aucune hypothése sur A’, contrairement au chapitre
précédent.

La matrice A de I’équation (4.2) mise sous la forme préparée (2.4) vérifie alors de maniére
triviale la condition (COND4) du splitting. Comme dans le chapitre précédent, nous
énoncons & présent un lemme de splitting :

Lemme 4.1 (splitting) Soit n e N*, pe N tel que 1 <p<n. Si A:Q — M,(C) vérifie
la condition (COND4) du splitting avec pour matrice diagonale associée D, il existe alors
R>0 et P:Qr — M,(C), holomorphe, tels que P soit bornée sur Qg et

V(z,e) € Qgr, P(z,¢) soit inversible, lim (z,c)0,0) P(z,6) =1 ,
(z,e)eQp
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et tels que P transforme, par le changement d’inconnue Y = PW, l’équation

2(z" —€"Y'(z,e) = A(z,€)Y(z,¢)
en Uéquation z2(z" —e")W'(z,e) = B(z,e)W(z,¢)

ot B : Qp — My, (C) est holomorphe de la forme

— Bll 0 11 22
B = 0 52 | o B € Mp(C) , B* € Myp_,(C) .
De plus, si Uon écrit D = diag(D', D?), D' € M,(C), D* € M,_,(C), alors B! et
B?2 yérifient la condition (COND4) du splitting avec pour matrices diagonales associées
respectivement D' et D?.

Preuve du lemme (4.1): Quitte & diminuer le rayon de 2, nous noterons Q@ = Qp.
Nous reprenons ici les notations du chapitre précédent et notamment les définitions (3.19)
de R et 5. Comme nous allons fixer S = (B(0,dl¢|))° N S, nous supposerons de plus que
Pon a dn < R.

Le début de la preuve est tout a fait identique a celui du lemme (3.1). En choisissant P de
la forme (3.5), ’équation de transformation (3.4) conduit aux équations (3.6)-(3.9) puis au
systéme différentiel (3.10). On est donc amené & considérer le systéme

2(z" —eNw'(z,¢) = folz,e) + F(z,e)w(z,e) + fa(z, ¢, w(z,¢€)) (4.4)

avec les correspondances (3.12). Vu la condition (COND4), on a alors: A2!(z,¢) = O(z)
donc fo(z,e) = O(z). De plus, F(0,e)w <+ DZP?' — P21D}! donc F(0,e) = Fp est
diagonale inversible et ses valeurs propres sont les A, — Ay, 1 <u<p<v < n.

Dans la suite, nous noterons ¢ = p(n — p) et v1,... ,74 les valeurs propres de Fj.

Enfin, on peut écrire fs(.,.,w) = Zﬁ"j

f2ij(2z,€) = O(z) car A2(z,€) = O(2).

) foijw; w; ou fo;; est & valeurs dans Cp(n=p) et

Contrairement & la démonstration du lemme (3.1), nous n’allons pas dériver cette équation
mais la transformer directement (ce qui est plus simple) en une équation de point fixe en
appliquant la méthode de variation de la constante. On considére le systéme

2(2" — eNw'(z,e) — Fow(z,€) = fo(z,€) + B(z,e)w(z,€) + fa(z, e, w(z,€))
(4.5)

avec B = F — Fy. Mutatis mutandis, la méthode de variation de la constante nous amene
a considérer I’équation de point fixe associée & (4.5):

w(z &‘) _ eFom(z,s) / e—Fom(t,s) fO(t’ 8) + B(t’ 8)w(t’ 8) + f2(t: & w(ta 6))
L(z,e)

bt —e”) (4.6)
avec m(z,¢e) = [* ﬁ et la famille £(z, €)|(; c)eq de multi-chemins dans S, d’extrémité
z & déterminer. Nous noterons encore ’équation (4.6) sous la forme

w=F(w) =ToR(w) (4.7)
avec
T(w)j(z,e) = evmEe) [ emmmite) t’(‘;{;(ff)) dt, j=1,...,p(n—p)

R(w)(z,e) = folz,e) + B(z,e)w(z,e) + fa(z,e,w(z,€)) .



94 Confluence de solutions analytiques

Soit B l’espace des fonctions analytiques sur Q & valeurs dans CP("~P) et bornées sur Q.
Muni de la norme
p(n—
|lw]| = sup maX Iw](z el
(z,6)EQ J=1
B est un espace de Banach. Pour montrer que F est une contraction, admettons pour
Pinstant le lemme suivant que nous démontrerons dans la suite.

Lemme 4.2 Il existe C > 0 tel que pour tout w € B, ||T (w)|| < C|lw||.

Montrons que 'on peut terminer la démonstration du lemme (4.1) en admettant ce lemme.
D’apreés les remarques suivant ’équation (4.4), il existe Ky(R), K1(R) et Ko réels positifs
tels que

Vo) €, MaR|(f)(5e)| < Ko(R)

V(z,¢) € Q, ”I(ﬁa;’é Bij(ze) < Ki(R)
7]_
p(n—p)
et V(z,¢) € Q, ml?x1|(f2”) k(z,6)] < Ko
’]7

avec

lim K = lim K =0.
lim o(R) Lim, 1(R)=0

Pour tout w € B, tout j € [1,¢] et tout (z,¢) € Q, on a alors , par simple majoration,

q q
[R(w);(2,)| < [(fo)j(z: )+ D IBin(z, &)l lwi(z, )|+ Y [(Far)j (2, €)| lwi (2, €)wi(z,€)]
k=1 k=1
d’ou, pour tout w € B,
IR(w)[| < Ko(R) + ¢K1(R)||wl] + ¢° Kz||w]|* . (4.8)

De méme, pour tout (w,®) € B2, tout j € [1,4] et tout (z,&) € 2, on a

MQ

|R(w);(z,€) — Bjk(z,€)| |wi(z,€) — Wr(2,¢€)|
k=1
+ 3 (k) (2, €| (Jwi(z, €)l|wilz, €) — @i(z,€)| + [Bi(2, €)l|wp (2, €) — Br(2,€)])
k,l=1

d’ot1 finalement, pour tout (w,w) € B2,
IR(w) — R(@)]| < (¢K1(R) + ¢ Ka|lw|| + ¢* Ks||d]]) [|w — @] . (4.9)

Soit maintenant By = {w € B, ||w|| < M}, partie fermée de B. C’est un espace métrique
complet. Nous allons voir que si 'on choisit correctement M et quitte & diminuer le rayon
de €2, F est une contraction sur Bjs.

Les inégalités (4.8) et (4.9) et le lemme (4.2) montrent alors que pour tout w, @ € By, on a

|17 (w)]
1F@w) - F@)| < (8(R)+26M) |lw—a| (4.11)

IA

(JO(R) + 81 (R)M + 6,M? ) (4.10)
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avec

JQ(R) = CK()(R) , 51(R) = Cqu(R) et = Cq2K2 .
Pour que F soit une contraction sur Bjy, il suffit alors d’avoir

61(R) +26.M < 1 (4.12)
et 6o(R) + 61(R)M + 6oM? < M. (4.13)

On choisit maintenant R assez petit pour avoir

5(R) < = et 50(R)§5—12(1/4—1/8—1/16).

Pour R ainsi fixé, on pose M = 1/(4d2). L’inégalité (4.12) est alors clairement vérifiée et

1.1 1 1 11 1 1
2
%(R) +01(R) o2 _52(4 8 16)

LI N Y
245, %16z " a5 M

d’ou 'inégalité (4.13).

F est donc une contraction sur By : elle admet un unique point fixe w sur Bjy, solution de
’équation différentielle (4.5). On a ainsi trouvé P2 (on ferait de méme pour P'%) vérifiant
’équation (3.10). Il reste & voir que B! et B?? vérifient la condition (COND4) du splitting.
Comme précédemment, on a pour tout (z,¢) € Q

B'(z,e) = D}(2) + 2(z" — €") (CM(z,€) + C*2(2,e)P*(z,¢))

et C1, C1% et P?! étant bornés sur 2, cela termine la démonstration du lemme (4.1). O

Comme dans les chapitres 2 et 3, en appliquant un nombre fini de fois le lemme précédent,
on obtient les équations scalaires étudiées dans la partie (1.1). On arrive finalement au
résultat suivant.

Théoréme 4.1 Considérons le systéme (3.2) mis sous la forme préparée (2.4), oi C est
holomorphe sur un voisinage de l’origine. Le systéme (3.2) posséde une solution fondamen-
tale de la forme

2z Do(e)+Dy (e)t+-+Dr(e)t" 4,

Y(z,e) = H(z, s)ef HEm—=e") (4.14)

ot H € Hol,(Q, My (C)) est inversible, vérifie

lim H(ze) =1
(2,6)-(0,0) (,6) =In,
(z,e)eQ

et Do(e),D1(e),... ,D,(e) sont des matrices diagonales holomorphes en 0 définies par

(2.7).

4.2 Détermination des secteurs S, et des chemins d’intégration

Jusqu’a ce point du chapitre 4, nous avons suivi le principe de démonstration du chapitre
3. Dans la suite, nous allons déterminer les secteurs S; = S N (B(0, d|e|))¢ puis les chemins
d’intégration de 7 composés de segments de droites dans le plan des 1/2". Entamons la
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Preuve du lemme (4.2): On conserve les notations du lemme (3.2). Pour tout w € B
et tout j=1,... ,q,on a:

1
Tz < eRelomied [7eRumT ) jmd (0, (s,e), ) P (s, [l )55 do
0

ot T',(.,€) est un chemin différentiable par morceaux de a;(c) & z dans S, :

To(se) : [
T

: ] — S.
2(0,6):

0;1 e
aj(e) et T';(l,e)==z.
On notera Rj(z,e) = Re(y;m(z,€)) pour j =1,... ,q, de sorte que

d

g(m(f‘z(s, €),e))| ds .

1
T (er8)| < B ul )] [ e
’ (4.15)

Enoncons alors le

Lemme 4.3 I existe une famille de chemins différentiables par morceauz Fz('7€)|56V,zESE
tels que _

L.(.,e) : [0;1] — S avec T,(0,e) =a;(e) et T,(le) ==z
et C >0 tel que

L n(T.(s,6),0))| < —C%

Vs €]0;1[, Ve € V, Vz € S,
ds

(R;(T=(s,€),¢€)) -

En admettant ce lemme, il vient immédiatement, comme dans la preuve du lemme (3.2):

V(z,€) € Q, |T(w);(z,€)| < Cllw(.,€)l|5s (4.16)
d’ou
V(z,¢6) € Q, |T(w);(z,¢)| < Cllw]|
ce qui termine la démonstration du lemme (4.2) O

Tout d’abord, nous allons décrire la forme des domaines S.. Pour ce faire, nous allons
nous placer dans le plan des 1/2" et définir un domaine F, puis en déduire le domaine
correspondant S, dans le plan des z. Rappelons ici qu’un « bon secteur » est I'intersection
de deux secteurs dans le plan des 1/z", comme nous I’avons vu dans la remarque (1.3) et
sur la figure (1.1).

Définition des domaines F; et S;.

Dans la description & venir des domaines F; puis des chemins d’intégration dans le plan
des 1/z", nous considérerons toujours la figure (4.1). En outre, nous supposons que le
«bon secteur » S s’appuie sur le secteur S(a,3) (avec 3 —a > 7). Nous allons construire
le domaine S, sur ce modéle en explicitant le domaine F; : on considére tout d’abord les

points Mj ( |E7", e"8) et My |ET‘, ~ire) ol T sera déterminé (suffisamment petit) dans la suite.

e

Comme A n’est définie qu’au voisinage de 0, il faut éliminer un voisinage de 0 du domaine

_1 ia+B

F.. Pour ce faire, on pose a = K~ re* 2 avec K > 0 assez grand et on définit le point
Mo(L). On considere également les points d’affixe 1. € [0, M1] et 3 € [0; My]. Les segments
[al,; o) ai,,; bl,], [bl,;Ml], C%;Mz] et le cercle C = C(0, #) définissent un domaine borné
sur lequel nous allons nous appuyer pour construire F, de frontiére polygonale.
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Fi1c. 4.1: Domaine F; et chemins d’intégration dans le plan des w = zi,

M (fre™ " =pry1)

T
/
1| ,
e J maximum sur F-
)
v f de Re(—v2w)
- :
,
.

M (e P =po),

\
\
\
\
\\
. \
) © 7 1 1
. arg (_1‘ - _1‘)
maximum sur F, ® a c

de Re(—71w)

On considére dans le plan des 1/z" toutes les lignes de niveau Re((A, — Ay)w) = 0 lorsque
u et v parcourent {1,... ,n} et u # v. Ce sont des droites passant par 0. On construit
la frontiére de F, comme suit: on parcourt le cercle dans le sens trigonométrique de M;
a M, chaque sommet du polygdne étant sur le cercle C sans qu’aucune de ses arétes ne
soit parallele & une des lignes de niveau considérées. Ceci est possible puisqu’il y en a un
nombre fini.

Remarque 4.1 Pour les segments [My, Mi] et [Mi, M|, on sait déja que lorsque || est
assez petit, leur directions ne sont pas paralleles aux directions définies par Re(y;w) = 0,
j =1,...,q qui sont les lignes de Stokes. En effet, par définition de S «bon secteur »,
les directions des segments [0, M;] et [0, M2] ne leur sont pas paralleles et lorsque € tend
vers 0, il est clair que les directions de [My, M| et [M;, Ms] «tendent» respectivement vers
celles-ci.

De méme, les directions portées par les segments al,; Cl,] et [a%, bl,] ne sont paralléles a
aucune des lignes de niveaux si 'on fixe bl, et ci, assez éloignés de origine. A
Nous avons donc construit un polygéne défini par les points al,, bi,, po = |ET‘, e B p1, .o,

Pl+1 = \eTV e e bi, et son intérieur définit le domaine F;. Pour simplifier les calculs, nous
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imposerons de plus que pour tout i € [1,1], on ait:

1 1 1 1
pi € Sair (arg (E — c_’") ,arg (J — b_r)) . (4.17)

Il reste maintenant & démontrer les inégalités du lemme (4.3) sur les chemins £;(.,¢). Pour
ce faire, nous allons montrer que celles-ci sont vérifiées par une certaine famille de chemins
élémentaires & partir desquels nous construirons les chemins d’intégration £;(.,¢).

On se place toujours dans le plan des 1/2". Soit p > 0. Montrons que les chemins de
wo & w sur les segments [wy,w] vérifiant Re(v;e?) > u avec ¢ = arg(w —wy) vérifient
les inégalités du lemme (4.3) avec une constante C' ne dépendant que de u.

Rappelons que 'on a

Rj(z,€) = Re (i In (1 - 8—)) et m(z,e) = Lln (1 — 8—) .
re’ 2" re’ A

Paramétrons le chemin par = wp + s(w — wp). On a alors pour tout € € V et tout

(T(s, )"

s€[0;1]:
%Rj(f‘(s, £),e) = %E}%e (% In(1—e"(wp+ s(w— wo))))

_ e (_ i e (w — wo) )

re" 1 — e (wp + s(w — wp))

_ |w — wol e ;€
r 1—e"(wp+ s(w—wp))

- —T|1_€T(L°:;j(°l_wﬂ))|2%e (i€ (1 =" (@0 + s(@ —w0))

et de méme:
d d (1 .
Em(f‘(s, g),e) = o (@ In(1—e"(wo+ s(w— wo))))
1 e"(w — wo)
re’ 1 —e"(wp + s(w —wp)) ’

d’ou, pour tout € € V et tout s € [0;1]:

_ |w — wo
7|1 — e (wo + s(w — wp))|

T,

On déduit immédiatement des calculs précédents que l’on a pour tout ¢ € V et tout
s €[0;1]:

d |1 —€e"(wo + s(w — wp))| d
ST —_ . <R, .
4888 =~ i — e (o + 5(@ — wo)))) ds T L (& E)) (418)
Or, pour tout ¢ € V, tout (w,wp) € FZ et tout s € [0;1], on a
3T
le"(wo + s(w — wo))| = [E" (W0 + s(@ —wo))| < [e]" (|| + wo| + |w]) < |e|" i =37

B
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et g : ¢ — Re(yje'®z) est continue avec g(1) = Re(y;e*?) > p > 0 donc, pour T assez petit,
on a:

Ve € V, V(w,wo) € F2, Vs € [0;1], Re (’yjeid’(l — & (@ + s(@ — wo)))) > g >0.

Comme en outre, on a |1+ &"(wp + s(w —wp))| < 1437 < 2 pour T assez petit, on peut en
déduire que dans ce cas, il existe C; = % > 0, ne dépendant que de u et j tel que

VeeV, Ve o], < -0, LR (T(s,e),¢) .

d
d—m(F(s,s),a) jd_.s

S

En posant C' = mi}l C; > 0, on obtient la constante du lemme (4.3) qui, cette fois ne dépend
j€

que de p. Nous avons donc montré que les chemins sur les segments considérés vérifient les

inégalités du lemme (4.3). Il reste maintenant a voir que I'on peut construire des chemins

d’intégration en se limitant & des segments de la famille précédente.

On considére tout d’abord les fonctions définies dans le chapitre 1 par R;(w) = Re(—v,w)
(dans le plan des 1/2"). Pour chaque j € J, les lignes de niveau Rj(w) = C, C € R
sont paralléles et comme les arétes de F. ne sont paralleles a aucune des lignes de niveau
Rj(w) =0, le maximum de Rj est atteint sur F, en 1'un des points py, ..., pi+1. Deux cas
se présentent alors

Cas 1: le maximum de Rj est atteint en p;, ¢ = 1,...,/. Comme on a supposé
(4.17), F est étoilé par rapport & p;.

Pour tout i € [1,1] et tout w € F, on a alors
arg(pir1 — pi) < arg(w — pi) < arg(pi1 — pi) -
Si on note ¢ = arg(w — p;), on a alors Re(—y;e?) < M, avec
M; = max{%e(_,yjeiarg(pi+1fpi)), %e(_vjeiarg(Pi—I*Pi))} <0
car les arétes de F, ne sont pas paralléles & la ligne de niveau Re(y;w) = 0.

Ainsi, sil’on choisit une paramétrisation du chemin par I'(., ¢) tel que 1“(51—5)" = pi + s(F — pi),
on est placé dans les conditions des chemins étudiés précédemment et I'(., €) vérifie 'inégalité

du lemme (4.3) avec une certaine constante C; > 0.

Cas 2: le maximum de Rj est atteint en p; = py ou p;+1. Nous détaillerons ici
la construction du chemin I'(.,¢) dans le plan des 1/z" pour p; = po, le cas p; = pj41 se
traitant de fagon tout a fait analogue.

F, n’est pas étoilé par rapport & pg, nous ne pouvons donc pas prendre comme chemins des
segments [pg, w|. La droite passant par les points d’affixe er et al, divise F; en deux parties.
On note F! la partie fermée contenant p; et F2 = F, \ F_.

Cas 2.1: siw € F!: F! est étoilé par rapport & py. On choisit comme chemin le
segment [pg,w] et on a:

1
arg(p1 — po) < arg(w — po) < arg 5 p) -
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Donc, si pour tout w € F1, on pose ¢ = arg(w — pp), il vient
Re(—je) < max{Re(—yje! TEEP)), Re(—jet )N} = —py ;< 0
car les arétes de F, ne sont pas paralléles a la ligne de niveau Re(y;w) = 0.

Cas 2.2: siw € F2: on choisit le chemin constitué des deux segments [po, air] et [ai,, wl.

Si on note ¢ = arg(al, — po), on a pour w € [py, (11—,],
Re(—vje'?) = —paj <0

et le segment [pg, 2] est du type étudié précédemment. De plus, on a

1 1 1 1 1
arg pria vy < arg w— < arg ey

donc si on note ¢ = arg(w — a%), il vient

1 1

%e(—vjei‘p) < max{%e(—’yjei arg(gr — 3 )),%e(—vjeiarg(%’_a'))} = —p3; <0

car les arétes de F, ne sont pas paralléles a la ligne de niveau Re(y;w) = 0.

Dans tous les cas, on a construit des chemins vérifiant I'inégalité du lemme (4.3) pour
certaines constantes C; > 0. Pour finir la démonstration de ce lemme, il suffit de poser
p(n—p)
C= mi{l Cj > 0 (car il y a un nombre fini d’indices).
]:
La construction précédente achéve la démonstration du lemme (4.3) et donc celle du
théoréme (4.1). O

Remarque 4.2 (Non unicité) Il est naturel, comme dans le chapitre 1 ou le chapitre 3,
de poser la question de 'unicité d’une solution sous la forme

o I Do(e)+Dy (e)t+:-+Dr(e)t” 4,

Y(z,e) = H(z,¢)e £t —e")

a multiplication prés (& droite) par une matrice diagonale ne dépendant que de e. Dans
le chapitre 3, cette unicité provient essentiellement de 1'unicité d’une solution bornée de
Péquation quadratique (4.4). Plus précisément, si on analyse la preuve de la proposition
(3.1), il faut remarquer que I'on n’a plus ici lim 74, R;j(T,¢) = +oo.
TeL;(z.)

Remarquons également que pour des valeurs différentes (par exemple de plus en plus
grandes) de § > 0, on obtient bien des solutions différentes de (4.4) puisque celles-ci sont
nulles en des points a;(e) différents. A

Remarque 4.3 (matrices de connexion) Comme nous 1’avons vu dans la remarque précédente,
nous obtenons des solutions fondamentales différentes de la forme (4.14) pour différentes
valeurs de §. Cela nous conduit & nous demander quelles sont les matrices de connexion
existant entre de telles solutions. On peut d’ailleurs se poser la méme question pour les
solutions (sur des secteurs) déterminées dans le chapitre 3 ou pour les solutions (définies
au voisinage des points singuliers) déterminées dans le chapitre 2.

Une autre question ouverte est celle des limites (éventuelles) des matrices de connexion
associées a ces diverses solutions. En outre, cela peut-il permettre de retrouver le phénomeéne
de Stokes apparaissant sur les solutions du systéme non perturbé (1.6)? A
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4.3 Convergence uniforme des solutions

Les solutions construites précédemment ne sont pas définies sur un secteur de sommet
Porigine mais sur S = S N (B(0,d]e|))¢ ou S est un « bon secteur » . Ainsi, on ne peut
espérer obtenir un résultat de convergence uniforme sur un secteur de sommet 0 comme
dans le théoréme (3.3). Cependant, nous allons voir que si ’on considére les solutions
définies respectivement dans les théorémes (1.1) et (4.1), on a la convergence suivante

ly | 1(..¢) = 1% =0
o

qui peut étre considérée comme un certain type de convergence uniforme (le domaine sur
lequel porte le sup varie avec ). On a méme lim,_,4S. = S.

Pour démontrer ce résultat, nous donnons tout d’abord une définition et un lemme, &
Pinstar de la partie (3.5).

Définition 4.2 Soit S un « bon secteur» et 2 le domaine associé 4 S défini dans la partie
(4.1) (c-a-d. Q= {(2,6) € C?, e €V et z € Sc} et Sc = SN (B(0,de))¢).
On dit que A : Q@ — M, (C) et A : S — My(C) vérifient les conditions conjuguées (CONDS5)
du splitting si

{ A vérifie sur Q la condition (CONDA4) avec pour matrice diagonale associée D et

A vérifie sur S la condition (CONDO) avec pour matrice diagonale associée D

2. limeso ||C(.,e)—C|3 = 0, en conservant les notations des définitions (1.8) et (4.1).
eeV

On dira alors que D est une matrice diagonale associée a la condition (CONDS).

On a déja vu que les fonctions matricielles A et A définies dans les équations (4.1)-(4.2)
mises sous les formes préparées (2.3)-(2.4) vérifient les conditions (CONDS5) du splitting.

On donne maintenant le

Lemme 4.4 (splitting) Si A : Q@ — M,(C) et A : S — M,(C) vérifient les conditions
(COND5) du splitting avec pour matrice diagonale associée D, alors, en conservant les
notations des lemmes (1.1) et (4.1), les fonctions matricielles P : @ — M,(C) et P: S —
M,,(C) sont telles que

1. limeso [|P(.,€) — P||$ =0,
eEV

2. B et B ainsi que B?2 et B22 vérifient les conditions conjuguées (CONDS5) du
splitting avec pour matrices diagonales associées respectivement D' et D?.

Preuve du lemme (4.4): Les conditions (CONDO) et (COND4) sont respectivement
vérifiées par les matrices A et A, donc P et P sont bien définies. Montrons tout d’abord
que l'on a la limite uniforme

lim || P(., ) —P||%=0. (4.19)

eeVv
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Pour cela on peut considérer les fonctions w et @ & valeurs dans C? (¢ = p(n —p)) associées
respectivement 3 P?! et P?! selon (1.12) et (3.12). Nous allons voir que 1’on a

lim [Jw(., ) — @||35 =0 (4.20)
eeV

et en raisonnant de maniére analogue pour P2! et P?' | on aura montré (4.19) au vu des
relations (1.10) et (3.5).

On conserve ici les notations des lemmes (1.1) et (4.1). On note de plus wy = @ et pour
tout € € V, w. = w(.,¢) définie sur S.. On note également F, = F qui peut s’appliquer,
par extension, & toute fonction holomorphe bornée sur S. Enfin, on a vu dans la partie (4.1)
qu'’il existe K €]0;1[ tel que pour tout € € V, on ait ||F.|| < K donc I — F, est inversible
et ||(I —F.)7Y| <(1—K)"L On a alors sur S;

ws_wo:fswe_fﬁwo:-TS(wE_wO)_(fé'_fO)(wO)
ou encore
(I - fe)(we - wO) = (-7:6 - fO)(wO)

et finalement

|lwe — woll5s < [I(T = Fo) THII(Fe — Fo)(wo)l[55 < (1 — K)~H|(Fe — Fo)(wo)l]3 -
(4.21)

Tout le probléme se résume donc & montrer que si Z est une fonction de By, on a

lim [|(F. — Fo)(Z)[|35 = 0. (4.22)

eeV

Pour tout j € {1,... ,p(n —p)} , tout (z,¢) € Q et tout Z € By, on a:

e*'yjm(t,e) [fO (t) + B(t)Z(t) + f2(ta Z(t))
(z,¢) t(tr - 8r)
fo(t) + B(t)Z(¢) + fa(t, Z(t))
t(tr - 87')

_e'yjm(z,e) e—'yjm(t,e) [fO (t) + B(t)Z(t) + f2(t7 Z(t))]] dt
L(z,¢) {r+1

)i a

(R = Fa2)i(2) = 7 2)(z) — ome) [

j dq

L eim(ze) / o—rimite) |
L(z,e)

L etim(ze) /ﬁ(z . —imise) [fo(t) + B(t)zt£t+)1+ P2, Z@); 4, Fo(2);(2)

_ e’yjm(z,s)/ o—rim(te) [(fo — fo)+ (B—B)Z + fa(.,., Z) — fa(., Z)];(t,€) By
L(z,e) t(tr - 61‘)
im(z,e) —y;m(t,e) [fo(t) + B(t)Z(t) + f2(t’ Z(t))] j {
+e /L(m) a T — =) e
L Nim(ze) /E(z . ) [folt) + B(t)ZtSZ)f f2(t, Z(t))l; Y

_im(2) /ﬁ(z) o—im(t) Lfo(t) + B(t)Ztﬁ)f P2 Z(); o,

en regroupant les différentes intégrales considérées plus haut.
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Dans la suite, on appelera respectivement I}(z, €), I]?(z, €), If (z,¢) et I;-l(z, ¢) les intégrales
précédentes prises dans l'ordre de leur apparition apres le dernier signe =. Ainsi, on a pour
tout j € {1,... ,p(n —p)}, tout (z,&) € Q et tout Z € By:

(FeZ —Fo2)j(z) = I}(z,a) + If(z,e) + I]E-”(z,a) — I}l(z,a) )

Remarquons également que chaque intégrale considérée dans le calcul précédent a bien un
sens en appliquant le lemme (4.2) et en observant que i—: est borné sur Q.

Déterminons tout d’abord les limites de I}(z,s) et I]z(z,s) lorsque ¢ tend vers 0.

D’aprés 'inégalité (4.16) du lemme (4.2), on a pour tout j € {1,... ,p(n — p)} et tout
(z,€) € Q:

|1} (z,) < Ctseusp (folt,e) — fo(#)) + (B(t,e) — B()Z(t) + falt, e, Z(t)) — falt, Z())

En utilisant la condition (COND5)(2) vérifiée par C et C, les correspondances (1.12) et
(3.12) et le fait que Z soit bornée, il vient :

lisg [|fo(,e) = folls =0, lim[[B(,e) = Bl =0
eevV eevV
et 11_1’)1(}||f2(’€az)_f2(’z)||§<5):0
eeV

Finalement, on obtient de 'inégalité ci-dessus le résultat suivant:

. p(n—p)
lim " (|13 ()15 =0 (4.23)

e€eV

D’autre part, A vérifie par hypothése la condition (CONDO) du splitting donc en utilisant
les correspondances (1.12), on peut écrire qu’il existe M holomorphe sur S et bornée par
M > 0 telle que

Vte SO 8., folt) +BO)Z(t) + falt, Z(t)) = tM(t) .

Alors, d’apres le lemme (4.2), on a pour tout j € {1,... ,p(n —p)}

V(z,6) €0, [B2(z,6) < Cosupees, |5 (folt) + BOZ(E) + fat, 2(2) ) |
< CoMlelsupyes, [5[
M 4.24
< S .

or

car pour tout ¢t € S, on a [t| > d|e|. On déduit de I'inégalité ci-dessus le résultat suivant:

. p(n—p)
lim "sup” [|77(.,¢)llo¢ =0 (4.25)

eeVvV

Il reste donc & évaluer I ]3 et I;-l. Pour cela, intéressons-nous au rapport que 1’on peut établir
entre les chemins £;(z) et £;(z,¢). Nous avons vu dans la remarque 1.3 que la solution du
point fixe définie dans le premier chapitre par Fj reste la méme si 'on prend des chemins
constitués dans le plan des 1/2" d’une demi-droite puis de segments de la forme (wg,ws]
avec ¢ = arg(w1 —wy) et Re(y;e?) > p > 0 (u fixé), c’est-a-dire exactement la condition
vérifiée par les chemins £;(z,¢)!
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Pour chaque € € V, nous allons choisir un chemin ayant la propriété précédente a la place
de L;(z) utilisé dans le chapitre 1. Plus précisément, plagons-nous dans le plan des 1/2".

Si £;(z) est un chemin de coe™i & 1/z" avec Re(v;€'¥i) < 0 (comme défini dans la partie
(1.2)) et L£j(2) un chemin de 1/a%(e) & 1/2" (comme défini dans la partie (4.2)), on note
L;(2,¢) le chemin de coe™i & 1/2" constitué de Jooe®, 1/a%(e)] et ]1/a%(e),1/2"] dans le

plan des 1/2". (voir figure (4.2)). Le chemin £;(z, &) vérifie donc bien la propriété énoncée

F1G. 4.2: Représentation des chemins L;(z), Lj(z,€) et i;o(z,e)

Figure réalisée dans le plan des 1/2"

précédemment. On notera en outre L;(z,¢) = E;-"’(z, e)+ Lj(z,¢).

Remarque 4.4 Nous pouvons remarquer que par un procédé classique, on pourrait mon-
trer que pour tout W € By et tout (z,¢) € Q, on a:

tr—|—1 [:j (z,s) tr—|—1

i(2) / e Wi g, _ () / e Wi g (4.26)

L;(2)
Pour démontrer ce point, il suffit de faire la différence entre ces deux intégrales, d’utiliser
I'analyticité des fonctions considérées sur un chemin fermé £ puis de montrer que le reste
tend vers 0 lorsque 'on fait «tendre» L; vers l'origine et en utilisant fo(t) + B(t)Z(t) +
fa(t, Z(t)) = O(t). Ce procédé étant tout & fait classique en analyse complexe, nous n’irons
pas plus loin dans la preuve de 1’égalité précédente. A



sur des secteurs «modifiés» 105

En utilisant 1’égalité (4.26), on a pour tout j € {1,... ,p(n — p)} et tout (z,&) € Q:

I]‘?’(z,e) - I;'l(zae) =

/ (e'yj(m(z,s)—m(t,e)) B e'yj(ﬁz(z)—ﬁt(t))) [fo(t) + B#)Z(t) + f2(t, Z1))]j 4,
Lj(z:)

r+1

_/ (e’Yj(ﬁL(z)—Th(t))) [fo(t) + BH)Z(®) + fo(t, Z(1))]; dat
LP(z,€)

$r+1
—. 75 6
— . I](Z,g)_]-](z,e) .

Nous allons tout d’abord traiter le cas de la deuxiéme intégrale. Remarquons que
d’apres la définition des £;(z), on a £°°(z e) = L;(a;(¢)) et que pour tout t € £;(z,¢), on
a [t| < dle|. Ainsi, pout tout j € {1,... ,p(n —p)}, tout (z,¢e) € Q et tout Z € Bo, il vient :

6
|I] (Z,€)|

tr+1

I, ) (e 7 (7(z) (1)) [fo()+BOZM)+F2(6Z2M); g4

oRi(2)—Rj(a;(e) ‘ Sy ey (17PN () %dt‘

IN

dle| ‘fﬁj(a]‘(s)) e%(m(a,( )) ﬁz(t))) [M(t [M(t)]; dt‘
< §CyM|e|

en utilisant I'inégalité du lemme (1.2) et le fait que R; est décroissant de a;(e) & z sur
L(z,€) comme nous 'avons vu dans la partie (4.2). On obtient de I'inégalité ci-dessus le
résultat suivant:

lim " sup |\I6( )|l =0. (4.27)
e—0 =1

eeV

Il reste donc a évaluer la limite de l’intégrale I ]5(,6) Pour ce faire, nous allons
utiliser un procédé classique de découpage. On considére R > 0 (assez petit), le cercle
C(0, R) et on supposera dans la suite que ¢ est tel que d|¢| < R. On distingue alors deux
cas:

Si z € S; est tel que |z| < R, on va évaluer directement llme—)O sup] ||I5( £)||3: en

remarquant que pour tout ¢t € L£;(z,¢), |t| < R.

Si z € S, est tel que |z| > R (voir figure (4.3)), on écrit:

I2(z,¢) =

((6 ) D (e1m(ze)-m(te)) _ gri(m(z)-m(®)) O+BOZWFwIW); 4y

n f (eqj(m 2i8)-m(te)) _ ¢ (()-(0) [fO(t)JrB(t)Ztr(?frﬁ(t’Z(t))]j dt  (4.28)

ol aj(z, €) est 'intersection de L;(z, ) avec C, autrement dit, 1/a;-’" (z,¢€) est 'intersection de
[1/a%(e),1/2"] avec C(0, R™"). Ainsi, pour tout ¢ pris sur le chemin de la premiére intégrale,
ona [t| < R et on va évaluer séparément les limites des deux intégrales lorsque € tend vers 0.

On pose I](z,e,@) = [7 ) (emmze)-m(te) — g (m(z)-m(®)) [fo(t)+é(t)ztr(i)l+fz(t,Z(t))]j dt.

Nous allons montrer que si = aj(z,¢) et |z| > Rousiz = z et |2z| < R, |Ij7(z,5,m)|
peut étre rendu aussi petit que l'on veut (indépendamment de z et ¢) en choisissant R
assez petit.



106 Confluence de solutions analytiques

F1G. 4.3: Représentation des chemins Lj(z,¢) et des points aj(z,¢€) associés

Figure réalisée dans le plan des 1/2"

Si |z| <R, on a pour tout j € {1,... ,p(n—p)}:

‘I;(z,g,z)‘ < ‘ S, o) €13 0P5) (ts))[t,+1fdt\+‘ S, ey €15 m(t))[ zdt‘
m(z,e)—m(t,e [M(t)} T—g”
< R ‘fcj gy €7 )=l ))W_E%t dt

+‘ Je i (m(2)— m(t))[ )i dtD

Or, pour t € Lj(z,¢), tr_€r| <1+ % ~ <14 5, et, de plus, les chemins £;(z,¢) vérifient la
condition de la remarque 1.3, et la seconde intégrale est donc majorée par CoM. 11 vient
alors:

|Ij7(z,6,z)| <R (( 5T)C' + C’o) M =: Rv (4.29)
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Si |z| > R, on a pour tout j € {1,... ,p(n —p)}:

a’.(g) a’.(g)
7 J i(m(z,e [tM( )] J i(m(z [tM( )]
|7 (2,6,a5(e))| = / i) m Tl a4 _ e () Tl o at
aj(e) aj(e)
< R (eR,-(z,e)_R,-(a;.(e),s)(l N %)CJF eéj(w—é,-(a;-(e))%) i
< R ((1 + %)C + CO> M =: Rv . (4.30)

Ici nous avons utilisé le méme type de majoration que ci-dessus en remarquant de plus que
Rj(.,¢) et R; sont décroisantes de a;(¢) a aj(e) respectivement le long des chemins £;(z, ¢)
et L£;(z).

Il reste maintenant & évaluer le second terme de l'intégrale I ]5 (z,€) lorsque z € S, avec
|z| > R. On pose dans ce cas

tr—|—1

I3(z,¢) = /z (e'yj(m(z,s)—m(t,s)) B e’yj(ﬁz(z)—'rh(t))) [fo(t) + B)Z() + f2(t, Z(1))]; 4,
a'.(z,e)

et
e7i(m(z,e)—m(t,e))

u(eyt,e) = (1)

avec z € Pgp = D¢(0, R) N'S; (Pr ne dépend plus de ¢ si celui-ci est de module assez petit),
t € Pg, e € D(0,n) (voir (3.19)) et g holomorphe bornée sur Pg. Ainsi, u est holomorphe
sur Pgr X Pg x D(0,7n). On a alors pour tout z € Pg et tout € € D(0,7):

e’ 1 e’ 1
=—h(l-—| = — —) = —— ’
m(z¢) re n( Z") e 72T +O(z’ e~0 27 +ole’)
car | 4| < . On en déduit alors que

1. lim,_,om(z,e) = m(z) uniformément par rapport & z € Pg,
2. m est bornée sur Pg x D(0,7),
d’otr lim,_, €X™(#€) = ¢%"(2) yniformément par rapport & z € Pg.
D’autre part, comme ¢ — tr% et g sont bornées sur Pgr, on a

i ((2) (1))
limu(z,t,e) = —

! = prs g(t) uniformément par rapport & (z,t) € P3 .
E—r

On pose maintenant g(t) = fo(t) + B(t)Z(t) + f2(t, Z(t)). La fonction g est bornée sur S
donc sur Pg et on en déduit que

lim (sup |Is(z e)]=0 uniformément par rapport a z € Pg. (4.31)
cev =1

Finalement, en regroupant les résultats (4.29), (4.30) (4.31), on obtient la limite

lim "S55 113(., )15 = 0 (4.32)

eev
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et en considérant les résultats (4.23)-(4.25)-(4.27) et (4.32), on a démontré la limite (4.22)
c’est-a-dire la limite (4.19):
tim [|P(.,¢) — P[5 = 0.

ecV

Pour finir la démonstration du lemme (4.4), il nous faut encore vérifier que B! et B! ainsi
que B?? vérifient les conditions conjuguées (CONDS5) du splitting. On a déja vu que B! et
B2 ainsi que B! et B?2, vérifient respectivement les conditions (CONDO) et (COND4).
Il reste donc & vérifier la condition (CONDS5)(2). Prenons I'exemple de B! et B (Iautre
cas est parfaitement symétrique). On a, vu (3.6) et pour tout (z,¢) € Q:

B (z,e) = A%(z,e) + A%(2,e)P?(z,¢)
DY (2) + 2(2" — €")C M (z,€) + 2(2" — €")C'2(z,e) P (z,¢)
= D%2) + 2(z" — €") (C*(z,¢) + C*2(2,e) P?*(z,¢))

et pout tout z € S':
Bl (2) :1ﬂ@+4y-améw@+éwaﬁw@.

On pose E = C'1 4+ C12P2! ¢t E = C' + C'2P?'. Comme ﬁzl et A vérifient respectivement
les conditions (CONDO) et (COND4) du splitting, E et E sont bornées et au vu de la
condition (COND5)(2) et de la limite (4.19), on a

lim || B(.,¢) — B|[% =0

eeV

ce qui termine la démonstration du lemme (4.4). 0

Comme dans les chapitres 2 et 3, on peut appliquer un nombre fini de fois le lemme
précédent pour obtenir des équations étudiées dans la partie (1.1). On obtient finalement
le résultat suivant a partir du théoreme (4.1).

Théoreme 4.2 Considérons les systéemes (3.1) et (3.2) mis sous les formes préparées
(2.3)-(2.4), ou C est holomorphe sur un voisinage de l’origine. Soit S un « bon secteur» et
Q le domaine défini dans la partie (4.2) a partir de S.

Les systémes (3.1) et (3.2) possédent respectivement des solutions fondamentales de la
forme

~ ~ Dg+D <t-Dpt”
Y(z) _ H(z>efz ot 1ttr-:_1+ rt de

o I Do (e)+Dy ()it + Dy ()t” 4,

et Y(z,e) = H(z,e)e CET)

ot H € Holy, (2, M,,(C)) et H € Holy,(S, M, (C)), inversibles, vérifient

lim H(ze)=1, lim H(z) =1
(z,6)—(0,0) z—0
(z,6)€Q z€S
et ot Dy(e), D1(e),... ,Dy(g) sont des matrices diagonales holomorphes en 0 définies par

(2.7). On a alors
lim || H(.,e) — H||3 =0 .

e—0
e€EV
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4.4 Généralisation a d’autres types de confluence

.. , ., —0
Jusqu’ici nous avons étudié le type de confluence de GARNIER z(z" — ¢") =5 2"t

Maintenant, nous allons généraliser le résultat de ce chapitre a une classe plus large de
confluences contenant le cas que nous avons déja étudié.

Nous considérons le systeme différentiel
(z,6)Y'(z,¢) = A(z,€)Y (z,¢€) (4.33)

ol A est holomorphe sur un voisinage de (0,0) et II(z,¢) = Zi}) ax(g)z*. Ici, on suppose

que ay € Hol,(V,C), o1 V est un secteur borné d’angle d’ouverture assez petit. L’exigence
II(z,¢) = 2" ™1 implique les conditions suivantes :
E—>

1. Vke[1,r], ax(e) = 0
€

2. (17-+]_(€) e——>0> 1.

Sans restreindre la généralité et quitte & diviser (4.33) par a,11(€), on peut supposer que
onaap1 =1.

Dans le début de ce chapitre, nous avons obtenu une solution fondamentale de ’équation
(4.2) définie pour tout € € V sur SN (D(0,4|e|))¢ pour un «bon secteur » S et pour § > 0
suffisament grand. Cela a été possible dans la mesure (et c’est le point essentiel de la
démonstration!) ou toutes les racines de z(z" — €") = 0 étaient de module inférieur & |e|.

Nous allons donc considérer des polynomes IT dont les racines sont toutes d’un module de
Pordre de |¢|. Enongons alors une proposition caractérisant ces polynomes.

Proposition 4.1 Soit II(z,¢) = 2" + 377 _ ax(e)2F.
Les propositions suivantes sont équivalentes
1. 3C >0, Vz € C, Ve €V, P(z,e) =0 = |z| < C|¢]

a(e)
Er+1—k

2. 3M >0, Vk € [0,r], Ve €V,

<M.

Avant de démontrer cette proposition, énongons le

Lemme 4.5 Soit P =a9+ a1 X + -+ - + a, X" € C[X] avec a, # 0. Si z est une racine de
P,ona
2] <1+ -
lan

avec m = max(|ag|,... ,|an-1|)-

Preuve du lemme (4.5): Siz =0 est racine de P, c’est trivial. Supposons maintenant
que z # 0 est racine de P et que |z| > 1+ 2. On a alors

an|”
lanz™| = lag+a1z+---an 12"}
< laol +lax| || + -+~ lan—a|[z" |
< ml4 2 + -+ 2"
_ -t

m7|z| 1



110 Confluence de solutions analytiques

En utilisant la minoration de |z|, il vient alors
|2

z
|2 =1

lanz" < m <lan||2|™ .

Ceci entraine une contradiction, d’ou le résultat du lemme. O

Preuve de la proposition (4.1): On pose a,+1 = 1. Montrons d’abord la condition
suffisante. Si z est racine de P(.,¢), ¢ € V, on a

r+1

Zekak(e) (g)k =0,
k=0

d’ot1 en divisant par ",
+1 r+1
1 < z\*k ag(e) [z\*k
2 : k \" § : k “\T
gr+l etax(e) (e) - grti-k (8) =0
k=0 k=0

Autrement dit, £ est racine du polynéme S ;i(f,)k X*. D’apres le lemme (4.5), on peut

alors écrire:
,k=0,... ,r) ,

On note 21, ..., 241 les racines de II(., ). En utilisant les notations usuelles des relations
coefficients-racines, on a pour tout k € [0,r]:

ar(e)
ertl-k

m(e)

‘f‘ <1+

< <1+ M=:C avec m(s)zmax(
5

|ar+1| o

d’ou le résultat. Montrons maintenant la condition nécessaire.

ar(e) = (=) orp1-r(z1,- -+, 2041)
on en déduit immédiatement I'existence de M > 0 tel que

ax(e)
€r+17k

keﬂ:O’r]]’ SM’

ce qui acheve la démonstration. O

Dans la suite, on supposera que le polynéme II vérifie les conditions suivantes:
1. Pour tout ¢ € V, II(.,&) n’a que des racines simples

ai ()
5r+1—k

2. AM >0, Vk € [0,r], Ve €V, <M.

Dans le but d’obtenir un résultat semblable & celui du théoréme (4.2) pour I’équation (4.33),
étudions maintenant ’équation scalaire

(z,e)y (z,€) = a(z,e)y(z,e) avec a(z,e) =d(z) +(z,¢)c(z,€) ,
(4.34)

ot ¢ est holomorphe sur Q = {(z,¢) € C?, ¢ € V, z € SN (D(0,d¢|))¢} (pour un certain &
assez grand) et d est holomorphe au voisinage de 0.
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On note z1, ... , 2,41 les racines (distinctes) de P(.,¢). Pour tout i € [0, r + 1], le résidu de
cette équation en z; est
d(z)
p’t(s) - HI(Zj,S) :

Nous avons vu que équation (4.34) posséde une solution fondamentale de la forme

z d(¢)

y(z,e) = K(e) oJo e(te)dt I mgeydt

On reprend ici I'idée de GARNIER (voir chapitre 1) d’écrire cette solution sous la forme

dg(e)+dy (€)t+--+dr ()"
y(z,€) = K () eld clte)te s kite)dt )™ = B (0 I

ou k est holomorphe sur un voisinage de 0 et ou la derniere exponentielle «contient» la
confluence vers une singuarité irréguliére. On pose P(z,¢) = dg(e) +d1(e)z +-- -+ dr(e)2".
Ces conditions s’écrivent comme dans le chapitre 1:

Vi€ [1,r+1], P(z,e) =d(z) -
Autrement dit, il existe ¢ holomorphe sur C? telle que I’on ait pour tout € € V
Vz € C, P(z,e) —d(z) =1(z,e)q(z,¢) ,
c’est-a-dire
Vz € C, P(z,e) =d(z) + A(z,€)q(z,¢) + 2" q(z,e) avec Alz,.) =TI(z,.) — 2"t .
On note q(z,e) = Y pooqi(e)z’ et d(z) = Y poydiz’. En identifiant terme & terme les

coefficients de z* dans I’égalité précédente, on obtient alors:

Vi€ [0,r], di(e) =di+ Y ar(e)gin(e) -
k=0

Ainsi, pour tout 7 € [0, 7], d;(g) est holomorphe bornée au voisinage de 0 et lim, _,o d;(¢) = d;
vu les conditions remplies par II.

Nous n’allons pas reprendre ici les énoncés des définitions, lemmes de splitting et théorémes
des autres parties de ce chapitre. Soin est laissé au lecteur d’adapter ceux-ci & notre propos.
Nous ne rentrerons pas davantage dans les détails des démonstrations dont les structures
sont tout & fait identiques & celles des sections (4.1)-(4.3). Par contre, nous allons re-
prendre point par point les éléments qui changent avec le nouveau type de splitting que
nous étudions.

Commencons par une nouvelle définition de m et R;. On pose

m(z,e) = /z di et Rj(z,e) = Re(yjm(z,¢€)) -

Avec ces notations, la démonstration du lemme (4.2) reste inchangée pour peu que 'on
montre l'inégalité du lemme (4.3), soit 'existence de I', : [0; 1] — S tel que

d d
—(m(T,(s,¢),¢))| < _C$

Vs €]0;1[, Ve €V, Vz € S,
ds

(R;(T=(s,€),¢)) -
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Nous allons voir que ’on peut conserver les chemins définis dans la partie (4.2) et obtenir
cette inégalité. Rappelons que 'on a d’apres la partie (1.2.2) (et c’est dit & la remarque

(1.3)):
d, . d -
Vs €]0;1[, Ve € V, Vz € S, E(m(f‘z(s,s))) < —C’og(Rj(Fz(s,e))) .
Pour alléger les notations, on pose I' =T, et on évalue le rapport
d d _ I(s,¢) I(s,¢)
— | == m(T a0 N —
R P e e R 2
- F(S,E)r—l—l
I(T(s, €),¢€)
et finalement
- _ F(S, &.)r—l—l
! Tr+1(s,¢) + ar(e)I7(s,¢) + - + ao(e)
- 1+ ar(e) bt ao(e) -
[(s,¢) (s, &)1

Rappelons alors que I'on a pour tout s €]0;1[, tout € € V' et tout ¢ € [0,r]:
IT(s,e)| >dle] et Jai(e)| < M|€|r+17i ‘

On a déduit

_ s—r—=2
@) w® [ MM M1
[(s,¢) T (s,e)rt ) ot b 1—3
M
> 1——=
D 51 R1(5)>0

des que 6 > 1+ M, ce que 'on peut toujours supposer. De plus, il existe § assez grand pour
avoir k1 () > 3 soit

Ry <2. (4.35)
Rappelons que 'on a I'(s,e)™" = wp + s(w — wp) et évaluons de méme le rapport
d - d T(s,¢) T(s,¢)
— [ —RAT — R.(T — L\ P ik
%2 <dSR]( (S’E))> / (dsR]( (3’6)’8)> §R€ (WJF(S,€>T+1> /éRe (7]1-[(1-\(3,6)’6) )
soit
I‘I(s, 6) FI(Sv 6) ar(€> aO(E) !
— L \T =) i S LA o U A S .
% = % (g, o) /e (”ns,e)rﬂ (s, T TG
On pose maintenant ¢ = arg(w — wp) de sorte que w — wy = |w — wyle’?. Comme on a
rT'(s,e) = —(w — wp)T'(s,e)" 1, on peut écrire

_ T(s,¢) T(s,) ar(c) ale) \*
Ho = e (”ns,e)f“)/ e ('“ns,e)rﬂ (“r@,e)*'”*r(s?e)”l) )

_ Sfte(’yjew)/%e (Wew <1+I?(T(,6€))+”‘+F(:07£;)‘+1)_1> .
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Si on pose g(z,8) = Re(v;€?z), on a g(1,8) > pu > 0 pour tout § définissant une direction
d’intégration dans le plan des 1/2" (on a construit les chemins L;(z,¢) a cet effet). De plus,
on a la majoration

Qp (5) L aO(‘E)

M M M
T(s,¢) (s, e)r+1

N B ==

pour § > 1. Ainsi, en fixant § suffisamment grand, on peut rendre ko(d) arbitrairement
petit, donc il existe § > 1 tel que pour tout ¢ correspondant & un chemin d’intégration, on

ait .
~ ar(e) ao(e) '\ p
R % (1 r cee g O >
e (”e (ernd ) )2
d’olt ;R < 2. Enfin, considérant cette derniére inégalité, 'inégalité (4.35) et le résultat du
lemme (1.3), il vient ce qu'il fallait démontrer :

i(m(l"z(s,s),e)) < —400%(131-(1'}(3,6),8)) .

Vs €]0;1], Ve € V, Vz € S,
ds

Il reste maintenant & reprendre la démonstration de la convergence uniforme. La encore,
pas de changement dans la structure de la démonstration, il nous faut seulement vérifier
deux points clés. Tout d’abord, montrons qu’avec la nouvelle définition de m :

lim m(z,e) = m(z) uniformément par rapport & z € Pg = (D(0,R))° N S; .
cev (4.36)

On a

m(z,e) —m(z) = /Z% 1 du

u,e) urtl

o Put = (W e (@)U + -+ ao(e)) d
N ut1TI(u, €) v
_ _/z ar(e)u” +--- +ag(e) du

urtII(u, €)

Comme S, est borné, Ry > 0 tel que Ry > |u| > R et donc k3 > 0 tel que
lap(e)u” + -+ a1(e)u + age)] < ksle]

ar(e)u” +---+ai1(e)utap(e)

et ur+1

< Kslel .

Pour ¢ suffisamment petit, on a de plus x3|e| < R™"1/2 d’ou

0 = far(e” 4+ + ar()u + aoe)|
R+l — Kle| > R’"+1/2 .

[TI(u,e)| = ‘u’“ +ap(e)u” + - +a1(e)u + ao(e)‘ >
>

On en déduit donc 'inégalité

ar(e)u” + -+ + ao(e) < 2K3
u' 1 II(u, €) - R2T+2|8|

Enfin, comme S, est borné, on amontré I’existence de k4 > 0 tel que pour tout z € Py et
tout € € V de module assez petit :

Im(2, ) — ()] < Kae] -
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soit (4.36).

Nous devons encore montrer une inégalité du type (4.24). Avec le type de confluence con-
sidéré, elle s’écrit

B(z6)| < Cosupes, | =50 (fo(t) + B@)Z () + falt, (1))
< CoMysupyes, |20 taole)

(4.37)
< C()M()(SKQ((S) |€| .

Ceci termine cette partie et montre que le résultat des théorémes (4.1) et (4.2) restent vrais
pour la confluence plus générale décrite ci-avant. O
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Chapitre 5

Solution semi-formelle en ¢ et
caractere Gevrey

Dans les deux chapitres précédents, nous avons étudié le phénomeéne de confluence des
singularités du systéme (4.1) en la singularité irréguliére du systéme (4.2) sur certains do-
maines bien déterminés. Notre propos était alors d’obtenir des solutions holomorphes en z
puis un résultat de convergence uniforme lorsque ¢ tend vers 0.

Dans ce chapitre, nous allons considérer 1’équation (4.2) comme une équation différentielle
de parametre ¢, et étudier le comportement de ses solutions vis-a-vis de €. Nous tenterons
alors d’obtenir des solutions semi-formelles de (4.2) (c’est & dire formelles en ¢ et & coeffi-
cients holomorphes en z) puis d’en étudier le caractere Gevrey.

L’idée principale sera alors de considérer la série formelle obtenue & partir d’une série for-
melle donnée en divisant le 7€ terme par I‘(% + 1) puis de vérifier qu’elle est solution d’une
certaine équation implicite & coefficients holomorphes. Nous en déduirons alors facilement
le caractére Gevrey 1/r de la série de départ.

La difficulté essentielle proviendra de ’apparition dans toutes les équations considérées d’un
terme de la forme zP'(z)e". Il nous faudra alors obtenir une estimation de zP'(z) & partir
de celle de P, c’est pourquoi nous serons amené 3 considérer un certain type de norme sur
des secteurs (autre que la norme infinie) pour répondre & ce probléme.

Dans la suite, nous considérons toujours les systémes différentiels linéaires
7Y = A(2)Y (5.1)
et 2(z"—€")Y' = A(z,e)Y (5.2)

mis sous les formes préparées (2.3)-(2.4). Dans un premier temps, nous obtiendrons une
solution semi-formelle particuliére en utilisant une technique de splitting.

Ensuite, dans le paragraphe 5.2, nous démontrerons le caractére Gevrey 1/r de la solution
précédente. Pour ce faire, nous introduirons dans le paragraphe 5.2.1, les normes de Nagumo
modifiées pour des secteurs et en donnerons quelques propriétés. Puis, nous conclurons au
résultat en montrant qu’une série «majorant» la série solution vérifie une équation implicite
a coeflicients holomorphes.

Enfin, nous montrerons dans le paragraphe 5.3 que la solution définie dans le chapitre
3 possede la série semi-formelle précédente comme développement asymptotique Gevrey
d’ordre % sur de bons secteurs.
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5.1 Existence d’une solution semi-formelle particuliere

Dans cette partie, nous allons montrer I’existence d’une solution de (5.2) de la forme

— 2z Dg(e)+Dq(e)t+:+-+Dy(e)t"
V(z,e) = H(z,e)ed — o dt (5.3)
ot Dg(¢), ... ,Dy(¢) sont définies par (2.7) et H est une série semi-formelle en ¢ déterminée

de maniére unique (& multiplication pres & droite par une série formelle diagonale de terme
constant I,) si on impose lim, ,o H(z) = I,,. Tout d’abord, nous obtenons I’existence d’une
solution s’écrivant sous cette forme par une construction particuliére, puis nous montrerons
Punicité de cette écriture.

5.1.1 Construction particuliére d’une solution semi-formelle

Dans la suite, si S est un «bon secteur » , on notera Hol,(S, My (C))[[e]] I’ensemble
des séries formelles en £ dont les coefficients sont des fonctions matricielles holomorphes
bornées sur S.

Comme dans les chapitres précédents, nous allons appliquer une technique de splitting a

notre systéme. Enongons tout d’abord la

Définition 5.1 Soit n € N* et S un « bon secteur» . On dit que A € Hol(S, M,,(C))[[e]]
vérifie la condition (CONDG6) du splitting si l’on peut écrire :

Vz e S, A(z,e) = D(2) + z2(2" — e")C(z,¢)

ot C € Holy (S, M, (C))[[e]]

et D est une fonction diagonale holomorphe dans un voisinage de 0 telle que
Dy = D(0) ait toutes ses valeurs propres distinctes.

On dira alors que D est une matrice diagonale associée a la condition (CONDG).

Remarque 5.1 La définition précédente sous-entend que le secteur S est de rayon assez
petit (plus petit que le disque de convergence de D), ce que nous supposerons dans la suite
de la démonstration. JAN

Remarquons que A mise sous la forme préparée (2.4) vérifie la condition (CONDG6) du
splitting. En effet, par hypothese, on a A(z,¢e) = D(z)+2(z" —€")C(z,¢) ou C, holomorphe
au voisinage de (0, 0), est développable en série par rapport a ¢ et & coefficients holomorphes
bornés sur un voisinage de 0, donc sur S de rayon assez petit.

Comme dans le chapitre précédent, nous énoncons a présent un lemme de splitting.

Lemme 5.1 (splitting) Soit n € N*, et p € N tel que 1 < p < n.
Si A € Holy(S,M,,(C))[[e]] vérifie la condition (CONDG6) du splitting avec pour matrice
diagonale associée D, alors il existe P € Holy,(S,M,(C))[[]] telle que

Vz € S, Py(z) soit inversible, lim.—o Py(z) = 1T,
2€S

et qui transforme, par le changement d’inconnue Y = PW, l’équation

2(z" — €Y' (z,e) = A(z,e)Y(z,¢)
en Uéquation z(z" —e")W'(z,e) = B(z,e)W(z,¢)
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ou B € Hol,(S, My, (C))[[e]] est de la forme

B 0 11 22
B = 0 B22 , B© € Mp(C) , B € M,;,(C) .

De plus, si l'on écrit D = diag(D',D?), D' € M,(C), D? € M,,_,(C), alors B! et

B?2 yérifient la condition (CONDG6) du splitting avec pour matrices diagonales associées

respectivement D' et D?.

Preuve du lemme (5.1): On note dans la suite

ou pour tout k € N, Ay est holomorphe bornée (mais la borne dépend de k) sur S. Nous
allons alors obtenir P € Hol,(S, My, (C))[[e]] comme composée de deux transformations du
systeme (5.2).

Premieére transformation. Tout d’abord, considérons I’équation
2T = Ag(2)Y . (5.4)

Comme A vérifie les conditions (CONDG6) du splitting, on a Ag(z) = D(z)+2"T1Cy(z) avec
Co € Holy,(S,M,(C)). Autrement dit, cette équation a déja été traitée dans la partie (1.2).

On considére alors P qui transforme, par le changement d’inconnue Y = PW, le systéme
(5.4) en le systéme

zr+1WI — Bo(z)W (55)
<11 ~ o7 1pl12 2
By(z) = D(2) + 2! ( ¢ o(z) 022(2:) ) et Pl)= ( z”llg”(z) ) 1; ¥ ) ’

ou CV’H,~ C?2, P! et P'2 sont holomorphes bornées sur S. En supposant le rayon de S assez
petit, P est donc inversible sur S et on a la relation

Vz €S, P 1(2)Ag(2)P(2) = Bo(z) + 2" "1 P'(2) . (5.6)
On effectue alors le changement d’inconnue Y = Q(z,¢)Z dans I’équation (5.2), pour

. ( I 22" — ") P12(z)

9 = (e PEE ) st -

(5.7)

Q est donc holomorphe sur Q = S x B(0,4), § > 0, et Q(.,0) = P. Autrement dit, Q est
inversible sur 2 si § est assez petit. Le systéme (5.2) est transformé en le systéme

2(2" —€"Z' = E(z,6)Z (5.8)

avec

E(z,¢) = Q 1(z,6)A(2,6)Q (z,¢) — 2(2" — ") Q (z,6)Q'(2,¢) .
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Montrons que E s’écrit E(z,e) = D(z) + z(2" —e")K(z,¢) ou K € Hol,(S,M,(C))[[¢]] et
Ey est diagonale par blocs.

OnaQ=1-V avec

V(z,e) = ( ey O - Pe) )

On se place dans l’espace de Banach B des fonctions holomorphes bornées sur 2 muni de
la norme infinie. Si le rayon de S et § sont assez petits, ||V|[oo <1 dou Q1 =T+ V +
V2+4... =T+ 2(2" —€")T(z,¢) avec T € B. On alors pour tout (z,¢) € Q:

E(z,e) = (I 4 2(z" —")T(2,e))(D(z) + 2(2" — ") C(z,e))I + 2(z" — e"U(2))
—2(z" —e")Q71Q (2,¢) =: D(2) + 2(2" — ") K(z,¢)
K(z,e) =T(z,¢)(D(z) + z(z" —€")(U(z) + C(z,¢) + C(z,¢e)U(z)))
+ D(2)U(2) + 2(2" — €")C(2,e)U(2) — 2(2" —e"Q71Q'(2,¢) (5.9)

Dans cette expression, les fonctions considérées sont holomorphes bornées sur S x B(0, ¢)
sauf peut-étre @)'. Cependant, la formule de Cauchy montre que 2Q)' est bornée sur tout
sous-secteur strict de S, mais pas forcément sur S.

Dans ce cas, il suffit de considérer au départ pour (5.2) un « bon secteur » contenant stric-
tement S et en appliquant un nombre fini de fois le lemme de splitting, diminuer un peu son
angle d’ouverture pour obtenir finalement une série semi-formelle dans Holy, (.S, M, (C))[[e]].

Ainsi, on a montré que K € Holy(S, M,(C))[[e]] et de plus, on a:
E(z,0) = Q '(2,0A4(2,0Q(z,0) — 2 Q '(2,0)Q'(2,0)
= P7Y2)A0(2)P(z) — 2" 1P L(2)P'(2)
= Bo(z)

D’apreés (5.5), Ey est donc diagonale-bloc et nous écrirons dans la suite
e .
E(z,e) = Eo(z) + Z:Ei(z)sz avec E; € Hol,(S,M,(C)) et Ey = By
i=1

Remarque 5.2 Le but de cette premiére transformation est d’obtenir Ej sous la forme
diagonale-bloc précédente, ce qui n’était pas le cas pour Ay. Cette étape n’est absolument
pas nécessaire pour la détermination de P € Holy(S, M, (C))[[¢]] réalisant le lemme de
splitting, mais nous verrons par la suite qu’elle sera utile pour démontrer le caractére
Gevrey de P. A
Seconde transformation. On considére a présent 1’équation

22" —€e"Z' = E(z,6)Z = (D(2) + 2(2" —€")K(z,¢€)) Z (5.10)

sur laquelle on va appliquer la méthode habituelle de splitting. On pose Z = QW avec

12
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pour obtenir le nouveau systéme z(z" — " )W’ = B(z,e)W ol B est diagonale par blocs
comme dans ’énoncé. Alors, I’équation de transformation

2(2" —€")Q' = E(z,e)P — PB(z,¢) (5.12)

nous conduit & quatre équations du type (3.6)-(3.9) pour Q'2 et Q*', et finalement aux
équations quadratiques

Z(ZT o 87‘)(Q21)I — E21 + E22Q21 o Q21E11 . Q21E12Q21 (513)
Z(ZT _ €r)(Q12), — E12 4 E11Q12 _ Q12E22 o Q12E21Q12 . (514)

Nous allons traiter le cas de "équation (5.13), le cas de l’autre équation étant tout a fait
semblable. Ecrivons tout d’abord (5.13) sous la forme suivante :

S — (B (:)Q™ — QB (2)) = Gz, 2)
avec

G(z,¢) = B2 + 2e"(Q2Y + (Ezz _ Egz(z)) Q% — Q% (E” _ E&l(z)) —QMERQ* |
(5.15)

Soit By I’espace de Banach des fonctions holomorphes bornées sur S & valeurs dans M,,_,, »(C)
muni de la norme ||.||c. On définit sur By les deux opérateurs A et A par

A(R)(z) = 2"*'R'(z) — (D§R(2) — R(z)Dy)
et A(R)(z) = Z"TR'(2) — (E§*(2)R(2) — R(2)Eq' (2))

pour tout R € By. Dans la suite, on pourra appliquer un tel opérateur a un élément de
Holy, (S, My,—p p(C))[[e]] en décidant par convention qu’il s’applique & chaque coefficient de
celui-ci. Ainsi, on peut écrire:

AQ™M)(z,¢) = G(z,¢) . (5.16)

De plus, nous avons vu, dans la partie (1.2), que pour tout H € By = Holy, (S, Mp_p,»(C)),
il existe P = L(H) € Holp (S, Mp,—p p(C)) tel que A(P) = H. Ici, L correspond a 7o définie
sur By = Hol, (S, CP("~1)) par (1.14) et la norme ||£|| est donc majorée par Cj.

Nous allons montrer qu’il en va de méme pour A. Soit H € By; montrons qu’il existe P € By
tel que A(P) = H. Pour tout R € By, on a

A(R) = A(R) — A(R) avec A(R)= (E2 - D2)R— R(E}' —D}) .

L’équation A(P) = H équivaut donc & A(P) — A(P) = H. On considére maintenant
I’équation de point fixe associée a ce probléme

P = L(H) + LA(P) =: Fg(P) . (5.17)

En appliquant A & cette équation, il est clair qu’une solution de (5.17) est solution du
probléme précédent. Comme Ey = By, on a EZ2 — D2 = O(z) = E{' — D} et on peut donc
supposer, quitte & diminuer le rayon de S, que I'on a

1

VR € By, [|A(R)|| < ————

[|R|| etainsi ||[LA|l <

DN =
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si bien que ’on peut écrire:
— 1
V(R1, Re) € Bo, ||Fu(R1) = Fr(Re)l| < Sl|R1 — Ro| -

Ainsi, Fg est une contraction sur I’espace de Banach By et admet un unique point fixe P,
solution de (5.17) et vérifiant donc A(P) = H. Dans la suite, nous noterons P = L(H) € By.

Revenons & 'équation (5.16). On pose G(z,¢) = Y2, Gi(2)e! et Q*1(z,e) = S 50, Q2 (2)e'.
On a .

E?(z,6) = Y2 B (2)e!

E2(z,e) = Y0, El%(2)e

car Ey est diagonale par blocs. En identifiant les coefficients de €% dans (5.16), on a A(Q3!) =
0. On pose alors pour la suite Q2! = 0.

Pour i >1,0n a

i-1
21 21 22 121 21 il 21 112 21
Gi(2) = B (2) + 20 (QM)ip(2) + Y _(EPQE, - QFLE) — ) QUE’QU(2) .
s=1 st+ttu=i
0<s,t,u<i—2
Ainsi, G; est déterminé par E et Q?', Q3,..., 1211
On procéde par récurrence. le, 2. ,Q?ll étant connus, on pose Q?l = L(G;) et on

définit de cette maniere Q*! vérifiant (5.16). Remarquons que tous les coefficients Q' de
Q%' sont définis sur le méme secteur S donc on a bien Q%' € Holy (S, M,—p»(C))[[€]]-

Reste maintenant & voir que B! et B2? vérifient les conditions (CONDG6) du splitting avec
pour matrice associée respectivement D! et D?. Prenons par exemple B'l. D’apres (3.6),
ona:

BY(z,e) = EY(z,¢) + E'%(2,6)Q*(z,¢)
= DY)+ 2(z" — ") (K'Y (2,¢) + K'%(z,£)Q% (2,¢)) -
Comime
K € Holy (S, Mp(0))[[¢]],

]
K'? € Holy(8, My n—»(C))[[]]
et Q*" € Holy (S, My, p(C)[[e]]

on a alors K'! + K'2Q% € Holy, (S, M,(C))[[¢]]. La transformation Y = PW avec P = QQ
répond donc au probléme, puisqu’on a également QoQo = I,. Cela démontre le lemme
(5.1). O

En appliquant un nombre fini de fois le lemme précédent, on obtient des équations scalaires
de la forme

2(2" — €M)y = (d(2) + 2(z" — €")e(z,€)) y (5.18)
avec ¢ € Hol,(S,C)[[e]]. Ces équations ont été étudiées dans la partie (1.1), et on sait
qu’elles admettent des solutions de la forme

fz do(e)+dy (e)t+---+dr ()" dat

t(ET—eT)

y(z,€) = h(z,¢)e

avec h € Holy (S, C)[[¢]] et lim, g ho(z) = 1. En rassemblant tous les résultats précédents,
on peut alors en déduire le
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Théoréme 5.1 Considérons le systéme (5.2) mis sous la forme préparée (2.4) ou C est
holomorphe sur un voisinage de l'origine et S un « bon secteur» de rayon assez petit. Le
systéme (5.2) posséde une unique solution fondamentale (4 multiplication prés a droite par
une série formelle diagonale de terme constant I,) de la forme

_ I* Do(e)+Dy (e)t+--+Dy (e)t" dt

Y(z,e) = H(z,¢)e HET =) (5.19)
ot H € Hol, (S, My (C))[[€]] est tel que
1. lim:—o HO(Z) = In
z€S
2. Dgy(g),D1(g),-.. ,Dr(e) sont des matrices diagonales holomorphes en 0, définies par
(2.7).
5.1.2 Unicité de la solution obtenue: preuve du théoréme (5.1)

Avant de passer & la preuve de l'unicité de I’écriture (3.28) dans le théoréme (5.1),
énong¢ons un lemme que nous utiliserons dans la suite.

Lemme 5.2 Soit ¢ € N*, S un « bon secteur», (g;)ien une suite de fonctions holomorphes
bornées de S dans C? et H : S — My(C) une fonction matricielle holomorphe telle que

H=Hy+B oiu B(z)=0(z), 2z—0, z€ S, et Hy est diagonale inversible.
Alors pour tout i € N, l’équation différentielle
2 (2) = gi(2) + H(2)w(2) (5.20)
admet une unique solution bornée sur S (quitte ¢ diminuer le rayon de S).

Preuve du lemme (5.2): On note Hy = diag(7yi,... ,7q). Siy vérifie (5.20), on a pour
tout j € [1,¢] et pour tout t € S

"y (1) — yiw;(t) = (gi(t) + B(®) y(t));

(e:Tj’yj(t)), _ o <9i(t) + B(t)y(t)>
j

soit

tr—i—l

et, en intégrant I’égalité ci-dessus entre 0 et z le long de L;(z), comme dans la proposition
(1.2), il vient pour tout j € [1,¢]:

et yj(z):/ erir (9"(” tﬁl(t)y(t)> dt
Lj(2) j

J

soit
y=F(y) =ToRi(y) avec Ri(y): =gi+By.

Or, pour tout wy,ws € By = Holp(S,C?), on a

[|[F(w1) = Fwa)l|loo < Col|Ri(wr) — Ri(w2)|oo
< Col|B(wr — w2)lloo < Col|Bl|] [Jwr — w2||co

et B(z) = O(z) donc, quitte & diminuer le rayon de S, on peut supposer que Cyl||B||| < 1
et F est ainsi une contraction sur By. Comme y € By, y est 'unique point fixe de F
sur By espace de Banach. Cela démontre I'unicité d’une solution de (5.20) bornée sur
S. Réciproquement, le point fixe de F est solution bornée de (5.20), ce qui termine la
démonstration du lemme. O
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Fin de la preuve du théoréme (5.1). On reprend le principe de la démonstration du
théoréme (3.1). Soit Y une solution de (3.2) de la forme

D +Djet+--+D t"
f* o(e) t%:’—s") r (&)t g4

Y(z,¢) = H(z,¢)e

ot H € Holy (S, M, (C))[[e]] vérifie lim, ,oHo(z) = I,, (on a déja vu qu’une telle solution
existait). Il s’agit de montrer 'unicité (4 une multiplication prés par une matrice diagonale
ne dépendant que de ¢) d’un tel H. Comme dans la preuve du théoréme (3.1), on procede
par récurrence sur n, la dimension du systéme.

Soit p € [1,n — 1]. Si on écrit

Hll H12 Ip H12(H22)—1
H= ( 21 22 > et P= ( H21(H11)*1 In_p

avec H! € M, (C), on montre que P2 et P?! vérifient respectivement les équations qua-
dratiques

Z(ZT o 67‘) ! — A12 + AllQ _ QA22 . QA21Q (521)
Z(ZT _ 67‘) U A21 + A22Q _ QAll o QA12Q , (522)

puis tout revient & montrer que chacune de ces équations admet une unique solution dans
Hol, (S, M,,(C))][[¢]], afin d’utiliser I’hypothése de récurrence (voir p.83) sur des systémes
différentiels plus petits obtenus par splitting. C’est ce que nous allons faire pour ’équation
(5.22) (par exemple).

On note
A(z,e) =Y Ai(2)e (= D(2) + 2(2" —")C(z,¢)) et Q(z,8) =D Qi(2)e’ .
=0 =0

L’équation (5.22) s’écrit alors:
22" =€) Y Qi(x)e' = Y AT (2)E
i=0 i=0
(S o) Goun)-(Ea0r) S
=0 i= i=0

~(Sae) (o) (Soer)

En identifiant les coefficients de ¢’ dans cette égalité, on obtient :

Pour : =0:
ZQp(2) = AFH(2) + AF(2)Qo(2) — Qo(2) Ag' (2) — A (2)Qo(2) A’ (2)

avec A%Y(z) = O(z), A?(z) = O(z), A (2) = D} + O(z) et A (z) = D3 + O(z). 1l s’agit
d’une équation quadratique du type (1.15) (quitte & transformer cette équation matricielle
en une équation vectorielle). D’apres la proposition (1.2), elle admet une unique solution
bornée sur S et P}l est donc déterminé de maniére unique.
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Pour i > 1:
i

QI(2) — 6ixr2QF, = AT(2) + ) (AP(2)Qi-s(2) — Qins(2) 471 (2))

s=0
12
+ Y QAR(E)Q)
r+s+t=1
avec ;> = 1 si ¢ > r et 0 sinon. On peut encore écrire cette derniére égalité sous la forme

2 HQi(2) = Gi(2) + H(z,Qi(2)) (5.23)

ou

Gi(z) = A7 (2) + Y (A2(2)Qi—s(2) — Qis(D)AN () + Y. Qr(2)AP(2)Qu(2)

s=1 r+s+t=i

(r,s,t)#(4,0,0)
(r,8,t)#(0,0,i)
+(5¢2er?1,_ (2)
et
H(z,Qi(2)) = 452(2)Qi(2) — Qi(2) 45" (2) + Qi(2) 45" (2)Qo(2) + Qo(2) A5 (2)Qi(2) -
Notons que G; ne dépend plus que de Qq, Q1,--- ,Q;—1. On peut alors transformer ’équation

matricielle (5.23) en une équation vectorielle de la forme (5.20) :
2w (2) = gi(2) + H(2)w(z)
en établissant les correspondances

Q(z) +— w(z), H(z,Qi(2)) +— H(z)w(z) et Gi(z)+— gi(z) .

De plus, comme A}'(z) = D}+0(z) et A22(2) = D3+0(z), on peut écrire H(z) = Hyo+0(z)
ou Hj est diagonale inversible (les valeurs propres de Dy sont supposées distinctes). D’apres
le lemme (5.2), il existe donc une unique solution bornée S de (5.23). Les coefficients Q;
(1 > 1) de @ sont alors déterminés de maniére unique par récurrence.

Cela démontre qu’il existe une unique solution @ € Holy, (S, M,,(C))[[e]] de (5.22) et (il en
est de méme de ’équation (5.21)) cela termine la démonstration du théoréme (5.1). O

5.2 Caractere Gevrey des solutions semi-formelles

Dans cette partie, nous allons montrer que la série semi-formelle en ¢ définie dans
le théoréeme précédent est Gevrey d’ordre 1/r uniformément en z € S. Pour cela, nous
introduirons tout d’abord, comme annoncé dans I'introduction de ce chapitre, les normes
de Nagumo modifiées pour des secteurs et nous donnerons quelques propriétés qui leur sont
relatives, puis nous prouverons le caractere Gevrey de H.
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5.2.1 Normes de Nagumo modifiées et séries majorantes

Dans cette partie, nous considérerons toujours un « bon secteur » S et o > 0. Com-
mencons par donner quelques définitions. Tout d’abord, considérons p : S — R, définie

par

dist(x, bord S
Ve € S, p(z) = %

Remarque 5.3 Si S est un « bon secteur » construit sur S(—a,a) (@ > 0) et x € S est
proche de Porigine, on voit facilement que 1'on peut écrire p(z) = sin(a — | arg z|) A

On pose alors S, = p~!([o, +oc[) (non vide pour o assez petit, voir figure 5.1) et on définit
également p: S — R, par

p(z) sizeS\S,

p(o) =: o sinon
Notation: On note Fy(S,C) ’ensemble des applications bornées de S dans C.

Si f € Fy(S,C), on pose pour tout i € N (normes de Nagumo modifiées):

[1£1l; = sup (7' (@)If (2)]) -

F1G. 5.1: Représentation des secteurs S et S,

Figure réalisée pour r =3 et 0 = 1/4

Remarquons que ||.||o = ||-||co- De plus, il est clair que pour tout 7 € N, ||.||; est une norme
sur Fy(S,C). On définit 'opérateur D sur Hol, (S, C) par

Vf € Holy(S,C), Vz € S, Df(2) = zf'(2)

et on considére 'opérateur 7y défini dans la partie (1.2) par

Vi € [1;p(n —p)], To,i(f)(2) = 6"”'{"(")/ e_"”'m(t)&ﬁ dt
L;(z) tr

avec toutes les notations qui lui sont associées. Donnons a présent quelques propriétés de

I[-1]:-
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Propriétés 5.1 0. Vf € Fy(S,C), Vz€ S, VneN, |f(2) < ||f]la(B(z)) ™

1.

S ;v o e

Vf € Fy(S,0), Vn €N, [[flln < |flloo

Vf € Fy(S,0), Y(g,7) €N, g <r=||flr <Ifllq

V(f,9) € F{(S,C), Y(g,7) € N2, |[fgllgtr <||fllgllgll-

Vf € Fy(S,0), YneN, [|flI35 < o7"||fln

Vf € Holp(S,C), Vn €N, [|IDf|lns1 < (n+ 1)e||£|In

I(0,K) € (R})?, Vf € Holp(S,C), Vn €N, Vj € [1,p(n—p)], [|T5(f)lln < K|lflln -

Preuve du lemme (5.1): On démontre les propriétés précédentes dans lordre de
I’énoncé.

Preuve de (5.1)(0): Elle est immédiate et découle de la définition de p.

Preuve de (5.1)(1): Remarquons simplement que pour tout z € S, |z| = dist(z,0)
donc |z| < dist(z, bord S) d’ou: Vz € S, p(z) <1 et donc

Ve e S, p(z) <1 (5.24)

On en déduit immédiatement que 1’on a

Vi€ Fy(S,C), VneN, [|f[ln < |l -

O
Preuve de (5.1)(2): On déduit immédiatement de (5.24) que
Ve €S, Y(g,r) €N?, g <r = (p(z))" < (B(x))?
d’ol
Vf € Fy(S,0), ¥(g,r) €N, g <r = ||f|l: <||fllg -
O
Preuve de (5.1)(3): Pour tout z € S, tout (f,g) € Fp(S,C) et tout (¢,r) €N, on a
()1 f(2)g(x)] = ((B(=)!]f(@)]) ((B(x))" |g(x)])
d’ou, en passant & la borne supérieure sur ’ensemble des z € S':
Y(f,9) € Fy(S,C), Y(a,r) € N, [|fgllgr < [Ifllqllgllr -
O

Preuve de (5.1)(4): Par définition de p, on a

d’olt

Vi€ Fy(S,C), VneN, Vz € S5, (p(2))"|f(z)| = o"|f(z)|

1£1[57 = sup (B(x))"|f(z)] = o"|If[|35 < sup((2))"|f (@) = [Iflln
TESy €S

ce qui démontre la propriété (4). a
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Preuve de (5.1)(5): Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.3 Soity € S, et X € bord S, tel que | X| = |y|. On a alors:
dist(X, bord S) < dist(y, bord S) .

Preuve du lemme (5.3): Remarquons tout d’abord que si y € S,, tout élément X de
C(0,|y|) Np t({o}) vérifie X € bord S et | X| = |y|. Comme X € bord S, on a

dist(X, bord S)
| X

dist(y, bord S)
lyl

par définition de S,. Comme |X| = |y|, on en déduit dist(X,bord S) < dist(y, bord S), ce
qui démontre le lemme (5.3). O

=p(X)=0<py) =

est holomorphe sur V' donc d’apres le théoréme de Cauchy, on a pour tout y € V':
%

1 1@
2w /:cy—R (.73 - y)zd -

pour tout R tel que 0 < R < dist(y, bord S).

()] =

Au vu de la propriété (5.1)(0), on a alors pour tout n € N:

< Wl
IF)l <=3 e R(p(w))
Pour tout n € N, on a
3w @) < 0 ) )y sup (a(a) (5.29)

|z—y|=R

Nous noterons dans la suite d(z) = dist(z, bord S). On distingue plusieurs cas:
Cas 1: y € S, : linégalité (5.25) s’écrit alors
. f H o
#w)" W) < 12 ont sup (aa)) "
z-y|=R
Soit X € bord S tel que | X| = |y| (on a vu qu’'un tel X existe). D’apres le lemme (5.3), on

a d(X) <d(y). On pose R = ‘:Z(H) et on a ainsi pour n > 1:

R< dly) _ d(y)

n+1
Comme y € S,, on a p(y) =0 = % et on en déduit :
~ n+1 ! +1 d(X)n+1 u 5(x))~"
@) yf'(y)| < ( ) 1 £ln X[ ly| Iz—;~%,(f1)(p( )
soit
~ n+1 ! (X)n ~ -n
BNy W< (n+ D[ flln T sup ()™ - (5.26)

x|

d(Xx
‘m_y‘: n(+1)
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Cherchons maintenant une majoration de (p(z))~" lorsque |z — y| = i(—fl). Supposons tout
d’abord que 'on a z € S\ S,. Comme |z —y| = i(fl), il vient :
d(X) d(X)
< — = |X|+ —=
ol < byl + S5 4 3D

ax) 1 \" 1 \"

De plus, |d(z) — d(y)| < |z — y| donc d(z) > d(y) — |z — y| = d(y) — 9 > g4(x) — &),

+1 ntl
On en déduit que pour tout n € N, on a " "
) > ax) (1- ——)" > Lacxy
n+l) T e
On a finalement pour tout z € S\ S,
X|n
p(z))™™ < €2 |
P < amyr
Siz € S,, on a en outre (p(z))™" = (p(X))™" = d‘&';n d’ou finalement :
R X"
sup (plz)) " <er L. 5.27
o B < (5.27)
Cas 2: y € S\ S,: linégalité (5.25) s’écrit alors
~ d n+1 _ B
B s )] < e GOy (aag) (5.25)

|y|n |lz—y|=R

On choisit R = g(—f_’i < d(y) pour n > 1. Pour majorer (p(z)) ", il suffit, comme précédemment,

d’envisager le casou z € S\ S,.

Mutatis mutandis, on obtient alors |z|™ < e|y|™ et (d(z))™" < e(d(y))~™ d’ou finalement

plz)) "< e . .
P, PO = gy (5:29)

|$_y|: n+1

En considérant les inégalités (5.26)-(5.27) et (5.28)-(5.29), on obtient

vy €S, (B)" Ny (W) < (n+ 1) | flln

ce qui démontre la propriété (5.1)(5) pour n > 1. Reste le cas ou n =0. On a

IIDf]l1 = sup (y) lyf' (v)| < sup p(y) [yf'(y)| = sup d(y) |f'(y)| -
yeS yeS yeS

Or, pour tout y € S et tout R < d(y), on a d(y)|f'(y)| < d(y)%. En posant R = %,
on obtient

IDfI1 < €*[|£llo ,

et le cas n = 0 est démontré. O
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Preuve de (5.1)(6): Pour tout j € [1,p(n — p)], tout z € S et tout n €N, on a

|70,5(F)(2) (B(2))"| =

i(m(z)—m ft ~ n
/L()ew( (2) (t))tr(_+2(p(z)> dt
jZ

Re(y; (m(z)-m() L@~ 1 a
e 5z
/L](z) |t‘7'+1( ( )) | |

Re(y; (m(z)-m(p) (P(2))" 1
(/Lj(z)e ' OGRS |dt] | 111l

Nous avons déja vu dans la partie (1.2) que ij(z) eRe(v; (M (z)—m(t))) \tl’% |dt| < Cp pour

IN

VAN

tout j € [1,p(n — p)]. Pour conclure, il suffit de montrer que ’on a pour tout t € L;(z),
|p(2)| < |p(t)|. Autrement dit, il suffit de montrer que p est décroissante le long de L;(z).
Nous allons voir que ceci est réalisé si ’on choisit o assez petit.

Dans le plan des 1/z", les chemins L;(z) sont des demi-droites dans le «secteur» décrit
par la figure (1.1). Ils proviennent de l'infini selon un nombre fini de directions fixées et
recontrent le bord du domaine en formant avec celui-ci un nombre fini d’angles non nuls
(les directions sont transversales au bord) .

Il en va de méme dans le plan des z car application z — 1/2" est une application conforme :
les angles que font les chemins avec le bord sont conservés (voir figure ci-apres).

F1G. 5.2: Transversalité des chemins L;(z) avec le bord de S

Figure réalisée dans le plan des z

Choisissons o assez petit pour que ’angle & Vorigine de S, contienne toutes les directions
des chemins L;(z) en 0. Ainsi, le chemin L;(z) de 0 & z reste d’abord dans S, ol p est
constante. Reste a voir les variations de p lorsque L;(z) «sort> de S,.

Sur S\ S;, on a p = p. Pour étudier les variations de p le long du chemin L;(z), on étudie
le signe de sa dérivée logarithmique. On a

(%) (t) = D(In p)(t) = D(Indist(t,bord S)) — D(In|t|)
D(dist(t,bord S))  D(|t])
|

dist(¢,bord S) [t
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Lorsque ¢ tend vers a € bord S le long de Lj(a), le deuxieme terme admet bien une limite,
mais le premier tend vers —oo. En effet, le dénominateur du premier terme tend vers 0
alors que son numérateur admet une limite strictement négative et dépendant de ’angle
que fait L;(a) avec le bord au point a.

Ainsi, %(t) < 0 dés que dist(t, bord V') est plus petite qu’un certain g > 0. Fixons o assez
petit pour que pour tout t € S\ S,, dist(¢,bord S) < p. On a alors démontré la propriété
(5.1)(6) puisque l'on a:

Vz € 8, Vn € N, |To,;(£)(2) (8(2))"| < Col|f]ln -
O
Nous donnons maintenant une définition de série majorante puis une propriété qui lui est

relative. Toutes deux seront utilisées dans la partie (5.2.2) pour démontrer le caractére
Gevrey de la série formelle obtenue dans (5.1).

Définition 5.2 On dit que la série g = > io, gi(z)et € Holy(S, C)[[¢]] est majorée par la
série h(¢) = Y32, hi¢* € C[[¢]] si

vien gl <hr (1)
ce que l'on note g << h(().

Proposition 5.1 Soit g,§ € Hol, (S, C)[[¢]] et h,h € C[[¢]]. On suppose que g << h({) et
g << h(¢). Alors on a

9§ << h(Q)h(¢) et zeT%g << e2r¢"h(¢) .

Preuve de la proposition (5.1): On s’attache tout d’abord & montrer la premiére
partie de la proposition. On a

00
~ k ~
99 = § Ck€ avec Cp = § 9i9m
k=0 l+m=k

o0
et hh=> dp¢* avec dy= > hihy .
k=0 l+m=k

D’apres la propriété (5.1)(3), on a pour tout k£ € N:

leelle < D7 Nagmlle < D latllil|Gmllm

I+m=k I+m=k
< 3 hh 1‘(£+1)r(@+1) (5:30)
>~ 'm r r .

l+m=k

Or, pour tout [ € N* et tout m € N vérifiant [ + m =k, on a
r<5+1>r(ﬁ+1) £r<£>r(ﬁ+1):53(£,T+1>1“<5+1>.
r r ro\r r r ror r

De plus, B (L, 2 4+1) = [lt+r 1 —t)7dt < [ltr'dt =% dou LB(L,m41) <1
Sous les mémes hypotheses sur [ et m, on a alors:

F(é+1>I‘(?+1)§I‘<§+1> :
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et cette inégalité reste vraie pour k = 0 et m = k. En reprenant I'inégalité (5.30), on a
montré que pour tout £ € N, on a

k
llekllk < dp T (; + 1)

ce qui donne la premiére partie de la proposition. On a d’autre part

d

g = Do) = T () (5.31)
= Y o, up(z)e
et
ErCTh(C) = LReetrhp (M= elrhy . CF (5.32)

=: El(zo:r Vk Ck .

Ainsi, pour k > r > 1, on a d’apreés les propriétés (5.1)(2)-(5)

luelle = Dge—rllx < €k llgn—rlle-1 < €k [lge—rllk—r ,

d’ou pour tout k£ > r:

k— k k k
|l |k Sezkhkrf( " : +1) = e’k hy_, T (;) =e’rhy,T (;+1) =T (;‘I‘l) :

Autrement dit, on a

zaT%g << 62’/‘Crh(§) ,

ce qui termine la démonstration de la proposition. O

5.2.2 Démonstration du caractére Gevrey

Le but de cette partie est de montrer le caractére Gevrey 1/r uniformément en z € S
de la série semi-formelle solution définie dans la partie (5.1). Pour cela, donnons deux
définitions puis deux lemmes dont un nouveau lemme de splitting. S désigne toujours dans
cette partie un « bon secteur » .

Définition 5.3 Soit C = Y2 Cie' € Holp(S,C)[[e]]l. On dit que C est quasi-Geuvrey
d’ordre 1/r uniformément par rapport ¢ z € S si

ce que l'on note C € Q-Gevi1(S,C)[[e]].

Proposition 5.2 Si f,g,€ Q—Gev%(S, C)[[e]], alors fg € Q—Gev%(S’, O)[[e])-
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Preuve de la proposition (5.2): On note f = Y32, fre® et g = > 50, gre’. Par
définition , il existe My, My, N1, Ny > 0 tels que
VieN, |[filli < MNT(

T (;+1)
VieN, |lglli < M,NIT(%+1)

De plus, on note fg =Y o, upe® avec uy = > t+m—r figm d’oli, pour tout k € N:

Ztimet |11gmlle < i |Ifillt [1gm|lm

MMz Yy ey NINS'T (1 +1) T (7 +1)

MM, NFS Y, T(E+1)T(2+1) avec N3 = max(Ni, N,)
(k+ )M M NFT (54 1)

l|ur|x

IAIAIAIA

d’aprés la preuve de la proposition (5.1). En choisissant Ny > N3 suffisamment grand, on
a alors pour tout k£ € N:

k
||ugl[x < MMy N§T (; + 1)
ce qui termine la preuve de la proposition (5.2) O

On étend la notion de norme de Nagumo modifiée et de majoration de séries respectivement
aux vecteurs et aux séries de vecteurs en utilisant la norme maximum, puis on étend
également ces notions aux matrices en utilisant une norme matricielle compatible. Cela
nous permet de généraliser la définition ci-dessus pour introduire Q-Gev: (S, M, (C))[[]]
que nous utiliserons par la suite. ’

Définition 5.4 Soit n € N* et S un « bon secteur» .
On dit que A € Holy(S,M,,(C))[[e]] vérifie la condition (CONDT) du splitting si l’on peut
écrire :

Vze S, A(z,e) = D(2) + 2(2" — e")C(z,¢€)

oil C € Hol($, My (O))[[<]]1

et D est une fonction diagonale holomorphe dans un voisinage de 0 telle que
Dy = D(0) a toutes ses valeurs propres distinctes

On dira alors que D est une matrice diagonale associée & la condition (CONDY).

Remarquons immédiatement que A mise sous la forme préparée (2.4) vérifie la condition
(COND7Y) du splitting puisque C est holomorphe dans un voisinage de (0,0): si on note
A=3"7 Ap(2)e", il existe M, N > 0 tels que pour tout k € N, |[4g||cc < MNE.

Lemme 5.4 (splitting) Soit n € N*, p € N tel que 1 < p < n.

Si A € Holp (S, M, (C))[[e]] vérifie la condition (CONDT) du splitting avec pour matrice
diagonale associée D, alors il existe R > 0 et P € Hol(Sgr, M, (C))[[e]]1 tels que

Vz € Sr, Py(z) soit inversible, lim,_,o Py(2) = I,
et P transforme, par le changement d’inconnue Y = PW , [’équation

2(z" —e"Y'(z,e) = A(z,€)Y(z,¢)
en Uéquation z2(z" —e")W'(z,e) = B(z,e)W(z,¢)
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ou B € Hol(Sr,M,(C))[[e]]+ est de la forme

Bll 0 11 22

De plus, si Uon écrit D = diag(D',D?), D! € M,(C), D* € M, ,(C), alors B! et
B?2 wérifient la condition (COND7Y) du splitting avec pour matrices diagonales associées
respectivement D' et D?.

Preuve du lemme (5.4): Quitte & diminuer le rayon de S, on note dans la suite
S = Sg. On reprend ici les notations et la structure de la démonstration du lemme (5.1).

On veut montrer que P=QQ défini dans le lemme (5.1) appartient & Hol(S, M,,(C))[[¢]]: .

Soit S; un secteur tel que S; & S et Sy un « bon secteur » tel que S1 & Sz & S. Les normes
||.||s considérées a présent le seront toujours par rapport a Sa.

La propriété (5.1)(6) s’étend au cas matriciel de la fagon suivante:
VQ € Holy (S5, My, p5(0)), Vi €N, [[L(Q)[[: < Col|Ql:

ou L correspond & la version matricielle de 7y. Nous allons voir que I’on a une propriété
similaire pour £ définie dans la démonstration du lemme (5.1).

Rappelons que si H € Holy(S2, M,—p»(C)) = B, P = L(H) équivaut & P = L — LA(P) ou
encore

(I—-LA)(P)=LH

On a supposé précédemment que le rayon de S est choisit assez petit pour avoir ||LA|| < %
Ainsi, (I — LA) est inversible et ||(I — LA)7}|| < 2. On a

P=L(H)=(I-LA)IL(H)

d’ou
Vi e N|[C(H)|l: < 2|[£(H)|l: < 2Co||H]|; =: &]|H]|; -
On se raméne, en posant Y = QZ, 4 une équation de la forme

2(2" —€")Z' = E(2,6)Z = (D(2) + 2(2" —€")K(z,¢)) Z

ot Q € Holy,(S x B(0,6), M, (C)) et K est donnée par (5.9). Alors Q € Hol(S, M, (C))[[¢]]»
et comme K € Hol(S2 x B(0,d),M,(C)) , on a

K € Hol(S3, Ma(C))[[e])3
et vu la propriété (5.1)(1):
K € Q-Gevs (52, Ma ()] -

Fixons & présent ¢ > 0 suffisamment petit pour avoir S; & S, & So2. Ensuite, on choisit Q
de la forme (5.11) tel que Q%' = £(G) (en appliquant £ & tous les coefficients de G). Alors,
en reprenant la définition (5.15) de G, on a

G =B + 2e"(L(Q)) + (E® — E2(2)) L(G) — L(G) (B — E}\(2)) — Z(G)E”Z((G) |
5.33
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ce qui est une certaine équation implicite pour G.
Appliquons || ||; /F(% + 1) aux coefficients de 1’équation (5.33) sur S3. On obtient ainsi

. , . . . =21 =22 =11 | =12
respectivement des série majorantes (scalaires) E , E*, E et E  de E*', E?2 — Egz,
EY — E&l et E'2.

R =21 =22 =11, =12
Par hypothéses, on a E € Q-Gevi(S2, My, (C))[[¢]] donc les séries E“, E™", E*" et E~ ont
un rayon de convergence commun strictement positif et on peut écrire, vu la forme de FEj :

=11 =22 =12 —=21

E (=0 =FE"() e E(Q)=0C)=E"()
On considére maintenant I’équation suivante appelée équation majorante de (5.33):

9(Q) =F" + e "rg(Q)+ (B +B7) 9(0) + 5B (9(0))* (5.34)

obtenue en majorant tous les coefficients de (5.33) & l’aide des propriétés (5.1). Cette
équation implicite admet une unique solution formelle holomorphe au voisinage de 0 vérifiant
9(0) = 0. En effet, considérons ¢ définie par

9(¢.9) =g =E"(Q) ~&r'rg — (B QO +E?()) g~ E”

Qg

On a ¢(0,0) = 0 et g—?(0,0) = 1. On conclut aisément en invoquant le théoréme des

fonctions implicites. Ainsi, si on note g(¢) = Y ooy gk ¢¥, il existe M, N > 0 tels que
Vj € N*, g; < MNY .

Il reste & voir que g majore (au sens <<) la solution G de (5.33). Pour cela, on note RG
le membre de droite de I’équation (5.33) et R g le membre de droite de (5.34).

Vu les propriétés (5.1) et la proposition (5.1), on a alors
Yu € Holy (S, My, (C))[[e]], Vv € Rl[¢]], u <<v= Ru << Rv .

Remarque 5.4 Comme les coefficients de R (resp. R) n’ont pas de terme en £° (resp. ¢?),
les coefficients de €°,... ,¢* dans Ru (resp. ¢°,...,¢* dans Rv) sont déterminés par les
coefficients de €°,... , ¥ de u (resp. ¢°,... ,¢* "1 de v). A

On pose maintenant IIy = Z;’;OOJ et mo = Z;’;OOCj. On a bien ITy << mp. On définit
alors par récurrence Iy = RII;_1, m, = Rmg, k= 1,2,..., de sorte que 'on a:

VEeN Il << 7y .
Montrons que les coefficients de ¢°, ... ,e* dans ITj, (resp. ¢°,...,¢* dans m) sont exacte-
ment les coefficients Gy, ... ,Gy de G (resp. go,-.. ,gx de g).

On raisonne sur II; et G (le cas de II et G est similaire). Le coefficient de ° dans
ITy est 0 = Gy. Supposons cette proposition vraie pour un certain entier k, montrons
quelle Pest aussi pour k + 1. D’apreés la remarque (5.4), les coefficients de €°,... ,kt?
dans M ; = RTI; sont déterminés par les coefficients de €7, ... ,&* dans IIj, c’est-a-dire
Go,...,Gr. Or G = RG donc les coefficients de €°, ... ,e¥*! dans TI;; sont Gy, ... ,Gpi1.

Ainsi, on a montré que 'on a G << g, soit:

VieN, [|Gilli < MN'T (3 + 1) :
T
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Autrement dit, G € Q-Gev1 (S, My_p,(C))[[€]]- Or, @*' = L(G) donc d’aprés la remarque
du début de preuve, on a:

vieN, [|Qf'li <k MN'T (; + 1) :

soit @?! € Q-Gev1(S2,Mp_pp(C))[[¢]]. On montrerait un résultat analogue pour Q'? de
sorte que @ € Q-Gev1(S2, M, (C))[[¢]] et en utilisant la propriété (5.1)(4), il vient:

. N\'_ /i
vien 1 < Q% <o i< (5) 1 (L41)
soit @ € Hol(S1, Mp(C))[[e]]5 d’ott finalement @ € Hol(S, M,(C))[[e]]1 et

P € Hol(S, M, (C))[[e]]

S |-

11 reste & voir que B! et B2 vérifient les conditions (COND7) du splitting. On a déja vu
qu’elles vérifient les conditions (CONDG6). De plus, comme

B'(z,e) = EY(z,e) + E'%(2,6)Q% (z,¢)
= DY(2)+ 2(2" —¢€") (Kll(z,e) + K12(z,e)Q21(z,e))

et
K™ € Hol(Ss, M,(C))

K2 € Hol(S2,Mpn—p
Q% € Hol(S2,Mpu_p,

—_—

b

[e

a 0
N’ N
— s
—
(L)
frr

—
Q)
—
fr—

S R® g =®

ona H = K"+ K'2Q% € Hol(S1, M,(C))[[e]]5 d’ou H € Hol(S, M,(C))[[e]]z-

On montrerait un résultat similaire pour B?2, ce qui termine la démonstration du lemme

(5.4). 0

En appliquant un nombre fini de fois le lemme précédent, on se rameéne aux équations
scalaires traitées dans la partie (1.2). Elles admettent des solutions de la forme

2 do(e)+dy ()t+---dr ()" 4,

y(z,€) = h(z,¢€)e J HET—eT)

ot h € Hol,(S x B(0,4),C) (d’ott h € Hol(S,C)[[¢]]1) vérifie lim, o h(z,0) = 1. On en
déduit le !

Théoréme 5.2 Considérons le systéme (5.2) mis sous la forme préparée (2.4) ot C est
holomorphe sur un voisinage de l'origine et S un « bon secteur» de rayon suffisamment
petit. Le systéme (5.2) posséde une unique solution fondamentale (¢ multiplication prés a
droite par une série formelle diagonale Gevrey d’ordre % et de terme constant I,,) de la
forme

z Do(e)+Dy(e)t++Dr(e)t” 4,

Y(z,e) = H(z,a)e‘f HEm =)

(5.35)

ot H € Holy(S, M, (C))[[e]] est Gevrey d’ordre L uniformément par rapport 4 z € S et
vérifie

1. Yz €S, Hy(z) est inversible et lim, o Ho(z) = I,

2. Dy(e),D1(g),... ,Dy(e) sont des matrices diagonales holomorphes en 0 définies par

(2.7).
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5.3 Développement asymptotique et caractere Gevrey

Dans la suite, les séries semi-formelles en ¢ seront surlignées comme dans le théoreme
ci-dessus pour ne pas les confondre avec les «vraies solutions» définies sur le domaine 2
déterminé dans le chapitre 3. Dans cette partie, nous allons voir que la série semi-formelle
H du théoréme (5.2) constitue, sur certains secteurs, le développement Gevrey d’ordre %
de H définie dans le théoreme (3.1).

Définition 5.5 Soit n € N*, Q = {(z,¢) € C?, ¢ € Vet z € S.} domaine défini dans la
partie (3.3) et S un « bon secteur» contenant Se pour tout e € V.

On dit que A : Q — M, (C) et A € Hol(S, M, (C))][[¢]]
(CONDS8) du splitting si on peut écrire :

vérifient les conditions conjuguées

1
-

{ A vérifie sur Q la condition (COND2) avec pour matrice diagonale associée D et

A vérifie sur S la condition (CONDT) avec pour matrice diagonale associée D |
ce que Uon écrira A(z,e) = D(2) + z(z" — €")C(z,¢) ,
2. et C(z,¢) ~1 Clz,e) = 3.2, Ci(2)e", € €V, unif® sur S., c’est-a-dire:
AM,N >0, Ve €V, Vz € S, |C(z,€) — X1y Cil2)e!| < MN™T(Z + 1)[e|™ .
On dira alors que D est une matrice diagonale associée a la condition (CONDS).
Nous allons démontrer a présent le lemme de splitting :

Lemme 5.5 (splitting) Soitn € N* etp € [1,n—1]. Si A: Q — M,(C) et A: S — M,(C)
vérifient les conditions (CONDS) du splitting avec pour matrice diagonale associée D alors
il existe P : Q — M, (C) et P € Hol(S,M,(C))[[]]L telles que

1. P soit bornée inversible sur Q et lim(, oy, 0) P(2,€) =1
2. Py soit bornée inversible sur S et lim, .o Po(z) =1

et qui transforment respectivement les équations

2(z" —e")Y'(z,e) = A(z,¢)Y(z,¢) 5.36)
z(z" — 6r)?’(z, e) = A(z,e)Y(z,¢) 5.37)
en les équations
2(2" —e")W'(z,e) = B(z,e)W(z,¢) (5.38)
e)W(z,€) (5.39)

(z7
2(2" — "W (z,e) = Bz,
w

par les changements d’inconnue Y = PW etY = PW ou B € Hol(Q, M, (C)) et

B € Hol(8,M,(C))[[e]]1 sont de la forme

= diag(B'!, B2) B B € M,(C)

B
B = diag(B", B B2, B? € M,_,(C) .

De plus, on a
1. P(z,¢) ~1 P(z,¢), € €V, unift sur S. et

2. BY et B! aginsi que B?? et B?2 vérifient les conditions conjuguées (CONDS) du
splitting avec pour matrices diagonales associées respectivement D' et D?.
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Preuve du lemme (5.5): Vu le lemme (5.4), il existe P € Hol(S,M,,(C))[[¢]]1 de la

=12
= 0 P
P=I+1|
(le O)

telle que lim,_,o ﬁ_o (2) = I et qui transforme 'équation (5.37) en (5.39) par le changement
d’inconnue Y = P W. Nous allons chercher P € Hol(2, M,,(C)) (puis nous verrons qu’il
s’agit de Papplication définie dans le lemme (3.1)), de la forme

0 P12

forme

qui transforme (5.36) en (5.38) et vérifie de plus P(z,¢) ~1 P(z,¢€), € € V, unif® sur S; .
Pour ce faire nous allons utiliser un procédé classique de resommation.

Remarquons immédiatement que P2 et P?! doivent vérifier les équations quadratiques

Z(ZT _ 87‘)(P12)I — A12 + A11P12 _ P12A22 _ P12A21P12 (541)
Z(Zr o 67‘)(}321)/ — A21 +A22P21 - P21A11 - P21A12P21 (542)

=12 | =21 . , . . . .
et que P~ et P°° vérifient des équations analogues en ajoutant simplement un signe de
surlignage. On peut réécrire ces équations sous forme vectorielle, si bien que 'on est amené
a considérer les équations

22" —eMw'(z,e) = {0(2,8) + F(z,e)w(z,e) + fo(z,e,w(z,€)) =: G(z,e,w(z,¢)) (5.43)

2(z" — W' (2,6) = folz,€) + F(z,e)w(z,€) + folz,6,W(2,€)) (5.44)

ou w correspond & P?', W correspond & P (par exemple) et fo, F et fo (resp. fo, F et
fo) vérifient les mémes propriétés que dans le lemme (3.1) (resp. (5.4)) et

f()(Z,E) ~1 ?0('278) ’ F(Z,E) ~1 F(Z,E) et f2(2,8) ~1 ?2(Z’€) , €€V, unif*® sur Se .
r r r (5-45)

Il s’agit donc de montrer que (5.43) admet une solution w vérifiant
w(z,€) ~1 W(z,€), € €V, unif® sur S; .
On définit la transformée de Borel formelle de w par

B(w)(2,t) = Zwi(z)r(%l) .
i=0 r

Comme @ € Hol(S, CP"P))[[¢]]1, B(w) converge et est bornée (par My) sur S x D(0, R)
avec R > 0 assez petit (quitte & remplacer S par S’ ¢ S).

On suppose dans la suite (on peut toujours le faire) que V est inclus dans S(—4,4) avec
0 <4 < 5, et on définit la fonction 7 comme la transformée de Laplace tronquée de la série

précédente (voir [CD99] et la partie (1.3)): on note 7 = Ly (B(w)) (avec 0 < T < R) soit

T tT‘—l _i A
7(2,¢€) :r/o g e B(w)(z,t)dt
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7 est ainsi définie sur S x V et on peut tout de suite montrer que lim. o 7(z,e) = 0
uniformément par rapport & z € S. En effet, on a pour tout (z,¢) € S x V:

T tr—l R (L) R T tr—l e (L)
|7(z,€)| < 7‘/0 |8\T*16 e |B(w)(z,t)|dt < Mor/o |5|T716 eler)de .
Or, Re(Z) = ZrRe(er2ee) = cos(reﬁ,rgf) > <2 d'on:
T -1 T
tT‘ __4r cosd _4rcosrd
|T(z,€)] < Mor/ — eVl At = My —ie e
o eIt cosTd 0

M __4rcosrd
2 (|€| — lele”t I ) <250 indep.de z € S .
€

De plus, d’aprés le théoreme de Borel-Ritt Gevrey, on a:
7(z,€) ~1 W(z,e), € €V, unift sur S . (5.46)
Posons alors
R(z,€) = fo(z,e) + F(z,e)7(2,¢) + fa(z,6,7(2,€)) — 2(2" — )7 (2,€)

et montrons que 'on a R(z,€) ~1 0+ 0e+ -+ 0" +--- ;e € V, unif® sur S,. On dira
alors que 7 est une quasi-solution de (5.43). Vu les relations (5.45), on a

fo(z,€) + F(2,6)7(2,€) + fa(z,6,7(2,€)) ~1 fo(z,€) + F(z,e)w(z,€) + foz,e,W(2,¢))
et il ne reste donc plus qu’a montrer que I'on a
27'(2,¢€) ~1 2w (2,¢€), € €V, unif® sur §

c’est-a-dire pour tout secteur S; & S':

27'(2,¢€) NS% 2w (2,€), € €V, unif® sur Sy . (5.47)
Si S1 & S, on considere le secteur S tel que S; & S2 & S. On a alors pour tout € € V et
tout z € Sa:

/ n—1 Ny Py nol i
27 (z,€) — 2 iz:; w;(z)e' = S (T(z,s) — Z wi(z)e )

=0
et comme on a supposé qu’il existe M, N > 0 tels que

Vz € So,

n—1
7(z,€) — Z wi(z)et
i=0

< MN"T (2 41) fel"

on a, vu la propriété (5.1)(5):
1 _i\([S 1.
ID(7(.,e) = i wie)lly” < e|ID(7(.,e) = 3275 wie?)l|32 avec D =2§;
< EMN"T (2 + 1) €™ .
T

En considérant la norme ||.||; associée & Sy et § > 0 suffisamment petit, on a S; & Sy & So
et d’apres la propriété (5.1)(4),

ID(r(,e) = Xi% wie) 183 < [ID(r(.e) — 75 wie?)lISs
o HID(r(e) — 275y wied)|I7?

20~ ' MN"T (E + 1) le™
T

IN

IN
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c’est-a-dire (5.47). On a montré R(z,e) ~1 04+ 0c+---+ 0" +--- ,¢ € V, unif® sur S; et,
vu la proposition (1.3), 'existence de Ky > 0 et a > 0 tel que
2a

Ve eV, Vz €S, |R(z,¢)| < Kpe &I . (5.48)

Effectuons maintenant le changement de variable A = w — 7 dans ’équation (5.43). Cette
derniére est transformée en I’équation différentielle équivalente

2(z" — M)A (z,¢) = G(z,¢, Az, €)) (5.49)
avec )
G(z,e,A) = G(z,6,7(2,¢) + A) — 2(2" — ")7'(2,¢) .
On a alors
G(z,6,0) = G(z,e,7(z,¢€) —2(z" — ") (2,€) = R(z,¢) (5.50)
oG oG
et B—A(z,e,O) = a—w(z,e,T(z,e)) = F(z,¢e) + F3(z,¢,7(z2,¢)) (5.51)
avec
_ 9f _
Fy(z,e,7(2,¢)) = a—w(z,e,r(z,s)) =0(z) . (5.52)
En effet, rappelons que l'on a f3(z,e,w) = f’(jn:_lp) faij(z, €)wiw; avec fai(z,€) = O(2)

pour tout ¢, 5 € [1,p(n—p)], d’ou le résultat puisque 7 est bornée sur S x V. Vu la définition
de fo2, on a de plus pour tout A majoré en norme et tout (z,¢) € Q:

.
CECYRUUN

AL < K>

pour un certain K > 0 suffisamment grand. Remarquons alors que (5.49) s’écrit également
r r ! 2 66’
z(z" — e")A'(z,¢) = G(z,¢,0) + B—A(z’ £,0)A(z,¢) + J(z,¢, A(z, €))
avec

J(z,e,A(z,¢€)) = G(z,¢,A(z,¢)) — G(z,¢,0) — g—i(z,e,O)A(z,a) .

En utilisant les notations précédentes et les relations (5.50)-(5.51), ’équation (5.49) s’écrit

2(z" —e")A(z,¢e) — FolA(z,€) = R(z,€) + ((F(z,¢) — Fy) + Fa(z,¢,7(2,¢))) A(z, €)
+J(z,¢e,A(z,€)) =: S(A)(z,¢) . (5.53)

Comme dans le chapitre 3, on considére alors ’équation de point fixe associée & (5.53) :

A=F): =ToS(A)

avec pour tout j € [1,p(n —p)], T(2);(z,¢) = evjm(z,E)f (

L(z,e

yemmte) UL g et B

'ensemble des fonctions w : Q2 — CP("~P) holomorphes telles que
M >0, Y(z,¢) € Q, |w(z,a)|eﬁ <M,

muni de la norme définie par ||w||q = SUP(; ¢)cn |A(z, s)|eﬁ_
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Par définition de 7 et en écrivant un calcul du méme type que celui du lemme (3.2), on
obtient aisément ’inégalité

Vw € B, [|T(w)lla < Cllwl|a (5.54)
ou C est la constante du lemme (3.3).

On note également By = {w € B, ||w|lo < M}. B est un espace de Banach et By un
espace fermé dans B donc un espace métrique complet. Il s’agit de voir que F est une
contraction sur Bjs pour un certain M bien choisi.

En utlisant le fait que fait que F(z,¢) — Fy = O(z) et (5.52), on obtient l'existence de
K1(R) > 0 ou R est le «rayon en z» de Q défini par (3.19) tel que

V(z,e) € Q, |F(z,e) — Fo| + |Fa(z,¢,7(2,¢)))| < K1(R) (5.55)

avec
lim K;(R) =0 .
R—0

De plus, pour tout (z,&) € Q, tout Ay, Ay € C*, on a

|J(z,e,A1) — J(2,e,A2)| < sup
A€[A1,A5]

oJ
B—A(Z’ ‘SaA)‘ |A; — As

otl, pour A € CP(n—p),

aJ oG oG
3—A(2,8,A) = 8_A(z’€’A) — 8_A(z’€’0) .

On en déduit immédiatement 'inégalité

.
G ., A)‘ PNISESE

8_J(za8aA)‘ < sup

sup
oA A€[A1,As)]

A€[A1,A)] 0A?

Enfin, comme on peut écrire A = tA; + (1 — t)Ag lorsque A € [Ay,As], on a
Al < t[Aq] + (1 = 1)[Ag| < max(|Ay], [Az)
et finalement
|J(z,e, A1) — J(z,e,A2)| < Ko max(|Aq],|Az]) [A1 — Ag| . (5.56)
Ainsi, pour A € CP("P) et (z,¢) € Q, il vient également
|J (2,8, A)| < K |A]* . (5.57)

Vu les inégalités (5.48), (5.55), (5.56) et (5.57), il vient alors pour tout A, Ay, Ay € B et
tout (z,¢) € Q:
2c
[S(A)(z,6)| < Koe F" + Ki(R)| Az, )| + K2|A(z,€)
et [8(A1)(z,6) — 8(A2)(z,6)] < (Ki(R) + Kz max(|Ayl], |Az])) [Ar(z,€) — Aa(z,¢)]

d’olt , pour tout A, Ay, Ay € By et tout (z,¢) € Q:

2a __a _ 2a
IS(A)(z,¢)] < Koe " + Ki(R)Me ™ + KyM2?e™ II"
Koe o + Ky (R)Me =" + KyM2e e

<
et IS(A)(z) ~ S(A)(z,e)| < (Ku(R) + KaMe T) [Ar(z,€) - As(z,2)|
< (Ki(R) + KoM) [Ax(ze) — Az(ze)| -
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En multipliant les inégalités précédentes par eﬁ, en passant & la borne supérieure pour
(z,€) € , puis en utilisant I'inégalité (5.54), il vient :
IF(A)la < Go(n) + 6:1(R)M + 6. M?
et |F(A1) = F(Az)lla < (61(R) + 62M) [|A1 — Asg|a

ou
50(7]) = C’I(oeiﬁ 3 51(R) = CKl(R) et 52 = CK2

et ou 7 est le rayon de V.
Pour que F soit une contraction sur By, il suffit alors d’avoir:

51(R)+52M < 1 (558)
et So(n) + 61(R)M + 62 M? < M . (5.59)

On choisit maintenant R et 7 assez petits pour avoir

u(R) < = et ao(n)g%(1/4_1/s_1/16).

N | =

Pour R ainsi fixé, on pose M = 1/(4d2). L’inégalité (5.58) est alors vérifiée clairement et

1.1 1 1 11 1 1
M M2< (52— V42" tbp—e=—"—=M
do(R,n) + 61(R,n)M + b2 = 52(4 8 16)+2452+ 21653 48

d’olt inégalité (5.59).

F est donc une contraction sur Bjs. Elle admet un unique point fixe sur By et (5.49) admet
donc une solution A vérifiant

V(z,€) €Q, |A(z,€)| < Me T

et w = 7+ A est bien une solution bornée de (5.43). D’aprés la proposition (3.1), c’est
l'unique solution bornée de (5.43), donc aussi la solution de (5.43) définie dans le chapitre 3.

De pll.lS, on a, vu I'inégalité précédente et (5.46) :
g
w(z,e) ~1 ’LU(Z,6) ; eevV ,unift sur SE .

On a donc montré existence de P € Holy, (2, M, (C)) de la forme (5.40) transformant (5.36)
en (5.38) et qui vérifie

P(z,e) ~1 P(z,6) , €€V, unif® sur S, .

On en déduit immédiatement lim(, ¢y, (0,0) P(2,€) = I. De plus, d’apres les conditions
(CONDS), on a les relations
B(z,e) = AY(z,¢) + A'%(z,6)P?'(2,¢)
= D'(2) +2(z" —¢") (C*(z,¢) + C(2,e) P* (z,¢))
et
B

11( 21(

z,e) = A (z,6)+ le(z,s)ﬁ
= DY 2)+2(z" —¢") (6

Z,€)

1 (z,e) + 612(z, 6)?21 (2, s))



et caractére Gevrey 141

Au vu des résultats précédents, on a clairement
11 12 21 ~l1 ~12 521
C*(z,e) + C*(z,e)P* (z,e) ~1 C (z,6) + C “(z,6)P" (z,e) €€V, z€ S

et comme on montrerait de méme une relation analogue pour B! et B?2, cela termine la
preuve du lemme. O

Comme précédemment, on peut appliquer un nombre fini de fois le lemme de splitting pour
se ramener & deux équations scalaires. On a vu alors que 'on obtient des solutions (déja
étudiées) de la forme souhaitée & multiplication prés par une fonction ne dépendant que de
€. On en déduit le

Théoréme 5.3 Soit Q = {(z,¢) € C?, ¢ € Vet z € S.} le domaine défini dans la par-
tie (3.3) et S un «bon secteur> de rayon assez petit contenant Se pour tout € € V.
Considérons le systéme (5.2) mis sous la forme préparée (2.4) oi C est holomorphe au
voisinage de l’origine.

Le systéme (5.2) posséde une unique solution fondamentale de la forme

[* Do (e)+Dy (e)t+-+ Dy ()t" 4,

t(tT —eT)

Y(z,e) = H(z,¢)e

vérifiant pour tout e € V
lim H(z,e) =1
sese

et telle que
1. V(z,e) € Q, H(z,¢e) est inversible et

2. Dgy(g),D1(g),-.. ,Dr(e) sont des matrices diagonales holomorphes de € en 0 définies
par (2.7).

De plus, H admet un développement asymptotique Gevrey uniforme d’ordre % :
H(z,e) ~1 H(z,e) , €€V, unif* sur S,
ot H € Hol(S, M, (C))[[e]]L est tel que

— __ fz Dg(e)+D1(e)t+---+Dy (e)t" dt

Y(z,e) = H(z,¢)e G

soit l'unique solution fondamentale formelle (@ multiplication prés a droite par une série
formelle diagonale de terme constant I,) de l’équation (5.2) définie dans le théoréme (5.2).
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Annexe

Matrices de connexion

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié les systémes

ZHY(2) = A(2)Y(2) (A.1)
2(2" —e")Y'(z,e) = A(z,e)Y(z,¢) (A.2)

et en avons obtenu diverses solutions définies sur différents domaines. L’objet de cette
annexe est I’étude des connexions qui existent entre les solutions de (A.2) définies respe-
ctivement sur des domaines d’intersection non vide, puis nous envisagerons les cas dans
lesquels les matrices de connexions obtenues admettent une limite. Il ne s’agit pas de faire
une étude exhaustive de ces problemes, mais de donner simplement quelques résultats si-
gnificatifs, qui s’inscrivent dans le prolongement de mon travail.

Dans la suite, nous supposerons que Aet Ase trouvent sous les forr{les préparées A(z,e) =
D(z) + z(2" — €")C(z,¢) et A(z) = D(z) + 2"1C(z) o1 C, D et C sont holomorphes au
voisinage de Vorigine et D(z) = diag(A1(z),... , An(2))-

On pose A1 = A1(0),... ,An = A(0) et on suppose les A; tous distincts satisfaisant les
conditions (du chapitre 3):

V(i,5) € [Lnl?, i # j = arg(hi = X)) ¢ 5. (A.3)
Quitte & effectuer un changement d’inconnue dans ’équation (A.2), on peut alors supposer

Re(A1) < Re(X2) < -+ < Re(\p) -

Dans le chapitre 1, nous avons défini une solution fondamentale de (A.1) de la forme

~ . z Do+ Dytt+Drt" 4

V=Hke = w1 (A.4)

et dans les chapitres 2, 3 et 4 des solutions fondamentales de (A.2) de la forme

z Dg(e)+D1(e)t+---+Dr(e)t" dt

Y = H(z,¢e)e! e
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Notation: Pour tout indice v, si ’on a noté Y7 une solution de (A.2) de la forme (A.5),
alors on notera H"” la fonction matricielle intervenant dans cette écriture et H] la j€colonne
de H".

Considérons

Y? la solution fondamentale définie (dans le chapitre 2) sur D(0, |¢|) et vérifiant
Ve € V, lim H(z,¢) = I, ,
z—0
Y¢ 1la solution fondamentale définie (dans le chapitre 2) sur D(e, R,) ou
R, = min([e], 2|¢|sin T) et vérifiant

Ve € V, lim H®(z,¢) = I, ,
zZ—¢€

Y! la solution fondamentale définie (dans le chapitre 3) sur S:(0) et vérifiant

Ve € V, lim H(z,¢) = I, ,
z—0

Y? la solution fondamentale définie (dans le chapitre 3) sur S.(2r — 1) et vérifiant

Ve € V, lim H*(z,¢) =1, .
z2—0

Considérons la figure (A.1) sur laquelle sont représentés les domaines d’existence des so-
lutions précédentes. Ici, le domaine S.(0) est délimité par [0, A], AC, [C,¢] et [¢,0] et
Se(2r — 1) par [0,D], DB, [Be] et [£0].

Décrivons les zones colorées de la figure (A.1): la solution Y est définie sur les zones 1 et

2, Y sur les zones 1, 2, 3, 4 et 5, Y'! sur les zones 1, 3 et 5 et Y2 sur les zones 2, 4 et 5.

Nous travaillons sur le revétement universel II de C — {¢}. Pour simplifier les calculs, nous
supposons de plusque e € V ={t € R, 0 <t < g}, ou g¢ est suffisament petit, et nous
adoptons la convention suivante:

- size S.(0), —d<arg(z—¢)<m
-sizeS(2r—1), m<arg(z—¢)<2m+4¢

ou ¢ > 0 est suffisamment petit. Ainsi, les zones 1, 2, 3, 4 et 5 sont en fait la projection sur
le plan des domaines de définition des différentes solutions.

Il existe une matrice inversible U = U (¢) tel que pour tout z € Z% = 5.(0) N D(0, |¢|),
on ait

Y%(z,e) = Y(2,e)U" . (A.6)

On note dans la suite Q = [* DO(E)’LD;((;)i’;;')'JFD"(E)tT dt et Q@ = diag(q1,.-- ,qn)-

Ainsi, pour tout € € V et tout z € Z%, il vient
H%z, &) = H'(z,¢) Qe ye=@z)
ou encore

(1) THC) (3,) = e2EI0%e A6 — (Uil wle))
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F1a. A.1: Description des zones ot cohabitent plusieurs solutions de (A.2)

car H! est inversible pour tout z € S.(0). Remarquons de plus que pour ¢ fixé, (H')"1H?
est bornée indépendamment de z € Z% N D(0, ‘5|) Pour tout ¢ € V et tout z € Z%, on a,
en conservant les notations des chapitres 2 et 3:

iz -gi(ze) _ [? Qi)+ (E)_Ai((;)zitj"+(Ag(s)_'\; Oy
b
= e ) +fZA(6tr Er)s)dt
_ e_(A.:; (I |z| + iargz) + [ %dt
_ X2 ]+ M(ze)

Il existe m > 0 tel que pour tout ¢ € V et tout z € Z'ND (0, @), on ait |[M(z,¢)| < 4.

11 vient
Re(A;—Xj)

Re(A;—A;)
e —Lln\z\ 6_5’% < ‘eq;(z,s)—qj(z,s) <e

-

Alors, pour € € V fixé et (i,5) € [1,n]?, il vient

sii>j, lim ‘eq"(z’s)_qf(z’s) =+oo et sii<j, lim e%i(2€)=4i(z€)| = ¢
2€Zy 2€Zy (A7)

donc nécessairement U 01 =0 pour i > j, c’est-a-dire U est triangulaire supérieure. On a
alors pour tout j € [1, n]]

n J
(H%9), = (H'ePU™), = > (eFU™),  H = e“UNH]

i=1 i=1
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soit finalement
J
H) =) % %UYHj . (A.8)
i=1
De méme, il existe L' = Lf1(¢) tel que pour tout z € Z! = S.(0) N D(e, R.), on ait
Ye(z,e) = Y(z,¢) L . (A.9)
Avec les notations du présent chapitre, on obtient
Ve € V, Yz € Z°', H%(z,¢) = H(z,¢) ?®S) [l Q=)

ou encore

Ve €V, Vz € Z%, ((HY)1H) (2,¢) = e¥Lte™@ = (Lf’lje(q"_qf)(z’g)) N ,
(i,5)€ltn]

car H! est inversible pour tout z € S.(0). De plus, pour tout ¢ € V, (H')"1 H® est bornée

indépendamment de z € Z! N D(e, &=). Pour tout ¢ € V et tout z € Z°!, en conservant

les notations des chapitres 2 et 3, on a

z i)+ (€)= A (€) t-+(A] (e) — A% ()t
eQi(Z,E)—qj(Z,S) — ef : ;(tr —E") z dt
z (Ai(e)=A(e)) Ai—Aj
= ef T'ET(tjE) - et(t’“—1+st’—zj---+g’—1) dt

QO=NED 151, — ¢ + M(2,¢)

=: e re’

Il existe m > 0 tel que pour tout € € V, tout z € Z1 N D (e, %), on ait |M(z,¢)| < F4r-
11 vient

Re(Xi(2)=2;())

Re(Xi(e)=A;(e))
e rer Inlz—el ot < ‘e%(z,E)—qJ'(z,E) Srra

< eTlnlz—sl ee:il .

Ainsi, pour ¢ € V fixé et (4,5) € [1,n]?, il vient:

¢4i(2:6) 4 (25¢) et (22)—ai(ze) | —

sii<j, lim
z €
z€z¢l

=400 et sii>j lim
z—E
z€z¢el

donc nécessairement Lf,lj = 0 pour i < j, autrement dit, L*! est triangulaire inférieure.
Alors on a pour tout j € [1,n]:

(H®e?), = (H'eL), = > (e9L%),  Hj = > S LELH]
i=1 i=j
soit finalement
n
HS = Z e%i— 9 Lf,lj H! . (A.10)
i=j

Montrons maintenant la

Proposition A.3 Avec les notations précédentes, on a

Vie [L,n], Ui =1 et lim L§i(e) = 1

eeVv
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Preuve de (A.3): Montrons la premiére partie de la proposition. Remarquons que le
choix de Y? et Y'! donne pour tout i € [1,7n]:

0
—i
lim H?(z,e) = lim H}(z,¢) = L !
2—0 2—0 O
2€201 2€201
\ 0

En considérant la limite (A.7), faisons tendre z vers 0 dans la relation (A.8). Il vient:

0 \ 0
71— 1 01 1 —1
0 = Ui,i (¢) 0
0 0 )
et donc Ug}(e) = 1. Pour montrer la seconde partie de la proposition, considérons la

démonstration du lemme (3.1) nous donnant la forme de la solution Y. La remarque (3.2)
montre que 'on a
lim P(z,e) =1, .
z€z¢€l
Ainsi, en utilisant ’étude de ’équation scalaire faite dans le chapitre 1, on obtient I'existence
de g1, ... ,gn, continues bornées sur le domaine Q = {(z,¢) € C?, e € V, 2z € S.(0)} telles
que .
lim H'(z,¢) = diag (fi(e),i =1,...,n) ou fi(e) = elo gi(te)dt
z€z¢l

Vu le choix de Y1 et Y, il vient, pour tout i € [1,n]
( 0 0

PN S [ N X

z€2z¢€l z€z¢€l

¥ ;

En faisant tendre z vers ¢ dans la formule (A.10) et de fagon analogue & la premiére partie
de la preuve, on montre que l'on a pour tout ¢ € [1,n], Lflz = (fi(e))™t, d’on

: 1
lim L53(e) = 1.
e€Vv

O

On a alors les résultats suivants:

Proposition A.4 (caractérisation de Y') Soit Y une solution matricielle de (A.2),
L = L(e) une matrice triangulaire inférieure et U = U(e) une matrice triangulaire supérieure
de diagonale I. Si Y vérifie pour tout e €V et z € Z' = 7% n z¢!

YOz,6) = Y(z,6)U

Yé(z,e) = Y(z,¢)L, (A.11)
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alors Y =Y. Autrement dit, la condition (A.11) caractérise la solution Y.
Remarque A.5 Z! correspond & la zone 1 sur la figure (A.1). A
Proposition A.5 La solution Y se déduit des solutions YO et Y©.

Remarque A.6 La proposition précédente établit un lien entre les séries solutions YO
et Y¢ et les solutions construites au chapitre 3. Les premieres sont classiques, les notres
nouvelles. Cette proposition est intéressante car elle permet d’aborder le probleme des
prolongements analytiques de Y? et Y¢ en dehors de leur disque de convergence. A

Preuve de la proposition (A.4): Vu les relations (A.6) et (A.9), on a pour e € V et
z€Z':

Y%z,6) = Y(2,6)U = Yz,e)U™

Yé(z,e) = Y(z,6)L = Y(z,¢) L,

U est inversible et Y'! est une solution fondamentale donc pour ¢ € Vet z € Z1, Y(z,¢) =
Y1(z,e) URtU ! est inversible. Ainsi, L est également inversible et on a

Y(z,e) = Y(z,e) UU ™ = Y(2,¢) L L7}

d’ot UNU~! = L1 L. Comme Lf'L~! est triangulaire inférieure et U1 U ! triangulaire
supérieure de diagonale I, on a en fait

Uyl — el g
ce qui termine la preuve de (A.4). O
Preuve de la proposition (A.5): Vulesrelations (A.6) et (A.9), on a pour tout e € V'

et tout z € Z*:
Y%(z,6) = Y¢(2,¢) (L) 1U™ .

Si Y% et Y! sont connus, on en déduit P = (L) U et donc L' et U puisque la
décomposition de P sous forme «LU» est unique lorsque U a pour diagonale I. Ceci termine
la démonstration de la proposition (A.5). O

De fagon analogue & ce qui précéde, on montrerait qu’il existe L°2 = L*?(¢) matrice trian-
gulaire inférieure et U%2 = U%(¢) triangulaire supérieure de diagonale I telles que

Ve €V, V2 € Z%2 =85.(2r —1) N D(0, |¢|), Y%(2,¢) = Y?(2,e)U%
(A.12)

et

VeeV, Vze Z2=8.(2r —1) N D(¢,R.),Y(2,¢) = Y?(z,¢)L? .
(A.13)

Dans la suite, on note Z2 = Z°2 N Z%; ce domaine correspond & la zone 2 sur la figure
(A.1). T est naturel de se demander quelles relations existent entre L' et L2 ainsi qu’entre
U et U2,

Proposition A.6 Avec les notations précédentes, on a

LEl — L€2 et UOl — U02
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Notation: Nous noterons & présent L = L(¢) = L' = L2 et U = U(e) = Ut = U®2.

Preuve de la proposition (A.6): Fixons ¢ € V. Nous avons vu précédemment que
Ion a
Vze Zt, YOz,e) = Yo(z,¢) (L) 1U

Les solutions Y? et Y* étant définies respectivement sur D(0,¢) et D(e, R.), 1'égalité
précédente s’étend en fait & Z% = D(0,¢) N D(e, R,).

De méme, les relations (A.12) et (A.13) conduisent &
Vz € Z%, YO(z,6) = Y¥(2,¢) (L) 7'UP

et finalement (Lf1)~1U% = (L2)~1U%2. L’écriture sous cette forme « LU» étant unique, on
a bien L#? = Ll et U = UL 0

Nous noterons dans la suite Y}}T le prolongement analytique de Y le long de chemins tra-
versant ]0; e[ dans le sens trigonométrique. Y, est définie sur II et en particulier sur Z°2.

La relation (A.10) se prolonge comme suit & Z2 en utilisant (A.13) et la proposition (A.6)

Vz € Z%2, Y}}T(z,a) =Y%(2,e)L ' =Y%(2,6)LL ' = Y?(z,¢) .

A

Autrement dit, le prolongement de Y! & Z°2 est Y2! On devrait pouvoir démontrer ce
résultat directement, en reprenant la démonstration du lemme (3.1). Nous utilisons ici
toutes les notations qui sont introduites dans ce lemme.

Nous allons montrer qu’il existe un voisinage S, de ]0; [ et un espace de fonctions bornées

holomorphes sur ce voisinage sur lequel on peut appliquer le théoréme du point fixe. En

fait, il suffit de montrer I’équivalent du lemme (3.3), c’est-a-dire V’existence de C' > 0 et

pour tout j € [1,p(n — p)] d’une famille de chemins différentiables I',(s, ¢) vérifiant

d d
C

Vs €]0;1], Ve e V, Vz € S, g(m(f‘z(s,e),e)) < - E(Rj(l"z(s,e),e)) .

(A.14)

On se place dans le cas ol cos6,(j,&) > & > 0. Il faut alors que tous les chemins aient pour
origine 0. On choisit pour chemins des segments de droite de représentation paramétrique
1

[(s,e) =sree’®, sel (A.15)

ou I est & déterminer. Remarquons que ces chemins sont portés par des demi-droites d’ori-
gine 0 dans le plan des 2" puisqu’on a I'(s,&)" = se"e'®. De plus,

. T . o —ira
R;(T'(s,e),e) = Re (’Y—]r In (1 — :: ira)) = | Re (ew*(]’s) In (1 € ))
re seTe rle|” s

d’otr
; 0 (i 1 1
4 R0(s,e),e) = Dilge (61‘9’(]’5)7 - —)

ds rle|” s—e ra g

_ il g, (eif’r(j,s) e ™ )

rle|” s(s — e~ire)

_ Dl 1 Re (ei(or(j,e)—m(s_eira)) (A.16)

rle|" s|s — e~tre|2
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et
d 1 1
—m(T = - . Al
dsm( (S,E),&) 7‘|<€|r Sls_e—zra| ( 7)
On en déduit
d_R.(I‘( ),e) = % R (i(or(j,s)—m)( _ im)) d_ (T'(s,e), )
Y $,€),€) = Pp— ele s—e dsm $,€),€
B (0, (Gc) eira —s d
= —|7]\§Re (e'( (G:¢) Ta)7|eira_3|> Em(r(3,€)7€)
. . ira d
— i(6r (jie) —ratarg(e’*—s)) ) | =
|v;| Re (e ) ‘dsm(f‘(s,e),a)
= —|v;| cos (8-(j,€) — ra + arg(e"™ — s)) %m(f‘(s,s),s) . (A.18)

Pour obtenir (A.14), nous allons imposer que

—ra + arg(e™® — s) = arg(1 — se %)

soit suffisament petit pour que l'on ait cos(6,(j,&) — ra + arg(e™™ — s)) > §/2, soit une
condition du type
|arg(1 — se™™ )| < 3, (A.19)
€]0; Z[ fixé suffisament petit. Considérons la figure (A.2). La condition (A.19) impose
B €]0; 5[ fixé suffi t petit. Considé la fi A2). L dition (A.19) i

que 1 — se~"* soit dans le secteur S(0,—03,3) donc que I'(s,&)" = sc"e™ ™ soit dans le
secteur S(e",m — 3,7+ B).

F1a. A.2: Conditions portant sur arg(l — se™*"%)
\
\
\
\
\
\
\
\
\
1—se~ira !
X .. \
. ‘
|
0 1
\ NG |
By , ;
—Iira
.s¢ |
T I
! .
?é e—ZT'C!
!
/
/
/
/
/

Si cos6,.(j,e) < —& < 0, nous choisissons des chemins dont la représentation pa-

ramétrique vérifie ‘
[(s,e)" =e"(1—s€e"¥), seJ
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ou J est & déterminer. En reprenant les calculs précédents, on obtient 1’égalité suivante,
analogue a (A.18):

d ; d
gRj(F(s, £),€) = —|v;| cos (6-(j, ) + m — ra + arg(e'™* — s)) ‘gm(I‘(s, e),e)l ,
ou encore

d—m(F(s,s),s)

d )
—R;(T'(s,¢),e) = |vj]| cos (Gr(j,s) + arg(1 — se_""‘)) e

ds

(A.20)

Pour obtenir I'inégalité (A.14), il suffit donc d’avoir (A.19) pour 3 assez petit, c’est-a-dire
1 — se™® € $(0,—0, ), ce qui s’écrit encore T'(s,&)" € S(0, -3, 3).

Ainsi, on peut choisir le domaine S;, voisinage de ]0; ¢[ tel que

(Se)" =5(0,-8,8) N S(e",m — B,m+ B),

(Se)" est donc un losange dans le plan des 2". La figure (A.3) représente un tel domaine.

Fi1Gc. A.3: Représentation du domaine S,

Figure réalisée pour r =3 et 8 =1/3
Le lemme (3.3) démontré, on peut affirmer qu’il existe une solution Y2 holomorphe bornée
sur Q = {(z,6) € C?, e € Vet z € S.} de la forme (A.5) vérifiant
Ve eV, lin(} H%(z,e)=1.

2€Se

Par un argument d’unicité analogue a celui de la proposition (3.1), on montrerait alors que
Ve €V, Vz € S8:NZ%, Yi(z,¢) = Y2(2,¢)

et
Ve €V, Vz € S:NZ%2, Y%(z,6) = Y%(z,¢) ,

d’ou le résultat attendu:

Ve €V, Vz € Z%2, Y, (2,6) = Y?(z,¢) . (A.21)

On cherche 3 présent 3 établir une relation entre Y et Y2. Pour cela nous utiliserons dans
la suite la

Définition A.1 Soit z € II. On définit 2T par
27| =|2| et arg(z" —¢)=arg(z —¢)+ 27

ou encore
zF =+ (2 —¢)e¥"
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Comme on a supposé (A.3), la demi-droite R} n’est pas une ligne de Stokes associée a (A.1)
et donc, quitte & réduire légérement les domaines S, (0) et S.(2r — 1), on peut supposer que

;i_I)I(l)Sg(O) =51 et Sy= gi_I}(l)Ss(Zr‘ -1)=: 95y,

sont de « bons secteurs » . D’aprés le théoréme (3.3), il existe Y et Y2 solutions de (3.1)
de la forme (A.4) définies respectivement sur S; et Sy qui vérifient

lim H'(z,¢) = H'(z) pour tout z € S (A.22)
cev

et
lim H?%(z,¢) = H*(z) pour tout z € S . (A.23)
eeVv

Le résidu en ¢ de ’équation (A.2) est R = I:S). Posons E =e

On note Z5 = {z € I, —§ < arg(z —¢) < &} et pour z € Z5, Y3(z,e) = Y2(2+,e)E~L. 1l
vient

2iTR

+ Dg(e)+Dj(e)t+---+Dy(e)t"
efz ole) %((ter)—ar) r() th,1

Y3(2,6) =Y?%(z",e)E = H*(z",¢)

2z Dg(e)+Dq (e)t+---+Dy(e)t”

= H*(z",¢) el HET —eT) 4 ppt (A.24)
z Dg(e)+Dq (e)t+---+Dp(e)t"

= H*(zt,¢) el 1 —eT) . (A.25)

De plus, il existe C, C = C(g) € M,(C) tels que

Vz € 51N Sy, Y2(z) = Yl(z) C (A.26)
et Vze Z5 Y3(z,6) = Yl(z,6)C(e) . (A.27)

Au vu de (A.22), on a pour tout z € S; N S

2z Dg(e)+Dq(e)t+--+Dyp(e)t" - 2 Dg+Dqt+---+Dypt" ~
Yl(z,e) = H z,e)el —  tw-en Y @izl T o)
cev
et d’apreés (A.23), (A.24) et (A.27),
Y3(z,6) = Yl(z2,6)C(e) =Y2(2F,e)E~L
2 Dg(e)+Dyq(e)t+---+Dy(e)t" ~ 2 Do+D vt Dypt” -
= H2(2+,€)ef - dt — H2(z) el e =Y2(2),
cev
d’ou la
Proposition A.7 On a lim.-o C(e) = C.

eeVv
Cherchons & déterminer une équation liant C, L et E.
Pour tout z € Z8 = {t € II, |t —¢| < R, —0 < arg(z —€) < &}, on a, d’aprés (A.9) et
(A.27),

Ye(zt,e) =Y%(2",e) L = Y(z,6) CEL (A.28)
et aussi, d’aprés (A.9),

Yé(zT,e) =Y®(2,6) E=Y(z,¢) LE . (A.29)
On en déduit la
Proposition A.8 Les matrices C, E et L de GL,(C) sont liées par I’égalité CEL = LE .
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On a donc C = LEL'E~!. Toutes les matrices considérées ici étant triangulaires
inférieures, la diagonale de C est I. On pose L = ELE~!. Montrons que les matrices L et
L admettent une limite lorsque € tend vers 0.

Notation: On note 7~ I’ensemble des matrices triangulaires inférieures et 7,” I’ensemble
des matrices triangulaires inférieures strictes.

Soit T l'opérateur linéaire défini sur 7" par T (M) = E 'ME. Vu la proposition (A.8),
ona CELE™' =L =E~'LE soit CL = E"'LE ou encore

CL=T(). (A.30)

On pose S = T — I4. Pour tout M € T~ et tout (p,q) € [1,n]? on a

. Ag(e)=Ap(e)
(S(M))pq — Mpq (e2z7rq M,p _ 1) ‘

De plus,

62“_ )\q(E')r;‘)\p(E) eERe (2i71' )‘q(“?z‘;:‘p(i)) o Sm(Ap(e)=Aq(e))

=e re’

et pour ¢ € V de module assez petit, Sm(Ap(e) — Ag(€)) # 0 vu la condition (A.3). Ainsi,

lim |g2im 2222 @ | [ o0 si Im(Ap(e)) > Sm(Ag(e))
-0 N 0 siSm(Ap(e)) < Sm(Ag(e))

Ceci implique que pour ¢ € V de module suffisament petit, ker(S) est ensemble des
matrices diagonales et que la restriction de & a T, est inversible. Pour tout M € T, on a
alors

-1
. Ag(e)—Ap(e)
(S—I(M))pq — Mpq (62171'—‘1 rerp _ 1) ’
d’ou

lim(S~1(M)),q = iq(‘f)) (A.31)

e—0
eeV

{ 0 si Sm(Ap(e)) >
—Mpq  si Sm(Mp(e)) <

La relation (A.30) s’écrit encore
S(L)=(T-I)L)=(C-1L,
de sorte que si ’on pose R = L — diag(L) € T, il vient S(R) = S(L) = (C —I) L soit
R=8Ycc-1L),

c’est-a-dire } } }
L =diag(L)+S8((C-1)L) .

On considere 1'opérateur linéaire N défini sur T~ par N (M) = S~((C — I) M). Comme
C —I €T, , N est nilpotent d’ordre n et on a

L = diag(L) + N (L) = diag(L) + N (diag(L)) + N}¥(L) = --- = ZNi(diag(fL)) )
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Nous avons vu plus haut que S~! et C = C(¢) convergent lorsque ¢ tend vers 0, nous
savons également (voir proposition A.3) que diag(L) admet comme limite 7. On en déduit
que N et L admettent une limite et on a

La formule précédente montre que L}m egt déterminée par les coefficients non diagonaux
de C. En utilisant la relation C"'L = ELE~!, on montrerait de méme que L admet une
limite lorsque ¢ tend vers 0.

Remarque A.7 On peut maintenant se demander si 'on peut déduire plus précisément
les structures de L et L. La réponse semble étre positive en utilisant la formule (A.31). A
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