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Introduction

On peut construire sur un groupe localement compact abélien G toute une série d’es-
paces de Banach du type LP(G) ou 1 < p < oco. L’'une des opérations les plus naturelles
du groupe sur une fonction f : G — C donnée est la translation par un élément x de
G, qui se définit simplement par 7,f (y) = f(z 'y). Une des questions naturelles que
l'on peut se poser est de savoir caratériser les sous-espaces fermés de LP(G) invariants
par les translations de G. Les espaces LP(G) (1 < p < 4+00) et L'(G) ont des structures
trés différentes, les premiers sont des espaces de Banach réflexifs, tandis que sur L!(G)
nous pouvons définir le produit de deux de ces éléments, si f, g € L*(G) et x € G on
pose fxg () = [, f(y) 7, g(x) dy. L'(G) est une algébre de Banach pour ce produit
de convolution; si G n’est pas compact, pour p €]1,4o00[ aucun des espaces LP(G) ne
posséde cette propriété. Dans le cas ou G est compact, le groupe dual G est discret et le
probléme de la synthése harmonique dans L'(G) est trivial.

Dans le cas général d'un groupe localement compact abélien, les sous-espaces fermés
de L'(G) invariants par translation sont exactement les idéaux fermés de l’algébre de
Banach L'(G). Peut-on alors caractériser ces idéaux fermés ?

Dans I’étude de ces idéaux, I'un des outils indispensable est la transformation de
Fourier car elle permet de décrire 'ensemble des caractéres de 1’algébre L!(G). En effet, si
on désigne par G le groupe dual de GG, I’ensemble des caractéres du groupe GG, un caractére
de L'(G) est de la forme f — f(y) = [, f(z) 7! (z) dz

Etant donné un idéal fermé I de L'(G), on peut lui associer 'ensemble fermé de G
définit par Z(I) = {y€ G : f(y) = 0 Vf € I}, ensemble des zéros de I'idéal I.

Réciproquement, étant donné un fermé F de é, nous pouvons définir 1'idéal fermé
Ir = {felYG) : f(y) =0 Vye F} et dans ce cas Z(Ir) = F.

Ces fermés permettent-ils de caractériser les idéaux fermés de L'(G)? Etant donné
deux idéaux I, J de L'(QG) vérifiant Z(I) = Z(J), a-t-on I = J? La réponse est non
en générale, Laurent Schwartz a donné le premier contre-exemple en 1948 en démontrant
que la sphére unité de R™ (n > 3) est I’ensemble des zéros de différents idéaux fermés de
LY(R"™) (c.f. [30]).

Deux classes de fermés apparaissent, les fermés F' qui ne correspondent qu’a un seul
idéal fermé, I'idéal Ir, et qui en quelque sorte le reconstitue, ils sont appelés fermés de



synthése harmonique ; et les autres qui correspondent & différents idéaux fermés de L!(G) :
fermés de non-synthése harmonique.

Méme dans le cas du groupe R” | a priori plus simple puisqu’on y dispose de la théorie
des distributions, la question de savoir si un fermé est de synthése ou non n’est pas simple,
méme si nous nous restreignons aux fermés de la forme Z(P) ensemble des zéros d’un
polynéme P de R™. C’est a cette étude qu’est consacrée I’essentiel du premier chapitre.
Présentons rapidement ’approche classique du probléme de la synthése : on se raméne
en général a étudier I'algebre A(G) image de I’algebre L!(G) par la transformation de
Fourier, qui est une sous-algeébre dense de Co(é), espace des fonctions continues sur G
de limite nulle & I'infini, munie du produit usuel des fonctions et de la norme transportée
de L'(G); A(G) est alors une algébre de Banach de fonctions continues pour une norme
plus fine que celle de la convergence uniforme.

La premiére question est d’élucider la régularité de cette algébre dont on démontre
que son spectre de Gel’fand est G. Autrement dit, on veut savoir si, étant donnés vy € G
et ® un fermé de G tel que v ¢ P, il existe un élément u € A(G) qui sépare 7y, et .

En raffinant cette idée, on est naturellement amené & considérer I’idéal
k(G) = {ue A(G) : u est asupport compact }, et & déterminer si cet idéal est dense
dans A(é) Les résultats de synthése harmonique s’appuient sans exception, malgré une
trés grande variété de situations, sur ce socle commun : le fait que A(C:') posséde un idéal
de fonctions molles est donc le coeur de 'approche classique.

Nous nous sommes intéressé a la démonstration originale de Jean Esterle ([12]) du
théoréme de Wiener (synthése de ’ensemble vide), la méthode consiste a faire OPERER
une famille de fonctions analytiques sur I'aglébre A(G).

Cette démonstration repose sur les propriétés de croissance du semigroupe de la cha-
leur (a;)~0, prolongé en un semigroupe analytique sur le demi-plan complexe (Re t>0),
(at)Re ¢>0- En investiguant cette "méthode du semigroupe", nous avons montré qu’un
semigroupe (v;)ge >0 contenu dans l'idéal Ir de L'(G) analytique dans le demi-plan
complexe Re t > 0, et vérifiant la condition de croissance

sup e [ g [l1 < o0
Re t>1

pour un certain a < 1, contient 'information sur la synthése ou non du fermé F. L’avan-
tage d’une telle méthode est de procéder par une approche unique du probléme de la
synthése harmonique des fermés alors que les études classiques (Beurling, Malliavin, Herz,
...) forment un panorama trés varié et ne permettent pas d’avoir une vision plus globale
du probléme. Dans le cas des fermés du type Z(P), nous considérons le semigroupe de
convolutions (¥;)ge ¢~0 constitué par les fonctions de Schwartz dont la transformée de
Fourier est donnée par

et g
0 si x € Z(P)



Ce semigroupe est analytique dans le demi-plan complexe {Re ¢t > 0} et il a une
croissance polynémiale, ce qui est compaptible avec la croissance du groupe G et tout
laisse a penser qu’il y a un lien entre le type de la croissance du semigroupe et celle du
groupe. Ce semigroupe contient I'information de la synthése ou non du fermé Z(P). Si on
désigne par D 'opérateur de dérivation des fonctions, cette méthode nous conduit & donner
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un fermé de type Z(P) soit de synthése,
condition portant sur un itéré de 'opérateur différentiel P(D), obtenu par transformation
de Fourier du polynoéme P.

La condition obtenue est la suivante : il existe un entier kp < 6n tel que :

Z(P) est un fermé de synthése si et seulement si pour toute f € L®(R") vérifiant I’équa-
tion P(D)** f = 0,ona < f, g > = 0 pour toute fonction g € I. Cette méthode nous
permet ici de retrouver par exemple la synthése des points dans R”, la synthése de R dans
R? ou encore la non-synthése de la sphére dans R3. Nous évoquons également d’autres
applications de la méthode du semigroupe, par exemple lorsque le semigroupe est radial,
L 4(R™) des fonctions radiales de
L*(R™), et nous donnons par ailleurs le théoréme de Wiener dans le cas de '’hypergroupe
de Chébli-Triméche.

nous pouvons transposer le probléme dans l'algébre L

Les parties suivantes sont consacrées & diverses questions d’analyse harmonique sur
les groupes discrets.

Poursuivant certaines orientations des travaux classiques, on est naturellement amené &
s’intéresser a la question du calcul symbolique sur certaines algébres de Banach ; ’exemple
classique du théoréme de Wiener suffira a illustrer le propos : si f € L'(G) et Z(f) = &,
on a vu que I'idéal engendré par f dans L'(G) est dense dans L*(G). Cet énoncé classique
du théoréme de Wiener se prolonge par celui du théoréme de Wiener-Lévy : si ¢ est une
fonction analytique sur un ouvert de C sans zéro en 0, alors % opére sur A(G), c’est-a dire

L
é(f)

si G est compact.

Cela améne a se demander quelles sont les fonctions définies sur R qui opérent sur
A(G) (respectivement B((G) algébre des transformées de Fourier des mesures bornées sur
G). La réponse dans le cas d’un groupe localement compact abélien est donnée par le

théoréme de Kahane-Katznelson-Rudin [25] :

— si F est définie sur [—1,1], G est un groupe abélien localement compact, non-

N

compact, et si F' opére sur B(G) alors F se prolonge en une fonction entiére sur C.
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Dans le cas abélien, les théorémes de structure des groupes abéliens permettent en
fait de se restreindre au cas ou F' est 27 périodique et opére sur B(C:’) ot G est
discret et dénombrable.

— si F' est définie sur [—1,1] et G est un groupe discret infini abélien, si F' opére sur
P’algebre A(G) alors F(0) = 0 et F est analytique dans un voisinage de l’origine.

Une des clés de ce résultat réside dans la non-symétrie de B(G) : autrement dit, B(G)
posséde des caractéres non hermitiens et cela conduit a I’existence de fonctions v € B (G’)
telles que » > 1 sur G mais telle que 1 /u ¢ B (G‘), énoncé a rapprocher du théoréme de
Wiener-Lévy.

Comme dans la situation classique ou G est compact, on voit qu’il est naturel de penser
a 'extension de ce travail au cas ou G est un groupe discret quelconque (si G est abélien,

G groupe dual de G est compact).

Bien entendu, si G est discret quelconque, on ne dispose pas a priori d'un objet dual,
et encore moins d’un groupe dual. Néanmoins les algébres A(G) et B(G) introduites par
Pierre Eymard sont les objets qui généralisent a tout groupe localement compact G la
situation abélienne.

La thése présente les premiers pas dans cette direction ; d’autres auteurs se sont atta-
qués avant nous a ce probléme (Dunkl, Rider, De Michele and Soardi) sans apporter de
solutions définitives. Notre travail est néanmoins indépendant du leur. La premiére étape
consiste & établir le théoréme suivant : si F' est une fonction définie sur R opérant sur
A(G) ou B(G) alors F est continue a l'origine, dans le cas de I'algébre B(G) elle est en
fait continue sur R.

Pour cela nous avons besoin d’une généralisation d'un résultat appelé "lemme de trans-
lation de Helson" que nous établissons par une méthode originale donnant une nouvelle
décomposition de Lebesgue pour les formes normales dans le cadre des algébres de von
Neumann.

Poursuivre l'investigation suppose a priori la levée d’obstructions sérieuses : disons
tout d’abord qu’on peut voir aisément (argument oral di & N. Lohoué) que le théoréme
K-K-R (Kahane-Katznelson-Rudin) est vrai pour tout groupe libre & un nombre arbitraire
de générateurs. Mais on ne comprend pas réellement ce qui ce passe en termes de théories
des représentations des groupes. En effet, si I’on se restreint au groupe libre & un nombre
fini de générateurs, on dispose des sous-algébres A*(G) et B*(G) constituées des fonctions
radiales sur G' qui appartiennent respectivement a A(G) et B(G). On peut montrer (voir
chapitre ..) que le théoréme K.K.R. tombe en défaut pour ces algébres qui portent par
ailleurs des informations fondamentales pour la théorie des représentations du groupe
libre. D’autres part, les groupes libres & n > 1 générateurs sont NON MOYENNABLES.
Or, il est aisé de voir que pour revenir au cas classique, la démonstration du théoréme K-K-
R suppose 'intervention de la moyennabilité du groupe G. Enfin, la situation moyennable
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ne présente pas non plus sous de meilleurs auspices : en effet, les groupes localement finis
sont moyennables; le fait que I’argument donné par N. Lohoué permette de dire que le
théoréme K.K.R. est vrai pour ces groupes résulte d’un théoréme non-trivial d’algébre, a
savoir l’existence d’un sous-groupe abélien infini. Nous espérons pouvoir revenir sur ces
questions dans des travaux ultérieurs.

Le chapitre 3 est consacré & un probléme différent sur les groupes discrets. Lorsque G
est un groupe localement compact unimodulaire, Helgason [17] considére deux topologies
sur Pespace L'(G), la topologie de la norme usuelle sur L'(G) et la norme spectrale || ||
les opérateurs de convolutions sur L*(G), g — f * g ou f € L*(G). Un opérateur T de
L*(G) est spectralement continu lorsque sup | ¢ |,<1 | T f |lsp < oo. Helgason a montré
alors que lorsque G est un groupe localement compact, non compact, connexe séparable
et unimodulaire il n’y a pas d’opérateurs spectralement continus et commutant avec les
translations & droite non-triviaux de L'(G). Poursuivant cette étude, Sakai [27] donne une
démonstration de ce résultat dans le cas général ou GG est un groupe localement compact,
non-compact. Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a cette question dans le
cadre de l'algébre de Fourier A(G) d’un groupe G localement compact. Les opérateurs
bornés de L'(G) commutant avec les translations a droites sont de la formes f — p* f
ol u est une mesure bornée sur G. Nous considérons alors le sous-espace dans A(G)
"équivalent" des opérateurs spectralement continus et commutant avec les translations a
droite sur L'(G), défini par

S(G)={uec A(G) : ¢ > 0 vérifiant || uv ||g )< c || v ||, Vv € A(G)}.

Nous avons alors montré que si l'espace S(G) # {0} alors G est un groupe discret.
Signalons les travaux récents de M.O. Gebuhrer et R. Szwar¢ qui ont montré que lorsque
G est discret S(G) = 1*(G).
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Chapitre 1

Synthése harmonique

1.1 Position du probléme

Considérons un groupe localement compact abélien G muni d’une mesure de Haar
m, G le groupe dual de G constitué des caractéres du groupe G. Si f est un élément
de P’algébre de Banach L'(G) alors nous noterons f sa transformée de Fourier, elle est
donnée par

f() = [¢f@)(z) de pour v € G.
Etant donné un idéal I de L'(G), on définit Pensemble des zéros de I dans G

Z(I) = {ye@G telque f(y) = 0 Vfel}

Z(I) est un fermé dans G. Réciproquement, si F' est un fermé de G, on peut définir
l'idéal fermé Ir = {f € L*(G) tel que f(y) =0 Vvy € F}, dans ce cas Z(Ip) = F.

Le probléme de la synthése harmonique du fermé F' est de savoir si Iy est 1'unique
idéal fermé I de L*(G) vérifiant Z(I) = F.

On considére l'idéal Jp = {f € L}(G) f s’annule dans un voisinage de F'} cet idéal
vérifie Z(Jrp) = F, en fait 'idéal fermé Jr est le plus petit ayant cette propriété, i.e. si

11



CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

nous considérons un idéal fermé I tel que Z(I) = F alors
JrpCICIp

Et donc le probléme de synthése se réduit & déterminer si Jz = Iz ou non.

1.2 Meéthode du semigroupe

1.2.1 Théoréme de Wiener

Rappelons succinctement les grandes lignes de la preuve du théoréme de Wiener donnée
par Esterle. Plagons nous dans L' (R), le théoréme de Wiener (synthése de 'ensemble vide)
revient 4 montrer que 1’idéal
Jo = {f € L'(R) tel que f est a support compact} est dense dans 1'algebre L' (R).

Soit I est un idéal fermé de L!'(R) tel que Z(I) = @ alors l'algébre L*(R)/I est
radicale. Il suffit de montrer alors que cette algébre radicale est nulle.

Pour ce faire, J. Esterle considére le semigroupe de la chaleur (a;);~¢ et il démontre
que l'image de ce semigroupe dans L'(R)/I est le semigroupe nul, le semigroupe de la
chaleur étant une unité approchée dans L'(R) on en déduit que lalgébre L'(R)/I est
nulle.

Chaque élément d’une algébre radicale a un rayon spectral nul, en particulier le rayon
spectral de a; est nul, on peut alors en déduire un résultat sur la croissance du semigroupe :

Lemme 1.2.1. Soit R une algébre de Banach radicale, et (a')i~o un semigroupe de A tel
que t — a® soit continue de R dans A. Alors
log || a' ||

limsup —— = —o©
t—00 t

Par ailleurs, le semigroupe de la chaleur se prolonge en un semigroupe (a;)get>o analy-
tique dans le demi-plan H = {z € C Rez > 0}. Le théoréme d’Ahlfors-Heins nous donne
un résultat sur les fonctions analytiques dans le demi-plan complexe H et continues sur
H:

Théoréme 1.2.2. Ahlfors-Heins [4]
Soit f une fonction continue et bornée sur H, analytique dans H. Si f n’est pas la

fonction nulle, il existe ¢ € R tel que :

l 10
g1 Ire )| | f:re )| = ¢ cosb

0 €|—n/2;m/2]) lim sup

r—00
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1.2. METHODE DU SEMIGROUPE

Et son corollaire qui nous est utile ici :

Corollaire 1.2.3. Soit f continue sur H et analytique dans H. Supposons qu’il existe
a <1 tel que supg, o€ 17 | f(t) | < oo,

st lim sup;_, o w = —00, alors g est identiquement nulle.

Le corollaire du théoréme d’Ahlfors-Heins nous dit que pour les fonctions continues sur
H, analytiques dans H, il y a une incompaptibilé entre une croissance sous-exponentielle
(croissance en e® avec 0 < a < 1) et la condition limsup, ,., lo“"tﬂ = —o0, Esterle
applique donc ce résultat aux fonctions f(t) = u (a@41)) ol u est une forme linéaire de
I'algebre L'(R)/I puisque le semigroupe choisi (a¢)ret>1 a une bonne croissance (polyno-

miale).

Nous pouvons alors résumer cette méthode dans le cadre plus général d’une algébre
de Banach :

Proposition 1.2.4. Soit A une algébre de Banach et T un idéal bilatére fermé de A tel
que A/T est radicale. Supposons que :
1. il existe un semigroupe dans A (a;)gre t>o0 analytique dans H tel que l’idéal bilatére
fermé engendré par le semigroupe est A.
2. il exriste a < 1 tel que

sup e 1t” a || < oo
R
e t>1

Alors A= T.
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CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

1.2.2 Application a la synthése harmonique. Principe

On se place ici dans le cadre de 'algébre L'(G) ot G est localement compact abélien,
soit F' un fermé de G, I un idéal fermé tel que Z(I) = F.

Proposition 1.2.5. L’algébre quotient Rp = I/Jr est une algébre radicale.

Démonstration. Soit m : I — Rp I'application quotient. Soit x un caractére de R, alors
xom est un caractére de 1.

I est un idéal de L*(G), xorm peut donc étre étendu en un caractére de L'(G). 1l existe
donc vy € G tel que

(Vf € ) xom (f) = f (70)-

Supposons que vy ¢ F :
Soit V un voisinage de F tel que o ¢ V. Nous savons qu'’il existe u € L!(G) vérifiant :

oy J 1 st y=m
i) = { 0 si y¢V
@(7yo) = 1 mais d’autre part, Vf € Jr on a xor(f) = 0, soit pour u,

@ (70) = xom (u) = 0, ’hypothése faite sur 7, est donc fausse, et donc vy € F.
On a montré que x = 0. O

On suppose 'existence d’un semigroupe (a;)get>o dans 1'idéal Ir vérifiant la condition

de croissance sup e *" || a; |y < co pour un certain a < 1. L’idéal fermé engendré par
Re t>1
le semigroupe I(a¢)pget>o est tel que Z(I(a¢)get>0) = F.
D’aprés ce qui précéde, l'algébre quotient R = I(a;)gerso/Jr est radicale, elle est
donc nulle ce qui signifie que I(a;)get>0 = Jr-

Nous sommes donc devant ’altérnative suivante

— ou bien Ir = I(a;)Rget>o et F est un fermé de synthése
— ou bien I'r # I(a¢)get>o0 €t F n’est pas un fermé de synthése.

Ainsi l'existence dans 'idéal Ir d’un semigroupe analytique dans le demi-plan H et ayant
une "bonne" croissance contient 'information sur la synthése ou non du fermé F.
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1.3. FERMES DE TYPE Z(P)

1.3 Fermés de type Z(P)

Pour un fermé quelconque de R” il semble difficile d’exhiber un tel semigroupe; ici
nous allons considérer les fermés qui coincident avec 1’ensemble des zéros d’un polyndéme
P sur R".

Si P est un polyndéme sur R”, nous allons considérer le semigroupe suivant :

pour t > 0 et x € R, posons

e e +aam) o 4 ¢ 7(P)
o(x) = i
0 S1 T € Z(P)

Pour chaque multi-indice o = (avy, ..., a,) € N*, considérons 'opérateur
0% = 07t...0%
Playe¥
(t,z). Il est alors clair que pour tout polynéme R sur R" et tout multi-indice « la fonction
RO%*p; est bornée sur R”, il en résulte que ce semigroupe est constitué de fonctions de
Schwartz dont 1’ensemble des zéros est exactement Z(P).

Si| a|> 1, alors 0%ps(x) est de la forme ¢ (x) ou Q4 est un polyndme en

Soit S(R™) I'espace des fonctions de Schwartz sur R"*, notons F la transformation de
Fourier et F la cotransformation de Fourier sur R".

Pout t > 0, ¢; est une fonction de Schwartz, donc I'image par la cotransfomation de
Fourier du semigroupe est un semigroupe constitué de fonctions de Schwartz. On pose
Yy = F(p¢), nous avons construit un semigroupe dans l'idéal I;(p).

L’application ¢ — ; peut-étre prolongée analytiquement sur le demi-plan complexe H
, et par linéarité de la cotransformation de Fourier, 'application ¢ — 9, se prolonge ana-
lytiquement dans le demi-plan complexe H. (¢;)ge t>0 est donc un semigroupe analytique

~

de Iidéal Iz(py = {f € L'(R) : f(z) =0 Vz € Z(P)}.

1.3.1 Croissance du semigroupe

Dans cette partie nous allons montrer que le semigroupe (1;)ge +~0 a une croissance
polyndmiale.

Définition 1.3.1. Un semigroupe (a;)re t>0 est @ croissance polyndmiale s’il existe un
polynome @ tel que

la: || <Q(|t|) pour tout compleze t tel que Re t > 1

15



CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

Pour une fonction f € L'(R™) nous avons l'inégalité bien connue
IEf o<l £ II1

En particulier, si g est une fonction de Schwartz, il existe une fonction de Schwartz f
telle que ¢ = F'f, g vérifie donc I'inégalité :

(1) 19 llo <[l F'g [l

Lemme 1.3.1. Le semigroupe ({¢)ge t>0 @ une croissance polynémiale

Démonstration. Si on désigne par M 1'opérateur de multiplication par z, 9 est une fonc-
tion de Schwartz, il existe donc une constante ¢ > 0 telle que

[ < e [ (4 M2)" [loo
Et d’aprés 'inégalité (1),

le i< e I F((1+M*)") |ls

Si A désigne 'opérateur de Laplace sur R"*, alors nous pouvons écrire

FA4MP%) = (L= 1)

Nous pouvons écrire ce terme sous une forme générale

Z caaa Pt

laf<2n

ol les ¢, sont des constantes, ainsi il suffit de montrer que le terme 0%¢p; a une croissance
polynémiale si | « [< 2n.

(e} t?
Or, nous avons vu que 9%p; est de la forme t%@t(a:)

kl

[¢3

soit encore Y ¢!, the Et donc

P(:;);:,M (Pt(w)

!

k
163 o e
LTS AT e O

Ainsi pour Ret > 1, nous pouvons majorer l'intégrale par un terme indépendant de .

: g e b (el
||8§0t||1§2|0a‘|t‘ Rn\wu @2/ do
Le semigroupe a donc bien une croissance polynomiale. ]
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1.3. FERMES DE TYPE Z(P)

Remarque 1.3.1. A priori rien n’empéche de considérer des semigroupes plus généraux
de la forme

pi(z) =

e—t(||$||2+ﬁ) si acgéZ(f)
0 stz € Z(f)

Ou f serait une fonction analytique sur R™. f ne peut pas étre quelconque, des restric-
tions sur la croissance de f apparaissent si l’on veut conserver un semigroupe de fonc-
tions de Schwartz. Par exemple des fonctions dont la croissance est au plus polynémiale
conviendraient et nous permettraient d’atteindre en théorie des fermés plus générauzx. Par
exemple, le semigroupe défini sur R

1

(24—
oy =4 ¢ i @ g
0 st x €Tl
est un semigroupe constitué de fonctions de Schwartz, donc le semigroupe des cotransfor-
mées de Fourier de p; est un semigroupe analytique dans le demi-plan H ayant une bonne

croissance dans lidéal Iz,

Nowus allons ict poursuivre dans le cadre des fonctions polyndmaiales, nous allons donner
une condition nécessaire et suffisante sur un certain opérateur différentiel linéaire pour
obtenir la synthése harmonique d’un ensemble du type Z(P), ot P est un polynome.

1.3.2 Condition nécessaire et suffisante de la synthése harmo-
nique

Dans la démonstration d’Esterle, nous n’avons pas a nous demander quel est 1’idéal
engendré par le semigroupe de la chaleur car il est bien connu que ce semigroupe est
une unité approchée de L!(R"). Ici, nous ne pouvons pas espérer un tel résultat car nous
savons qu'il existe des ensembles fermés du type Z(P) qui ne sont pas de synthése, et
d’aprés ce que nous avons dit dans ce cas I;(p) # I((¢t)Re t>0) oll I((v,/;t)Re t>0) désigne
l'idéal fermé de L' (R") engendré par le semigroupe (¢;)re ¢>0- Il est clair par construction
du semigroupe que ((wt) Re t>0) est contenu dans Iz (py. L’autre sens dépend évidemment
du polyndéme P choisi. Nous allons essayer de décrire quelle est cette dépendance en P.

Nous allons tenter d’attraper des fonctions de Schwartz qui sont dans I'idéal 1 ((¢t) Re t>0).

Pour tout entier £ > 1, on considére 1’espace

Ar = {6 € S(R?) vérifiant ¢ (z) = P(z)* § (z), ou g € S(R™)}.

17



CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

Lemme 1.3.2. Il existe un entier kp > 1 tel que Ay, C I((v,/;t)Re t>0).

Démonstration. Nous allons montrer que pour un choix convenable de ’entier k, 1; * ¢
converge vers ¢ dans L'(R") dés que ® € A;.

Si f eu une fonction de Schwartz, nous disposons de I'inégalité suivante :

dz 2\n
11 [ arem sl 0+ e 1717 |

Il nous suffit donc de montrer que le terme z — (14 || z ||*)™; * ¢(z) converge uniformé-
ment vers z — (1+ || z ||?)"¢(z) sur R".
On note A l'opérateur de Laplace.

on a

W+l P)ro-0) @) = [ -1 (0d—d) @) <=

n

si < .,.> désigne le produit scalaire sur R".

Nous avons donc une combinaison linéaire de terme de la forme :

/n % (‘Ptqg _ Qg) (u) e2i7r<u,z>

ol & est un multi-indice de longueur inférieure & 2n. Si | @ |> 1, nous pouvons appliquer
la formule de Leibniz & savoir :

0* (SOM?’—Q;) = ¢t 8a¢3—8a¢3+ Z C’g ¢ 8""%3

B<a, |B|>1

Si|a|=0,on ajuste le terme ¢, — ¢.

- Sur tout compact K de R™ ne contenant pas les zéros de P, la fonction z —|| z ||2

1 .
+w est bornée donc 1 — ¢, converge uniformément vers 0 sur un tel compact.

x

¢ s’annule sur chaque zéros de P ; par continuité il existe un ensemble ouvert V
(réunion de boules ouvertes dont les centres sont les zéros de P) choisi de sorte que

~

#(z) < e Yz € V. Dans ce cas,

/V (oo - Dd(@) | dz <2 e m(V)

ou m(V) est la mesure de Lebesgue de V', on peut toujours choisir V' de sorte que
m(V) < 1.

18



1.3. FERMES DE TYPE Z(P)

(Z) est une fonction intégrable donc il existe p > 0 tel que

/ 6 ()] de<e
[|z]|>p

Si on note Ky, un compact de R" tel que V, Ky, et
{z € R* : ||z ||> p} forme une partition de R", alors on a

‘ (S0t€g - ﬁg) (U)e2iﬂ<u’z>du | < / ‘ (SOtGZAS - (;5) (u) |du
Rn

n

< / | (o — 3) (w) ldu + /K | (o — 3) (u) |du + / | (e = §) () |du

llul[>p

< 2e+m(Ky,) supg,, ¢ SUPk,, | 1— ¢t | +2/ | & | (v)du

llull>p
<2+ C supg, [1— ;| +2e

O nous avons posé¢ C = m(Ky,) sup Kv, ¢. La convergence uniforme de ¢; vers
1 sur le compact Ky, nous permet de conclure, nous avons montré que le terme

| / (gothS — q?)) (u)e*™<®“*>dy | converge uniformément vers 0. Le résultat reste vrai
Rn

si on remplace ¢ par 8* ¢ a condition que ces dérivées s’annulent sur les zéros de P.
Ainsi, si nous prenons ¢ de la forme P*j avec g € S(R") et k suffisamment grand
de sorte que pour chaque mutli-indice o de longueur inférieure & 2n on ait

8"‘(]3 = Pk"‘g;;a avec ko, >1

Alors dans ce cas, les termes | (0:0* ¢ — 8* @) (u)e*™<*“*>du | convergent uni-
Rn
formément (en x) vers 0, pour chaque multi-indice | o |< 2n.

Il reste les termes ol apparaissent 8° ¢, %7 qg ou 3 est un multi-indice non nul. Or,

t,x
nous avons vu que 8° ¢; () est de la forme t% ¢ ol Q3 est un polynéme
x
des deux variables t et x, c’est donc une combinaison linéaire de termes de la forme
tt _Rlz) (z) o ¢ est un entier supérieur a 1
P(z)s I ¥t '

Nous devons donc calculer la limite en ¢ = 0 de termes de la forme

) R A |
| 1 /n % Dt (’U,) 8a—ﬁ¢(u) e2171'<u,a:> du |
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CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

Nous aimerions majorer | ¢; | par 1, mais il faut s’assurer que le terme restant
sous le signe de l'intégrale est intégrable. La encore, si on prend <13 de la forme P*§
avec g € S(R™) et k > 6n, il existe alors une fonction gz € S(R™) pour chaque
multi-indice § non nul telle que :

| t"/n % o1 (u) 0% Po(u) e¥m<w=> du | <[t |f /n | R(u) gs(u) | du

Ainsi les inégrales ol apparaisent les 8% ¢, 8* 2 convergent vers 0 uniformément
en .

Nous avons donc montré que si k > 6n, 1; * ¢ converge dans L!(R") vers ¢ dés que
¢ € Ay. O

Remarque 1.3.2. Nous avons ici obtenu le résultat avec un entier kg < 6n, nous ne
savons pas si c’est le meilleur résultat ou bien st c’est juste une limitation de la méthode
de démonstration. La question de savoir quel est le plus petit entier k tel que A, C
I((wt)Re t>0) reste ouverte.

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que le semigroupe est un élément de 1’espace

1
Az 2,
1 (el +P(x)2)
P(z)*
de Schwartz pour tout entier k¥ > 1. Si nous notons A 'idéal de L'(R") engendré par

est une fonction

Ay pour tout £k > 1. En effet, la fonction z —

Iespace Ay, et I((wt)Re t>0) I'idéal (non fermé) engendré par le semigroupe nous avons :
I((1/Jt)Re t>0) C A C I((¢t)Re t>0)

Etdonc A, = T ((¢t) Re t>0), cet idéal caractérise entiérement la synthése harmonique
de Z(P).

Si a est un multi-indice, posons D, = (2im)*0*.

Dans ce cas, pour un polyndéme P (z) = > cq %, on peut considérer I’ opérateur
différentiel P (D) = " ca Da. Si g est une fonction de Schwartz alors (P(D)g) = Pg.

Nous en déduisons que I'espace A, = {P(D)*g, g € S(R*")}

Si on désigne par kp le plus petit entier tel que Ay C I((v,bt)Re t>0), nous pouvons en

déduire une caractérisation de la synthése harmonique :

Théoréme 1.3.3. Soit P un polynéme sur R*, et k > kp;
Z(P) est un fermé de synthése harmonique si et seulement si pour chaque fonction
f € L*(R") telle que P(D)* f = Oona< f, g>=0 Vg € Iyp
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1.3. FERMES DE TYPE Z(P)

Démonstration. D’aprés ce que nous avons dit Z(P) est de synthése si et seulement si

A = Iz
Cette condition est équivalente & :

si f € L®(R") et vérifie < f, g > =0 pour toute g € Ay alors < f, g > = 0 pour
toute fonction g € Iz (p).

Il nous faut donc décrire les fonctions f de L®(R"™) orthogonales & Aj.

Il est clair que de telles fonctions sont orthogonales a 1’espace Ay et donc on a
<PD)*f, g>=<f, P(D)fg>=0

pour toutes g € S(R"), soit P(D)* f =0.
Réciproquement supposons que P(D)F f =0,
pour toutes g, h € S(R") on a

< f, (P(D)*g) xh > =< f, P(D)* (g*h)>
=< P(D)* f, gxh>=0

En considérant une unité approchée (h,,) constituée de fonctions de Schwartz dans L*(R"),
on en déduit que < f, gx h > = 0 pour toutes fonctions g € S(R") et h € L*(R") et
par conséquent f est orthogonale & Aj.

La condition f orthogonale & Ay, est donc équivalente & la condition P(D)¥ f = 0.

O

Remarque 1.3.3. Ce résultat est a rapprocher de l'application du théoréme de
Beurling-Pollard sur les fonctions f € L®(R™) dont le spectre est contenu dans la sphére
unité de R™, une telle fonction vérifie alors (I + A)Y™ f = 0 ou m > n/2.

C’est ainsi que Herz démontre la synthése du cercle, il montre que les solutions dans
L®(R") de léquation (I+A) f =0 vérifient < f, g> =0 sige L'(R") et § s’annule
sur le cercle unité.
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CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

Dans le cas du cercle, le théoréme précédent nous conduit a priori vers 1’équation
(I +A)2 f =0 dans L*°(R"), puisque la démonstration effectuée est valable pour
k > 6n. Mais ce que nous y gagnons c’est une caractérisation de la synthése harmonique.

Ainsi pour montrer qu'un ensemble n’est pas de synthése il faut exhiber une solution
f € L®(R")de P(D)* f =00tk < 6n et une fonction g € Ip) telleque < f, g >%# 0.

En pratique, on pourra toujours remarquer que pour un polynéme P tel que les noyaux
des opérateurs P(D) et P(D)? sont égaux dans L>®(R") alors les solutions de P(D)* f =0
dans L*(R") sont les mémes que celles de I’équation P(D) f = 0.
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1.4 Applications de la méthode

1.4.1 Synthése harmonique des points
Synthése des points dans R

D’aprés le théoréme, nous devons chercher les solutions de I’équation DSf = 0 ou
f € L*(R") et D Popérateur de dérivation. Nous savons que les solutions de cette équation
dans L*°(R") sont les fonctions presque partout constantes.

Il reste a vérifier que < f,g > =0 pour g € Iy,
Puisque f = a € C,

< fg>= a/Rg(a:)dw — a (0) =0

Remarque 1.4.1. nous pouvons remarquer que nous sommes dans un cas ot les opéra-
teurs D et D? ont les mémes solutions dans L°°(R")

Synthése des points dans R"

Dans le cas R™ ot n > 2, I’équation que nous devons considérer est a priori A®* f =0
ou f € L®(R").

De maniére classique, nous pouvons considérer la transformée de Fourier de la dis-
tribution tempérée f, elle est & support dans {0} on en déduit d’aprés le théoréme de
Paley-Wiener que f est un polynoéme, et puisque f est bornée, c’est en fait une constante
(presque partout).

Comme dans le paragraphe précédent, il reste & vérifier que < f,g > = 0 pour
g € Iy,

Soit

<fig>=a [ g@de = ag@) =0

Remarque 1.4.2. Comme dans le cas précédent, nous pouvons remarquer que les solu-
tions des équations A f =0 et A2 f =0 sont identiques dans L®(R").

1.4.2 Synthése du cercle dans R?

L’opérateur différentiel associé au cercle dans R? est 'opérateur I + A si A est le
laplacien sur R2. D’aprés la condition du théoréme, pour montrer la synthése du cercle il
faut vérifier que pour toute solution f € L*(R?) de I'équation (I + A) 2 f = 0 alors on
a< f, g>= 0pour tout g € I si C désigne le cercle unité de R?.
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CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

Nous allons ici encore se ramener aux solutions de 1’équation (I +A) f = 0 dans
L>(R?).
Lemme 1.4.1. Les équations (I +A) f =0 et (I+A)*> f = 0 ont les mémes solutions
dans L*®(R?). Par conséquent les solutions dans L™ (R?) de l’équation (I + A f = 0
(k > 1) sont les mémes que les solutions de l’équation (I +A) f = 0.

Démonstration. Ces opérateurs étant elliptiques, f est en fait de classe C*® sur R?, on
peut développer f en série de Fourier

f(rcosb, rsinf) = ch(r)einﬂ‘

neZ

Si f est solution de I'équation (I + A) f = 0, alors ¢, est une solution bornée de

I’équation de Bessel

n2

1
" ! 1__ :0
v+ oy + A-3)y

On en déduit que ¢, est proportionnel & J, fonction de Bessel de premiére espéce et
d’ordre n.

Si f est solution de I'équation (I + A)?2 f = 0, en posant g = (I + A) f, g est de
classe ¢ et g est vérifie (I +A) g = 0.

En considérant I’expression polaire du laplacien, si

2w
gr(n) = —/ g(r cos, r sinf) e~ df
0
gr(n) vérifie ’équation :

1
aggAr + ;67'9Ar + (1—712/7’2) gAr =0

g est entiérement déterminer par g,(n) qui est de la forme a,, J,(r) + B, Yu(r) ol «y, et
Bn sont des constantes complexes, et Y,, désigne le fonction de Bessel de seconde espéce
d’ordre n.

L’équation (I + A) f = g nous conduit & ’équation :
27 1) 2/ 2\ f -
O, fr + ;&fr + (1=n*/r") f, = §»
On recherche ici les solutions bornées sur R* de cette équation qui s’écrit :

1 n?
v+ Y+ (1= 5)y = an 1) + B Ya(r)
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Dont la solution générale s’écrit

a Ju(r) + bYo(r) +c (Ya(r) [TsJu(s)? ds — Ju(r) [ sJu(s)Ya(s) ds)
+d (Jur) ["sYu(s)2ds — Yo(r) [" sJu(s)Ya(s) ds)

Nous devons chercher parmi ces solutions celles qui sont bornées sur R*. Pour cela
nous utilisons les développements asymptotiques de J, et Y,, :

Ta(r) = /(%) cos(r —ng —5) + ¢a(r) od éu(r) = O(p)

Yo(r) = \/(%) sin(r —nf — %) + n(r) ou Pu(r) = O(=5)

Et les formules suivantes ol c;, c2, c3 sont des constantes d’intégrations qui n’inter-
viennent pas & l'infini car les expressions ¢; J, et ¢; Y, ont une limite nulle & 'infini
(i1=1, 2, 3) (c.f. Watson [32])

[MsTu(s)2ds = 5 (Ju(r)? = Juo1(r) Jnsa (7)) + e

[T sYu(s)?ds =

w3,

(Yn(T)2 - Yn_l(T)Yn+1(T)) + Co

[ 8Jn(5) Yu(s) ds = 5 (2Jn(r)Yn(r) = Jna (M) Ynia(r) = Y1 (M) Yaia(r)) + c3

On obtient les développements & 1’infini suivants :

Yo(r) [T sdn(s)2ds = r Ju(r) + o(1)

Ju(r) [T sYu(s)> ds = 7 Yu(r) + o(1)

En particulier lorsque les constantes ¢ ou d ne sont pas nuls, il existe un réel 6, tel que

¢ (Yal(r) [T sTu(s)> ds — Ju(r) [7sJu(s)Ya(s) ds)
+d (Ju(r) [TsYa(s)2ds — Yu(r) [ sJu(s)Ya(s) ds)

= /(@ +d) \/2”2005(7“—971) + o(1)

Ce terme n’est borné que lorsque ¢ = d = 0.

Y, n’étant pas borné en 0, on en déduit que les solutions bornées recherchées sont
proportionnelles & J,,.
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CHAPITRE 1. SYNTHESE HARMONIQUE

Donc les équations (I + A)?2 f = 0et (I+A) f = 0 ont les mémes solutions dans
L>(R?).

Si on pose alors f,(r cos 8, 7 sin ) = c,Jn(r)e™ on vérifie alors que
<fnyg>=0

sige ;.

On considére ’expression intégrale de J,,,

1 2w . .
J(r) = — em¢—r sin ¢ d
) = 5 .
Alors
Cn 2 0; 0 )
fa(r cos 8, 7 sin ) = o e2inm cos (=) oind
T Jo
Et donc :
c 27 ) .
<fn,g> = 2—"/ / g2imr cos (#=0) oinb o( 1 cos 0, T sin 0) rdrdf
m™ Jr2 Jo
c 2r
= = e §(cosp, sin ¢) dp = 0
2 Jo
La série f (r cos 0, r sin 0) = >, c,(r)e™ converge uniformément sur tout com-

pact de R?, en suivant Eymard ([14]) les sommes de Cesaro associés convergent faiblement
dans L®(R?) vers f. On en déduit que < f, g > = 0 pour toute g € I¢.

O

Remarque 1.4.3. La démonstration classique repose sur le théoréeme de Beurling-Pollard,
il rameéne le probléme de la synthése du cercle a la vérification de la condition suivante :

pour toute solution dans L®(R?) de l’équation (I +A) f = Oona< f, g>= 0
pour tout g € Io. Ici, nous nous ramenons également a cette condition sans utiliser ce
théoréme. Le théoreme de Beurling-Pollard permet d’obtenir une condition suffisante de
la synthése, et ne permet donc pas d’obtenir des résultats de non-synthése.

1.4.3 Non synthése de la sphére

Nous allons ici retrouver le résultat di & Laurent Schwartz qui donne un exemple de
fermé de R™ qui n’est pas de synthése, en 'occurrence il s’agit de la sphére dans R".
Dans la démonstration originale, Laurent Schwartz exhibe une fonction bornée ¢ et deux
idéaux I; et I, dont ’ensemble des zéros est la sphére de R", de sorte que ¢ s’annule sur
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I’idéal I; mais pas sur I5. Nous utilisons certains ingrédients de cette preuve mais nous la
modifions comme suit.

L’opérateur que nous devons étudier ici est a priori (4m2I + A)®" .

Pour montrer la non-synthése de la sphére il suffit de trouver une fonction f € L*(R")
vérifiant (472 + A)% f =0 et une fonction g € Iz(p) telles que < f, g> # 0.

Nous allons reprendre ici la fonction bornée exhibée par Laurent Schwartz, si on note
o la mesure de surface sur la sphére, on pose ¢(z) = z16(z) pour z € R".

0 est donnée par la formule :
. _n=2
o(x) = 2r |z |77 Ja2(Q2m [z )

ou Jn_2 est la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre "T’z
2

Cette fonction est intéressante car elle est solution de I’équation (472 + A)®" f =0
dans L°(R"), plus précisément on a le résultat suivant :

Lemme 1.4.2. ¢ est solution de ’équation (47> + A)?> f = 0.

Démonstration. On vérifie immédiatement que la fonction k : z — || z ||_"772 JnT—2(|| z )
est solution de l’équation (1+A) f =0.

La fonction k est radiale, nous allons ici utiliser le laplacien en coordonnées polaires :
1 -1
A = —,rnfl 67- (Tn 3,~)

Aprés calcul, on obtient classiquement :

Alk) = _(n;2)2 pn/2-1 J"T” + 2, J"T_2 4 /2 83‘]"7_2
Ainsi
k+ Ak = pm/2l ((1—%2(";2)2 Jozz + %ar Joz + a,?Jan) =0
Si maintenant on considére la fonction h(z) = k(27zx), h vérifie

Az h) (z) = A(zl) h + 20, h(z) + z1 A(R)
= 20, h(z) — 4n* z; h(z)

Ce qui s’écrit encore
(47’(’2 + A) (xlh) =2 61]2

Comme h vérifie (472 + A)h = 0, on en déduit que (472 + A)? (2, h) = 0.
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Dans ce calcul, on remarque que ¢ n’est pas solution de (472 + A) f = 0.
Il reste a exhiber une fonction g € Iz(p) telle que < ¢, g > # 0. La encore en suivant

L. Schwartz, on considére une fonction g € L*(R") tel que g est C*™ a support compact
tel que g(z) = z; (|| z||> —1) dans un voisinage de la sphére.

< 0,9 > = [pat19(2) [guo1 exp(—2im t z)do(2)

= _% fsn—laazlg(t)do'(t) = _% fS“—l t% do(t) #0

1.4.4 Synthése de R dans R?

Le polynéme que l'on considére sur R? est P(z,y) = z. L’opérateur associé est donc
O A priori nous avons & considérer 1’équation dans L*®(R?)
o2 f =0

Pour résoudre cette équation nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 1.4.3. Les équations 0, f = 0 etd2f = 0 ont les mémes solutions dans L™ (R?)
a savoir f (z,y) = u(y) ot u € L>(R).

Démonstration. Les solutions de ’équation 9, f = 0 sont clairement solutions de 92f = 0.

Réciproquement, on considére f € L*(R?) solution de d2f = 0, alors si ¢y, ¢o sont
des fonctions de Schwartz sur R on a

<O f 4 ®¢>=0
Par définition, cela s’écrit :
< f, (B2 ¢1)®@pa>= 0
soit

/R{/Rf(w,y)aiaﬁl(w) dz }oe(y)dy = 0 pour toute ¢y € S (R)

Et donc pour presque tout y € R, si on pose fy(z) = f(z,y), fy € L®(R) et
< fy, 0241 > = 0. donc f, est solution de 92f, = 0, f, est donc constante presque
partout par rapport a z, il existe donc une fonction 6 telle que f (z,y) = 6 (y) presque
partout. # est nécessairement une fonction bornée presque partout, i.e. § € L*°(R).

Cette fonction sur R? est bien solution de 8, f = 0.
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Nous déduisons du lemme précédent que les solutions de 1’équation
02 f =0 ou f € L*(R?) sont de la forme f(z,y) = 6(y) ou § € L*(R).

Ainsi, il reste & vérifier la seconde condition a savoir < f, g > =0 Vg € Izp).
< frg>= [ u glo) dedy = [ 60) ( [ o(ev) da) ay
R? R R
Or, g € Iz donc §(0,y) = [go 9(u,v) e2™<U¥> dudv = 0 pour tout y € R.

Ce qui s’écrit encore [, ( [ g(u,v)du) e727<*¥>dy = 0 pour tout y € R La trans-
formée de Fourier sur R de la fonction y — fR g(z,y)dz est nulle donc cette fonction est
nulle. On en déduit que < f ,g > = 0
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1.5 Application de la méthode dans I’algébre L! , (R").

rad

1.5.1 Rappels sur cette algébre.

Soit F(R™) I’espace des fonctions complexes, SO(n) le groupe des rotations de R".
SO(n) opére sur F(R") :
SO(n) x F(R*) = F(R*); (o, f) = p.f
ou p.f(x) = f(p'z) pour x € R,
Les espaces L*(R™) et Cy(R™) sont stables sous cette action :

1.

(Vf € L}Y(R™),Vp € SO(n)) p.f € LY(R")

(Vf € Co(R™),¥p € SO(n)) p.f € Co(R™)
Soit p € SO(n), posons
A, ={fe L'(R"): p.f = f} C L'(R")
et
A, ={f € Co(R") : p.f = f} C Co(R™).

Soit p € SO(n), par un calcul immédiat on a les relations suivantes :

1. Vf, g€ L'(R"), p.(f*g) = (p-f) * (p.9)
2. Vf,g € Co(R"), p.(f g) = (p-f)(p-9)-

On en déduit facilement que les espaces 4, et A} sont respectivement des sous-algébres
de L'(R™) et Co(R™).

En fait, A, est une sous-algébre de Banach de L'(R").

En effet, considérons ’application

M(p) : L'(R") = L'(R"); f+ p.f

II(p) est un isomorphisme isométrique de L'(R"). A, = ker[II(p) — Id] est donc fermé
dans L'(R").
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Définition 1.5.1. f : R" — C est une fonction radiale si et seulement si
Vp € SO(n), p.f = f

On définit alors I’algébre de Banach L;,4(R™) = Nyesom)A,. Clest 'algebre des fonc-
tions radiales de L'(R").

De la méme fagon, on définit Co, raa = Npye So(n)A;, sous-algébre des fonctions radiales
de Co(R™).

Remarque 1.5.1. Soit p € SO(n) et f € L'(R"), on a
(p-f) = p.f.

On en déduit que la transformée de Fourier d’une fonction radiale est radiale, ce qui
s’écrit encore
feLl (R < feC, raa®)

rad

1.5.2 Caractéres de ’algébre L! , (R")

rad

Afin de poursuivre I’étude, nous allons ici en élargir dans un premier temps le cadre
pour nous placer dans une algébre plus générale L' (K\G/K) et en donner les caractéres.
Evidemment les points suivants sont bien connus, nous les donnons dans un but de plus
grande clarté de I’exposition.

On considére un groupe unimodulaire localement compact G, A un sous-groupe abélien
normal et fermé de G et K un sous-groupe compact telle que I’application

KxA — G
(¢, s) — ts

soit est homéomorphisme, alors (G, K) est un exemple de paire de Gelfand (c.f.
Dieudonné [8])

C.(K\G/K), 'espace des fonctions continues sur G a support compact constantes sur
les doubles classes KsK relative & K, (s € G), est une sous-algébre commutative et
autoadjointe de L'(G)

On note L' (K\G/K) I'adhérence de I'espace C.(K\G/K) in L' (G), L' (K\G/K)
est une algebre de Banach autoadjointe et commutative.
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Si mg est une mesure de Haar sur K telle que mg (K) = 1, pour f € C. (G), on
pose pour z € G,

fi(z) = /KXKf(u:w) dmg (u) dmg (v)

alors f +— f% est une projection de C, (G) sur C.(K\G/K), qui se prolonge en une
projection continue de L'(G) sur L' (K\G/K).

Théoréme 1.5.1. Soit x un caractére non nul de l’algébre de Banach commutative
L' (K\G/K), alors il existe une unique fonction sphérique function w telle que

X (f) = / f (@) w (z) dme(z) feL' (K\G/K)
(c.f. Dieudonné [8])

Dans notre exemple de paire de Gelfand, les fonctions sphériques sont données par les
caractéres du groupe abélien A :

Lemme 1.5.2. Soit w une fonction sphérique sur G relative a K il existe un caractére x
sur le groupe A tel que

Ve e G w(z) = /K x (v 'zu) dmg (u)

Démonstration. On note C.(A) 1'espace de fonctions continues sur A & support compact,
pour f € C.(A), on considére

Ve e A flz) = / f (utzu) dmg (u)
K
On note C’(A) le sous-espace de C,(A) constitué des fonctions f telles que f(t xt) = f(z)

pour t € K, x € A. On note L*’(A) 1'adhérence de C’(A) dans L*(A).

La projection C.(A4) — C?(A); f — f se prolonge en un projection continue L'(A4) —
LY(A); fm f

Considérons L' (A) = L'(A)®CS, ot b, est la mesure de Diracen e, et L1*(A4) = LY (A)®
Cé.

Pour 1 € LWY(A), v € L'{A), on a (1 * I/)b = px(v).

En effet, pour f € L(A) et g € L'(A), z € A
(20 @ = [ [ £0) oluu ow dmc(u) dma(o)
= /K /A Fluyu™) g(y ™ u " zu) dmg(v) dma(y)
= [ ] £ oty o dmic(a) dmato)

32



1.5. APPLICATION DE LA METHODE DANS L’ALGEBRE L ,, (RV).

Ainsi,
b -1 —
(fx9) (@) = / / Fy) g(u™"y ™ wu) dmg(u) dma(y)
= / f(y) ¢ (v x) dma(y)
= fxg (2)
Considérons I'appication ¢ (1) = [, w 4w (z) du(z) ot p est une mesure sur A. Alors

pour y,v € L'(4) on a ¢ (i *V) = ¢ (1) ¢ (v).
En effet, pour g € L*(A) et f € L'*(A)

6(1+9) = [ @@ +(@ dmaa)

_ /A /A /K w(z) fly~'z) glu=tyu) dm(u)dma(y)dma(z)
_ /A /K /A w(yz) f(z)dma(z) g(u yu) dmg (u)dma(y)
_ / / /K wluyu™a) f(z) g(y) dm(u)dma(y)dma(z)
_ / / /K wiyu'z) £(z) gly) dm(u)dma(y)dma(c)

car w(uyuz) = w(yu'z)

Et donc,

b (frg) = / / 2) () gly) dma(y)dma(z)

N = ker¢ N L#(A) est un idéal maximal de L%(A), et soit
= {J ideal of L'(A) tel que J N LWY(A) = N}

L’ensemble F' contient un idéal propre [y = {u € leA)tel que (,u xv) € N'}.

De plus, F est un ensemble ordonné et inductif; d’aprés le lemme de Zorn, il existe
un élément maximal M dans F. En fait, M est un idéal maximal de L!(A). En effet, il
existe un idéal maximal M’ qui contient M, mais

MAOLY 5 MOLY = N
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M'NLLY est un idéal de L1, par maximalité de N, M/NLYY = N ou M/NLLY {/
mais le second cas signifie . € M’ ce qui est absurde car M’ est un idéal propre de L!(A

Ainsi M' € F, et par maximalité de M dans F, M' = M.
M définit un caractére ¢ de L1(A) tel que

¢‘Li,b = ¢|Li,b'

1p
)-

Il existe donc vy € A tel que

- / £(z) () dma(z)

pour f € L*(A).
Pour f € L'(A) on a

b(f) = o (f) = / P (o)y(@) dmaa / £(2) ' (2) dma(z)

On a, pour tout f € L'(A) :

/f z) dma(zx /f z) dma(z)

Donc w(z) = ) pour presque tout z € A, en fait pour tout z par continuité. 0

La proposition suivante donne les caractéres de I'algébre

L' (K \G /K) ol apparaissent les transformées de Fourier f des fonctions f € L*(A).
Si on note A le groupe dual de A, K opére sur A : pour u € K, v € A,

Ve e A (uy) () = v (u '2u)

Proposition 1.5.3. Soit x un caractére non nul de l’algébre de Banach commutative
L' (K\G/K), il existe un unique caractére v € A vérifiant :

Vf € I (K\G/K) ) = [ F ) dmie @)

Démonstration. On considére mg et m4 des mesures de Haar sur G et A telles que
mge = Mg @ my. Soit w la fonction sphérique définie y, et 4 le caractére de A associé a
w.

Pour f € L' (K\G/K),

/ F(@)w (2)dme(z) = /K / F(ty) w (ty) dmic(t) dma(y)
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Mais f (ty) = f(y)etw (ty) = w(y)pourt € K, y € A :

x (f) = /f y) dma(y)
- [fw / (43) (y) dmuc(w) dmy (y)

- / / f () (u) (v) dma(u) dms (3)

:/ (uy)dmi (u)

]
Caractéres de l’algébre L , (R")
On considére le produit semidirect G = SO(n) x R".
Le produit de deux éléments de G est donné par
(0, @) (0, y) = (000 2 +y) ¥(p, ), (0, y) € G

Une double classe relative & SO(n) est I'ensemble (p, z) € G tel que || z || est constant.

Nous pouvons alors identifier les algébres de Banach L' (SO(n)\G/SO(n)) et L _,(R™).
Remarque 1.5.2. 1. Si f : R® — C est une fonction radiale, il existe une unique

fonction fo : Rt — C telle que f(z) = fo(| z |), Vz € R™.
fo est appelé profile de f.
2. Soit f une fonction de L*(R"), ou de L™®(R™), on définit la radialisée de f f* par :

(Ve € R") fH(z) = 1/wn s s f(lz | v)do(v)

ol o est la restriction de la mesure de Lebesque de R* sur la sphére S™1.

On en déduit les caractéres de L},

(R*)
Proposition 1.5.4. Soit x un homomorphisme continu de l’algébre de Banach L ,(R"),
il existe 1 > 0 tel que x(f) = (f)o(n) pour tout f € L} ,(R™).
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Démonstration. Soit v un caractére de R”, il existe y € R tel que
v (t) = exp (—2im <t, y>) teR"
On note v, ce caractére.

Siu € SO(n), alors u.y, = 7y(y)- La proposition nous assure que, pour f € L} ,(R")

rad

X (f) = / o () dmsom@)

_ 1/wn1/snlf(|y|v) do(v)
= (F*), (lyl)

Mais si f € LL,4(R") alors f € Co, raa(R"), 50 x (f) = (), (| ¥y]) O

1.5.3 Application de la méthode du semigroupe dans ’algébre
L (")

rad

Théoréme de Wiener

Le semigroupe de la chaleur (a;) a la particularité d’étre un semigroupe de fonctions
radiales, c’est aussi une unité approchée dans l'algébre L. _,(R"). Cette remarque permet

d’en déduire immédiatememt le théoréme de Wiener dans I’algébre L} ,(R™).

rad
Soit I un idéal fermé de L} ,(R"™);
posons Z(I)={p>0 : (f)o(p) =0, Vf € I}, alors

L ,(R")/I est radicale <= Z(I) = 0.

rad

Sous ces notations, on a le résulat suivant :

Théoréme 1.5.5 (Wiener theorem for L} ,(R")).

rad

ZI)=0 1 = L}

rad

(R")

Synthése spéctrale de certains fermés

Nous pouvons adapter la méthode du semigroupe pour des problémes de synthése
harmonique dans l'algebre L}_,(R").

rad
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Si P est un polynéme sur R”, nous allons considérer le semigroupe suivant :

pour t > 0 et z € R, posons

Y ———
puz) =4 e Pz s siP(lz|?) 0
0 si siP(]|z]?) =0

Ce semigroupe est un cas particulier du semigroupe défini plus haut, le semigroupe
défini par 1, = F(y;) est radiale, c’est un semigroupe de I’algébre L} ,(R"). Ce semigroupe
a toujours une croissance polynémiale puisque nous avons la méme norme sur L ,(R")

rad
et sur L'(R"™).
Nous devons redéfinir 'espace A, du paragraphe 1.3.2,

posons pour tout entier £ > 1, on considére 1’espace

Ak,rad = {¢ € SradGRn) vérifiant é (:13) = P(” z ||2)k g (33), ou g€ Srad(Rn)}'

Nous avons montré alors dans la partie 1.3.2 que si k > 6n, ¢, * ¢ converge dans

L (R") vers ¢ dés que ¢ € A raq-

rad

1

raq(R™) engendré par le semigroupe

On désigne par Imd((@bt)Re t>0) I'idéal fermé dans L
((¢t)Re t>0)

Nous avons donc un résulat similaire :

Lemme 1.5.6. I existe un entier kp > 1 tel que Ay, rqa C Imd((d)t)Re t>0).

SifeL*R)etge Ll (R')ona< fg>=< f# g>sif# estlaradialisée de

rad

f.

On en déduit un analogue du théoréme 1.3.3 :

Théoréme 1.5.7. Soit QQ un polynéme radial de la forme

Q(z) = P(|| = ||?) ot P est un polynéme sur R, si A désigne l'opérateur de Laplace
et k > kb, Z(Q) est un fermé de synthése harmonique si et seulement si pour chaque
fonction f € L2, (R") telle que P(A)* f = Oona< f, g>=0 Vg € Izp

rad

Démonstration. La démonstration se fait essentiellement de la méme fagon que celle du
théoréme 1.3.3; il y a tout de méme un point délicat : si on suppose que f € L®(R") est
orthogonale & ’espace Ay, rqq4, cette condition s’écrit

< f, Q)Y g>=0
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pour tout g € Speq(R™).
Soit encore : < Q(A)* f, g > = 0 pour tout g € S,qq(R"),
ce qui ne permet pas de conclure immédiatement que Q(A)* f = 0.

Si on pose T = Q(A)* f, T est en fait une distribution tempérée invariante par
rotation et si g% est la radialisée de g € S(R*) alors < T, g > =< T, g* > = 0.

Donc si f est orthogonale & 'espace A rqq On a bien Q(A)* f = 0. Le reste de la
preuve suit celle du théoréme 1.3.3. O

Remarque 1.5.3. On voit alors que tout résultat de synthése dans l’algébre L' (R™) obtenu

avec le théoréme 1.3.3 pour un polynéme de la forme P(z) = Q(|| = ||*) est un résultat

de synthése dans Ualgébre L., (R"). En particulier, le point {0} est de synthése dans

Ualgébre L., (R™).

rad
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1.6 Théoréme de Wiener dans I’hypergroupe de Chébli-
Trimeéche.

Soit @ > —1/2, posons A(z) = z**™ pour z > 0.

Soit (R*,*(A)) 'hypergourpe de Sturm-Liouville relatif & A,(see. Bloom and Heyer
[31)-
f € LR, Adx) <:>/ | f(x) | 2% dr < oo
0

L*(R*, Adz) est une algébre de Banach commutative, et le produit de convolution est
défini par : pour z,y € R",

€ * €,(dz) = Ko(2,y, 2)2° T Njaeyliz441(d2)

ou

Do+ D[ = (@ = v +y)* =2

Ka(wa Y, Z) = P(a)r(a + 1/2)22a71(xyz)2a

z,y,z € RT — {0}.

Les caractéres de 1’algébre de Banach L!'(R", Adz) sont donnés par les fonctions de
Bessel de premiére espéce d’ordre o
2 (—1)FT(a + 1) (M)
() Z 2k
26D+ k+1)

0

2exp (—u?/t)
D(a+ 1)ttt

Le lemme suivant assure que le semigroupe ainsi défini (¢;);~o est un "bon semigroupe"
pour I’étude du théoréme de Wiener.

Vt > 0, considérons ¢ (u) =

Lemme 1.6.1. (¢;);~o est un semigroupe dans l’algébre de Banach L'(R*, Adz). I se

prolonge en un semigroupe analytique dans le demi-plan compleze {Re t > 0}, et vérifie
les conditions suivantes :

1 || e [li<|t[**, VRe t > 1
2. (d¢)¢>0 est une unité approchée bornée de l’algébre de Banach L'(R", Adx).
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Démonstration. Pour montrer que (¢;)s~o est un semigroupe, déterminons son image par
la transformation de Fourier.

Vt > 0, nous pouvons intervertir la somme et ’intégrale :

d(N) = 153 L ‘/u?“”um+%+1du

! 2 £ tet4REIT (a + K+ 1) Jy

A - (=1)FN%* ak+1 2
(N = ) t T(a+k+41)=exp (—tA\?/4)

1ot MFEIT (o + K+ 1)

Donc, (¢;)s~o défini bien un semigroupe de I’algébre de Banach L'(R", Adxz).

Sur cette formule, il est immédiat que l'application ¢ — ¢; se prolonge en un semi-
groupe analytique dans le demi-plan complexe {Re ¢t > 0}.

Point 1. du lemme : si Ret > 1,

_ 2
el = » / * P (TF) ey,
P9 fo T(a+1) |t |t

:l/oo eXp(uz) (|t|u)2o¢—|—1 |t| du
2 /o T(a+1)|t|1 y/Ret v/Ret

| t |a—|—1 o]
< m/ exp (_u2)u2a+1 du §| t |a+1
o 0

Point 2. du lemme : La condition précédente nous dit déja que le semigroupe (¢¢)o<i<1
est borné.

Par ailleurs, c’est une unité approchée de L'(R*, Adzx). En effet, si f € L'(R", Adz),
pourt >0 :

| pex f— f ||1§/0 | de(w) ||| Tuf = f |l1 w?**™ du

Soit € > 0, 'application de translation v — 7,f est continue en 0, il existe donc un
réel a > 0 tel que

|ul<a=l7uf = fl1<e/2
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Et, donc

/a| ¢e(w) || 7uf = f |1 «**F du < ¢/2 /Oo | de(u) | w**Hldu < ¢€/2

0 0

4111
T(a+1)

D’autre part, il existe cyq = > 0 tel que

w o0
/ | ¢e(w) || 7uf — f |l w®* du < fﬁ/ exp (—u?/t)u®**! du

% 2 /) y2ett %
/ exp qi+/1 )u du < / exp (—u?)u®**! du
a t a/vt

o
L’intégrale / exp (—u®)u***! du converge donc
0

[e 0]
lim exp (—u®)u***! du =0
t—0 a/+/t

On en déduit qu’il existe un voisinage de 0 pour ¢ > 0 dans lequel nous pouvons écrire :

H@*f—fm§A|¢m0Wmf—fmum“du

4 [T 10w) lf = F = < ¢
Nous avons montré que pour tout f € L'(R", Adxr)
13% pexf=f
limite pour la norme de L!'(R", Adz).

O

Nous en déduisons immédiatement le théoréme de Wiener pour ’hypergroupe L! (R, Adz).

Théoréme 1.6.2. Si I est un idéal fermé de L'(Rt, Adz) tel que {\ >0 : f()\) =
0, Vf € I} =0 alors I = L'(R", Adz).
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Chapitre 2

Fonction opérant sur 1’algébre de
Fourier d’un groupe discret

2.1 Position du probléme

Dans cette partie nous allons considérer 1’algébre de Fourier-Stieljes B(G) d’un groupe
G discret. Si F' est une fonction définie sur R, on dit que F' opére sur ’algébre B(G) si
pour toute fonction réelle u € B(G), la fonction définie par z — F( u(z) ) définit un
élément de B(G).

Dans le cas d’un groupe abélien discret, le théoréme de Kahane-Katznelson-Rudin (c.f
Rudin [25]) identifie ces fonctions, il assure que de telles fonctions se prolongent en une
fonction entiére sur le plan complexe C. Nous ferons référence a ce théoréme dans la suite
par I'abréviation théoréme K-K-R.

Pour obtenir le "lemme de translation" qui donne immeédiatement la continuité d’une
fonction opérant sur B(G), nous avons besoin d’une décomposition de Lebesgue des formes
normales sur une algébre de von Neumann, cette décomposition s’applique aux éléments
de B(G) car ce sont des formes ultrafaiblement continues sur le bidual de la C*-algébre
C*(G).
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Le premier objectif est donc de donner une décomposition de Lebesgue générale pour
des formes normales positives sur un algébre de von Neumann. Nous étendons le théoréme
de Radon-Nykodym du a Sakai [28] qui donne une relation entre deux formes normales
positives sur un algébre de von Neumann mais sur lesquelles on impose 1’hypothése que
les formes sont comparables.

Dans le cas d'un groupe G localement compact, G. Arsac a donné une décomposition
de Lebesgue B(G) = A(G) & B;(G) avec une méthode différente puisque basée sur la
décomposition des représentations (Arsac [1]).

Cette décomposition nous permet d’écrire le "lemme de translation" pour des formes
normales sur ’algébre de von Neumann enveloppante de la C*-algébre d’un groupe discret.
Nous retrouvons par cette méthode le résultat de De Michele et Soardi [7] obtenu pour
un groupe localement compact & partir de la décomposition de Lebesgue d’Arsac, mais la
méthode est différente.

Nous entamons le probléme d’identifier les fonctions opérant sur I’algébre B(G) pour
un groupe G non abélien. Pour les groupes discrets abéliens infini, les fonctions entiéres
sont les seules fonctions opérant sur 'algébre B(G). Quel prolongement du théoréme de
Kahane-Katznelson-Rudin peut-on atteindre pour les groupes discrets 7 on peut montrer
que les groupes discrets admettant des sous-groupes abéliens infinis vérifie le théoréme K-
K-R, ce résultat s’obtient en utilisant les propriétés fonctorielles de 'algébre B(G). cette
observation nous a été communiqué cordialement par N. Lohoué. Nous complétons ici
cette remarque aux groupes discrets G qui admettent un sous-groupe H dont ’abélianisé
H/[H, H] est infini. Cette observation est virtuellement contenu dans les travaux de Dunkl
[11], De Michele et Soardi [6], Rider [23].

Cette méthode s’applique par exemple aux groupes résolubles. En utilisant des argu-
ments algébriques non-triviaux, le théoréme K-K-R se démontre par cette méthode dans
le cas des groupes localement fini. Mais le probléme de savoir si le théoréme est vrai pour
tout groupe discret est toujours ouvert, de plus, nous aimerions obtenir un traitement
unifié de ce probléme dans le cadre de la théorie des réprésentations des groupes.
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DISCRETS.

2.2 Réduction au cas abélien pour certaines classes de
groupes discrets.

2.2.1 Principes

Dans cette partie, nous allons considérer la classe des groupes discrets G qui contiennent
au moins un sous-groupe H tel que le groupe abélianisé de H, quotient de H par son sous-
groupe des commutateurs [H, H|, est infini. Pour de tels groupes, le probléme de savoir
quelle fonction opére sur ’algébre de Fourier-Stieltjes de G se réduit au méme probléme
sur le groupe discret abélien infini H |y 5. Notons p la représentation réguliére de G et

pn la représentation réguliére de H.
Théoréme 2.2.1. Soit H un sous-groupe ouvert d’un groupe localement compact G, alors
Vapplication u — u|g de B,(G) sur B,,(H) est un épimorphisme d’algébre de Banach.

c.f. Eymard [13].

Ce théoréme nous conduit au corollaire 2.2.3, nous avons besoin du lemme suivant
pour sa démonstration.

Lemme 2.2.2. Sous ces hypothéses, si F' opére sur l'algébre B,(G) alors F' opére sur
Valgébre B,, (H).

Démonstration. Soit u € B,, (H), alors il existe v € B,(G) dont la restriction a H est u,
u = vlg.

Ainsi, pour tout z € H : F(u(z)) = F(v(z)) ot v € B,(G). Par hypothése sur F,
F(v) € B,(G), soit F(u) = F(v)|a.

D’aprés le théoréme 2.2.1, on en déduit que F(u) € B,,(H), en d’autres termes F
opére sur B, (H) O

Corollaire 2.2.3. Soit G un groupe discret, supposons qu’il existe un sous-groupe abélien
infini H de G.

Soit F, une fonction définie sur la droite réelle, opérant sur l'algébre B(G) alors F' se
prolonge en une fonction entiére dans le plan compeze.

Démonstration. B,(G) est un idéal de 1’algébre commutative B(G), ainsi si F' opére sur
B(G) alors la fonction F' définie par F(s) = sF(s) opére sur B,(G) . D’aprés le lemme
1.3, F opére sur B,,(H) = B(H) (car H est un groupe abélien),et donc F' se prolonge
en une fonction entiére dans le plan complexe.

Comme F(0) = 0, la fonction z — F(z)/z est aussi entiére dans le plan complexe,
cette fonction est un prolongement de F' en une fonction entiére. O
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Théoréme 2.2.4. Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe normal de G.
Soit m ’homomorphisme quotient canonique de G sur G/H. L’ application

B(G/H) — B(G)

u — uom

est une isométrie sur le sous-espace de B(G) constitué des fonctions constantes sur les
classes modulo H.

c.f. Eymard [13].

Corollaire 2.2.5. Soit G un groupe discret et supposons qu’il existe un sous-groupe nor-
mal H tel que G/H soit abélien et infini, alors si F' opére sur B(G), F se prolonge en
une fonction entiére sur le plan compleze.

Démonstration. Soit v € B(G) notons

Fu) : G —»C

L’hypothése F' opére sur B(G) signifie que la fonction F'(u) est une élément de 1’algébre
B(G). Considérons une fonction u € B(G/H), d’aprés le théoréme 2.1.4 u s’identifie &
un élément de ’algébre B(G) constante sur les classes modulo H, donc par hypothése
F(u) € B(G) et il est clair que la fonction F(u) est constante sur les classes de G modulo
H, F(u) € B(G/H). O

2.2.2 Application aux groupes résolubles.

Théoréme 2.2.6. Si G est un groupe discret infini résoluble et si F' est une fonction
définie sur R opérant sur l’algébre B(G), alors F' se prolonge en une fonction entiére dans
le plan compleze.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’un groupe résoluble infini posséde un sous-groupe
H tel que le groupe quotient H|jy g soit infini.

Si G est un groupe infini résoluble d’ordre 1, cela signifie que le groupe G est abélien, le
résultat est donné alors par application directe du théoréme de Kahane-Katznelson-Rudin
sur les groupes abéliens.

Si G est un groupe infini résoluble d’ordre n > 1, alors G!) = [G, G] est un groupe
résoluble d’ordre n — 1. Deux situations sont alors possibles, ou bien G) est infini et dans
ce cas on applique I’hypothése de récurrence, ou bien G/G() est infini. O
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Autre application.

Cette méthode peut également s’appliquer sur les groupes infinis localement fini car

ces groupes contiennent toujours un sous-groupe abélien infini. (c.f. Kegel [18] chapitre
2).

Remarque 2.2.1. Si nous considérons un groupe simple infini, quasi-fini et non-abélien,
alors la méthode précédente ne peut pas s’appliquer. Existe-t-il un tel groupe ¢ Une réponse
positive a été donnée par A.Yu.Olshanskii ( [19] (chapter 9) ), Ol’shanskii donne une
construction d’un groupe simple infini dont tous les sous-groupes propres sont cycliques et
dont l'ordre est un nombre premier. Par le passé, Tarski avait suggéré l’existence de tels
groupes, c¢’est pourquoi on les avait surnommés "monstres de Tarski."

Cependant, dans tous les cas, ces réductions au cas abéliens n’éclairent pas sur la si-
tuation générale. C’est pourquoi le but de cette étude est d’entamer une attaque analytique
et unifiée du probléme, qui ne fasse pas appel a des résultats profonds d’algébre.
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2.3 Décomposition de Lebesgue

2.3.1 Support d’une forme normale sur une algébre de von Neu-
mann

Définition 2.3.1. Soit M une algébre de von Neumann,
1. L’espace des formes normales sur M est appelé prédual de M, on le désigne par M,.

2. Soit ¥ une forme normale sur M, l’ensemble Ly = {x € M : ¥(z*z) = 0} est un
1déal a gauche ultrafaiblement fermé sur M et on note qu € M la projection définie
par Ly = Maqy.

gy est la plus grande projection ¢ € M telle que ¥ (q) = 0, la projection
s(¥) = I — qg s’appelle support de la forme linéaire V.

3. Soit U une forme ultrafaiblement continue sur M, et |¥| sa forme polaire, on peut
définir le support de la forme U en posant s(¥) = s(|¥|).

4. Soit U et ® deux éléments du prédual M,, nous dirons que ¥ est singuliére par
rapport a ® si s(®) L s(T).

Lemme 2.3.1. Soit ¥y, ¥, deux formes normales positives sur M alors
s(¥1) + s(¥y) = I — inf{l —s(¥y), I —s(Ts)}
Démonstration. Soit £L; = {z € M : U;(z*z) =0} = M(I—s(¥;)) fori € {1, 2}, alors
{.’L’EZ \1’1(33*.’13) + \112(93*93) :0} = ,Clﬂﬁz

M (= (1)) N M(I — 5(T>))
= Minf{I —s(¥;), I —s(¥y)}

Par identification,
S(\I’]_ + \1’2) =1 — il’lf{I—S(\Ill), I—S(\IIQ)}

O

Proposition et définition 2.3.2. Soit U et ® deur formes normales positives, les
assertions suivantes sont équivalentes :

1.
®(T) =0etT>0=V(T) = 0
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®(p) =0etp’=p=T (p) =0

5 (1) < 5 (D)
St l'une des assertions précédentes est vérifiée, on dit que la forme ¥ est absolument
continue par rapport @ ®. Plus généralement, si ¥ et ® sont deux formes normales, on dit

que U est absolument continue par rapport a ® si |¥| est absolument continue par rapport
a|®|.

Démonstration. Les implications 1. = 2. = 3. sont immédiates, et 3. = 1. est traité par
Dixmier [10]. O

Le lemme suivant donne une inégalité qui nous sera utile dans la démonstration des
points 3. et 4. de la proposition 2.3.4. Une démonstration de ce résulat est donnée par
Tomita (c.f. [31]).

Lemme 2.3.3. Soit A une C*-algébre unitaire, ¢ et ¥ deux formes linéaires bornées sur
A alors

[Te+v| @) P< Uoll+ el (] @)+ [¢] (a"2)) VzeA

La proposition suivante décrit certaines propriétés sur le support de formes ultrafai-
blement continues sur M.

Lorsque M est une algébre de von Neumann abélienne, ce résultat s’exprime en terme
de mesure sur un espace localement compact (c.f. Rudin [24]).

Proposition 2.3.4. Soit ¥, ¥, et ¥, des formes normales sur M, et ® une forme normale
positive :

1. Sis (V) <s (®)ets (V)L s (P)alrss (¥) = 0.

2. 815 (¥1) <s (®)ets (Vy) L s (P)alorss (Vy) L s (Ty)

3. 518 (V) <s (P)ets (V3)<s (D) alorss (¥; + ¥y) < s (P)

4. sis (Uy) Ls(®)ets (¥s) L s (P)alorss (¥; + ¥y) L s (P)
Démonstration. 1.
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s (Uy). s (¥g) = s (¥y). s (P).s(¥y) =0

3. Si ¥; et ¥,y sont absolument continues par rapport & ®, en terme de projecteurs,
cela signifie que si ¢ est un projecteur de M vérifiant ®(q) = 0 alors | ¥y | (¢) =0
et | Uy | (q) =0.

En appliquant I'inégalité du lemme 2.3.3 : | ¥; + ¥y | (¢) = 0 Et donc ¥y + ¥, est
absolument continue par rapport a .

4. Si ¥, et ¥, sont singuliéres par rapport a ®, soit encore s (¥1) L s (®) et s (¥y) L
s (®).

D’aprés le lemme 2.3.3 appliqué a s (®), on en déduit que | ¥1 + P, | (s (®)) = 0,
Donc ¥, + ¥, est singuliére par rapport a ®.

O

Remarque 2.3.1. Si ® est une forme normale positive sur M, on note Ags l’ensemble
des formes normales sur M absolument continues par rapport a ® et Sg l’ensemble des
formes singuliéres par rapport @ ®. La proposition précédente montre que ces ensembles
sont des espaces vectoriels. En fait, ce sont des sous-espaces fermés du prédual M, de M.

2.3.2 Décomposition de Lebesgue

Le théoréme suivant est un prolongement du résultat di a S. Sakai [28] concernant la
décomposition de Lebesgue d’une forme normale positive sur une algébre de von Neumann
M.

S. Sakai considére deux formes normales positives ¥, & comparables au sens ou ¥ < P,
dans ce cas il montre ’existence d’un élément t, € M vérifiant 0 < t; < 1 tel que
U(z) = ®(toxty) pour tout z € M.

A partir de ce résultat, si on se donne deux formes normales positives &, ¥ sur M
sans autre hypothése, nous pouvons écrire une décomposition de Lebesgue de la forme
¥ par rapport & ®. C’est ce que décrit le théoréme suivant, il nous donne en plus une
expression de la partie absolument continue en fonction de ® ce qui joue le role de la densité
d’une mesure absolument continue lorsque ’on compare ce résultat & la décomposition de
Lebesgue des mesures bornées.

Ce théoréme contient la décomposition de Lebesgue des mesures bornées positives sur
un espace localement compact.

Théoréme 2.3.5 (Lebesgue decomposition). Soit ¥, ® deuz formes normales po-
sitives sur une algébre de von Neumann M, alors il existe une unique décomposition
U = U, + U, telle que V,, ¥, sont des formes normales sur M et

s (T,) <s(®) s (¥,) Ls (D)
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De plus, il existe un élément 0 < to < 1 dans M vérifiant :

= Yo o s(@))

n>1

Démonstration. L’algébre de von Neumann M est *-isomorphe & une sous-algébre au-
toadjointe faiblement fermée de B(H) pour un certain espace de Hilbert 7 (Sakai [28]).
C’est pourquoi, nous allons identifier M & une sous-algébre de von Neumann B(H).

x = ¥ 4 & est une forme normale positive sur M vérifiant ¥ < , il existe donc un
élément 0 <ty <1, tg € M tel que

(Veze M) ¥ (x) = x (toxto)

Ainsi

(Ve e M) U (z—toxty) = D (toxty) (1)

to est un élément positif de M, considérons p : o (tg) — M la mesure spéctrale de to.

Soit A =o(tg) — {1} et B = {1}, considérons les projecteurs associés ps = p (A)
et pp = p (B)a

Ce sont des projecteurs orthogonaux, et pg vérifie pg (1 —ty) = (1 —t9) pg = 0.

Nous allons définir ¥ et ¥, par :
* (Vee M) U, (z) = U (:): (I—s(3)) )
*(VeeM) U, (z) = ¥ (a:s(@))

1. Sur ces expressions, il est clair que ¥, est absolument continue par rapport & ® et
U, est singuliére par rapport a .

2. Soit x, = t§.x.t} € M dans (1) et sommons pour n € {0,..., N}, on obtient la

relation :
N+1
(VzeM) W (z—tfaty™) =& (> tgaty) (2)
n=1
Poury = 2 s (®) e M :
N+1
(Ve e M) U, (z)— T (tNV 'z s (®)t)H) = Z tpx s (®)t5) (3)
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Nous alllons montrer que la suite (tfz s(®)t}),en converge ultrafaiblement vers 0.

Soit £ = (&)ien une suite de I'espace de Hilbert  tel que
Zi6N||§i||2 < 00, soit

Qe (x) = ) |<2&, &>| (€M)

€N

Cette famille de seminormes définit la topologie ultrafaible sur M.

Pour h € H, on considére la mesure pup(w) = < p (w)h, h > alors uy est une mesure
positive de norme ||upll; = ||h|-

Il existe une mesure positive p; telle que :

<t2"paki, &> = /Szndﬂg,-(s)
A

En posant dans (1), z = pg, on obtient ® (pg) = 0, cela signifie que

s (®) L pg, et donc s (®) < pa. Cette inégalité va nous servir dans ’évaluation de la
suite (tgz s(®)tl)nen avec les seminormes définies plus haut :

Q¢ (tor s(D)t5) = D | <tpe s(D)tges, &> |

ieEN
= Z\ <z s(®)t5&i, to&i > |
1EN
<zl S lIs@)g&l it
€N
< el S lpataell N6
1€EN
n 1/2
< el 3 / e, () 6]
ieN 74

Le membre de droite converge vers 0 d’aprés le théoréme de convergence dominée

puisque Y_ ||&]]> < +o0, nous en déduisons 1’égalité :

VeeM T, (z) = ) d(tgz s(D)ty)

neN

L’unicité de la décomposition provient des propriétés données par la proposition 2.3.4 :
Soit ¥ = ¥, + ¥, = ¥/ + ¥ deux décompositions qui vérifient les conditions du
théoréme, alors
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U,— ¥ =¥ — U,

a

Le membre de gauche est une forme normale absolument continue par rapport & @,
tandis que le membre de droite est une forme normale singuliére par rapport & ®, donc :

v, = U
v, = U

Ceci achéve la démonstration. O

Remarque 2.3.2. 5i ® est une trace normale, le support de ®, s (), est central, et donc
U, et U, s’écrivent alors pour x € M :

¥, (z) = ¥(s(®)z s(P))
T, (z) = ¥(I - s(2))z(I - 5(2)))

En particulier, ces formes sont positives (ce qui n’est pas vrai en général) et nous avons
la formule suivante :

Vo (@) = Y@ (155(®) @ s(3)t5)

n>1

En reprenant les notations de la remarque 2.3.1, nous avons une décomposition de M,.

Corollaire 2.3.6. Soit ® une forme normale positive sur une algébre de von Neumann
M, alors

M* - A@@S@.
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2.4 Lemme de Translation pour un groupe non abélien
discret.

2.4.1 Préliminaires

Soit G un groupe localement compact abélien, soit M!(G) laglébre de Banach des
mesures bornées sur G, et L'(G) 'idéal fermé de M'(G) des fonctions intégrables par
rapport a une mesure de Haar & gauche dz sur G.

Les notations présentées ici sont développées par Eymard dans I’article [13]. Soit ¥
I’ensemble des classes de représentations unitaires continues de GG,pour chaque représenta-
tion m € X, si H est ’espace de Hilbert associé, alors 7 se prolonge en une représentation
de l’algebre M'(G) :

MY G) — L(Ha)
- /G (@) d(z)

La restriction de cette représentation a L'(G) n’est pas dégénérée. Pour un ensemble
S C %, posons

ulls = sup ||m(w)ll
TeS

| ||s définit une C*-seminorme sur M!(G).

Ns(G) = {feLYG) : Vre Sm(f) = 0} est un idéal auto-adjoint bilatére de
L*(G), et L'(G)/Ns est un algebre involutive. Considérons C%(G) le complété de L' (G)/Ns
pour la norme définie comme suit :

si f € L'(G)/Ns désigne la classe de f,
I7lls = NIflls

Alors C%(G) est une C*-algébre.

La C*-algébre qui nous intéresse ici est C*(G) = C%(G), et les représentations
particuliéres suivantes :

1. la représentation universelle de C*(G) que nous notons

w : CNG) = L(Hy)
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2. la représentation réguliére
b C(G) — £(1(G)
et sa bitransposée :
p" : CHG)" — L(L*(G))
ot C*(G)" est I’agébre de von Neumann enveloppante de C*(G).
Si ® est une forme linéaire continue sur C*(G), ® peut se voir comme une forme

normale ® sur C*(G)" (c.f. Dixmier [9]) :
Pour f € C*(G) on a ®(f) = CI)(w(f))

Dans la suite G est un groupe discret, considérons q3 une forme linéaire bornée sur
C*(G). 1l existe une fonction ¢ : G — C telle que

(Vfel(@) o) = Y fle)e(e)

zeG

Muni du produit ordinaire des fonctions, I'’espace constitué par ces fonctions est une
algébre, ’algébre de Fourier-Stieltjes B(G). Dans la suite, pour ¢ € B(G), on note ¢ la
forme linéaire sur C*(G) ou C*(G)" associé.

G étant discret, §, € I'(G) pour z € G, et nous avons
(Vze@) ¢x) = §(0)

Le lemme suivant est & rapprocher du théoréme de Radon -Nykodym dans la cas d’un
groupe abélien. En effet, si G est un groupe abélien discret, A(G) contient 6., image de
Fourier de la mesure de Haar normalisée du groupe compact C;‘; d’aprés le théoréme de
Raond-Nykodym classique des mesures appliqué a G’, toute mesure absolument continue
sur G est donnée par un élément f de espace L'(G).

Lemme 2.4.1. Soit G un groupe discret, si ¢ € P(G) est absolument continue par rapport

a 0. alors ¢ € A(G).

Démonstration. . est une trace positive sur C*(G), il s’étend en une trace normale posi-
tive sur l'algébre de von Neumann C*(G)" :

(VX € C*(@)")  be (X) = (p"(X)be, bc)
ou 4. € I%(G).
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D’aprés le théoréme de décomposition de Lebesgue 2.3.5, il existe un élément #, €
C*(G)", 0 <ty < 1. Considérons p : o(to) = L(H,) la mesure spectrale de ¢y, alors :

(VX € C*(Q)")  &(X) = D be(ts(6e) X s(5c)tp)

Posons T,, = t8s(d.) = s(6.) t§ then :

Soit T € C*(G)", posons

Pour tout z € G :

ur(z) = (p"(T")p"w(82)p"(T)be, be)
= (p(a)p"(T)ée, p"(T)be)

ou p"(T)d, € I(G), et donc ur € A(G).

La série ) ., i, converge en tout point C*(G)", en particulier en tout point de G :

pour f € I'(G) et p < q des entiers positifs :

1> i, (Hl = |Z(p”(Tn)p(f)p”(Tn)5e, c)|

= \Z (N)A"(Tn)e, p"(T0)5c)|

A

< llo(f IIIZ "(Tw)de; p"(Tn)de)
C*(G) ZuTn(e)
n=p

IN

171

Soit,

q q
1D ]l < ) un,(e)
n=p n=p
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Nous savons que la série ) -, ur, (e) converge. En particulier, la série ) ., U, vérifie
le critére de Cauchy dans ’espace de Banach A(G), elle converge donc dans ’espace A(G).
D’autre part, cette série représente ¢, nous en déduisons que ¢ est un élément de A(G). O

Remarque 2.4.1. Si ¢ € B(G), nous disposons de la décomposition polaire de ¢ qui
s’écrit ¢(z) =| ¢ | (U*z) pour x € C*(G)", ou U est une isométrie partielle élément de
C*(G)H.

D’autre part, | ¢* | (z) =| ¢ | (U*2U) si x € C*(G)". Si q est un projecteur central
alors

[ ¢1(q) =0=¢"|(g) =0.

Si ¢ € B(G) est absolument continue par rapport & ., en considérant le projecteur
g =1I—s (b), nous en déduisons immédiatement que ®* est absolument continue par
rapport a de.

Si ¢ € B(G) est absolument continue par rapport a d., ¢ est combinaison linéaire
de forme normale hermitienne absolument continue par rapport & 0. (car ®* est abso-
lument continue par rapport 4 0.). En utilisant la décomposition de Jordan des formes
hermitiennes, nous en déduisons que ® € A(G).

Et donc
A5, C A(G).

En fait, ces espaces sont égaux.

De maniére plus générale, si A est une C*-algébre et (w, H,,) la représentation univer-
selle de A, , A" le bidual de A, considérons u une trace normale positive sur 1’algébre de
von Neumann A" et (7, H,, &,) une représentation cyclique associée a u, nous définissons
I’espace A, des formes normales absolument continues par rapport a u, et I'espace A,
défini par Arsac [1] adhérence de l'espace des coéfficients de la représentation .

Lemme 2.4.2. Sous ces notations, on a
Ar C A,

Démonstration. Soit p, : H, — H, le projecteur orthogonal sur ’espace de Hilbert H,.

Si nous notons s, le support de u, nous allons montrer dans une premiére étape que
8, est le plus petit projecteur ¢ € A" tel que p, < q.

Dans un second temps, nous considérons ’espace F, = Vect{{ . &, & € H,} des
coefficients de la représentation 7 et nous allons montrer que F, C A,. A, étant fermé,
la preuve sera achevée.
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Si q est un projecteur de A" tel que p, < ¢ alors

Donc I — q¢ < I — s, soit encore s, < py,.
D’autre part, on a u(s,xs,) = u(z) pour z € A”, donc

(m(2)7" (su)&us ™" (30)6u) = (1(2)€u, &) Yz € A

Ainsi, comme le membre de gauche est une représentation cyclique de u, nous en
4 : "
déduisons 7 (sy)&y = &u-

w(z) = (7"(su)m(@)m" (s4)6u, &) Vz € A

Alors x +— 7" (sy)m(x)7"(s,) est une représentation car u est une trace, et c’est une
représentation cyclique de vecteur cyclique &, donc 7" (s, )m(z)n"(s,) = 7(x) pour
z € Aet n"(sy)m(x)é = m(x)&, for x € A. Donc 7"(sy)|u, = In,-

Ainsi sypy, = w(sy)Py = 7" (8y)Pu = Pu, ce qui signifie exactement que p, < s,.
Prenons v € Fy, v(z) = (m(x)n,n) avec = € A et n € H,, la représentation est
cyclique dans l'espace de Hilbert H, C H,, adhérence de Vect{m(z).n,z € A}.
Ainsi p, < p, et donc s, < s,.

O

Dans ce cas, A(G) = A,(G) ou p est la représentation réguliére de G. Donc, nous

avons A(G) = As, .

2.4.2 Lemme de Translation

Le résultat suivant est une généralisation du lemme dit de translation dans le cas d’un
groupe discret non-abélien (Rudin [25]).

Lemme 2.4.3 (Lemme de translation). Soit G un groupe discret, soit ¢ € B(G) et
(zo) un suite généralisée d’éléments distincts de G.

On consideére ¢, défini par
(V:C € G) Pa (JI) =9 (.T)a.’L‘)

v

Si (¢a) converge *-faiblement vers 1 dans B(G) alors ) est singuliére par rapport d ..

58



2.4. LEMME DE TRANSLATION POUR UN GROUPE NON ABELIEN DISCRET.

Démonstration. Soit ¢ € B(G), puisque ¢ est combinaison linéaire d’au plus quatre élé-
ments positif de B(G), il est clair que 'on peut supposer ¢ positif.

Ecrivons la décomposition de Lebesgue de ¢ par rapport a d, :

d = &, + &, ou B, et , sont éléments de P(G) ('ensemble des fonctions de type
positifs sur G), on peut les voir comme formes positives normales sur C*(G)" et donc :

1. ®, est absolument continue par rapport & d..

2. @, est singuliére par rapport a d,.

Quitte a considérer des "sous-suites" généralisées, on peut supposer que (qba) et (d;s)
sont ultrafaiblement convergentes vers U, et respectivement \Ifg, desorteque ¥ = ¥, + ¥,
dans B(G).

D’aprés le lemme 2.4.1, ¢, est une fonction continue de limite nulle & ’infini, et donc

(Vz € G)  lim(¢g)a(z) = 0

Si (¢q)a converge ultrafaiblement vers ¥y, alors
(Vz € G)  lim(da)a(z) = ¢1(2)
Et donc vy = 0.

Pour tout a et f € C*(G), d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(@)a (Al = [6e (0an )
< s (Bauba )20, (FF 1)1V
< ¢ ()P (FFH)Y? (feCH@))

Et donc en considérant les termes limites :
(VfeCH@) |¥2 (F) < s (€)% (FHV2 (1)

Nous étendons cette inégalité dans C*(G)", soit g € C*(G)" avec ||g|| = 1, d’aprés le
théoréme de Kaplansky, il existe (f,) dans C*(G), telle que (w( fa)) converge fortement
Vers g.

Soit & €

w(fafa)é, €> = ll(g —w(f)é)ll + < & w(fa)é >
+ <w(fa)é; 9§ >
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Par conséquent (w( fx fa)) converge faiblement vers ¢g*g dans la boule unité de C*(G)".

Puisque la topologie faible et la topologie ultrafaible coincident sur la boule unité,
(w(f2fa)) converge ultrafaiblement vers g*g. En utilisant cet argument avec 1'inégalité
(1), nous étendons (1) & la boule unité de C*(G)", et sans difficulté particuliére a C*(G)"

Vg€ CH(G)"  [da(9)| < ds(e)?ds (579)  (2)

Soit 1) = U |4 la décomposition polaire de 1), ou U est une isométrie partielle élément
de C*(G)", nous pouvons écrire :

Vg€ C*(G)"  |¥] (9) = ¥ (U*g)

En prenant gy = U*g dans (2) :

Vg€ CHG)" |42 (9)l < os(e)'?ds ('TUU*g)  (3)

Soit p un projecteur de C*(G)", d’aprés (3) on a
¢s (D) = 0= [¢h| (p) = O

Cela s1gn1ﬁe que 1), est absolument continue par rapport a ¢, puisque qﬁs est singuliére
par rapport A d,. nous en déduisons que 1/12 est singuliére par rapport a Oe.

Finalement, 1) = 1), est singuliére par rapport a d,. O

2.5 Fonctions opérant sur B(G)

Le théoréme suivant est la premiére étape vers un résultat sur les groupes discrets
quelconques semblables au théoréme K-K-R sur les groupes discrets abéliens, dans la
démonstration classique sur les groupes abéliens on distingue trois étapes : si F' opére
sur l'algébre de Fourier-Stieltjes d’'un groupe abéliens discrets, on montre succesivement
que F' est continue a 1’aide du "lemme de translation", en utilisant une unité approchée
bornée de L'(G) on obtient une propriété qui va au-déla de la continuité et de la simple
opération de F' sur B(G) : I'image d'un compact de Bgr(G) est un ensemble borné de
Bgr(G). La démonstration classique de cette seconde étape suppose que le groupe G soit
moyennable, et dans ce cas cette propriété s’étend sans difficulté aux cas non-abéliens. La
derniére étape de la démonstration classique repose sur ’existence sur un groupe compact
d’une mesure telle que ces itérés de convolution sont deux & deux disjoints. Dans le cas
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d’un groupe non-abélien discrets, cette propriété peut s’interpréter de deux fagons, ou
bien il existe un représentation 7 de G telle que les itérés tensoriels @™ sont deux & deux
disjoints, ou bien il existe une fonction de type positif u € B(G) telle que les itérés u"
sont disjoints comme formes normales sur le bidual de C*(G)"; cette seconde propriété
est plus faible que la requéte faite sur les représentations.

En corollaire du lemme de translation nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.5.1. Soit G un groupe discret, F' une fonction complexe définit sur la droite
réelle, n > 0, supposons que F(g) € B(G) dés que g € A(G) est une fonction réelle
vérifiant ||g|| < m, alors F' est continue & ’origine.

Démonstration. Cette démonstration reprend la démarche de la preuve de Rudin [25],
utilisant en chemin notre lemme de translation.

Quitte a rempacer F' par F — F(0), on peut supposer F(0) = 0.

Supposons que F' ne soit pas continue & l’origine, il existe un suite de nombres réels
(an) et € > 0 vérifiant :

Z|an| <

n

|F(ay,)| > €

Il existe une suite (z,) d’éléments distincts de G tels que

Vi, j, k < n) =z, # :v,-:vj’l:vk

Considérons alors la fonction réelle définie par :

Vz e G) g(z) = Zandzn(x)

g est un élément de A(G) vérifiant ||g|| < 7.
Par hypothése, il existe ¢ € B(G) telle que

¢ () = Fl(an)
¢ (z) = 0if z ¢ {zn}

Posons ¢, (z) = ¢(xz,z) pour z € G, et soit

ultrafaiblement adhérent a (¢,). Le lemme de translation nous assure que ) est sin-
guliére par rapport & ..
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On the other hand, if we prove that ¢y = 0; indeed, since
6n (€)] = [0 (zn)| = |Flan)| > €

We see that |1/ (¢)] > €, hence 9 # 0, and this contradiction concludes the proof.

Nous devons donc montrer que 9 est absolument continue par rapport & d, :

siz # e, ¢p(x) # 0 si et seulement si il existe m € N tel que z,z = =z, ie.
r = x,'Tn,. Par construction de la suite (z,), un élément z # e a au plus une unique
représentation de la forme r = z_'z,,, donc

(Vz # e) llrllnd)n(.’l?) =0

C’est pourquoi

(VeeG) ¢ (z) = ¥ (e) b (z)

1) est absolument continue par rapport a d.. Ceci achéve la démonstration. O

Corollaire 2.5.2. Soit G un groupe discret. Si F' est une fonction complexe définie sur
la droite réelle et si F' opére sur B(G) alors F' est continue sur la droite réelle.

Démonstration. pour t € R, nous pouvons appliquer le théoréme a la fonction s +—
F (s+1). O
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2.6 Le groupe libre a un nombre fini de générateurs

2.6.1 Préliminaires sur les fonctions radiales

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la situation ou le groupe est le groupe
libre & r > 2 générateurs G = F,, groupe non-moyennable mais qui vérifie le théoréme
K-K-R. En effet si z est un élément qui n’est pas ’élément neutre alors le groupe < x >
engendré par = est un sous-groupe abélien infini de G, on en déduit facilement d’aprés
la partie 2.1, que si F est une fonction définie sur R qui opére sur B(G) alors F' opére
sur B(< z >), et donc d’aprés le théoréme K-K-R sur les groupes discrets abéliens, F' se
prolonge en une fonction entiére sur C.

Sur le groupe libre & un nombre fini de générateurs, on peut définir la longueur d’un
mots relatif a 'alphabet choisi au départ (c.f Figd-Talamanca et Picardello [15]). Pour
chaque entier naturel n, considérons I’ensemble des mots de longueur n,

W, = {z€F, :|z|=n}

Définition 2.6.1. Une fonction f définie sur F, est radiale si elle est constante sur les
ensembles W,.

W, ne contient que 1'élément neutre, W, contient 27(2r — 1)"~! éléments, nous allons
considérer les fonctions caractéristiques normalisées de ces ensembles :
- Mo = 5@

— pour chaque entier naturel n, posons u,(z) = !

1) TOWn (z) pour x € F,.

Ainsi, chaque fonction radiale s’écrit f = >  cpp,. Nous allons considérer la sous-
algebre de B(F,) constituée des fonctions radiales sur F,, B4(F,).

Nous allons rappeler quelques résultats sur cette algébre, ces résultats sont développés
par Figa-Talamanca et Picardello dans [15].

Pour décrire les éléments de By (F,), nous avons besoin d’introduire des fonctions
radiales particuliéres, les fonction sphériques.

Définition 2.6.2. Une fonction ¢ sur [, est sphérique si elle vérifie les conditions sui-
vantes :
— ¢ est radiale

—¢*xf = c ¢ pour tout fonction radiale f a support fini, c est une constante qui
dépend de f et ¢.

- de) =1

¢ étant radiale on peut poser pour chaque entier naturel n, ¢(n) = @(z") si x est un

générateur de F,.
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La proposition suivante décrit plus précisément les fonctions sphériques :

Proposition 2.6.1. st ¢ est sphérique alors

2r 1

Bn+1) = 5= 9(1)d(n) — 5

¢(n—1)

Ainsi une fonction sphérique est entiérement déterminée par sa valeur sur les généra-
teurs du groupe F,.
Pour t € [—1, 1], la fonction sphérique v; qui prend la valeur ¢ sur les mots de longueur 1
est définie de maniére unique.

La proposition suivante permet de décrire les éléments de Bx(F,.) a l'aide de ces
fonctions sphériques.

Proposition 2.6.2. Siu € Bx(F,) alors il existe une unique mesure m,, de Radon bornée
sur le compact [—1,1] tel que

1
u(z) = / wi(z)dma(t) Vz €T,
-1
Nous citons encore un résultat qui va nous permettre dans la section suivante de
déterminer les caractéres de 1'algébre By (F, ).

Théoréme 2.6.3. Siu € By(F,) et si m,({—1, 1}) = 0 alors le rayon spectral de la
classe u + Ay (F,) de u dans Ualgébre quotient By(F,)/Ax(F,) est nul.

2.6.2 Caracteéres de l'algébre A4 (F,).

Nous allons ici décrire les caractéres de 1'algébre A (FF,).

Proposition 2.6.4. Soit x un caractére continu, non nul de A4 (F,), il existe un élément
z €F, tel que x (u) = u(z) pour toute fonction u € Ay(F,).

Démonstration. Remarquons d’abord que si u est un élément de A4 (T, ) n’ayant pas de
zéros alors I'idéal I, engendré par u est dense dans A4 (T, ).

. . . < . v .
En effet, si v est une fonction radiale & support fini alorsv = — u € I, ce qui montre

u
que I, contient les fonctions radiales a support fini et donc I, est dense dans A (F,).
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Ceci nous permet de voir que si un idéal fermé I vérifie la condition suivante :
Ve e F, Jvel tel que v(z) #0
Alors I = Ayx(TF,).

On se donne une suite de nombres tous non nuls (c,) tel que

= captn € L(F).
n=0

Pour chaque entier naturel n, il existe une fonction u, € I telle que u,(z) = ¢, si
zeW,.
Considérons alors la suite de fonctions fxy = ZnN:O Un by C’est une suite de fonctions

de I%(F,) convergente dans I%(TF,). Notons f cette limite, chaque fy est un élément de
I'idéal T et la convergence dans 1% (I, ) entraine la convergence dans I'algébre A4 (T, ), on
en déduit que 1’idéal I contient une fonction qui ne s’annule pas sur le groupe F, et d’aprés
la remarque plus haut, I'idéal fermé I coincide avec 'algébre A4(F, ).

Il nous reste a déterminer les idéaux maximaux de A4(F,).

Notons pour z € F,, I, = {u€ Ax(F,) u(z) = 0}

Les idéaux de cette forme sont des idéaux maximaux, si u ¢ I, alors I'idéal I engendré
par I, et u vérifie la condition suivante :
pour tout y € F, il existe v € I telle que v(y) # 0, et donc d’aprés ce qui précéde
I = A4 (F,). Ce qui montre que I'idéal I, est maximal.

Réciproquement, on se donne un idéal fermé J supposé maximal dans ’algébre A (F, ),
il existe au moins un élément & € F, qui est un zéro commun aux éléments de I car sinon
I serait dense dans A4(F,).

Ainsi, J est contenu dans l'idéal fermé I,, et par maximalité on a nécessairement

J = I,

Si maintenant, on se donne x un caractére continu non nul de P'algébre A4 (F,), le
noyau de x est un idéal maximal de Ax(F,), il existe donc un élément z € F, tel que
ker x = I, et donc pour toute u € Ax(F,) , x (u) = u(z).

O

Cette description des caractéres de ’algébre A4 (F,.) nous permet de voir qu'ils sont
tous hermitiens et donc 1'algébre A4 (F,) est symétrique. Ce résultat va nous servir dans
la description des caractéres de I’algébre B#(F, ).
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2.6.3 Caractéres de ’algébre B (F,)

Nous voulons ici décrire les caractéres continues de ’algébre By (F,). Nous pouvons
distinguer deux types de caractéres, les caractéres qui ont une trace non nulle sur Ay (F,)
et les autres.

A4(F,) est un idéal fermé de By(F,), tout caractére non nul de A, (F,) se prolonge en
un caractére non nul de B4(F,). Outre les caractéres définis par A4 (F,) nous allons nous
intéresser aux caractéres de By (IF,) dont la restriction a A4 (IF,) est nulle. La proposition
suivante va décrire le comportement d’un tel caractére sur une classe de fonction plus large
que A4 (F,) a savoir les fonctions de Bx(TF,) qui ont une limite nulle a 'infini, condition
qui se traduit en terme de mesure sur [—1, 1], & une mesure qui ne porte pas les extrémités

{—1} et {1}.

Proposition 2.6.5. Si x est un caractére de By(F,), nul sur A4(F,), soit u € By(F,)
vérifiant la condition m,{—1,1} =0 alors x (u) = 0.

Démonstration. D’aprés la théoréme 2.6.3, le rayon spectral de u par rapport a 1’algébre
B4 (F,)/Ax(F,) est nul, ainsi pour tout € > 0, chaque entier n, il existe v, € A4 (F,) tel
que

| u" +vn |5 < €

Soit x un caractére qui s’annule sur Ay(F,),

| x(v® 4+ v, ) | < € soit | x(u)|< e pourtout €>0
U

Les deux éléments correspondant respectivement & la mesure §; et d_; sont deux
caractéres du groupe F,, 1 et ug(z) = (—1) 2. Ainsi, les caractéres de B4 (F,) qui ne se
lisent pas dans A4 (F,) sont les caractéres de la sous-algébre & deux éléments {1, uo}.

Si x est un caractére non nul de cette algébre, il est entiérement déterminer par la
relation x(u,) = =+ x (1). Ainsi tous les caractéres de I’algébre By(IF,) sont hermitiens,

et l’algébre By (IF,) est donc symétrique. Il s’ensuit que la fonction ¢ —
B#(Fr)'

m Opére sur

Le théoréme K-K-R est donc faux sur I'algébre By (F, ), I'algébre B, (F,) ne contient
donc pas I'information du théoréme sur I’algébre B(F,). Le passage par un sous-groupe
abélien pour montrer que le théoréme K-K-R est vrai sur ’algébre B(IF,) ne permet pas
d’expliquer et nous maintient dans un aveuglement sur la rigidification de la situation
lorsque I'on passe de I'algébre B4(F,) a I'algébre B(F,).
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Chapitre 3

Une caractérisation des groupes
discrets.

Introduction

En 1957, S. Helgason a démontré dans [17] que sur un groupe G séparable unimodulaire
localement compact, non compact, et connexe, les opérateurs spectralement continus sur
L'(G) et commutant avec les translations & droites sont identiquement nuls.

Poursuivant cette étude dans le cadre de la théorie L'(G), en 1964, S. Sakai a étendu
ce résultat pour tout groupe localement compact, non-compact. Nous allons dans cette
partie essayer de voir ce qu’il en est dans la théorie A(G), algébre de Fourier d’un groupe
localement compact G.

Un opérateur 7 sur L'(G) qui commutent avec les translations a droite est de la forme
Tg=px*gougé€ L'(G) et u est une mesure de Radon bornée sur le groupe G. Ainsi, si
nous voulons transposer le probléme sur ’algébre de Fourier A(G) d’un groupe localement
compact G nous devons interpréter cette condition de commutation avec les translations
en considérant les opérateurs sur A(G) de la forme

A(G) = A(G)

TR
ou u € B(G).
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11 suffit en fait de restreindre 1'étude pour u € A(G). Si un tel opérateur n’est pas nul
pour un certain u € B(G) alors pour tout w # 0 € A(G) 'opérateur de multiplication par
wu est non nul également. Et si tous les opérateurs définis par un élément de A(G) sont
nuls alors il n’existe pas d’opérateurs non nul défini par un un élément de B(G). Nous
allons considérer le sous-espace de A(G) défini par

S(G) = {ue A(G) : there existsc > Osuch that || uv [|4q) < ¢ v, Yve A(G)}

Il représente ’espace des opérateurs de multiplication spectralement continus sur A(G).
Cet espace nous permet de donner un caractérisation des groupes discrets parmi les
groupes localement compact. En effet, si G est un groupe discret S(G) # {0}, il contient
notemment 'espace [?(G). Nous allons montrer que la réciproque, si S(G) # {0} alors
G est un groupe discret.

3.1 Préliminaires

Pour une lecture plus aisée, nous reformulons dans le cadre de I’algébre A(G), ot G est
un groupe localement compact, des résultats classiques sur L}(G), ou G est une groupe
localement compact abélien (c.f. Cartan et Godement [5]). Nous nous intéressons plus
particuliérement au résultat suivant :

Soit 7 un idéal de A(G) vérifiant la condition suivante :
(1) Yz € G there exists u € Z such that u () #0

alors
AG)NC(G)C I

ou C.(G) est lespace des fonctions complexes continues a support compact.
Cela signifie que I'idéal A(G)NC.(G) est le plus petit idéal de A(G) qui vérifie
la condition (1).

Dans cette partie, G désigne un groupe localement compact.

Lemme 3.1.1. Soit K un compact de G, il existe u € A(G) a support compact tel que
0<u(z)<1 VzeGandu (z) = 1 Vz € K.

Démonstration. c.f. Eymard [13] O

Lemme 3.1.2. Si K est un compact de G, considérons uy € A(G) n’admettant aucun
zéros sur K, il existe v € A(G) telle que

u () v (z) =1 Ve € K.
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Démonstration. Soit Ty = { h € A(G) : h(z) = 0Vze € K }, T est unidéal
fermé de I'algébre A(G). Posons Rk = A(G)/Ik, Rk est une algébre de Banach, et soit
ik : A(G) — Rg lapplication quotient associée.

Il existe ug € A(G) telle que ug () = 1 Vo € K, alors Vh € A(G) ugh—h €
Tk and g (ug) is a unit of Rg.

Donc, Rk est une algébre de Banach commutative unitaire.
Nous voulons savoir si mx (uy) admet un inverse dans l’algébre Ry.

Soit M un idéal maximal dans R, et ppq : Rx — Rx /M P'application quotient as-
sociée, alors Tk (ug) est inversible si pour tout idéal maximal M de R, pam (7rK (up) ) # 0.

Soit ®py = pymomk : A(G) = Rg/M, or Rx/M est isomorphe a C d’aprés le
théoréme de Gel’fand-Masur.

Donc ®,4 est une forme linéaire bornée multiplicative, en d’autres termes ®,, est un
caractére de A(G).

Les caractéres de A(G) sont donnés par les éléments de G, il existe donc un élément
T € G tel que
o (h) = h(zpm) Vh € A(G)

C’est pourquoi, ux (xr1) = om (ux) = 1 soit zp € K.

Soit ug € A(G) tel que uy (z) # 0 Vz € K alors

dm (o) = uo (zm) # O

7x (ug) est inversible dans R, il existe donc un élément v € A(G) vérifiant 7x (ug v) = 7k (uk),
ie.
w ()v (z) =1 Ve e K.

O
Lemme 3.1.3. Soit u, v € A(G) tels que l’ensemble des zéros de v est contenu dans

lintérieur de l’emsemble des zéros de u, et supposons que u est a support compact, alors
il existe un élément w € A(G) tel que u = v w.

Démonstration. Soit K un compact de G tel que :

u(z) =0 Vee G\ K
v (z) 0 Ve e K
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Il existe v; € A(G) tel que v (z) v1(z) =1

Considérons w = u v; € A(G), alors

v(@)w (w) = (vou) (z) = {g(x) iZiiig\K

Doncu = v w.

Théoréme 3.1.4. Soit Z un idéal de 'algébre A(G) tel que
(1) Vz € G there exists u € T such thatu (z) # 0
alors A(G)NC.(G) C T.

Démonstration. Soit K un compact de G et U un voisinage compact de K dans G. Pour
chaque zy € U il existe un élément u € Z tel que | u (z) [> 1.

u est continue il existe donc un voisinage V,, de z tel que
|u (z) [>1 Vz € V.

Puisque U est compact, il existen € N, z1,...,z, € U, V...V, leurs voisinages respectifs,
Uy ... u, €I tels que

vcwvi... Vg
|u; (z) |>1 VeeV, ie{l,...n}

Considérons la somme uo = >0, u; @ = >0, | u; [*€ Z, alors

uo (z) >1 Ve e U

Soit u € A(G)NC(G), K = supp u, il existe ug € Z tel que up (z) #0 Vz € K. Si
Z (v) est 'ensemble des zéros d’un élément v € A(G), alors

Z (ug) C Z (u)°.
D’aprés le lemme 3.1.3, il exsite un élément w € A(G) vérifiant v = wuy w € Z. Et donc

A(G)NC(G) C T.
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3.2 Une caractérisation des groupes discrets.

Considérons
S(G) = {ue A(G) : there exists c > Osuch that ||uv |[4q) < ¢ v|w, Vv € A(G)}.
Posons
[ulls= sup || uwvlae for u € S(G)

llvlloo <1

La proposition suivante rassemble quelques propriétés de S(G) :
Proposition 3.2.1. Supposons S(G) # {0} alors :

i. S(G) est un idéal de A(G), invariant par translation et dense dans A(G).
it. A(G)NC(G) C S(G) o0t C.(G) est l’espace des fonctions complexes continues sur
G a support compact.
Démonstration. i. Soit u € S(G), v, w € A(G) alors

luwvwlae <uvae |l vlae

<[lulls Twllo |l v llae)

Donc u v € S(G) et
lwvllae < Tullll vllae

S(G) est donc un idéal de A(G).
Soit z € G, u € §(G), v € A(G) :

I euvllae =7 (ue-1v) [lae =l v 710 lage
Nulllle1vlleo =[]l v llae

Alors r,u € S(G) et || zu € S(G) ||| w ||« -
D’autre part, || u ||« = || Te-172u ||« <|| 72w ||« -

Donc
|l ulls = 7w |l Vr € G

Soit u € S(G) tel que u # 0 , il exist un élément xy € G vérifiant u (xy) # 0, soit
z € G et considérons v = 7, ,—1u € §(G), alors v (z) = u (2o ' z) = u(z) # 0.

Pour chaque élément = € G il existe v € S(G) tel que v () # 0, le théoréme de
Wiener dans A(G) nous assure que S(G) est un idéal dense de A(G).

ii. C’est une conséquence immédiate du point i. et des préliminaires. O
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Nous citons ici deux théorémes que nous utiliserons dans la démonstrations du théo-
réme 3.2.5.

Théoréme 3.2.2. Soit A une C* algébre et E un L-espace abstrait, T un opérateur borné
défini sur A a valeurs dans E, alors T est faiblement compact.

Démonstration. c.f. Sakai [27]. O
Théoréme 3.2.3. Soit A un AL-espace, T un endomorphisme borné de A faiblement
compact, alors T % est un opérateur fortement compact.

Démonstration. c.f. Sakai [27] et Particle de Bartle, Dunford and Schwartz [2] O

Théoréme 3.2.4. Soit G un groupe localement compact, K un compact de G, soit
Ax(G) = {u e A(G) : supp u C K }, alors

i. Ax(G) est un idéal fermé de A(G)

it. Le specre de Gel’fand de Ak (G) est Uintérieur de K, K°.

iti. "image par la transformée de Gel'fand Ax(G) — Co(K°) de Ax(G) est dense dans
Co(K°).

Démonstration. Le point i. est immédiat.

ii. Soit u € AK(G)
{ z € G, such that v (z) # 0} C K°
Donc, si x est un caractére de Ax(G), il se prolonge en un caractére de A(G) car
Ak (G) est un idéal de A(G), il existe donc un élément zo € G vérifiant

X (u) = u (z9) Vu € Ag(G)

Si o ¢ K° alors x (u) =0 Vu € Ag(G).

Si zg € K° alors il est clair qu'il existe u € Ag(G) tel que (zo) # 0.
Ainsi, le spectre de Gel’fand de Ax(G) s’identifie & K°.

—

iii. Si Ax(G) est 'image de Ak (G) par la transformation de Gel’fand, il sépare les
points de K° et Vo € K° il existe u € Ax(G) tel que u (z) # 0, donc d’aprés le théoréme

de Stone-Weierstrass m) est dense dans Co(K?).
]
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Théoréme 3.2.5. Soit G un groupe localement compact, supposons que S(G) # {0}
alors G est un groupe discret.

Démonstration. Nous allons montrer que tout compact de G est un ensemble fini.
Considérons u € S(G), u # 0, alors

T, : Co (G) — A(G)

V—uv

est faiblement compact d’aprés le théoréme 3.2.2

Soit By (G) la boule unité fermée de Cy (G), et A; (G) la boule unité fermée de A(G),
alors
T. (A (G)) € Tu (A(G)N B (G)) CT. (B (G))
Donc T, (A; (G) ) est relativement faiblement compact, et donc Ty, : A(G) — A(G) est
faiblement compact.

Considérons A, (G) 'espace vectoriel réel des éléments auto-adjoints de A(G), u €
As.(G) admet une décomposition de Jordan v = u* —u~ ou u™, u~ € P(G), on a alors
|u| = u™+u" si|u|estla partie polaire de u. Ay (G) munie de appication u —| u |
est un treillis de Banach vérifiant la propriété suivante :

si u,v € P(Q) alors
futvll=lul+]v]

Donc A, est un L-espace sur R de Banach, et A(G) = AuW(G) + 1A(G) est la
complexification du treillis de Banach réel A,,(G), donc A(G) est un L — space abstrait.
(c.f. Schaefer [29].)

Et donc d’aprés le théoréme 3.2.3, T2 est fortement compact. Posons ug = u? € S(G),
alors ug.A; (G) est relativement compact dans A(G).

Soit K un compact de G, il existe un élément u € S(G) & support compact tel que
u () =1 Vo€ K. Soit v € Ag(G) tel que || v ||aq) = 1, alors v = ug v € up Ay (G),
donc

Bl (AK(G)) C UoAl(G)

et nous en déduisons que l'espace Ak (G) est de dimension finie.

D’aprés le théoréme 3.2.4 iii., 'image par la transformation de Gel’fand de Ax(G) est
dense dans Co(K°), et d’aprés le résulat précédent c’est un espace fermé, donc Ax(G) ~ Co(K°)
est un espace de dimension finie, et donc K° est un ensemble fini.

O

Si G est un groupe discret, nous savons que S(G) contient L?(G). Les espaces S(G)
et L?(G) coincident -t-ils dans le cas d’un groupe discret ? M.O. Gebuhrer et R. Szwarg
ont récemment apporté un réponse positive a ce probléme dans un article & paraitre.

73



CHAPITRE 3. UNE CARACTERISATION DES GROUPES DISCRETS.

74



Bibliographie

[1] ARSAC G. Sur 'espace de banach engendré par les coefficients d’une représentation
unitaire. Publ. Dépt. Math. Lyon, 13 :1-101, 1976.

[2] R.G. BARTLE, N. DUNFORD AND J. SCHWARTZ. Weak compactness and vector
mesures. Canadian J.Math., 7, 289-305, 1955.

[3] BLoOM AND HEYER. Harmonic Analysis of probability measures on hypergoups. de
Gruyter Studies in Mathematics 20, 1995.

[4] BoAs R.P. Entire functions. Academic press, New-York, 1954.

[6] CARTAN-GODEMENT. Théorie de la dualité et analyse harmonique dans les groupes
abéliens localement compacts. Ann. Sci. Ec. Norm. Super. IIT, 64 :79-99, 1947.

[6] DE MICHELE L. AND SOARDI P.M. Functions which operate in the Fourier algebra
of a compact group. Proc. Amer. Math. Soc., 45 :389-392, 1974.

[7] DE MICHELE L. AND SOARDI P.M. A Noncommutative Extension of Helson’s
Translation Lemma. Bollettino Unione Mat. Ital., IV ser 9 :800-806, 1974.

[8] DIEUDONNE Jean. Eléments d’analyse, volume 6. Ed. Gauthiers-Vilars, 1975.
[9] DIXMIER J. Les C* algébres et leurs représentations. Gauthiers-Villard Paris, 1969.
[10] DiXMIER J. Von Neumann algebras. North, 1981.

[11] DuNKL C.F. Functions which operate in the Fourier algebra of a compact group.
Proc. Amer. Math. Soc., 21 :540-544., 1969.

[12] ESTERLE Jean. A complex-variable proof of the Wiener theorem.
Ann.Inst. Fourier, Grenoble, 30, 1980.

[13] EYMARD Pierre. L’algébre de Fourier d’un groupe localement compact. Bull. Soc.
math. France, 92, 181-236, 1964.

[14] EYMARD Pierre Analyse de Fourier Euclidienne. Analyse Harmonique (Ecole d’été
d’analyse harmonique, Université de Nancy 1,1980, C.I.M.P.A.

[15] FIGA-TALAMANCA A. - PICARDELLO M. Harmonic analysis on free groups. Lecture
notes in pure and applied mathematics, 1983.

[16] GEBUHRER Marc-Olivier. Analyse harmonique sur les espaces de Gelfand-Levitan et
applications a la théorie des semigroupes de convolution. Thése de Doctorat d’Etat
és sciences Math., Strasbourg, 1989.

75



BIBLIOGRAPHIE

[17] Sigurdur HELGASON. Topologies of groups algebras and a theorem of Littlewood.
Trans. Amer. Math. Soc., 86, 269-283, 1957.

[18] KEGEL O.H. Locally finite groups. North Holland Publisher Comp., Amsterdam,
North Holland, 1973.

[19] OL’SHANSKIL. Geometry of Defining Relations in Groups. Kluwer Academic Publi-
shers, Dortrecht, 1991.

[20] PEDERSEN. C* algebras and their automorphism groups. Academic Press, 1979.
[21] P1ER J. P. Amenable locally compact groups. John Wiley, New York, 1984.

[22] REITER H. Classical harmonic analysis and locally compact groups. Oxford Math.
Monographs, Oxford, 1968.

[23] RIDER D. Functions which operate in the Fourier algebra of a compact group. Proc.
Amer. Math. Soc., 28, 1971.

[24] RUDIN W. Real and complex analysis. McGraw-Hill book Company, New York, 1987.
[25] RUDIN W. Fourier Analysis on Groups. Wiley classics Library, 1990.
[26] RUDIN W. Analyse fonctionnelle. Ediscience international, 1995.

[27] Shoichird SAKAL. Weakly compact operators on operator algebras. Pac. J. Math.,
14, 659-664, 1964.

[28] SAKAI S. C*-algebras and W*-algebras. Springer, New York, 1971.
[29] H.H. SCHAEFER. Banach Lattices and positive operators. Springer, 1974.

[30] SCHWARTZ L. Sur une propriété de synthése spectrale dans les groupes non-compacts.
C.R.Acad.sci. Paris, 227 :424-426, 1948.

[31] TomiTA M. Spectral Theory of operator algebras i.ii. Math.J. Okayama Univ.,
9/10 :63-98/19-60, 1959/1960.

[32] WATSON G.N. Treatise on theory of Bessel function. Cambridge university press,
cambridge, 1922.

76



