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INTRODUCTION

Cette these est consacrée a plusieurs points d’algébre homologique relevant
de ce que Connes a appelé la géométrie non commutative et de travaux récents
de Kontsevich sur la quantification des variétés de Poisson.

Au début des années 1980 Connes a défini un analogue non commutatif de la
cohomologie de de Rham, & savoir I’homologie cyclique ainsi qu'un analogue
algébrique du caractére de Chern qui relie la K-théorie topologique d’une
variété a sa cohomologie de de Rham. Le caractere de Chern algébrique relie
la K-théorie algébrique d’un anneau & son homologie cyclique (négative). Ce
caractére de Chern étendu convenablement & ce que Waldhausen et Bokstedt
appellent les anneaux a homotopie pres a permis le calcul dans les années 1980
de la K-théorie algébrique de certains espaces topologiques [BHM].

L’homologie cyclique est intimement liée & la théorie d’homologie des algebres
associatives que Hochschild avait définie dans les années 1940. Comme 1’a ob-
servé Gerstenhaber dans les années 1960 [Ge], la cohomologie de Hochschild
joue un role central dans la théorie des déformations des algebres associatives.
Ce faisant, Gerstenhaber exhibait sur le complexe de cochaines de la cohomo-
logie de Hochschild des structures supplémentaires que I’on résume maintenant
sous le nom d’algebres de Gerstenhaber. Ces structures ont connu récemment
un regain d’intérét dans la solution donnée par Kontsevich [Kol], puis par
Tamarkin [Ta] du probléme de quantification des variétés de Poisson.

La theése comporte quatre chapitres que nous présentons maintenant en
détail.

Le premier chapitre, intitulé “Formules explicites pour le caractére de Chern
en K-théorie algébrique’, concerne le caractére de Chern algébrique. L’homo-
logie cyclique est une théorie d’homologie des algébres associatives introduites
par Connes [Co] et Tsygan [Ts] pour jouer le réle de la cohomologie de de
Rham en géométrie non commutative. Connes, Karoubi [Kar] et al. ont ensuite
construit un caractére de Chern non commutatif liant la K-théorie algébrique
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a ’homologie cyclique. Goodwillie et Jones ont montré que la version optimale
de ce caractére est une application ch : K,(A) - HC, (A) de la K-théorie
algébrique d’un anneau vers son homologie cyclique négative. L’ingrédient
principal dans la construction du caractére de Chern algébrique ch : K,(A) —
HC, (A) est une application fonctorielle T, : H,(G) — HC, (Z[G]), définie
pour tout groupe G, de ’homologie d’Eilenberg-Mac Lane du groupe vers ’ho-
mologie cyclique négative de ’anneau Z[G| du groupe. Bien que le caractére
de Chern algébrique ait été beaucoup étudié au cours des quinze derniéres
années, il n’existait jusqu’a présent pas de formule explicite au niveau des
complexes de “chaines”. Le but de ce premier chapitre est de donner une for-
mule explicite du morphisme de complexes T, : C«(G) — BC, (ZG) qui va
du complexe standard d’homologie d’un groupe G vers le bicomplexe donnant
I’homologie cyclique négative de ’anneau du groupe, puis, lorsqu’on applique
cette construction au groupe G = GL(A) des matrices carrées inversibles & co-
efficients dans un anneau A, d’obtenir des cycles explicites dans le bicomplexe
négatif représentant la classe du caractere de Chern de certains éléments im-
portants en K-théorie algébrique. Voici les principaux résultats obtenus dans
le chapitre 1.

(a) : Nous donnons, pour tout groupe G, une formule explicite pour le
morphisme Y, : (C«(G),b) = (BC; (ZG),b+ B). Si on se restreint aux
complexes normalisés cette formule prend une forme simple, & savoir pour
tout go,...,g9n € G, 0on a

Tn(lg0,---,9n]) = D ((—W > (30)B)" 5(40) (561)B)" " g1, - ,gn]) u’

i>0 k=0

ou u est une variable de degré —2 et, pour tout A, gg,...,g, € G, on a
S(h)[gOa .. 7gn] = [hagOa .- 7gn]

(b) : En degré 2, on sait que le groupe K5(A) de K-théorie algébrique est le
noyau du morphisme d’évaluation St(A) — E(A) du groupe de Steinberg
St(A) de Panneau A vers le sous-groupe EF(A) de GL(A) engendré par les
matrices élémentaires. Le groupe St(A) a une présentation bien connue
sur des générateurs x;;(t), ¢ # j et t € A. Nous donnons une formule pour
le caractére de Chern chy : Ko(A) — HC, (A) appligés a des éléments
de K»(A) qui sont exprimés comme des mots en les ;;(t). Ces formules
induisent en particulier des cycles explicites représentant le caractére de
Chern algébrique d’éléments importants (notamment en arithmétique)
de K5(A), a savoir les symboles de Steinberg et les symboles de Dennis
et Stein.

(¢) : Nous effectuons également des calculs en degré n > 3. Par exemple,
pour le symbole de Loday << by,...,b, >>€ K,(A) (biby = --- =



INTRODUCTION 11

bp,b; = 0), nous établissons la formule :
ch(<< by,...,bp >>)=B(1,b1,...,b,)

ou B est le bord de Connes. Nous traitons aussi le cas des éléments
cyclotomiques de Soulé.

(d) : La K-théorie algébrique et ’homologie cyclique négative sont munis
d’un produit [Lol], [HJ]. McCarthy a démontré (de maniére non expli-
cite) que le caractere de Chern est multiplicatif [MCal]. Comme de nom-
breux éléments en K-théorie sont construits comme produits d’éléments
de degré < 2, il est important d’étudier cette multiplicativité au niveau
des chaines. Nous donnons une nouvelle preuve élémentaire de la multipli-
cativité du caractére de Chern et en déduisons une formule efficace pour
construire des cycles représentant ch(z *y) ou * désigne le produit en K-
théorie algébrique. Enfin, la K-théorie algébrique et ’homologie cyclique
négative sont munis de A-opérations. Cathelineau [Ca] a généralisé un
théoreme de Goodwillie [Go] pour montrer que, si I est un idéal nilpotent
dans la (Q-algébre A, le caractére de Chern relatif est un isomorphisme
de A-anneaux

ch : Kp(A, 1)@ Q= HC, (A,I).

Un résultat analogue a été montré par Geller et Weibel [GW] pour I’ho-
mologie cyclique HC (A)/HC, (Ap) de toute Q-algébre graduée A =
@, Ai- Nous déduisons des calculs précédents et du théoréme de Good-
willie une nouvelle preuve de ces résultats.

Le chapitre 2, intitulé “Adams operations on topological Hochschild and to-
pological cyclic homology” est consacré & ’homologie de Hochschild topologique
THH(A) et 'homologie cyclique topologique TC(A) d’un anneau & homotopie
prés. Dans les années 1970, Waldhausen [Wa] a défini une K-théorie algébrique
des anneaux & homotopie prés (ou spectres). A la fin des années 1980, Boks-
tedt et al [ BHM] ont construit des généralisations topologiques THH et TC
de ’homologie de Hochschild et cyclique pour ces anneaux & homotopie pres.
Ils ont aussi construit une généralisation du caractere de Chern algébrique

K(A) < TC(A) — THH(A)

dans le but de calculer la K-théorie algébrique d’un espace topologique.

Une bonne catégorie d’anneaux a homotopie pres sur laquelle les foncteurs
K(-), TC(—) et THH(—) sont définis est celle des S-algébres, une version
combinatoire des spectres topologiques découverte par Segal [Se|. Gersten-
haber-Schack [GS] et Loday [Lo4] ont construit des opérations d’Adams \*
sur ’homologie cyclique et ’homologie de Hochschild HH,(R) d’un anneau
discret R. Ces opérations induisent des décompositions en sous-espaces propres
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de HH.(R) et HC; (R) qui ont été intensivement étudiées et sont reliées, par
exemple, a la décomposition de Hodge en géométrie algébrique et & 'homologie
d’André-Quillen. Le but principal du chapitre 2 est d’étendre les A-opérations
a I'homologie de Hochschild et cyclique topologiques. Voici les principaux
résultats obtenus.

(a) : Pour toute S-algébre commutative A, il existe des opérations (®F);>g
sur THH(A) qui induisent une structure de A-anneau (& multiplication
triviale) sur ’homotopie stable m,(T'H H(A)). De plus, pour tout nombre
premier p et tout k > 0 premier avec p, il y a une opération ®* sur
TC(A,p) induisant une structure de A-anneau (& multiplication triviale)
sur 7, (T'C(A, p)) et qui commute avec I’application naturelle TC(A4, p) —
THH(A).

(b) : Les opérations (®*);>¢ induisent des filtrations Fym,(THH(A)) ana-
logues a celles obtenues pour ’homologie de Hochschild d’un anneau dis-
cret. Nous en étudions les propriétés. Par exemple, nous montrons que
les opérations ®* induisent des décompositions de la forme

mTHH(R) ® Q= &l m, THH(R,Q)®.
Nous étudions également les filtrations induites sur m(TC(A4, p)).

(¢) : Il existe des produits sur THH(A) et TC(A, p) pour toute S-algebre
commutative A, c’est-a-dire des morphismes de S-algebres

p: THH(A)ANTHH(A) — THH(A), fi:TC(A,p)ATC(A,p) — TC(A,p).
Nous établissons que nos opérations (®¥);>o commutent a y et fi.

(d) : Le foncteur d’Eilenberg-Mac Lane H de la catégorie des anneaux
discrets vers la catégorie des S-algebres permet de définir THH(R) et
TC(R) pour des anneaux discrets. Nous comparons les A-opérations sur
THH(R) et les A-opérations standards sur H H,(R).

(e) : Il existe d’autres catégories de spectres topologiques pour lesquelles
il existe une théorie satisfaisante pour I’homologie de Hochschild topo-
logique. Bien que ces théories ne s’étendent pas a ’homologie cyclique
topologique, nous étendons nos constructions pour THH(A) & certaines
d’entre elles. En particulier, nous montrons que les opérations (q)k)kzo
construites coincident avec celles constuites par McCarthy sur ’homo-
logie de Mac Lane et McClure, Schwinzl et Vogt sur le modele R ® S*
[MCa2], MCSV].

Le chapitre 3 intitulé “Homologie et modéle minimal des algébres de Gers-
tenhaber” est consacré aux algebres de Gerstenhaber, une structure algébrique
qui existe sur le complexe de cochaines de n’importe quelle algebre associative
et que l'on retrouve aussi en géométrie différentielle et en physique théorique.
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Une algebre de Gerstenhaber est une algébre graduée associative et commu-
tative (G, u(—,—)) munie d’une structure d’algebre de Lie sur sa suspension
G[1] et telle que le crochet [—, —] soit une dérivation pour le produit u.

Une conjecture récente de Deligne [Del| a motivé la recherche d’une version
plus faible de cette structure, la notion d’algebre de Gerstenhaber & homotopie
prés. Tamarkin a utilisé de maniere essentielle cette structure dans ses travaux
sur la formalité et a prouvé une version algébrique de la conjecture de Deligne
(i.e. il existe une structure d’algebre de Gerstenhaber & homotopie prés sur
le complexe de cochaines de Hochschild) [Ta]. L’approche de Tamarkin utilise
une construction des algébres de Gerstenhaber & homotopie prés basée sur
la théorie de la dualité de Koszul des opérades introduite par Ginzburg et
Kapranov [GK] en 1994. Cette théorie donne un moyen canonique pour définir
des structures algébriques 4 homotopie prés pour n’importe quelle opérade O
qui soit de Koszul. Dans ce cas, une O-algébre a homotopie pres est une algebre
sur le modeéle minimal de (. Cette théorie donne aussi un moyen de définir
une théorie d’homologie associée aux O-algebres.

Dans le chapitre 3, nous explicitons la structure des algébres de Gersten-
haber & homotopie prés ainsi que le complexe définissant ’homologie des
algébres de Gerstenhaber donnés par la théorie des opérades. Nous obtenons
les résultats suivants.

(a) : Une algébre de Gerstenhaber & homotopie prés est la donnée d’un
espace vectoriel N-gradué A muni d’une famille d’applications

Mpy,..pn : APPL ® ... ® A®Pr — A

pour tout n, p1, ..., py > 1 vérifiant les trois conditions suivantes : Les ap-
plications myp, .., sont alternées en les variables p, ..., p, ; pour z1,...,
Ti_1, Tiy1,-- -, Ln fixés, Vapplication mp, . p.(21,...,—,..., &) s’annule
sur les “shuffles” ; les applications my, .., s’étendent en des opérations
A* (®A®*) — A* (& A®*) encore notées my, . . et vérifiant d? = 0, olt

d = Z : mp17"'7pn'

n

n,P1,---,Pn
(b) : L’homologie d’une algébre de Gerstenhaber (G, x,[—, —]) est celle du
complexe
Cn(@)= P G c.0G%
p1t-+pn=m

muni de la différentielle d défini comme ci-dessus avec mg = *, my1 =
[—,—] et mp,,...p, = 0 sinon. L’espace G®* est le quotient de I’algebre
tensorielle sur G par le produit “shuffle”.

(¢) : Ce complexe est muni d’une structure de bicomplexe et on en déduit
une suite spectrale E2, = Hy(A*Harr,(A)[1],d;_ ;) (ot d[—, -] est la
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différentielle induite par [—, —|) convergeant vers ’homologie HG.(A) de

C.(G).

(d) : Les techniques employées permettent de donner une démonstration
simple de la koszulité de 1'opérade des algébres de Gerstenhaber et de
donner des exemples de calcul de ’homologie de certaines algebres de
Gerstenhaber.

(e) : Nous montrons aussi que les constructions effectuées pour les algebres
de Gerstenhaber 4 homotopie pres se généralisent sans peine aux algebres
de Poisson & homotopie pres (et aux algebres n-aires en général).

Le chapitre 4 de la these est intitulé “Formality theorem for Poisson mani-
folds”. C’est le résultat d’un travail commun avec G. Halbout (IRMA). Voici
ce dont il s’agit.

Dans le cas de ’anneau Ay des fonctions C* sur une variété différentielle
M, la cohomologie de Hochschild de Ay est isomorphe & lalgeébre de Lie
['(M, A M) des formes multi-différentielles. Le complexe de cochaines C*(Ag, Ay)
d’applications multilinéaires AS@* — Ag définissant la cohomologie de Hoch-
schild de Ay a également une structure d’algebre de Lie. Le quasi-isomorphisme
de Hochschild-Kostant-Rosenberg ¢ : T'(M, A M) — C*(Ay, Ag) n’est pas un
morphisme d’algebres de Lie, mais, en 1997, Kontsevich a montré qu’il existe
un morphisme d’algebres de Lie & homotopie prés induisant ¢. Ce résultat,
qui est fondamental pour 1’étude des déformations et des star-produits, signi-
fie qu’il existe des applications ¢" : A"T'(M,A M) — C.(Ao, Ag) telles que
¢! = ¢ est le morphisme de Hochschild-Kostant-Rosenberg et I'on a 1'égalité

D> ¢t =D ¢ o[- -ls

n>0 n>0 a n>0

ol [—, —]s est le crochet de Schouten sur I'(M, A" M) et [—, —]g est le crochet
construit par Gerstenhaber sur C*(Ag, Ag). Utilisant des méthodes issues de
la théorie des opérades, Tamarkin a montré que C*(Ap, Ag) pouvait étre muni
d’une structure d’algébre de Gerstenhaber 4 homotopie pres, et qu’il y avait
un morphisme d’algebres de Gerstenhaber & homotopie pres

d P(M,AM) — C*(A(),Ao)

quand M = R" si on munit (I'(M,A M), u(—, —),[—, —]s de la structure
d’algebre de Gerstenhaber & homotopie prés canonique induite par sa stru-
ture d’algebre de Gerstenhaber.

Nous étendons le résultat de Tamarkin au cas ou M est muni d’un cro-
chet de Poisson w. On note A la déformation de Ay obtenu par Kontsevich
en quantifiant le crochet de Poisson 7. Elle est munie d’un star-produit *;.
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Notre résultat principal est 1'existence d’un morphisme d’algebres de Gersten-
haber & homotopie prés entre (I'(M, A" M), [w, —]) et le complexe de Hochschild
C*(A, A) de A muni du star-produit *,.

Les chapitres 1, 2, 3, 4 ont donné lieu & des publications actuellement sou-
mises.






CHAPITRE 1

FORMULES EXPLICITES POUR LE
CARACTERE DE CHERN EN K-THEORIE
ALGEBRIQUE

Abstract : In this paper we give an explicit formula for the map T, :
H,(G) - HC, (Z[G]) inducing Goodwillie-Jones universal algebraic Chern
character from algebraic K-theory to negative cyclic homology of a ring. In
degree 2 we compute the map chy from Milnor’s K2(A) to HC; (A) (with A a
ring) and give explicit cycles for the Chern character of Steinberg and Dennis-
Stein symbols. In higher degree we compute formulas for the Chern character
of Loday symbols and Soulé’s cyclotomic elements. From the previous results
we get a new proof of the compatibility of the Chern character with K-theory
and cyclic homology products as well as with A-operations in the nilpotent
relative case.

Résumé : On donne ici une formule explicite pour ’application T, :
H,.(G) - HC; (Z[G]) induisant le caractéere de Chern algébrique universel de
Goodwillie-Jones de la K-théorie algébrique d’un anneau vers son homologie
cyclique négative. En degré 2 on décrit le caractére de Chern de la K-théorie de
Milnor vers I’homologie négative et on donne des cycles explicites pour 'image
dans 'homologie cyclique négative des symboles de Steinberg et de Dennis-
Stein. En degré supérieur on calcule le caractére de Chern des symboles de
Steinberg généralisés et de Loday ainsi que des éléments cyclotomiques de
Soulé. On donne également une preuve élémentaire de la compatibilité du ca-
ractére de Chern avec les produits en K-théorie et en homologie cyclique et,
dans le cas relatif nilpotent, de la compatibilité avec les A-opérations.

Mots-clés : Homologie cyclique, K-théorie algébrique, caractére de Chern, éléments cyclo-
tomiques, symboles de Steinberg, symboles de Loday.

Au début des années 1980, Connes [Co] et Tsygan [Ts| ont défini I’homolo-
gie cyclique comme théorie d’homologie associée a toute algébre associative A
au-dessus d’un corps commutatif ¥ de caractéristique nulle (voir aussi [LQ)).
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Peu de temps apres, Goodwillie [Go| et John Jones [Jo] ont introduit des
groupes HC, (A) d’homologie cyclique négative et construit une application
naturelle ch : K,(A) — HC, (A) de la K-théorie algébrique de A vers son ho-
mologie cyclique négative. Cette application est souvent appelée caractére de
Chern algébrique car elle généralise le caractére de Chern construit par Connes
et Karoubi en degré x = 0,1 dans le cadre de la géométrie non commutative.
Précisément, Weibel [Wel| a montré que les classes de Chern définies par
Karoubi se factorisaient & travers ’application de Goodwillie-Jones. L’un des
résultats principaux de Goodwillie (démontré dans [Go]) et 'un des plus im-
portants en théorie de I’homologie cyclique énonce que ’application ch induit
un isomorphisme

ch: K (A T) = HC, (A,1)

sur les groupes relatifs lorsque I est un idéal nilpotent de A.

L’ingrédient principal dans la construction du caractere de Chern algébrique
ch : K,(A) — HC;(A) est une application fonctorielle T, : H,(G) —
HC; (Z|G]), définie pour tout groupe G, de 'homologie d’Eilenberg-Mac Lane
du groupe vers ’homologie cyclique négative de l'anneau Z[G] du groupe.
Dans [Go] la construction de Y, se fait & 'aide de la méthode des modeles
acycliques bien connue en topologie algébrique; dans [Jo] elle est basée sur
un calcul de I’homologie cyclique d’un certain complexe mixte attaché a G.
Aucune de ces méthodes n’est explicite et, sauf en degré x = 0,1 ou il est fa-
cile de deviner des formules, il n’existe pas de morphisme connu au niveau des
complexes induisant 'application Y, : H.(G) — HC; (Z[G]) en homologie.
En raison de la grande importance du caractere de Chern algébrique et de la
place centrale qu’il occupe dans la géométrie non commutative de Connes, il
semble extrémement désirable de disposer d’une formule pour une application
au niveau des complexes et pas seulement au niveau des classes d’homologie.

Dans ce travail, nous comblons cette lacune en construisant un morphisme
de complexes explicite induisant application Y, : H,(G) — HC; (Z[G]) en
homologie. Lorsqu’on applique cette construction au groupe G = GL(A) des
matrices carrées inversibles (de toute taille) & coefficients dans ’anneau A,
nous obtenons des formules explicites pour le caractére de Chern algébrique
chy : Ki(A) — HC, (A). Ceci nous permet par exemple d’obtenir des cycles
explicites pour l'image dans ’homologie cyclique négative d’éléments bien
connus en K-théorie algébrique, comme les symboles de Steinberg, de Dennis-
Stein, de Loday et les éléments cyclotomiques de Soulé. La méme méthode
nous permet de démontrer de maniére élémentaire que le caractére de Chern
algébrique commute aux produits en K-théorie algébrique et en homologie
cyclique négative (McCarthy [MCal] avait démontré cela dans le cadre de
I’homologie cyclique des catégories exactes).
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Voici le plan de larticle. Le paragraphe 1 est consacré a quelques rappels
sur 'homologie des groupes et sur I’homologie cyclique, le paragraphe 2 a
quelques rappels sur la K-théorie algébrique. Au paragraphe 3 nous donnons
des formules explicites pour le caractére de Chern algébrique ch : K,(4) —
HC, (A) et Papplication T, : H,(G) — HC, (Z]|G]) mentionnés plus haut. Le
paragraphe 4 est consacré au degré 2 et a la détermination de cycles explicites
représentant 'image des symboles de Steinberg et des symboles de Dennis-
Stein en homologie cyclique négative. Au paragraphe 5 nous nous plagons en
degré > 2 et déterminons explicitement le caractere de Chern des symboles
de Loday et des éléments cyclotomiques de Soulé. A partir des calculs sur
les symboles de Loday on obtient une nouvelle preuve de la compatibilité du
caractére de Chern avec les A-opérations en K-théorie et homologie cyclique
relative dans le cas d’un idéal nilpotent T tel que I¥ — I*/T*+! s0it scindé pour
k > 1([Ca]) et du noyau de 'augmentation de I’homologie cyclique et de la
K-théorie d’'une Q-algebre graduée ([GW]). Nous établissons la compatibilité
des produits avec le caractere de Chern algébrique au paragraphe 6.

Dans toute la suite k sera un anneau commutatif. Les algebres considérées
seront unitaires. La lettre u désignera une variable de degré —2 de telle sorte
que, si C, est un module cyclique, son bicomplexe négatif s’écrit ToTBC, =
[T;>0 Cst2iu’. De plus on notera ch!, la composante dans la colonne —i du

caractére de Chern i.e. chp, =} ;5 chiut. Enfin, on posera (—1)! = 1.

1.1. Homologie cyclique et homologie des groupes

1.1.1. Quelques modules cycliques. — Un module cyclique C (cf. [Lo5])
est la donnée d’un module simplicial et, pour tout n > 0, d’'une action com-
patible du groupe cyclique Z/n + 17Z. Plus précisément, C est une famille
(Cn)n>0 de k-modules équipée de morphismes d; : C,, = Cp—1, 8; : Cp, = Cppq
(:=0,...,n) et 7, : Cp, = C), vérifiant les conditions suivantes :

1. didj = dj_ldz' pour i < j,

2. 8;8; = 8j418; pour¢ < j,

ijldi sit < j,

3. dis; = ¢ id sit=7,75+1,
dei,1 sit>j+1,
i+l =iq,
dith, = Tp—1di—1  sil <i<m,
4. 8iTp = Tpt18i—1  si1 <z < n,
doTn, = dp,

— 2
SOTn — Tn+1$n.
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On pose t, = (—1)"1, et N, =id + 5, + ... + ¢]. Dans la suite l'indice n sera
généralement sous-entendu. Un morphisme de k-modules entre deux modules
cycliques est un morphisme cyclique s’il commute avec les applications de
structure d;, s; et 7.

A un module cyclique C on associe naturellement deux complexes (Cy, b)
et (C,,b') ou

n n—1
b= (-1)d; et ¥ =) (-1)d:
=0 1=0

Un exemple classique de module cyclique est le complexe de Hochschild
d’une algebre associative et unitaire. Si A est une telle k-algeébre, on pose
Cn(A) = A®"*l On utilise la notation (ag,...,an) pour ag ® ... ® a, ou
ag, -..,an € A. Pour i > 1 on écrira aussi (ay, ..., a, ) pour le tenseur ®;:1a1 ®
.. ® ay et (a1, ...,a,)° sera un tenseur vide. On munit C,(A4) d’une structure
de module cyclique en posant :

d’i(a'O’ "'aa’n) = ((10, y A3 Ai+1, "'aa'n) si0<i<n-—1,
dn(a07---aan) = (anGOaala » An— 1)
s’i(G/Oa ---;an) = (G/O’ y Ay 1 > Bit1,5 -+ n) si0<i< n,
T(ag,..yan) = (An,00,y.-yAn_1).

L’homologie du complexe (Cy(A),b) est par définition ’homologie de Hoch-

schild de A, notée HH,(A).

Soit maintenant G un groupe. Pour tout n > 0, on note E,(G) = k[G" 1]
et on notera [go,.-..,gn](9;i € G) les élément de la base canonique de E,(G).
On écrira aussi [g1, ..., gn]" pour élément [g1,...,Gn, g1,y Gny -y Gy -+, gn) OU
la séquence g1, ..., gn est répétée i fois et [g1, ..., gn]° sera ensemble vide. Pour
i =0,..,n, on définit d; : Ep(G) = En_1(G), i : En(G) = Epni1(G) et
7: En(G) = E,(G) par

dz([QOa’gn]) = [90;--»@‘,---,911];
s'i([goa"'agn]) = [907"'ag’iagi:""gn]7
T([QOa"'agn]) = [gnaQOa'--agnfl]-

Le symbole g; signifie que la lettre g; est omise dans la formule.

On montre facilement que E,(G) muni de ces applications est un module
cyclique. Le complexe E,(G) est muni d’une structure de G-module via I’ap-
plication diagonale g.[go,-..,gn] = [9-90,---,9-gn]. De plus, (E.(G),b) est la
résolution libre standard du G-module trivial k et (E,(G), b') est une résolution
libre de {0}. L’homologie du complexe (C4(G),b), ol on note Cy,(G) = k ®y[q
E.(G) (avec G agissant trivialement sur k) et b la différentielle induite, est
I’homologie d’Eilenberg Mac-Lane du groupe G, notée H.(G). Il y a une autre
résolution k[G]-libre standard de k, la résolution bar. Par définition E3"(G) =
(k[G])[G™] et on notera [g1 | ... | gn] les éléments de la base de EL3(G). Le
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groupe G agit sur Ep*(G) par g.(go[g1 | - | gn]) = g.90lg1 | - | gn] pour
tout g, go, ..., gn € G. On note CP*(G) = k Rk[a] EP¥(@). 1l y a un isomor-
phisme G-linéaire de complexes p°* : EP¥(G) — E,(G) donné, pour tout
90,91, --,9n € Ga par

" (golg1 | --- | gn)) = [90: 9091, ---» G091---Gn)-

Donnons un dernier exemple de module cyclique (c¢f. [Kar]); il fait le lien
entre les deux précédents. Appelons NG, le sous-module de C,(k[G]) =
E[G]"*! engendré par les éléments (go, ..., gn) tels que go...gn = 1. Comme
go-.-gn = 1 implique gngo...gn—1 = 1, la structure cyclique du complexe de
Hochschild de k[G] se restreint & NG,. Nous noterons H H,(NG) ’homologie
du complexe (NG, d).

L’application linéaire ¢ : E,(G) — NG, donnée, pour tout n, par

(p[gOa 7gn] = (grzlg()a agr:ilgn)

est un morphisme cyclique vérifiant ¢[ggo, --.-, 99n] = ©[90, ---» gn], ce qui im-
plique que ¢ induit un isomorphisme de modules cycliques ¢ : Cx(G) — NG..
Par conséquent ¢ : H,(G) ~ HH,(NG).

Il sera pratique de donner une étiquette a certains éléments de G pour don-
ner les formules explicites des paragraphes 1.3.3, 1.4, 1.5.3, 1.5.4. Si on munit
un élément g € G d’une étiquette on le note g. On note E*(G) le complexe
E.(G) avec la condition supplémentaire que les éléments de la base canonique
de E,(G) sont éventuellement étiquetés. On appelle N Papplication définie,
pour [z, ..., zn] € En(G), par N[zg,...,z,] = 0 si aucun z; n’est étiquetté et

sinon
Nlzo, o za] = 8 (3 a0, )

ol k est tel que z,,_j41 soit étiqueté et § : B, (G) — E,(G) est Papplication
qui supprime les étiquettes. On étiquette de la méme fagon les éléments de
NG, (via ). En d’autres termes, faire agir N sur une chaine revient & faire
agir sur cette chaine toutes les permutations cycliques qui placent un élément
étiqueté en position 0.

1.1.2. Les bicomplexes associés. — Pour un module cyclique C,, 'ap-
plication s = 7s, est une homotopie pour la différentielle ¥’ et I’application
B =(1—-1t)sN : C,, = Cpy1 vérifie

B?=bB+ Bb=0,

c’est & dire qu’un module cyclique est naturellement doté d’une structure de
complexe mixte (cf. [Kal]). A un module cyclique C, on peut associer trois
bicomplexes ([HJ], [Lo5]) :
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Le bicomplexe périodique BCY®" est le suivant :

bl bl bl
E o & ¢ &

bl bl bl

B

R ) (E Ch (E Co
bl bl bl
Colonne —2 -1 0 1 2

Le complexe total associé est

(ToTBCE™ = [[ BCES,b+ B)
ptg=n

ot BChq = Cyq—p siq > p et 0 sinon. On appelle homologie cyclique périodique
de C, et on note HCY®" ’homologie de ToTBCY®.

De la méme fagon on construit le bicomplexe cyclique BC, obtenu de BCY*"
en ne gardant que les colonnes de numéro > 0 et le bicomplexe négatif BC -
obtenu cette fois-ci en ne considérant que les colonnes < 0. On notera HC,
(homologie cyclique) et HC (homologie cyclique négative) les homologies des
complexes totaux associés, respectivement.

Reprenons les exemples précédents. Si A est une k-algebre, alors on retrouve
évidemment la (b, B) définition de ’homologie cyclique de A et ses variantes
périodique et négative.

Dans le cas du module cyclique E,(G) associé & un groupe G, on a

S[gOa ,gn] = [gn’g(), agn]
et

n

Blgo, - gn] = Y (=1)"[gn—i>gn-i+1,- Gni]
i=0

+(_1)N(i+1) [gnfia In—isIn—i+1y -+ gnfifl]) .

Comme au paragraphe précédent, on définit respectivement BC, (G), BCY* (G)
et BC,(G) comme les bicomplexes k Qyc) BE, , k Q) BEX® et k @) BE..
On notera respectivement HC; (G), HCy® (G) et HC,(G) les groupes d’ho-
mologie de ces bicomplexes. Karoubi (cf. [Kar]) a montré que HC, (G) =
1,50 Hnt2p(G) et donc qu'’il existe un morphisme fonctoriel injectif H.(G) —
HC,(G).

On note aussi HC, (NG) ’homologie du bicomplexe négatif BC, (NG) as-
socié au module cyclique NG,. Il est clair que ¢ : C,(G) — NG, passe aux
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bicomplexes (puisque B est obtenue & partir de 7, s;, d;) pour donner une appli-
cation que nous noterons encore ¢ : BC, (G) — BC; (NG). Cette application
induit un isomorphisme ¢ : HC,, (G) 2 HC, (NG).

1.2. Rappels de K-théorie algébrique

1.2.1. Définitions générales. — On utilisera ici la construction “+” de
Quillen; on pourra par exemple consulter [Lol] pour un exposé détaillé de
ce qui suit. Si G est un groupe, on note BG son espace classifiant et BG™ la
construction + associée a un sous-groupe normal parfait N de G. Rappelons
que, par construction, il existe une équivalence d’homologie BG — BG™ et
que 7 (BGT) = G/N.

Si G est le groupe linéaire GL(A) = lim GLy(A) ot A est un anneau, le sous-
groupe E(A) engendré par les matrices élémentaires est parfait et normal et
on peut donc appliquer la construction + au couple (GL(A), E(A)). On définit
le n®™€ groupe de K-théorie algébrique de A par K,(A) = m,(BGL(A)") si
n > 0. Pour n = 0, on définit Ky(A) comme le groupe de Grothendieck de
la catégorie P(A) des modules projectifs de type fini sur A. Les applications
d’Hurewicz allant des groupes d’homotopie d’un espace a ses groupes d’homo-
logie & coefficients entiers induisent une famille naturelle de morphismes de
groupes pour tout n > 0 :

H : Kp(A) = mn(BGL(A)Y) — H,(BGL(A)") = H,(BGL(A)) = Hn(GL(A)).

Par ailleurs BGL(A)" est muni d’une structure de H-espace qui permet
de munir K,(A) d’un produit appelé produit de Loday (¢f. [Lo1l]) dont nous
rappelons la définition dans la partie 6.

1.2.2. Les groupes K; et Ks. — Le sous-groupe des commutateurs de
GL(A) est exactement le sous-groupe élémentaire E(A) (= [E(A), E(A)]) et
donc H1(GL(A)) = GL(A)/E(A). D’apres les propriétés de la construction +,
on a aussi

K1(A) = GL(A)/E(A) = Hi(GL(A)).

On peut également appliquer la construction + au couple (E(A), E(A)) et on
en déduit que BE(A)" est le revétement universel de BGL(A) ™. En particulier
K5(A) = m(E(A)T) et le morphisme d’Hurewicz induit un isomorphisme
K>(4) = Ha(E(A)).

Rappelons maintenant la définition originelle du groupe K5(A) par Milnor
([Mi]). Le groupe de Steinberg St(A) de ’anneau A est le groupe présenté par
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les générateurs z; j(t), i,7 > 1,4 # j, t € A et les relations suivantes :

x,',j(t)a:i,j (u) = :L',',j(t + u),
[2:,j(t), zr,e(u)] = 1 sij#keti#l,
[2i,j (1), zje(w)] = zip(tu) sii#L.

Le groupe St(A) est la limite inductive des groupes St,(A) (définis par
les mémes relations, mais avec des générateurs z; ;(t) tels que 1 < i < n,
1<j<mneti#j).Sie;(t) (i # j) désigne la matrice élémentaire qui a ¢
comme coefficient sur 'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j, des 1 sur
sa diagonale et 0 partout ailleurs, alors pour tout n on a un morphisme de
groupes ¥ : St,(A) — E,(A) qui envoie z; j(t) sur e; ;(t), et donc également
un morphisme v : St(A) — E(A).

Le groupe de Steinberg et le morphisme v définissent une extension cen-
trale universelle de E(A) et donc ker(¢)= Ha(E(A)) = K2(A). On peut ainsi
identifier K2(A) & un sous-groupe de St(A) et on a la suite exacte :

1 — Ka(A) — St(A) % E(4) - 1.

En particulier K5(A) est le centre de St(A).

1.3. Caractére de Chern explicite

1.3.1. Caractére de Chern algébrique. — Dans cette partie on rappelle
la construction du caractére de Chern algébrique construit par Goodwillie [Go]
et Jones [Jo]. On peut également consulter [Kar]|, [Lo5] et [Wel] par exemple.

Soit A une k-algébre unitaire. La projection canonique sur la colonne 0,
P :BC;(A) = C.(A), est un morphisme de complexes. Le caractére de Chern
est un morphisme de groupes ch, : K,(A) - HC, (A) défini de maniére a faire
commuter le diagramme 3.1.1.

D« HH,(A) (3.1.1)

Dans ce diagramme, D, : K,(A) — HH;(A) est 'application de Den-
nis construite en 1975 dans [De2] dont nous commengons par rappeler la
définition.

Le morphisme d’Hurewicz donne une application H : K;(A) — H;(GL(A))
via 'équivalence d’homologie BGL(A) — BGL(A)*.
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Posons G = GL(A) pour simplifier. On a vu que ’on a un isomorphisme de
modules cycliques ¢ : C,(G) — NG,. On en déduit que la composée

C.(G) 5 NG, — C.(k[G])

est un morphisme injectif de modules cycliques.
Pour tout 7, m > 1, on a aussi une application k[G Ly, (4)]®" ! — M, (A4)®"+!
qui ne commute cependant pas avec les stabilisations

. . 0
5 GLn(4) = GLnsa, arr i) = | 07 |

0 0

La trace généralisée de Dennis est Papplication tr : M,,(4)®"T! — A®n+!
définie par :

i:Mm—>Mm+1,al—>i(a):[a 0].

tr(ao, ) = Z(a’?oﬂ'l’a}lﬂ.z’ ven a?mio)

ou la somme est étendue & tous les couples d’indices iy, ..., %, = 1,...,m. Il est
bien connu ([Lo5]) que cette application induit pour tout m € N des isomor-
phismes tr : HCy (Mp(A4)) = HC; (A), tr: HH,(Mm(A)) = HH,(A) com-
patibles avec les stabilisations i.e. tr : HC, (M(A)) = HC, (A) ou M(4) =
h_Ir;Mm(A) De plus leurs inverses sont induits par inc : A — M;(A) qui a
a € A associe la matrice [a].

L’application composée Cp(k[GLm(A)]) — Cn(Mm(4)) = Cph(A) se
stabilise car tr(j(a?®),...,j(a")) = tr(a?,...,a") + 1¥"*! et que I'on travaille
sur des complexes normalisés. On a donc un morphisme bien défini

K[G)E™T — M(A)2" 1, 0, (A).
On définit I’application de Dennis comme la composée des applications :
Di : Ki(4) % Hy(GL(A)) -2 HH;(NGL(A)) — HH;(M(A)) -2 HH;(A).

C’est un morphisme de groupes pour tout 7 > 1.

Si C, est un module cyclique, la projection P de BC sur C, obtenue en ne
conservant que la colonne numéro 0 est un morphisme de complexes. Bien que
Pinclusion de cette colonne dans BC, ne soit évidemment pas un morphisme
de complexes, on a vu que, dans le cas du module cyclique E,(G) associé
a un groupe G, il y a une injection H,(G) — HC, (G). Dans [Go](Lemme
I1.3.2) Goodwillie a montré que cette injection était induite par un morphisme
de complexes T, : Ci(G) — BC; (G) dont la restriction & la colonne 0 est
lidentité et, qu’en fait, deux tels morphismes de complexes étaient homotopes.

De méme que précédemment on dispose aussi d’une application composée

B, NG — B, (k[G]) = B, (M(A)).
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De plus, BC, (k[G]) — BC, (M(4)) I, BC, (A) se stabilise également et
on a le diagramme commutatif suivant

KA & H(G) % HH(NG) — HH(M(4) -5 HHiA)

Tp Tp Tp Tp
HC, (G) % HC, (NG) — HC; (M(4)) 5 HC;(A)

K3
pour G = GL(A). Il est clair que la composée suivante ch, : K,(4) —
HC, (A) (ou n > 1) est un morphisme de groupes qui fait commuter le dia-
gramme 3.1.1.
Ka(A) 5 HL(GL(A) ™ HC, (4) %5 HC, (NGL(A)) — HC,, (M(A)) 5 HC, (A).

n

On appelle cette composée le caractére de Chern algébrique.

1.3.2. Une application de E,(G) dans BE_ (G). — D’aprés Goodwillie [Go]
on a vu que, non seulement il existe une application au niveau des chaines in-
duisant H,(G) — HC, (G), mais aussi que cette injection est induite par tout
morphisme de complexe T, : Ci(G) — BC, (G) dont la restriction & la colonne
0 est I'identité. Dans ce paragraphe on va expliciter une telle application.
Rappelons que I'on a noté E,(G) le complexe E,(G) = k[G™ 1] muni de l'ac-
tion diagonale de G et que Ci(G) = k®yq) E«(G) est le complexe d*Eilenberg-
MacLane classique (c.f. 1.1.1). Rappelons aussi que u désigne une variable de
degré —2 de telle sorte que

ToTBE;, (G) = [ [ Ent2p(G)w”

p>0

et que, si Ty : E.(G) — BE, (G) est une application linéaire graduée de degré

0, on note T, sa restriction a E,.(G) et on écrit T,, comme la série formelle

Tp =) >0 Thu® pour tout n > 0. Une telle application est un morphisme de
complexes si et seulement si pour tout n >0, ¢ > 0, on a

. - . .

bY; + BY, =1, ;b (1)

n
ot on pose Y, 1 =0, T, =0 pour n,i > 0.

La formule obtenue pour T, utilise une famille “paramétrée” d’homotopies
contractantes (dans F,(G)) pour b que nous définissons d’abord.

Définition 1.3.1. — Soit h un élément de G. On définit sy : Eu(G) —
E.11(G) comme Uapplication k-linéaire telle que s(4)[go, -+, gn] = [h; 90, -+-s Gn]
pour tout gg,...,gn € G.

On peut remarquer que l'application [go, ..., gn] = 8(g,)[90, ---s gn] coincide
en fait avec ’homotopie contractante (pour b’) s = 7s,, définie dans le module
cyclique E,(G) (cf. paragraphe 1.1.2).
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Lemme 1.3.2. — Pour tous h,g,90,--,9n € G, on a
i) S(h)b + bS(h) =id = S(h)b' + b'S(h);

i) $(g.r)[9-90, - 9-Gn] = 9-8(n)[905 -+ In]-
Démonstration: On a
bs(h) (905 gn] = (905 9n] + Z(—l)“’l[h,go, ey Giy -y Gn
i>0
= (90, 9n] — S(n)bl90, ---, gn]-
De plus on a

5(g.n)[9-905 -+ 9-9n] = [g-h; -, 9-n] = g-[h; -, gn]
par G-linéarité des symboles [...]. O

Les opérateurs s(,) ne sont pas G-linéaires. Cependant la relation ii) du
lemme sera suffisante pour assurer la linéarité de ’application T,.

Dans la suite on va construire des applications k-linéaires en utilisant des
morphismes s(;) successifs dont on fera varier I'indice h selon les vecteurs de
base de k[G*]. Pour cela précisons quelques notations :

Soient fi, ..., fm des endomorphismes gradués k-linéaires de E,(G) et f un
endomorphisme de degré £ € Z de E,(G). Pour zg,...,z, € G, on définit les

éléments x; € G, k; € k comme les solutions de

F([z0, -, n]) = Zki[xf,, e @],
=1

Définition 1.3.3. — On note (S¢f1...Sffm)f Uendomorphisme k-linéaire de
E.(G) donné, pour tout [go, ..., gn] € En(G), par

(Sp fr-81 fm) ([0, v Tn]) = Y Kis(giy © f1 0 v 0 8(50) © frm ([T vy Thyg])-
=1

En particulier (Siq f)id est I'application k-linéaire [go, ..., gn] + $(go) f([90, -+ gn])
que P'on notera plus simplement Siqf. On utilisera aussi la notation (Sy f1)'Sy, f1
pour (S¢ f1...Sf f1) f avec i itérations de Sy f;. Par abus on note aussi (S f1)°f =
fet(Sef1)if=0sii<0.

Donnons pour commencer une formule pour Ty : Eo(G) — BE; (G). On
utilise les notations de la partie 1.1.1, en particulier [g]" = [g, ..., g].

Lemme 1.3.4. — Dans E.(G), pour g€ G,1 >0, on a
i) blgltt =g, Blg]* =2(2 +1)[g]**

i) blg]* =0, Blg*=0;
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i11) L’application (G-linéaire) Yo([g]) = Zi>0(—1)i@[g]2i+1 vérifie (1);.

i!

Démonstration: On a bg]*+! = 2?1:51(_1)][ 1% = [g]2
B[g]% — (1 _ t) oso N[g]Zi — (2i T 1)(1 _ t) ° 8[9]21+1 — 2(2i T 1)[9]21'-1—2‘
On montre 47) de méme. Il résulte de i) que, quel que soit i > 0, on a (1)} :

B (( 1) (21') [ ]2z+1> — (_1)12(22—'_ 1)(22)'[9]214—2

7! 7!
_ i1 20+ Do
= b ((—1) + m[ﬂ] +3> .
O

Théoréme 1.3.5. — L’application k-linéaire Y, définie, pour tout n > 0 et
1> 1, par
i1
Y9 =id et Y4 = (—=1)"(S.aB)* + (-1)* Y _(SiaB)*Sia((SsB)**b)
k=0
est un morphisme de complezes G-linéaire de E,(G) dans BE, (G) induisant
une injection de H.(G) dans HC, (G).

On notera encore T, : C,(G) — BC, (G) lapplication induite.

Démonstration: On doit vérifier que la famille d’applications linéaires (1%, In,i>0
vérifie 'égalité (1), pour tousn > 0,7 > 0. On pose YT_; = 0. Comme Y = id,
on a bY? = 7Y ,bet donc (1)? est vérifiée.

Déja Yy vérifie (1)5. En effet, d’aprés le i) du lemme 1.3.4, un rapide calcul
montre que Yy est Papplication définie dans ce lemme en 7i7).

L’application T, vérifie les formules suivantes pour n > 1,7 > 1:

Yy, = Sia(T5, 10— BT, ). )
En effet, si gg, ..., gn € G, par définition de T*, on a
’riz—lb[g()a""gn] = (_1) (( ldB Z ldB Sia SbB)Z kb)) b[goaagn]
k=0
= (_1)1 ( S(g )B gla 5 9n +Z S(go [90:""@7"%971]

car b? = 0 et par définition de Siq, Sy. On trouve donc
T:.z—lb[go’ ,gn] = (_1)1(SbB)zb[90a cey gn]
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Regardons BY: ! pourn > 0,47 > 1:

.
|
)

—BY; " =(-1)'B(SqB)" " + (-1)'B ) (5aB)*Sia((SsB)""'*b).
0

£
Il

On applique maintenant les expressions obtenues pour calculer —S;gBY: ! et
SiaY;,_1b. On obtient

Sia(Yi_1b— BYSY) = (=1)(Sia((S6B)'d) + SiaB(SiaB)* ™!

i—2
+> SidB(SidB)kSid((SbB)i_l_kb))
k=0
- T

ce qui prouve (2), pour n >0, > 1.

Prouvons maintenant le théoréme par récurrence sur n > 0. Il faut montrer
que pour tout n > 0, (1) est vérifiée et que T, est G-linéaire. On a obtenu le
résultat pour n = 0. Supposons avoir vérifié les égalités (1)¥, et la G-linéarité
de Y., pour tout indice m < n. Démontrons alors les équations (1){_; ot
i > 0. Comme on a déja vu le résultat pour ¢ = 0, on raisonne par récurrence
sur ¢. Supposons donc avoir prouvé (1), ., pour j < i et étudions (1);’:_11. Si
9o, -, gn € G, d’aprés la formule (2)?:_11, on a

bTi;:-ll[g()v [23) gn-l—l] = bsgo(‘r?—lb - B’r’riz—}-l)[g()a [33) gn-l—l]
= —sgob(T30 — BY}11)[90, s gnt1]
+(T’:7,+lb - B‘r;H—l)[gOa “eey gn—l—l]

par le i) du lemme 1.3.2. Or, les égalité (1)ét! et b2 = 0 donnent
bYE Dy = (Yo b — BYE)b = —BYhb.

De plus bB = —Bb implique bBY} ; = —BbY}, . Les égalités (1), et
B? =0 donnent bBY} ; = —BY:b. Do

. - .
DY 354 (90, s gnt1] = (T30 = BT 1) (g0, -wos Gnt]
pour tout [go, ..., gn+1] Ce qui montre (2);':_11 et assure que T, est un morphisme
de complexes.
On démontre de méme la G-linéarité de Y,. En effet YT et Y9 = id sont
G-linéaires. Supposons que Y _; et Y41 (n > 1,4 > 1) le soient également,
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alors quel que soient g, go, ..., gn € G, en appliquant la formule (2)}, on a

Tfl[g.go, 9G] = 5(g.90) (Tfklb — B'I‘f;l) [9-90, -5 9-9n]
= 8(9-90) (g(Tzl—lb - BT%_l)[go, agn])
= 9-(8(g0) (Th-16— BY} ") [90, -+ 9n])

1

(par G-linéarité des applications Y4 1 Y b et B et griace a la relation

n—1»
it) du lemme 1.3.2). En particulier T} est alors G-linéaire et on conclut une
nouvelle fois par récurrence. O
1.3.3. Etude de T, dans les complexes normalisés. — Si C, est un

module simplicial, le sous-module engendré en tout degré n par les images des
dégénérescences sy, ..., sp,—1 est acyclique ([Lo5]). En particulier, on appelle
normalisé de C, le complexe quotient défini pour tout n > 0 par

671 = n/('SO(Cn—l) + ...+ 3n—1(Cn—1))-

Ce quotient est un quasi-isomorphisme i.e. on a H,(C,) = H,.(C.). Remar-
quons que C,(A) est obtenu & partir de C,(A) en annulant les tenseurs (ao, ..., ay )
tels que a; = 1 pour un indice i > 0. Autrement dit, Cp,(A) = A®A®" otion a
noté A = A/k. En ce qui concerne E,(G),C.(G), ils sont obtenus en annulant
les éléments [go, -.., gn| pour lesquels il existe 0 < ¢ < n — 1 tel que ¢g; = gi+1-

Dans la suite on travaillera le plus souvent avec des complexes normalisés
pour simplifier les formules. On va donner dans cette partie une formule ex-
plicite pour Y, : C.(G) — BC, (G). Remarquons que, dans C,(G), on peut
toujours supposer qu’une chaine s’écrit [1, g1, ..., g»]. En pratique, les cycles de
C.(G) apparaissent naturellement sous cette forme (c’est par exemple le cas
pour les cycles étudiés dans les paragraphes 1.4, 1.5).

Sin>1eti>1on note I,il I’ensemble suivant

Il = {a = (ag,...,an,j) EN" x{1,...,n} fag+ ... +a, =i—1}.
On note T%, : E,(G) — En12:(G) (n > 1,1 > 1) application k-linéaire définie,
pour go, ..., 9n € G, par

F%([QO’ agn]) = Z na[go’gj’ [QO’Qj]aoﬁgj—l—l, [QOagj+l]aj+1,gj+2, [gOagj—i—Z]aH_z’
a€ll

--+1 95, [go,gj]aj]

avec 1, = (—1)*"=I+i(; — 1)I. On peut remarquer que I'; est G-linéaire et
donc définit une famille d’applications T, : Cp,(G) — Cri2:i(G) (n, i > 1).
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Pour n > 1, 1 < k < 4, on introduit le (gros) ensemble suivant

Kr]:’i = {ﬁ: ((ﬂ877 ) (61" M1 )7"'7( 27"'7ﬂgn)7(p(1)7"'p30)7'"’(pg""apzn)’japg)7
(avec ax, B, preNet2<j<n) /| ay=0,a0+..+a,=1—k—-1
n Qp
et pd+ > B+ BI+pl| =k}
p=0 q=1

Sin>1,1<k<i—1,onnote Vi : E,(G) = Eny2:(QG) Vapplication
G-linéaire définie, pour g1, ...,9n € G, par

vlri’i[lvgh )gn] =

~ ~ 0 ~ 0 ~ 0 = 0
N Z np I:]-agl, [1’gl]povgj7 [1agj]B0a]0[a gj+1, [1vgj+1]ﬁ]+17]j+l[’ =95, []ﬂgj]ﬁj )]][]
BEKR"

avec ng = (—=1)("~VM=9)(; — 1 — k)!(k — 1)! et ,[ est vide si aj = 0 et sinon

~ 1 ~ 1 ~ p > xp
]P[: |:glv [lagl]ppvgpa [1vgp]ﬂpa -y 91, [lagl]pp »9p> [lagp]ﬂp ] 5

pour p = 0, on remplace les g, qui apparaissent dans la formule de ],[ par g;.
Dans cette formule N est défini comme dans la partie 1.1.1.

Théoréme 1.3.6. — Dans BE, (G), pour a,b € G, on a

Yola] = [a]u® Yi[a,b] = Y (—1)ila, ] o,
i>0

Sin>2etgy...gn €G, on a dans Ci(G) les formules suivantes
(a) : Tg[laglaagn] = []- g1, -- ,gn];
(b) : T}L[laglv ’gn] = [ y g1y - ag'n] + s(l)F}L—l[gla "'7gn]7

. - ki
(C) : T;L'l[]"g:l? -'-agn] = F;L[lvglv ,gn]+3(1 n— l[glv agn]‘i‘ZZ:ll Vnz[lagla ---vgn]
st 1> 2.

On écrit facilement la formule définissant T[1,...,g,] de la maniére sui-
vante : on part de la chaine [1,g1,...,9,] et on insére i fois une paire [1, g;]
(avec 1 < j < n). Une telle insertion se fait toujours juste & droite de ’élément
g; initial. Ensuite on effectue toutes les permutations cycliques (avec signe) tt
qui place un des 1 “inséré” en position 0 et enfin on multiplie par (—1)*(i —1)!.

On peut de la méme fagon écrire assez facilement les chaines apparaissant
dans la définition de V%%. On part de [g1,...,9n], Puis on insére i — k fois
une chaine [g1, g;] (2 < j < n). Les insertions se font toujours & droite du g;
initial. Ensuite on ajoute 1 & gauche d’un g; inséré. Puis on insére k fois des
chaines du type [I, g;] avec cette fois 1 < j < m. On finit en multipliant par
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(—1)(n=D(=a)+i(k — 1)I(; — k — 1)! et en faisant agir N cest & dire toutes les
permutations cycliques qui placent un 1 étiquetté en position 0.
Cette construction apparait clairement dans le lemme suivant.

Lemme 1.3.7. — Pourn >1,j>0,1<k <4, on ales formules suivantes
dans E,19(G).

Y = (-1)/(SaB)!, Vii= FZ+2(i—k)Sid(rf;kld0)'

Démonstration du Lemme: Pour gq,...,g, € G, on a

n

(s(go)B)[goa agn] = Z(_l)n(nij)[gmgjagj—kla "'agj—lagj]
=0

= Z(_l)n(nij)[goagjagj%“la "'7gjflagj]
j=1

(car [go, o, g1, ---] est nul dans E,(G)) ; c’est & dire, au signe —1 prés, la formule
donnée dans le lemme pour T's (si o € I}, alors 7o = (—1)**~9+1 et ap =
... = ap =0). De plus

(=1)""(go, g, gj+1s - Gj—1,95) = t" g0, g1+, G5 (90 5]y Gj+1s s In)s
donc

n n
B Z(_l)n(nij)[gmgj’gj—l—l’ "'agj—lvgj] = Z B[gOagla -3 35, [go,gj]agj—f-l’ ,gn]
=1 i=1

En composant par s(,) et en remarquant une nouvelle fois que les chaines de

90) N
la forme [go, go, --.] sont triviales dans E,(G) on trouve :

n n
(8(90)3)2[g0, ,gn] = Z(_l)n(n—]) Z[govgjvgj-l-lv -y 9k, [907gk]’gk+17 ag]]
Or, si a € I2, on a g = (—1)""=D+2 = (—1)2n=9) et il existe 1 < k < n tel
que oy = 1, les autres «; étant nuls. Donc

P?‘L[QO) 7gn] = (8(90)3)2[90, 7gn]

Pour T, i > 2, on obtient la formule du lemme en i — 1 itération du calcul
(5(g0)B)[90; -+, gn]- Les factorielles apparaissent dans le calcul de (s(4,)B)* car,
pour une itération £ donnée, une chaine

(90,95, (90,931, gj+1, [90, 954+1] %, .., 95, [90, 95]%]
n’est obtenue qu’a partir d’une chaine de I'itération £—1 qui contient cp+arj+1
fois I’élément g;, a; + 1 fois I’élément g1,..., a, + 1 fois I'élément g,. Il y en
a exactement ¢ — 1 et, la composition par B éliminant les signes (comme ci
dessus dans la preuve pour I'2), leurs coefficients s’ajoutent.



1.3. CARACTERE DE CHERN EXPLICITE 33

La formule pour ViF s'obtient directement en “composant” les formules
obtenues pour I'}. O

Démonstration du Théoréme 1.3.6 : La formule pour T? est immédiate (puisque
T est l'identité sur la colonne 0).

On a déja donné une formule pour T( dans le lemme 1.3.4 : Ty([a]) =
Zi>0(—1)i%[a]2i+l. Comme les complexes sont normalisés, il ne reste que le
terme de la colonne 0.

D’apres le théoréme 1.3.5, pour n > 1,2 > 1, on a

1

.
|

T:'l[go, ceey gn] = (—1)i(SidB)i[g0, ceey gn] + (—1)1 (SidB)kSid((SbB)i_kb)[g(),

£
Il

0

= (-1 ( +Z 5(90)B)" 5(go) ((S(gl)B)ikdO
+Z )i kd (905 ---» Gn] ca,rb:Zdj,

Mais une chaine de la forme [..., go, go, ---] est triviale dans E,(G), donc

i—1 n
D (s(90)B) 3(90) | D (1) (5(40)B)" *d; | | 90, -, 9n] = 0 € EL(G).
k=0 j=1

On obtient alors la formule suivante (pour n, i > 0)

Y5 = (—1)" Y (SiaB)*Sia((Sa, B)' *do). (3.6.1)
k=0

Pourn=1,7>1,0n a

%

Yila,b] = ZZ 3(a)B)"3(a) (3(8) B)**[b]

k=0
= (~1)'(s(a)B)*s(a)0]

car (s(3)B)"*[b] = W[b]zz 2k+1 (cf Lemme 1.3.4) est nul dans E,(G) si
k #i. En particulier, on a

T1ila,b] = —[a, b, a,b).
Comme Bla, b, a,b] = 2[b,a,b,a,b] — 2[a,b,a,b,al], on a
Yila,b] = 2[a, b]*°

agn]
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En itérant on trouve (pour ¢ > 0)
Yifa,b] = > (—1)il[a, 5" o,
i>0

Pour n > 2, le Lemme 1.3.7 et la formule (3.6.1) impliquent que

i—1
Té =T + Sia(Th 1do) + > VE
k=1
ce qui termine la démonstration du Théoreme 1.3.6. O

Remarque : Un élément inversible a d’un anneau A définit un élément dans
K;(A) donné par la matrice [a]. Son image par le morphisme d’Hurewicz
H: K(A) — Hi(GL(A)) est le cycle [1,a] € C1(GL(A)). Le Théoréme 1.3.6
permet alors de calculer son caractére de Chern :

chi(a) = tr(p(T1([1,a))) = tr(p(Y_(=1)'d![1,a] " u'))

i>0

On retrouve ainsi la formule donnée dans [Ka2|, Théoréme 10.2.

1.4. Le caractére de Chern en bas degré

Dans ce paragraphe on va étudier le caractére de Chern algébrique en degré
2 chy : K9(A) — HC5 (A) ou A est une k-algebre associative.

1.4.1. Le caractére de Chern en degré 2. — On sait que le groupe
Ky(A) est isomorphe & Hy(E(A)) via le morphisme d’Hurewicz et donc che
est entiérement déterminé par la composée

Ca(B(4)) =5 BC, (E(4)) %> BC, (K[GL(4)]) - BC, (4).

Mais on a également vu que Ko(A) est le centre de ’extension centrale uni-

verselle St(A) S E (A). On va donner une formule générale pour le caractere
de Chern d’un élément de K3(A) défini comme sous-groupe de St(A).

Posons J§ = {a = (a1,...,ap) € N / a1 + ... + a, = ¢} et rappelons que
N : C.(k[GL(A)]) — C.(k[GL(A)]) a été défini au paragraphe 1.1.1.
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Théoréme 1.4.1. — Soit x = z;, j,(t1)... T, j, (tn) € K2(A). En notant e, =
€i,jr(tr), Br =e1...e, (1<r<m))ona:

Chz = ZZ Z' E E lver’(er_laeT)i)

r=2 >0
. 1_1 ~ ~ ~
H1)D (i—k-1)% > N(B Y B, (B, Be)™ e, (B Y By)®
k=0 "‘E"g(klil)
(B Bea) e (B, Bea) 548 g, (B B ) )

Pour démontrer ce théoréme on va donner une formule explicite pour I’iso-
morphisme de groupe H : K2(A) — Hy(E(A)). Effectuons d’abord quelques
rappels sur la formule de Hopf et le calcul différentiel de Fox [Fo].

Soit 1 - R — F — G — 1 une présentation d’un groupe G, le groupe F
étant libre. On suppose que S est un systéme générateur de F' et que R est
le sous-groupe normal engendré par un ensemble de relations. La formule de
Hopf énonce que

Hy(G) ~ (RN|[F,F]) /IR, F).

On peut expliciter cet isomorphisme en utilisant le calcul différentiel de Fox (cf.
[Bro], [Fo]). Rappelons que, si A est un F-module, une dérivation d: F — A
est une application vérifiant d(fg) = d(f) + fd(g) pour tous f,g € F. En
particulier d est uniquement déterminé par ’image ds des générateurs s € S.

Ainsi pour f € F' il existe une unique famille g—’; € F,s € S telle que d(f) =

df e
Y oscs ds ds pour toute dérivation d.
Précisément, si f = s1...s,, alors

d(f) = d(sl) + Sld(52) + -+ 31...Sn71d(sn).

Si f € F, notons f I'image de f dans G. On munit C®¥(G) d’une structure
de F-module & gauche de la maniére suivante : si f € F, a,b € G, alors
fla | b] = [fa | b]. Soit alors §: F — CP¥(G) la dérivation (unique) définie
par 0(f) = > ,csldf/ds | 5]. On notera encore J la restriction de § a R. Le
diagramme suivant est commutatif :

(K[GD[R] —Z> (K[G])[S] ~2— K[G]

| ek

Cy*(G) —= CY¥(G) —= ¥ (G) —
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Dans ce diagramme dont les applications sont G-linéaires, § est la restric-
tion de l’application définie ci dessus, §'[s] = [3], pour tout r € R, da[f] =
Zsesg—’;[s], di[s] = 1 pour tout s € S et r € R. On en déduit que §: R —
ker (CH2* — CP2r) induit un isomorphisme en homologie par passage aux quo-
tients.

Supposons que r = [a1, b1]...[an, by] € R. Regardons le groupe libre F en-
gendré par (21, ..., T, Y1, ---, Yn ). S0it 7 le relateur # = [z1, y1]-.-[Zn, yn]- Posons
R; = [x1,y1]-..[zi, ] et Ry = 1, alors, pour toute dérivation d, on a :

r
d(v) = Z (Rifldxi + Rifl.'vidyi — Riflxiyixifldxi — Ridy,') .
i=1
On en déduit, via le morphisme de groupes x; — a;, y; — b;, qu’en posant

Ri = [al,bl]...[ai,bi] et Ro = 1, on a

n

d(r) = Z ([Ri_1 | @;] + [Ri—1a; | Ez] - [RZE, | @;] — [R; | Bz]) . (4.1.1)

i=1
Lemme 1.4.2. — Siz = x;, j,(t1)...%i, j, (tn) € K2(A), isomorphisme d’Hu-
rewicz H : Ko(A) — Ho(E(A)) est donné dans Co(E(A)) par le cycle suivant :

n
H(z) =Y [1,Ep1, By
k=2

ot Ey (k > 1) est défini comme dans le théoréme 1.4.1.

Démonstration du Lemme: Soit F' le groupe libre engendré par les symboles
z;j(t) oui,j > 1,4 # j et t € A. Soit R le sous-groupe normal engendré par
les relations définissant le groupe de Steinberg (cf. 1.2.2) et par les éléments de
K5(A). On a alors G = F/R = E(A) et on va utiliser les résultats précédenst
sur le calcul différentiel de Fox pour cette présentation de E(A). Pour z =
T i1 (t1)... T4, j, (tn) un élément de K5(A), on a

6(x) = 0(miy 5y (11)) + - - - + @iy iy (81) - Ty s (bn1)8(Tiy, i (E))-
Donc, dans Co(E(A)), on a (en posant Ey = 1)

n
H(z) = ") [@iy o (01)-i 1o (Be—1) | iy, (E4)]
k=1
n
= P> Z[Ekfl | €ir i (tk)]
k=1

n
= [, By, Be].
k=1
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Le terme pour k = 1 est [1,1, E;], donc est trivial dans le normalisé Co(E(A))
ce qui achéve la preuve. [l

Démonstration du Théoréme 1.4.1 : Soit & = x;, j, (t1)...xi, j, (tn) € Ka2(A),
on doit calculer tro @ o Yoo H(zx) € HC, (A). D’aprés le lemme 1.4.2 et le
théoreme 1.3.6, pour 7 > 1, on a

n

i—1
TiH(z) =) (rgp, E, 1, B+ s)Ty ' [By 1, Byl + Y VE(L, B, 4, Er]) :
r=2 k=1

Or, en explicitant les formules de I' et V pour n = 2, on trouve
B, 1B = ()" Yi-2)! Y (B, By, B, B, Er 1, Er, [y 1, B,
ptg=i—2
= ()" - DBy, BT
Pour a € I, 1o = (—=1)!(i — 1)!, pour B € Kg’i, on a
ng = (—1)MOF (G — 1 — k) (k — 1) = (1) (i — 1 — k)!(k — 1)L
On en déduit
Z2[]-a E, 4, ET‘] = (_1)1(1' - 1)' Z N[lv Er 1, [Iv ET—l]pa E, [Ia Er]q]a

pt+g=i—1
Vi E, B = i N[, E, 1,1, E,_1]*, E, [1, E,]
2 [7 r—1, r] = Vg Z [1’ r—la[lv 7”—1] ’ 7"7[1’ 7'] [
aeJ;‘(_kI:-U

vy Bp_1, [T’ E,_1]%%+1 B, [1, E,]%+2]

avec Ji P défini comme dans le théoréme 1.4.1 et v} = (—1)i(i — k — 1)!k!.

2(k+1)
11 suffit de composer les formules obtenues pour I', V par ¢ pour achever la
preuve. O
1.4.2. Symboles en degré 2. — On va ici calculer le caractére de Chern

d’éléments importants du groupe K> comme les symboles de Steinberg et
ceux de Dennis et Stein. Les symboles de Steinberg sont étudiés en détail
dans [Mi] et, pour ce qui concerne les symbole de Dennis et Stein, on pourra
consulter [DS] ou [MS]. Si a,b sont deux éléments inversibles d’un anneau
A qui commutent, considérons les matrices diagonales X, = diag(a,a™1,1),
X} = diag(b,1,b7!). Ces deux matrices commutent et donc, si X,, X} sont
des relévements de X,, X; dans St(A), 'élément {a,b} = [X,, X;] appar-
tient & Ko(A) et est indépendant du choix de X,, X} (car Ka(A) est central).
L’élément {a,b} est appelé symbole de Steinberg. Il est bimultiplicatif, anti-
symétrique et vérifie

{a,1—-a} =1, {a,—a} =1
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pour tout élément inversible a. On conviendra que lorsque on écrit {a, b} c’est
que a,b € A* (le sous-groupe des éléments inversibles de A) et qu’ils com-
mutent.

Pour a, b € A, 0 < k < i, notons

ST (a,b) =

~ 1 ~

N( D (@)he, @t a)™, b, (ab ,ab)®, b7 (@ a), b, (b, ab)*+?))

a1+...+a2k+2:i—k

ol N est défini au paragraphe 1.1.1.

Théoréme 1.4.3. — Le caractére de Chern du symbole de Steinberg {a,b}
est représenté par le cycle

cha({a,b}) = Z(—l)i i'((ab)™1, a, (b,571)%,b) — ((ab) ™1, b, (a,a7 ), a)

i>0

- zi(i —k — 1)!E!(ST%(a, b) — ST;;(b,a))) ',

k=0

Démonstration: L’élément {a, b} = [X,, X}] n’est pas donné comme produit de
générateurs du groupe de Steinberg. Mais, puisque il est donné sous la forme
d’'un commutateur de deux matrices de St(A), on peut utiliser la formule
4.1.1 du paragraphe 4.1 pour calculer H({a,b}) sans décomposer le symbole
de Steinberg {a, b} en produit de générateurs du groupe St(A). On trouve
(dans C2(GL(A)))

H({a,0}) = ¢"([Xa|X3] - [Xp | Xa))
= [LXaaXaXlI)] - [LXIInXII)Xa]
= 1, Xa, Xo X)) — [1, X}, Xo X)]
par commutativité de X, et X;. On obtient donc
cha({a,b}) = tr (¢ (T2 ([1, Xa, XaX3) — [1, X3, XaX3)))) -

Les matrices X,, X;, X,X; sont diagonales. Aprés composition par T et
¢, on obtient des chaines de k[GL3(A)]®**** C Cyy.(k[GL(A)]) de la forme
kj(M3, M7, ..., M3 ,,,), (j €N, k; € k) ol les matrices M; € GL3(4) (0 < £ <
n + 2%, j > 0) sont diagonales. En particulier on a

3

tr(Mg, M, .o, MY, 5,) = (M3)iir (M )iy ooy (MF9,)i)-
i=1
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Comme les matrices M g ne peuvent étre égales qu'a X,, X;, X, X; et leurs
inverses on obtient

tr(pT2)([1, Xa, XaX3] — [1, X3, XaX3]) = ¢ (T2)([1,a,ab] + [, ! a7 "]
+[1,1,671 = [1,b, ab]
~[1,1,a7 ]+ [1,671,671)
= ¢Ts([1,a,ab] —[1,b,ab])
dans le complexe normalisé BC, (A). Le calcul de o(Y2)([1,a,ab] — [1,b,ab))

est analogue a celui de pYo([1, E_1, E;]) effectué dans la preuve du Théoréme
1.4.1. On trouve

1-\12[1, a, a’b] = (_1)1(2 - 1)' ST%(CL, b)a
sTi[L, a,ab] = (—1)i! ((ab) ™", a, (b,71)", b),
et, pour 1 < k < i, Vi ¥¥([1,a,ab]) = (~1)'(i — k — 1)!k! ST% (a, b).

O

Passons maintenant aux symboles de Dennis et Stein. Soient a,b deux
éléments de A qui commutent et tels que 1 — ab soit inversible. Pour i # j,
notons

Pij(a,b) = zi(=b(1 — ab) ")z j(—a)zji(b)zi;((1 — ab)'a).
Les éléments ¥(P; j(a,s)) et ((H;;(as,1)) ont méme image dans E(A). Le
symbole de Dennis-Stein associé est par définition
< a,b>= P, j(a,b)P; ' (ab,1) € Ka(A).

Ces symboles sont indépendants de 7 et j et on peut donc prendre i = 1,5 = 2
pour faire les calculs. Par convention on supposera, que lorsque on écrit <
a,b >, c’est que a,b vérifient les propriétés ci-dessus.

Rappelons que les symboles < a,b > sont antisymétriques et vérifient pour
tout a, b, c

<rb><a,c>=<ab+c—abc>, <a,bc>=<abc><ca,b>.

De plus, si a est inversible, alors le symbole < a,b > est un symbole de
Steinberg : < a,b >= {a,1 — ab}. Enfin dans le cas ou ab = 0 le symbole
— < a,b > coincide avec le symbole de Loday << a,b >> ([Lo3]).

On associe & < a,b > les matrices de E(A) suivantes :

T= 1—3(1—as)_1 (_1a—as)_1:|’U:[i (1)]"/:[(1)_&8 (1 as)!

On note J? I'ensemble suivant

J_g = {a = (011, ...,a2q+2) S N2q+2 / a; + ...+ A2q+2 = P et a9, ..., X2g+1 > 1}.
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Théoréme 1.4.4. — Le caractere de Chern des symboles de Dennis et Stein
est représenté par le cycle Y., chy(< a,b >)u' oi
chd(< a,b>) = (1,b(1—ab) !, a)+(a, (1—ab) 1, b)—((1—ab) 1, a,b)—(1, (1—ab) !, ab),
etsit>0
chi(< a,b>) = (1, (b(1 —ab)™t,a)"™) — (1, ((1 — ab) ™}, ab)" )]
i/3
+(—1)! E/:(i —k=1)%! > NVLT,(TLT), U, (VT V)®,
k=0

aEJ;;k
U_17 (,1,:_17 T)a37 (33 U_17 (i—;_lv T)02k+1, U’ (17_17 V)02k+2)'

Démonstration: Le symbole < a,b > est égal a
291 (—s(1—as) Vzia(—a)za (s)z12((1—as) " (a—as))za1 (—1)z12(as)zer (1—as) ™)
c’est & dire un produit de sept générateurs. Notons ey, ..., e7 les sept matrices
élémentaires associées (i.e. e1 = ez 1(—b(1 — ab)™!),...,er = e21((1 — ab)™1)).
Posons également F; = e;...e; pour ¢ = 1...7 et Ey = 1.

D’aprés le Théoreme 1.4.1 (et avec les mémes notations), pour ¢ > 0, la

composante dans la colonne —i du caractére de Chern de < a,b > est (dans

Cay2i(A))

7
ch§(< a,b>) = tr (Z ((—l)i(E,Tl,E,n_l, er, (e;l,er)i)

r=2
i—1 _ _ _
+3° N ENE B, (B B ) e, (B B,
k=0 aGJ;'(*k’fH)
6;17 (Er_flla ET'fl)asa teey e;la (Er_}p Erfl)a2k+1 » €r, (E;la Er)a2k+2)))

avec cf = (—1)%(i — k — 1)!k!. On définit Ch(r), a € J;(_klil) de telle sorte que

Cq(r) vérifie la formule suivante

7
chy(< a,b>) = Z(—l)"(tr(ErHEr_l,er,(erl,er)")
r=2
i—1
+3 = k=1 ) tr(Ca(r))
k=0 acJik

2(k+1)

Rappelons que, dans le complexe normalisé C 1 2;(A), une chaine (zo, ..., Tn12;)
est nulle dés que I'un des coefficients z;, j > 0, est dans k (on dira d’un tel
coefficient qu’il est trivial).
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Etudions tr(E; L, E._1, e, (e; 1, e.)?) (avec 2 < r < 7) pour commencer.
Prenons r = 2 par exemple. Par définition de la trace généralisée de Dennis
(¢f. 1.3.1), on doit calculer

Z ((E2_1)’i0,i17 (E2—1)i1,i2: (62)1'2,’537 (62_1)’53,1'4’ (62)i4,i5a )

i07'“7i‘n6{112}3+2i

Pour i > 1, comme e;' = ej2(a), le coefficient (e;');:, est non trivial si
et seulement si i3 = 1 et i4 = 2. Mais, si 74 = 2, alors (es);, ;s est trivial car
es = e1,2(—a). En conclusion tr(E; ', Ey, ez, (€5 ', e2)?) est nulle dans Ca9;(A)
pour ¢ > 1.

(1 —ab)~t a
—b(1 —ab)™t 1

tI‘(E;l,El,(?Q) = (1,b(1 - ab)_l,a).

Pour i = 0, comme E, ' = [ on trouve

On trouve de méme que, pour r = 3,...7, tr(E, }, Er_1,er, (e, 1, €,)") = 0 si
1>1etona

chd(< a,b >) = (1,b(1—ab) ™!, a)+(a, (1—ab) ™, b)—((1—ab) ™', a,b)—(1, (1—ab) ™', ab).

On va maintenant calculer tr(Cy(2)), a € Jé&ﬁu) dans Ca42;(4) (i > 1).

Par définition de la trace on est ramené a étudier les termes de la forme
£ 12 -1 —1
IU/w(a) = t ((E2 ){JJO,(Hl? (E1>OJ1,UJ2’ (El )UJ2,UJ3’ st
=1
LR (62)W1+2pyw2+2p’ (E2 >w2+2k WS 42K ") (E2)w2+2i1w0)
ou £ est un indice appartenant & {1,...,2 + 27} dont P’action sur C,(2) place
en position 0 un coefficient venant de E, ' ou E; ' (en particulier £ > 0), et
weN= {w = (wo, ...,w2+2i) € {1,2}3+21}.
Comme les coefficients triviaux (i.e. ceux inclus dans k) induisent des chaines

nulles dans Ca,2;(4), on peut se contenter de calculer les éléments uf () pour
lesquels aucun coefficient (en position non nulle) est trivial. Rappelons que

1 —a
—b(1 —ab)™t (1 —ab)™!
En particulier (E1),, 0, est trivial sauf si wq = 2, wp = 1. On supposera
désormais que wy = 2 et wy = 1. Si wp = 2, alors (E5 1) y0w = 1 et p(a) =0.
On peut donc aussi supposer que wy = 1.

Supposons a; > 0, alors

Ho(@) = (—a,=b(1 = ab) ', (BT 100 (Bt s on -+):

Mais (Efl)l,ws =1 si ws

ph(a) # 0, est 13 = 1 (
(E1 = 62’1(—1)(1 - ab)*l

E1 = 62,1(—b(1—ab)_1), €y = 61’2(—(1) et E2 =

= 1 et 0 sinon. Le seul cas possible, pour que
et £ =1+ 2i). Or, sirg = 1, (B1)wsw, st trivial
)). On peut se ramener & calculer les uf(a) pour
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lesquels a; = 0. Comme wy = 1 et que (e2)1,1 est trivial, on peut aussi supposer
que w3 = 2. Si ag = 0 (en particulier k¥ > 0 puisque ¢ > 1) , on doit calculer

:“f;(a) = (—a,—b(1 - ab)_l’ ) (651)2,w4’ )

qui est nul dans Cay2;(A) car (e5')s,« est trivial. On se limite donc & regarder
les cas ou a € J;@’:l) est tel que a3 = 0, az > 0. Si k > 0, le tenseur de
Ca.2i(A) en position 34 2as est de la forme (62)w3+2a2 Wat2ag

Sl w34+2q, = 1 €t wa124, = 2. On doit donc calculer

(B3, B2)*)21 = (B3 M2ws (B2)wsws (By s wsr - (B2 )wn oy 1)-

. Il est non trivial

Si k = 0, alors, comme wy = 1, on doit aussi calculer ((E; ", E2)%)21.

Comme on ne s’intéresse qu’aux tenseurs ((E; I,Ez)‘“)z,l non nuls, rappe-
lons qu’ au plus une seule des matrices E; ! peut donner un 1 (et que cette
matrice est fixée par le choix de £). Si wy # 2, (Ez_l)m = b(1 —ab) ! et alors
ws = 2 car (E2)1,1 = 1, ce qui rameéne & 'étude de ((E5 ', E2)®2 )3 1. On peut
poursuivre cette réduction tant que le coefficient venant de E; ! nest pas 1.

Regardons de méme (E2)u,,,,,,1- 11 st trivial & moins que wa 24, = 2. Le
coefficient (Rz)1,1 = 1 ce qui implique que les seuls termes non triviaux sont
ceux pour lesquels 79,19 = 2. Or (E2_1)w1+2a2,2 = a si w1424, = 1 et 1 sinon.
Donc, si on suppose encore (E, 1)w1 20,2 # 1, on peut se réduire a 1’étude de
(B3, B2)™)a,.

Comme il ne peut y avoir qu’ au plus un seul 1 dans les coefficients de
((E3', E2)2)s 1, par réduction & droite et & gauche, on se raméne au cal-
cul de (E5 1,E2)2,1. Alors wqs = 1 donne un terme trivial et par conséquent
(E2_1a E2)2,1 = (1’ _b(l - ab>71)'

En particulier, si pé(a) # 0, alors il y a un 1 dans les coefficients des
tenseurs provenant de ((E ', E2)??)21 (et £ est donc fixé). Montrons que, si
k>0, ,uf,(a) = (. Supposons a3 > 0, on doit calculer

('---7 (62_1)1,2a (E1_1)2,w5+2a2 ) (El_l)w5+2a2,6+2a2 ) )

Or (E’f D)o ws 12, €St non trivial uniquement pour wsy2q, = 1. On en déduit
que (El_l)w5+2a2,6+2a2 est trivial et u(a) = 0. Si a3 = 0, on doit calculer
(eory (€3 M)1,2, (€2)2,ws 420, ) qui est une chaine nulle dans Cy2;(A4) car (e2)2
est trivial.

En conclusion on peut se limiter au cas k = 0 ( et donc ag = 7) i.e. au calcul
de

te(_a'; _b(l - a’b)_la —-a, (E2_1a E2)%,1)'
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En reprenant le calcul effectué pour (£ L Ez)’é,l) et en sommant sur les ¢ choix
possibles pour £ on obtient

i—1
D i—k-1 Y tr(Ca(2) = (-1)i(L, (b(1 — ab) ™", 0)").
k=0 Q€T30
En faisant un raisonnement analogue on caclcule tr(Cy(r)), r = 3,...7.

Comme U = e3, V = FE3 et T = Es, avec les notations du théoréme on
trouve

tr(Ca(3)) = (VL,T,(T7HT)™, U, (VT V)™,
UL (T, T)%, . U (T, 1)k, U, (V1 V)22

et que cette chaine est triviale si a; =0 pouri=1,...,2k + 1.

1—ab —ab
_ —ab)1(g— _
Onaes =ejp((l1—ab) " (a—ab)) et E4= [ 0 (1—ab) ! | Ces
matrices étant triangulaires supérieures, on obtient facilement tr(Cy(4)) =0

quel que soit a € J;@’:_l).

De plus e5 = ez,1(—1), donc (e5),, est trivial que que soit w,w’ € {1,2}
et tr(Cq)(5) = 0 pour tout a. De méme E7 = id implique que tr(C,(7)) = 0.
Enfin le calcul de tr(C,(6) est totalement analogue a celui de tr(Cy(1) et on
trouve

i—1
Z(i —k—1)k! Z trCy(6) = (—1)" 1i(1, (1 — ab) L, ab)' ™).
k=0 €3Gl )
O
Corollaire 1.4.5. — Soit A un anneau contenant Q. Si a,b € A sont tels

que ab =0, alors le caractére de Chern du symbole de Loday << a,b >> est
cha(<< a,b>>) = ((1,a,b) — (1,b,a))u’ = B(a, b)u’.
Démonstration: Quand ab = 0, d’aprés le Théoréeme 1.4.4, on a
chd(< a,b>) = (1,a,b) — (1,b,a) = B(a,b).

On peut de plus calculer facilement la somme correspondant au terme tr(Cy(3))

(a € J,i_k) de la preuve du Théoréme 1.4.4. En effet les termes diagonaux de
la matrice V' (du Théoréme 1.4.4) sont alors égaux a 1. Le calcul de tr(Cy(3))
devient alors analogue & celui de tr(Cn(1)) et, pour i > 1, on trouve (dans
C2+2i(4))

chy = i!(1, (a, b)H—l) — (L, (b, a)H—l)'
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Si A contient QQ, notons z(<< a,b >>) la chaine de ToTBCj5 définie par
2<<a,b>>) =Y (1) +1))(a,b) T rui .
i>1
Alors b(z(<< a,b>>)) =0 et
B(z(<< a,b>>)) =iy ((1,(a,d)""") = (1, (b,a)1))u’
i>1

ce qui assure que les termes des colonnes strictement négatives sont des bords.
O

Remarque : 1) La formule donnée est valable dans le complexe non normalisé
BC; (A).
it) Si A ne contient pas Q, on peut quand méme définir 'élément z(<<

a,b >>) (apparaissant dans la preuve du corollaire 1.4.5) sur les colonnes —i
telles que 7 + 1 ne soit pas premier. On trouve alors

chy(<< a,b>>) =" (p — D!((1,(a,b)P) - (1,(b,a)P)) u?~*
peEP
ou P est 'ensemble des entiers p premiers.
Ezxemple : Quand A est une k-algébre commutative contenant Q, on sait qu’il

existe une application 7, : C,,(A4) — Q7 (pour tout n > 0) ot Q7 est le pieme

module extérieur sur l'algebre QY des formes différentielles commutatives sur
A, i.e. 'algebre engendré par les symboles xzdy ou z,y € A, d est k-linéaire et
vérifie, pour tout z,y € A,

d(zy) = zdy + ydz.
Cette application est définie, pour tout ag, a1, ...,a, € A, par
1
Tn(ag, -y an) = maodal...dan.

Cette application induit un morphisme de bicomplexes de BC, (A) dans le
bicomplexe suivant, noté BNQY,

0l 0l 0l

- 0 & oy & QY
0l 0l

& a, &
0}

d

&0

qui est un quasi-isomorphisme si A est lisse, cf. [LQ].
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Calculons la composée 73 o cho(< a,b >). On a
mochd(< a,b>) = mDa(< a,b>)
1
= 5 (d(b(l —ab) ™ Hda + ad((1 — ab)~1)db
—(1 — ab)~'dadb — d((1 — ab)~")d(ab))
= —(1—ab)"‘dadb.

On retrouve ainsi un calcul qui est dans [Del].

En revanche, si ¢ > 1, alors chb(< a,b >) est une combinaison linéaire

de chailnes de A ® Z®2i+2

I’ensemble

dont les 2¢ 4+ 2 derniers tenseurs appartiennent a

{a*,b*,(1 — ab)®, (b(1 — ab) 1), ab;a = +1}.
On en déduit alors que 72 o chi(< a,b >) = 0 et par conséquent,

9 0 cha(< a,b >) = (—(1 — ab) " *dadb)u’.

Corollaire 1.4.6. — Si A est une k-algébre commutative lisse contenant Q,
alors
cha(< a,b >) = Dy(< a,b >)u’ = (—(1 — ab) ' dadb)u®.

Remarque : Dans de nombreux cas les groupes Ko(A) ou Ko(A,I) (ou I est
un idéal bilatere de A et K,(A,I) les groupes de K-théorie relative associés)
sont engendrés par les symboles de Dennis et Stein (voir, par exemple, [Mi],
[MS], [DS], [We2], [Mu]). Par exemple, si A est un anneau local ou si la paire
(A, I) est telle que I'idéal I soit radical, alors la projection P sur la colonne 0
restreinte & I'image du caractére de Chern est injective, i.e. chy = Dy 0.

1.5. Quelques calculs en degré supérieur

Dans les deux paragraphes suivants on va calculer le caractére de Chern des
symboles de Loday << by, ...,b, >> et des symboles de Steinberg généralisés
{ai,...,an} pour n > 2.

1.5.1. Symboles de Steinberg généralisés. — Lorsque A est un anneau
commutatif, on a un produit gradué commutatif ([Lol], voir aussi le para-
graphe 1.6)

Kp(A) x Kg(A) == Kpiq(A).
En particulier, si ay, ..., a, sont des éléments inversibles de A et {a1}, ..., {an}
leurs images dans Ki(A), alors {ay,...,an} = {a1} *... * {a,, } est dans K, (A).
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Supposons maintenant que A ne soit plus nécessairement commutatif, mais
que Pon ait des matrices my, ..., m,, dans GL,(A) qui commutent deux & deux.
Soit @ I'unique morphisme d’anneaux Z[z1, ..., Tp, T] ..., 5 1] = Mp(A) qui
envoie chaque générateur x; sur m;. On a alors un morphisme induit

-1 -1
0s : Kn(Zlz1,...,2n, 21 ..z, ]) = Kn(A)
et on note {myq,...,mp} = 6. {1, ...,z }.
Par définition, si a, ..., a, sont des éléments inversibles qui commutent, le

symbole de Steinberg généralisé est {aq,...,an} = 0({x1, ..., 2n}) € Kp(A).
On reprend les notations du Théoréme 1.3.6.

Théoréme 1.5.1. — Soient ay, ..., a, des éléments inversibles d’un anneau
A qui commutent deuz & deux. Le symbole de Steinberg généralisé {ai,...,an}
vérifie

chn({a1,-an}) = Y elo) [ D o (sTy ], ... ay]

gES, i>0
i—1

+TE + > VEH[1,3a7, ...,ag]) u)
k=1

ou Eg = Qg(1)0g(2) Qo (j) pour j = l..n.

Remarque : On constate que la formule donnée par le Théoreme 1.5.1 pour
n = 2 est la méme que celle donnée par le Théoreme 1.4.3.

Avant de démontrer ce théoréme calculons 'image par le morphisme d’Hu-
rewicz H : K,,(A) — Hp,(GL(A)) des symboles {my, ..., m, } o my, ..., m,, sont
des matrices de GL,(A) qui commutent deux & deux, résultat utilisé également
pour démontrer le Théoréme 1.5.3. Dans GL,(A), on a les opérateurs suivants :

diag’ diag? inc
GL.(A) =5 GL3.(A) GL,(A) =5 GL3 (A) GL,(A) =5 GLs,(A)
m > diag(m,m~1,1), mw— diag(m,1,m™t), m > diag(m,1,1).
On associe aux matrices my, ..., my, les matrices M; (¢ = 1...n) de GL3gn-1,(A)
définies par
My = (diagh)"1(m1), M, = (diag')"2diag?(ms)
et M; = (diag")" *diag2(inc)*"?(m;) pour i = 3...n.
Lemme 1.5.2. — Soient my, ..., m, des éléments de GL.(A) qui commutent.

L’image de l’élément {my, ..., m,} par le morphisme d’Hurewicz H : K,(A) —
H,(GL(A)) est donnée par le cycle

H({my,..mn}) = Y &(0)[1, My(1y, Mo(1) My(2), s Moy Moz Moy

oEY,
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ou Xy, est le groupe des permutations d’un ensemble a n éléments.

Démonstration: Par naturalité de H on se rameéne a 'étude de H({z1, ...,z }).
On raisonne par récurrence sur n, le résultat pour n = 2 ayant été démontré

dans la preuve du Théoréme 1.4.3. Nous appelons R l’anneau commutatif

Z[x1, oy Tny 27ty yzy] et p 0 R® R — R la multiplication. On a, dans

K,+1(R), légalité de symboles {z1,...,2p+1} = {z1,...,2n} * {zn1} (par
définition des symboles {z1, ..., Zn+1}). On identifie z; & la matrice [z;],i < n
et T, 1 avec la matrice inc™ ! ([zp41]).

Reprenons les notations du paragraphe 1.6. D’apres la remarque précédent
le Corollaire 1.6.5, on a

H({.’L‘l, ...,a:,H_l}) = H({.’Bl, ,.’En} * {$n+1})
= > (o) (he (sh ([1, Xo(1), Xo(1) Xo(2), -

oED,
o Xo(1) Xo(2) - Xom)s [1, Tny1])))
= Z 8(U)M* (Sh (diagl ([laXa(l)a -'-aXa'(l)Xa(2)---Xa(n)]) )

oESn
diagy ([1, zn11]))) -
Pour 1 <i < n, o € %,, notons X7 = diagy (Xg(1)---Xo(i))- On a
H{z1,...,tnt1}) = Z e(0) (101, X! ®1,..,X7 ®1,X7 ® diagy(zn+1)]
oESn
-1®1,XI®1,...,X7_; ®diagy(znyi1), XI ® diagy(zn11)]
+o.+ (-1)" 1® 1,1 Q diagy(znt1), -, X3 @ diagy(zn1)])
= D LX), Xy Xa @) s Xy Xa(@) -+ Xytnt))-
YEXn+1
On obtient la formule du lemme en composant par 8,. O

Démonstration du Théoréme 1.5.1 : On identifie aq,...,a, a des matrices de
GL1(A). Le lemme 1.5.2 implique que

chn({a1, .., an}) = treTn( Y e(0)[L, As(1)> Ao(t) Ao(2)s - Ao(t) As(2) - Ao(n)])
oEY,

ol les matrices A,(;) sont définies comme dans le lemme 1.5.2. Toutes ces
matrices sont diagonales, donc on peut raisonner comme dans la preuve du
Théoréme 1.4.3 pour montrer que, pour o € X,

trﬂo'rn([la Aa’(l) > Aa(l)Aa(2)a ) Ao-(l)Ao'(2) Ao’(n)]) =

OTn([1, 85(1), Ao (1) 8o (2) -+ Bo(1) Go(2) - Ta(n)])-
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(On peut aussi utiliser le corollaire 1.6.5). Le Théoréme est alors une conséquence

du Théoréme 1.3.6. O
1.5.2. Symboles de Loday. — On veut ici calculer le caractére de Chern
des symboles de Loday << by, ..., b, >> (définis dans [Lo3]) pour n > 2.

Si by, ..., b, sont des éléments de A tels que biby = bobs = ... = byby = 0,

notons R;, ¢ = 1...n les matrices élémentaires suivantes
R; = ei,z’—|—1(bi), sil<i<netR,= en,l(bn).

Les matrices R; commutent deux & deux ce qui permet de définir le symbole
de Loday

<< by ey by >>= 9*{.’21, . .'En}
ou @ est le morphisme associé & Ry, ..., R, comme dans le paragraphe 1.5.1.

Théoréme 1.5.3. — Soient by,...,b,, n > 3, des éléments d’un anneau A
tels que biba = babs = ... = byby = 0. Alors, dans BC,, (A), le caractére de
Chern du symbole de Loday << by, ...,b, >> est donné par le cycle

n
Chn(<< by, oyby >>) = D (=) DU (L b, by g)ul
j=1
= B((bla ) bn))u’o
Démonstration: Rappelons que, pour ¢ = 1..n — 1, on a R; = e;;41(b;) et
Ry, = en,1(by). Pour tout ¢ > 0, on doit calculer
chl = tro T (H (<< by, .oy by >>)).

Notons x : H,(GL(A)) ® H.(GL(A)) — H.(GL(A)) le “shuffle” produit (cf.
paragraphe 1.6). Comme << by,...,b, >>= {Ry,...,R,} = {R1} * ... * {Rp},
d’aprés le Corollaire 1.6.5, il suffit de calculer

tro Ty (H({R1}) x H({R2}) x ... x H{Rn}).
En notant 7T;-r = Ra’(l)Ra(2)'-'Ra'(j) (j = 1...n), on a
H({R1}) x H{R2}) x . x H{Ra}) = Y e(o)[1,77, 75, .., 7Z].
oEY,

On obtient cette formule & partir de celle du Lemme 1.5.2 en remplagant les
matrices intervenants par leur premier bloc diagonal de taille n (c¢f. Corollaire
1.6.5).

Intéressons nous d’abord au cas de i =0; on a :

chp(<< by, oyby >>) = Y (o) (tr(( (x5) ", RY, RS, ..., RY))) -

oEY,
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On travaille dans C,(A). Rappelons qu’un élément de A est dit trivial s'il
appartient & k. Pour tout o € %, et tout i = (49, ..., i) € {1,...,n}" "1, on doit
calculer

pi(0) = (7)™ igyizs (BY ir,izs (BE )inyiss s (BT )inio)-

Or, (RY)i, i, est trivial sauf si iy = o(1) et ia = o(1) + 1. Les tenseurs p;(o)
non nuls dans Cp(A) vérifient donc iy = o(1) et i = o(1) + 1. Plagons
nous dans ce cas la. Le coefficient (R§)q(1)11,i, est trivial & moins que o(2) =
o(1)+1 (modulo n) et i3 = 0(2)+1 = o(1) +2 (modulo n). En poursuivant le
raisonnement on obtient, pour 0 < i < n, que p;(o) est nul dans Cp,(A) sauf
si, pour tout j = 1..m, 0(¢) = 0(1) + i — 1 modulo n (c’est & dire o est une
permutation c1rcula1re) et que i; = o(j). On obtient alors (en sommant sur
toutes les permutations circulaires)

n
Chg(<< b1y ey by >>) = Z(—l)(n_l)(j_l)(l, bj,..es bjfl).
=1
Passons au calcul de chil, i > 1. D’apres le Théoréme 1.3.6, pour tout
o € Xy, on a l'égalité suivante dans Cj12;(A)

i—1
Y177,y 73] = To[L, 7, oy 1] oI ], oy w4+ Y VAL 7, o 73],

On note Ty, (0) = (T4 (1,79, .., 73]), T (0) = p(s)Th 4 [77, .. 75]) et V' (0) =
<P(Vﬁ’z[1,7ri', ..., 7)) de sorte que

Ch:l(<< bl, ...,bn >>) = Z &-(0-) tr 1‘\ + I-\z Z Vk z

o€y, k=1¢—1

On montre que, iy (Toes, 6(a)tr(fi(a))) Vi1 (Does, e(0)tr(Ti (o)) !

ainsi que ;4 (dezn e(o)tr(3 PRV 1(cr))) u® sont tous trois des bords de

BC,, (A). Les preuves de ces trois cas sont complétement analogues ; on donne
ci-dessous la preuve pour ) ;- (ZUEEn e(a)tr(ﬁl(a))) ut. Pour i > 1, 0n a

f:z(0-> = ]\7 Z ((Wg)ilaRa'(l)’((;f)il’wiJ-)alaRa'@)a((;g)ila”g)aa---

al+...tan=1
© Ra’(n); ((ﬂ'g)_la ﬂ'g)an)'
Pour 0 € Xy, w = (Wo, -y Wny2i) € {1,...,n}" 2 et a = (a1, ...,a,) € N?

tel que ay + ... + a, = ¢, On doit calculer

Hf;,a - te(( )wo w1? (Ra(l))wl,ww XY (ﬂ-g)wn+2i,w0)
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ou £ est un indice tel que la permutation cyclique t¢ place en position 0 un
coeflicient venant de (7’1'\]‘-;)_1 (J=1,..,n).

Mais (Ry(1))w;w, €st trivial (i.e. dans k) sauf si wy = o(1) et wg = o(1) + 1.
Donc (£ # n + 2i) p5% = 0 dans Cp42i(A) si wy # o(1) ou wy # (1) + 1. On
suppose désormais cette condition vérifiée.

Supposons de plus que a; > 0. Rappelons que 77 = e (1)0(1)+1(bs(1))-
Comme ((7r‘1’)_1)0(1)+1,w3 = 1siwg = o(1) +1 et O sinon, si le tenseur uﬁ,’f{l
est non nul, alors w3 = o(1) +1 et £ =n + 27 — 1. Mais alors (7] )(1)+1,w, €St
trivial et donc uffa est nul dés que a; > 0. On est donc ramené & considérer

les tenseurs ,uf,’f& pour lesquels a; > 0, w1 = o(1) et wy = o(1) + 1. Ils sont de
la forme

uf;,ga = tz((ﬂg);ol,g(l)v ba(l)v (RU(Z))U(l)—I—l,ws) ) (ﬂ-g)wn+2iaw0)'

Pour que (Ry(2))o(1)41,ws SOit non trivial, il faut que o(2) = o(1) + 1 (modulo
n) et w3 = 0(2) +1 =0(1) + 2 (modulo n). De méme que précédemment, on

peut montrer que az > 0 implique pgn = 0. En itérant ce raisonnement on

se rameéne & considérer les tenseurs ,uf,’f’a pour lesquels a3 = ... = ap_1 =0, et
pour j = 1..n, w; = o(j) = 0(1) + j — 1 (modulo n). En particulier o est une
permutation circulaire. On doit donc calculer

o _ 420 -1
,Uz;,of - tz (_ba(n)7 b0(1)7 ) ba(n)7 (“5)0(1),%“7 (ﬂ-z)wn+1awn+27 X R) (WZ)wn+2i,a(n))
avec £ =1...14. Les coefficients inconnus sont de la forme +b,;), 1, ou 0. Donc,

si pi}f # 0, alors, il y a au plus un 1 qui apparait (et 2¢ est alors fixé), les
autres coefficients sont de la forme +b,(;) et de plus, si (ﬁ),ﬁ{rw = +b,(j),
g);‘ilmu = *£bs(j41) ou 1. Par conséquent, & un coefficient prés, les

tenseurs uf;’a(a) ne donnent que deux types de chaines non nulles :
(i) = les chaines C} = (1, (b;, ey bj—1) 1) € Crpns(A)

(ii) : les chaines C§ = (bj, ..., b; 1)'™* € Cnins 1(A).

alors (m

Supposons que n = 2m. Alors, on a Y : Cp(GL(A)) — Cpyi2:(A), mais
ns —1 = 2ms — 1 est impair (donc # 2i). En particulier, seules les chaines C’J‘?
sont possibles pour ¢ = sm. De plus o étant fixé, il y a ¢ choix possibles pour
s. En sommant sur les n permutations circulaires possibles on trouve chaque
C# précédé du coefficient (—1)"+7~14.

Simaintenant n = 2m+1, on obtient des chaines C7 pour s pair et i = sn /2.
En sommant encore sur les permutations possibles, on trouve chaque chaine
Cj (s pair) précédé du coefficient (—1)4.
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Mais on obtient également des C’f avec k = 2s+1 impair (et i = 1/2(nk—1)).
Apreés avoir sommé sur les n permutations circulaires, on obtient chaque C;
précédé du coefficient (—1)+14.

En résumé on a obtenu, en notant i(n,s) = 1/2(n(2s +1) — 1)
- Sin=2m, Y 5 e(0)tr(T, (c)) = 0sii# sm, et, pour s > 0,

n

3 (@)@ () = S (-1 (sm)! (1, (bj, -y bj1) ).
oES, j=1
~Sin=2m+1, Y, oy e(0)tr(Ty(a)) = 0sii# sn,1/2(n(2s+1) - 1), et

n

D e(o)tr(T,(0) = Y (sn)! (1, (bj, ., b 1)),

oEYy, j=1
Z 6(a)tr(fﬁl(n’s)(a)) = —Zz’(n,s)! (bj, ey bj1)*T25.
aEEn ]:1

Pour terminer la démonstration, on doit maintenant montrer que
Z(Zdﬁ@%@m
i>1 \o€X,

est un bord de BC, (A). Comme n > 3, on a sm > s+ 1 si n = 2m (resp.
sn>2s+1sin=2m+1, s> 0). Donc s+ 1 divise i! avec i = ms (resp.
divise ¢! avec ¢ = ns). Soit alors, pour n = 2m,

!
z << bl, ,bn >>= Z (S—T)l (bla ---’bn)s+1usm71'
S

>0

On a b(z << by,...,by, >>) =0 (car bibjy1 =0) et

Bz << bpyoybp >>) =Y (Z a(a)tr(fj;(a))> ul,

i>0 \o€X,

c’est & dire que ) ;. (degn e(a)tr(ﬁl(a))) u' est un bord. Sin =2m + 1
on pose
!
2 << by by >> = Y (sn)t (b1, ..., by )25 1ysn 1

= 2s+1

i(n, s)! ,
T DAL NS Lo
s>0
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On obtient encore

(b+ B)(z << b1y .oy by >>) = Z ( Z 6(0)tr(fiz(a))) ul.

i>0 \oeX,
O

Remarque : Une formule pour le caractére de Chern du symbole de Loday de
dimension 2 << by, by >> est donnée dans le corollaire 1.4.5 & partir de celle
pour les symboles de Dennis et Stein. Le calcul du théoréme 1.5.3 s’applique
sans changement pour che(<< by,be >>), & part le dernier paragraphe. On
retrouve alors exactement la méme formule que celle du Corollaire 1.4.5.

Lorsque A est une algebre commutative contenant (), il existe des décomposi-
tions (appelées décompositions de Hodge) de K,.(A) et HC, (A) obtenues a
partir d’opérations appelées A-opérations (cf. [Kr] [Ca],[LP], [Lo5]). Les A-
opérations sur la K-théorie d’un anneau sont induites par le produit extérieur
de matrices. Pour M € GLy,(A) on note A ,, (M) la matrice carrée inversible
sur A7 A™ définie par

A (M)(01 A oo Avj) = M (1) A oo A M (7).

D’aprés [Cal, sur la partie primitive de ’homologie du groupe GL(A), les
A-opérations sont données, pour tout My, ..., My, € GLy,(A),n> 1,k > 1, par
k .
(m—1+1

MMy, ..., M,] = @(-1)@( ,

) (A% 2 )Mo, ..., M)
=0

1

ou on a noté @ lapplication induite par la somme directe de matrices (cf.
1.6). Les A-opérations sur ’homologie cyclique proviennent des opérations
extérieures de matrices sur ’algebre de Lie associée via le morphisme de Loday-
Quillen ([LP]). On considére ici les A-opérations qui sont appelées “vraies” A
opérations dans [Lo5]. Explicitement ces opérations sont données par les ap-
3k

plications BC, (A) N BC_ (A) définies par sz = 0 k_ix,’iﬂi ut ol, pour
tout zg, ..., zm € A, on a -

k .
meo,...,xm)=Z<—1>f(m.“) S (CDF (o) (@0 Zo(r)s s Tom)

]
i=0 0E€ESm k—i

ou Sy, est 'ensemble des permutations de ¥, ayant k¥ — 1 descentes.

Corollaire 1.5.4. — Si A est une algébre commutative contenant Q, alors,
pour tout k > 1, on a

Me(chy << by, oy by >>) = k chp (AR (<< by, ..y by >>)).
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Ce corollaire a été obtenu en K-théorie et homologie cyclique multi-relative
par Geller et Weibel dans [GW].

Démonstration: D’apres le Théoreme 1.5.3 et [LP], [Lo5] on a

Xe(chp (<< by, ooyby >>)) = A(B(by, ..., bp))u®
= kl;(An 1(b1a abn))uo

k
=k (1 (") T 0 Wbty

!
UESn$

ou S;z,k est ’ensemble des permutations de ¥, avec k — 1 descentes et
telles que o(1) = 1. En notant toujours H le morphisme d’Hurewicz et &

Papplication induite par la somme directe des matrices en homologie, d’apres
[Ca], on a

k .
-1 .
H(\, <<by,...,bp >>) = P(-1)° <n . +Z> (AS D H(<< by ooy by >>).

En utilisant les arguments des preuves du Lemme 5.3 de [LP] et du théoréme
1.5.3, on obtient

k .
n—1
Cha(NE << byosby >>) = Y (-1) (” ) “) Y (0)tr(¢Tall, By, - - -

1
oEY,

ou Uy i est 'ensemble des conjugués de 7 (la permutation circulaire stan-
dard) ayant k descentes cycliques. Or, on a une bijection naturelle Uy, j_; =

S, . ce qui donne la conclusion. O
K

On obtient comme corollaire du Théoréme 1.5.3 et du Corollaire 1.5.4 le
résultat suivant de Cathelineau ([Ca], Théoréme 1) et Geller et Weibel ([GW],
Théoréeme 2.3)

Corollaire 1.5.5. — Soit A une algébre commutative contenant Q et I un
idéal nilpotent de A tel que, pour tout k > 1, le morphisme d’algébres I¥ —
I*/T**Y est scindé. Alors le caractére de Chern chy : K. (A, I) — HC. (A, I)
vérifie, pour tout n > 1, Xfl chy, =k chy AE.
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Soit A = @i>04; une Q-algebre graduée. Alors le caractere de Chern ch,
K,(A)/K.(Ay) - HC_(A)/HC; (Ao) induit sur les augmentations vérifie,
pour tout n > 1, Ak ch, =k ch, \E.

Démonstration: On doit montrer que ’isomorphisme de Goodwillie ([Go],
Théoréme I1.3.4) est un isomorphisme de A-anneaux (i.e. anneau muni de
A-opérations). Les arguments de [Go], paragraphe III (voir aussi [Ca], Re-
marque 2.5) permettent de se ramener au cas ou I est scindé. Par hypothese
on se trouve alors dans la situation I* — I*¥/I**! est scindé pour tout k& > 0
(avec la convention I = A) et la premiére assertion du corollaire se rameéne
alors & la seconde (cf.[Go| paragraphe 4.1). Ces arguments sont utilisables car
I’homologie cyclique relative des anneaux simpliciaux est déterminée point par
point. On se raméne alors au cas d’un idéal scindé I de carré nul grace aux
arguments de Kantorovitz ([Kan]).
D’apreés les calculs du paragraphe IV.2 de [Go], 'imagede B : HC,, 1(A,I) —

HC, (A,I) est engendrée par des cycles

n—1

r = Z(—l)n](l, Ljyeeey :1)_7'_1)

i=1

ol xy € I. En particulier zxx41 = 0 pour tout 1 < k < n et donc
z = chp(<< z1, ..., T >>)

d’aprés le Théoreme 1.5.3. Comme chy, : K,(A,I) — HC, (A, I) est un iso-
morphisme, le corollaire découle immédiatement du Corollaire 1.5.4. O
Ezemple : D’apres [GW] on sait que, siay, ...,an, € Aet ajag = ... = apa; =0,
alors le symbole généralisé de Dennis et Stein < ai,...,a, > (c¢f. [Lo3]) est
égal & ,u%n)(—(n - 1! << aq,...,ap >>) O u,(zn) : Kp(A) — Kr(ln)(A) est la
projection sur le dernier facteur de la décomposition de Hodge de K,(A). En
particulier,
Chn(< @1,y @ >) = chppl™ (—(n —1)! << ay, ..., ap, >>)
—Zenz_tz chi(—(n —1)! << ay,.cyan >> )
>0

(n)

ou e’ désigne le n

chp(< agy . an >) = — Za(a)(l,aa_l(l), ...,aa_l(n))uo.

Xn

ieme jjempotent eulérien. Ainsi, pour n > 1, on a

On trouvera dans [GW] une étude trés détaillée des symboles de Loday et
de leurs décompositions de Hodge. Par exemple, Geller et Weibel prouvent en
utilisant le corollaire précédent, que

<L z,ryyz>>—<<YYIr,z>>
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est un élément non trivial de Kéz) (Qlz,y, 2]/ (z,y, 2)?).

1.5.3. Eléments cyclotomiques. — On va travailler dans cette partie en
K-théorie a coefficients (cf. [Br]) et on va donner une formule pour le caractére
de Chern des éléments cyclotomiques définis par Soulé dans [So].

Commengons par quelques rappels sur la K-théorie, I'homologie cyclique a
coefficient et le caractére de Chern qui les relie.

Soit M} = S™"~'U; D" I'espace de Moore o1 D™ est une cellule de dimension
n attachée & S™~! suivant une application f de degré k. Pour n > 1 et tout es-
pace pointé X, on note m,(X,Z/kZ) = [M}}, X| ’ensemble des classes d’homo-
topie des applications continues de M} & X et on définit K, (A, Z/kZ) comme
le groupe K,(A,Z/kZ) = n,(BGL(A)",Z/kZ). Les morphismes d’Hurewicz
se définissent également pour ’homotopie a coefficients ; on dispose ainsi d’ap-
plications naturelles K,,(A,Z/kZ) — Hy(A,Z/kZ). Le produit usuel s’étend
(si ¢ impair) pour donner deux produits

Kn(A) X Kp(A,2)q) = Kmyn(A,Z/q) et

Ki(A,Z/q) x K;(A,Z]q) 5 Kii (A, Z/q).

Si (Cy,d) est un complexe et f est un endomorphisme du complexe Cj, le
cone de f est le complexe c(f) := (Cyx ® Ci_1,0) ou d(z,y) = d(z) + f(y) &
—d(y) pour tout z,y € Cy. Si (Cs,b) est un k-module cyclique et n un entier
naturel, On note ny : C, — C, la multiplication par n. Suivant Karoubi et
Lambre ([KL]), on appelle homologie & coefficients dans Z/nZ I’homologie
H,(C,Z/nZ) du cbéne C(nx). L’homologie cyclique négative a coefficients dans
Z/nZ est ’homologie du céne BC; (ny).

Remarque : Pour un groupe G, on a un quasi-isomorphisme de complexe
Y 1 Cu(G)(nx) = Ci(G) ®z(g) Z/nZ défini, pour € Cnpn(G), y € Cn-1(G),
par

Yzdy) =T
ou T est la réduction des coefficients de  modulo n.
En effet, siz = > \i[gb, .-, g%,] est une chaine de Cy,(G) ®z(c)Z/nZ, notons
Z la méme somme o les scalaires \; sont cette fois-ci considérés comme entiers.
Evidemment deux choix de & différent par une chaine ny, y € Cp(G). Si z
est un cycle, alors d(#) est un multiple de n. Soit alors p(z) = & & —d(&)/n.
Notons que deux choix de & changent p(z) par

ny ® —d(y) = (0  y)
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i.e. un bord du coéne. De plus p(d(x)) = d(z @ 0), donc p : H.(G,Z/nZ)) —
H,(c(nx)) est bien définie et 1) o p = id. On notera C4(G,Z/nZ) le complexe

Pour m > 2, on a un morphisme d’Hurewicz ([Br]|, [Ne])
Km(A,Z/nZ) 25 H,(GL(A),Z/nZ)
qui & un élément de Kn,(A,Z/nZ) associe un cycle de Cn(G) ®z(qZ/nZ. De
plus, la mutiplication ny commute avec Y, donc
T, @ YTio1: Cu(G)(nx) — BC, (G)(nk)

est un morphisme de complexes qui induit I'identité sur la premiere colonne
de chaque facteur. Les morphisme ¢ et tr commutent également avec ny. On
peut donc définir le caractére de Chern & coefficients de la maniére suivante.

Définition 1.5.6. — Pour m > 2, le caractére de Chern a coefficients dans
Z/nZ est le morphisme de groupes ch : Kn(A,Z/nZ) — HC,,(A,Z/nZ) défini
par la composée des morphismes de groupes suivants

POH Tm @Tm— 1

K (A, Z/nZ)
et

H(GL(A),Z/nZ)

HC-(GL(A), Z/nZ)

HO(GL(A), Z/nZ) ~22£ HO=(ZIGL(A)), Z/nZ) ™25 HC (A, Z/nZ).

Une démonstration analogue & celle de [Wel], Proposition 4.3 assure que
la définition précédente coincide avec celle de Karoubi et Lambre [KL].

Par la suite, p désignera un nombre premier impair et on identifiera les éléments
inversibles d’un anneau A avec des matrices inversibles (1,1). On notera p4(A)
les racines g-iemes de l'unité dans A. On a my(BA*,Z/q) = pe(A). Comme
mo(BA*,Z/q) C K2(A,Z/q), il existe un morphisme de groupes

8 1g(4) + Ka(A,Z/g) = m(BGL(A)*, Z/g)

Soient F' un corps de nombre, O son anneau des entiers, A le localisé en p
de Op. Pour n > 1 on note F;, = F(pupn) 'extension de F obtenue en rajoutant
les racines p™-iéme de 'unité, A,, la cléture intégrale de A dans F,, et N, la
norme associée & l'extension F;, de F.

Soient w € pq(A) et v un élément inversible de A. L’élément

(v, w) = v * f(w)**

est un élément de Kop11(A,Z/qZ).
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En particulier, si F = Q(pgpm ), o g est premier & p et m > 0, et (w, €
tqpn (A))n>sup(m,2) est une famille de racines de I'unités telles que wy, = wn_1
(pour n > 3), alors I’élément

CZ((wn)) = (Nn((l - wn) * ﬂ(w%)#i_l))nZSup(m,2)
est dans Ko;_1(A,7Zy) = li_mKQi_l(A7Z/an).
Soit J (k, ¢ > 1) I'ensemble des i = (i1, ..., i) € {1,...,q}**. Pour 1 < j <
k,onposer; =i1+..+ij+j—1,r;=r;+1, 7] =r;+2et enfin ro = 5 = 0,
rg = 1. Pour i € J{, on définit les chaines suivantes dans Cgp11(G) :

k
"EzT(Ua w) = (_1)kk! Z[la wrl’wrll ) wrz’wrg’ o W', w's ) vw's s ow' I
Jj=0
s avwrkavwr;‘:] € C2k+1(G)a
k
yi(v,w) = (—1)*k! Z[l,w”,w’"ll,w”, ...,w”,vwrj,va;‘, ...,vwrk,vw’";e] € Co11(G).
j=1

Pour 7 € J! | on définit les chaines suivantes dans Co(G) :

k—1
_ ’ " ] ' ] "
zi(v,w) = (=1)F k! E ([1, w,w™, w™ W™, . w' vw's vy .
i=0
' "
ooy vw k1 pw'k-1] € Co(G),
k—1
— ! n ! ' I‘I I‘I I'
t=(v,w) = (—1)F k! E [1,w,w,w, w2 w?, .. wi uw'  vwi+t L
Jj=0
7lI ,r,ll
o vw R uw's] € Co(G).
Théoréme 1.5.7. — Soit w une racine g-iéme de l'unité. Pour s > 0, k > 1,

on a

s—1

L,

Ch%kﬂ(ck(va w)) = Z ¥ (ngﬂ + s)loxdo + Z V2I:—|—1> (z3(v, w) — y3(v, w))
ieJ] £=1

i—1
&) Z © (ng + 5(1)F§k_1d0 + Z Vg’]:) (ZZT(’U, w) — tzT(U, w))
ieJl_y £=1

Les applications V et I' ont été définies au paragraphe 3. Avant de démontrer
le Théoréme 1.5.7, donnons I'image par le morphisme d’Hurewicz du mor-
phisme S.



58 CHAPITRE 1. FORMULES EXPLICITES POUR ...

Lemme 1.5.8. — Le morphisme de groupes Hof3 : pg(A) = Ho(GL(A),Z/q)
est déterminé, pour tout w € pq(A), par le cycle

Ho fB(w) = — Z[Lwi,wiﬂ] ® [1, w].

Démonstration: Le groupe Hi(A*) est engendré par les classes des éléments

[1,a] ol @ € A* et le noyau de la mutiplication par g est donc engendré par
les [1,w]. Or

q
d(= ) L', w @ [1,u]) =0.
i=1

Donc H o f(w) est un cycle de Hy(GL(A),Z/q) dont I'image dans Ha(GL1(A))
est la classe de [1,w]. O

Démonstration du Théoréme 1.5.7 :

L’image par le morphisme d’Hurewicz de # : K;(A,7Z/q) ® K;(A,Z/q) —
K;;(A,Z/q) est (avec les notations du paragraphe 1.6) la composée de I’ap-
plication (o G = GL(A))

Ki(A7 Z/Q) ® Kj(Aa Z/q) M Hz(Ga Z/q) ® Hj(G’ Z/q) 8_h> Hz'+j(G ® Ga Z/q)

par 'application H;;(G® G,Z/q) LN H; ;(GL(A),Z/q). Le “shuffle” est ici
calculé en utilisant le complexe Cr(GL(A),Z/qZ). En calculant p o sh o4 on
obtient que

sh(z ®y,r & s) = sh(z,7) ® (sh(y,r) + (=1)1®lsh(z, s))

dans Cy(GL(A))(gx)- De méme, sh(u,z @& y) = sh(u,z) ® sh(u,y). De plus
le produit tensoriel de matrice de taille (1,1) est simplement leur produit.
D’apres le Corollaire 1.6.5, on a

Chag 41 (H(0,0)) = (61 @ tr)(p © ©) (Taps1 ® Toru (H (o) # (H(B(w)) )

oup: GL1(A)®GL1(A) — GL1(A) est le produit de matrices (1,1). Calculons,
pour commencer, u(H(,B(w)))#k =z, @ z;. D’apres le Lemme 1.5.8, on a
q
vo o= D sh((Lut w1, )
t1=1,i2=1
q

= Z ([1, w't, wit Tl qpit Tl quittiat2] | g gyie gyiotl giatintl g iatin+2)

i1=1,i=1

q
- 9 E: [l,w“,w“'H,w’1+12+1,w“+’2+2].

i1=1,i2=1



1.5. QUELQUES CALCULS EN DEGRE SUPERIEUR 59

On obtient de méme 2z = =239 _ 1, w, wi Tl wi*2]. En itérant on trouve
i1=1L" I I
_ 1. w™ Yo, T2 ,,Th Tk 2Tk
Ly — [aw W S, W 5, W, ..., W, w ]
Jk
,rl T” 7" ,rll 7" 7'”
= E [1,w,w, w w2 w2, . w1 wk-).
Jk—1

En multipliant par [1,v] on trouve
p (H) * (HE@NH) = 3 (@ 0,0)-30,0)0 Y ((0,0)~t0,w))
ieJi ieJi_,

On conclut en utilisant le Théoréme 1.3.6. O

Ezemple : Prenons k =1, (wn)n>m € im pgpn. Pour n > 2, on a Np(wi) =

w%pnim et Np(1 —wy) =1-— wﬁnim € 34* Posons 7, = wﬁnim. D’apres le
Théoréme 1.5.7, pour n > 2, en notant P : HC, (A,Z/p) - HH,(A,Z/p) la
projection sur la colonne 0 (sur les deux facteurs), on a

Ds(c'(wn)) = P (Na(p o chs(c!(l —wn,wl))))

pm
- pn_m Z [((1 - Tn)_lTrL_(i+1)an£angaTn)
i=1
(1 =) g 7 ) (1= )T O )
65((1 - Tn)_lTn_q’Tn’Tg) - ((1 - Tn)_lTn_q’Tg’T”)'

En particulier, si ¢ = 1, alors D3(c!((wy))) est dans 'image de 1'applica-
tion HHs(A) — HH3(A,Zp). Précisemment, pour n > 2, D3(c!(wy)) est une
somme de produits :

m

P
Ds(c'(wn)) =p™™™ Y sh((1,1 —7,),(1,7%,78)) € HHs(A).
i=1
1.5.4. Algebres commutatives lisses. — Quand A est une k-algébre com-

mutative lisse, on sait (cf. [LQ]) que HC, (A) = HN}5(A), ou

HNjp(A) =Ker(d: Q% — Q) x [[ HIF*(4),
>0
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et que cet isomorphisme est induit par I’appplication 7y, : Cp(A) — Q7 défini,
pour tout ag, a1, ...,a, € A, par

1
Tn(ag, ..y an) = p agdasi...da,.

On note encore chy, : K(A) = HN}5(A) la composée du caractere de Chern
algébrique et du quasi-isomorphisme 7.

Sin > 2, onnote v, : Hy(GL(A)) = HN}z(A) la composée des applications
suivantes
Ho(GL(A)) % HC, (GL(A)) % HC; (NGL(A)) %5 HC; (A) ™ HNJR(A)

de sorte que, via 'identification HC,; (A) = HN}g(A), on ait ch, = v, o H.
Pour n > 2, 1 < k < i on introduit ’ensemble suivant

Tkt 0 0 0 (1 0 .
K’n, = {B: ((BO""7 30)’ A (ﬂn?"" gn)va) (po’ "'pgo)’ ] (pn7""pgn)7]’
0
€5 ...,sgg, ey €80 ...,sg;‘,sp(l), cees Epay ey Epl s oy €t ) (aVeC i, By, pi €N,

ey €{0,1}et2<j<n) / a1 =0,p+..+tap,=1i—k
et ZZB: +2p% +ep, +e,, = n+2i}.
L’ensemble des ¢} est ordonné de la maniere suivante
8%0 <. < 8;3 < 8?.31 < ... <epr (i.e. par ordre lexicographique).
Pour 8 € fﬁ’i on note sg(B) = (—1)(nFDr-)+X 8(siei+1) ol la somme se
fait sur Pensemble ordonné des ¢} et d(e;,e541) = 0 si €; = €41 et 1 sinon.
Pour g,h € GL(A),2<i<netf€ fﬁ’z on note Pg(g,h,i) le produit de
matrice de M(Q)) suivant
0, .0 1.1 o o X Y
Py(g,h,i) = (dgg ) % (dhh 1) ¥ <0 (dgg 1) B (dhh )P R (dgg 1)

Théoréme 1.5.9. — Le caractére de Chern chy : Hi(GL(A)) — HN5(A)
est donné, pour tout g € GL(A), par la formule suivante

chi[l,g] = QZO(—l)"mtr((dgg‘l)”“)ui-

Pour g1, ...,gn, € GL(A), le morphisme de groupes v, =Y ;o viu' : Hy(GL(A) —
HN?7.(A) est donné par les formules suivantes (i >0).

%
. B 2p0+5
Vrlz[]-:gl’ agn] = Z Z cf(ﬂ)tr ((dglg]_ 1) Y P8PB(92agla 2)Pﬂ(g3agla 3)
k:()?k,l
"‘Pﬁ(gnflagla n— 1)PB(gnagla n))

ot le coefficient cf(B) vaut %Sg(ﬂ)
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Démonstration: Soit Q'(A) le A-bimodule des 1-formes différentielles non
commutatives (c’est-a-dire le bimodule engendré par les éléments zdy, z,y € A
ou d est k-linéaire et vérifie d(zy) = zdy + (dz)y pour tout z,y € A) et

O"(A) = QL(A) ®4 ... @4 Q(A)

I'espace des n-formes différentielles. On note €27, (A) le quotient de Q*(A)
par le sous-module engendré par les commutateurs. On sait (c¢f. [Kar]) que,
pour tout n > 0, on a un isomorphisme m, : Cp(A) = Q*(A) donné, pour
ag, ..., an, € A, par

T (@, ey Ap) = andal...dan.

De plus, Papplication B induit la différentielle d via cet isomorphisme et le
bord b induit 'application nulle sur Q% (A).
Notons HNDR*(A) ’homologie du bicomplexe BNQ*(A) suivant :

0l 0l
L a4 & a3
0l 0l
&) & az4) & al)
0l 0l 0l
& Q24) & al(a) & Q%(4)
0l 0l
Colonne -2 -1 0.

L’application , induit un morphisme de bicomplexes 7 : BC, (4) — BNQ*(A).
De plus, on a une application tr : Q% (Mr(A)) = Q% (A) (pour tout n) définie
par

tI‘(AodAldAn) = Z(Ao)ko,kld(Al)kl,kz ...d(An)kka

oti la somme est étendue 3 tous les n + 1-uplets {ko, ..., kn} de {1,...,r}*"*L
En effet, il est clair que tr o d = d o tr et que la trace d’'un commutateur est
un commutateur. Comme A est commutative, on a une application évidente
p: (% (A),d) — (Q7,d). L'image par p de BNQ*(A) est un bicomplexe dont
’homologie est HN;,(A).

Les carrés du diagramme (5.7.1) sont commutatifs (pour tout n)

On en déduit ’égalité de morphismes v, = potro i, o p o T, Or, dans
le module gradué Q7 (M(A)), les commutateurs gradués sont triviaux. En
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K (4) — 22 HC; (M(A) —— HC; (4) —4—~ HC; (4)
HNDR"(M(A)) 2~ HNDR"(A) £~ HN7(A).
(5.7.1)

particulier, on a

CTh[1,01-00] = D nalg; 595 (975 95)% 07 " gjr1, (95115 9511) %, .
acl}
s 951955 (9575 95)%9)
. G-1 .
Tnr2i(PTR)L g1 9n] = sg(e) Y m(dglgl1)2a1+51---(d9n9n1)2a”+5"
aeldi ’

ot1 J! est I'ensemble
{a= (g, n,j,€0, s en) € N"x{1,...,n} / 2(o+...4an)+e0+...4€n = n+2i},

et sg(a) = (—1)("+1)(”*J')+E§:11 8(sixei+1) | On peut faire le méme calcul pour
Vﬁ"[l, 91, ---» 9n] ce qui donne la formule du théoréme en passant a la trace. [J
Ezemple : On va donner ici un exemple explicite d’élément de K;(A) dont le
caractére de Chern est non trivial alors que sa trace de Dennis I’est. Soit C le

corps des nombres complexes, ¢ une racine carrée de —1 dans C. On appelle
A lanneau Clz,y, z,t] /(2% + y? + 22 + 2 — 1) et M la matrice

x—iy —z-4it
z+it x+iy )
On a det(M) = 1, ce qui implique que M définit un élément m dans K;(A).
D’apres le Théoréme 1.5.9, on a
chi(m) = Y (—=1)fl/(1+ 20)r(d(M)M )2 Hy
i>0
= 2axdr + ydy + zdz + tdt)u®
—12/6 (zdydzdt — ydrdzdt + zdzdydt — tdzdydz)u’.
Or,
2(xdx + ydy + 2zdz + tdt) = d(z® + y* + 22 + %) = d(1) = 0,
donc chi(m) = chi(m)ul. De plus,

chi(m) = —6(zdydzdt — ydzdzdt + zdzdydt — tdedydz)
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est un multiple non nul de la forme volume de S3. En particulier, on a m # 0
dans K;(A) alors que D1(m) = 2(zdx + ydy + zdz + tdt) = 0.

On trouve de nombreux exemples de calcul de ce type dans [Kar|. On peut,
en fait, pour tout ¢ > 2, trouver des matrices m; € GL(A4;), ou A; est ’anneau
Clzy, ..y D242:) /(2% + ... + 33 5; — 1), telles que chi(m;) soit un multiple non
nul de la forme volume de S11%.

Remarque : En conservant les notations du Corollaire 1.5.4, on vérifie facile-
ment, pour tout k > 1, que H(\¥(m)) = (—1)k~1k[1, M], c’est-a-dire
chi(ME(m)) = (-1)F2k wut

ol w = zdydzdt — ydxdzdt + zdxdydt — tdxdydz. De méme, on peut vérifier
que

iV 1 2% (v

M(-2wul) = —=N(w)u)

= (-1DF2K%wul.

En d’autres termes, on obtient M¥(chi(m)) = chi(\¥(m)) (cf 1.5.4).

1.6. Commutation avec le produit

La compatibilité du produit de Loday en K-théorie et du produit de Hood-
Jones en homologie cyclique via le caractére de Chern a été démontrée par
McCarthy (cf. [MCal]) en utilisant la notion de catégorie exacte avec cofibra-
tions. Dans cette partie on se propose de donner une démonstration simpliciale,
dans esprit du papier original de Hood et Jones (cf. [HJ]).

Rappelons la définition du produit de Loday en K-théorie que 'on note *.
L’espace BGL(A)* est muni d’une structure de H-espace induit par la somme
directe de matrices : pour a@ € GL,(A), 8 € GL,,(A), on définit o & 3 par

a 0
a®p= [ 0 3 ] .
Cette construction s’étend & GL(A) tout entier par a & § = - ou, pour tout
6,,J 21,
Y2i,25 = Pij>  V2it+1.2j+41 = O j,
les autres coefficients de y étant nuls. On note & I'inverse (& homotopie prés)
de @. Le produit tensoriel des matrices induit un morphisme de groupe

Ppq: GLy(A) x GL,(A") — GL(A® A').
Alors fip o(2,y) = ppq(z,y) © pipq(z,1) © pip4(1,y) induit une application
i:BGL(A)" ABGL(A")" - BGL(A® A")*

qui induit * sur les groupes d’homotopie.
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Passons & la définition du produit de Hood-Jones ([HJ], [Lo5]). Si X,, X,
sont des modules simpliciaux, on pose

(XxX")=X.0X, et (XeX).= P X, X,
pHg=+
Si ce sont, en plus, des modules cycliques, on note respectivement B~ (X x X'),
B~ (X ® X') les bicomplexes négatifs associés et HC, ((X x X")), HC, ((X ®
X")) leurs groupes d’homologie.
Rappelons qu'un (p, q)-shuffle est une permutation o de {1,...,p + ¢} telle
que (1) < 0(2) < ... < a(p) et o(p+1) < ... < g(p+ ¢). On associe & un
“shuffle” o une application o : X, ® X; — (X X X'),, définie par

o(z,y) = (Sa(p+q)—1---Sa(p+1)—1($) ® Sa(p)—l"'sa(l)—l(y))'
On définit sh : (X @ X'), — (X x X'), en posant, pour tout n > 0, sh, =
> e(o)o ou la somme est étendue a tous les (p, ¢)-shuffles o tels que p+ g =
n. Cette application est un morphisme de complexes qui définit un produit
associatif et gradué commutatif. De plus, comme ¢ : C,(G) - NG, est un
morphisme de modules cycliques, en particulier sh o ¢ = @ o sh.

Remarquons que, dans le cas du complexe C,(A), pour toute permuta-
tion 7y, on a une application induite v : Cr(A) — Cr(4) (ag,-..,an) —
(@0, @y-1(1)5 --+» @y~1(p))- On constate alors que o ((Zo, ---, Tp), (Y0, ---s Yq)) = .(T0®
Y0,21®1,..,2, 1,1 Q y1,...,1 ® yq) si o est un (p, g)-shuflle.

Rappelons enfin qu'un (p, ¢)-shuffle cyclique est une permutation obtenue
en effectuant une permutation circulaire sur ’ensemble {1, ...,p} et une autre
sur {p+1,...,p+ ¢}, puis en mélangeant ces deux ensembles de telle sorte que
1 apparaisse avant p + 1 dans (o(1),...,a(p + ¢)). Un (p, ¢)-shuffle cyclique o
donne une application Cp(A) @ Cy(A) = Cpiq(A ® A) défini par

(ag, .y ap) @ (bo, ..., bg) — €(0)o.(ap ® bg,a1 ®1,...,0 ®1,1® b1, ..., 1 ® by).

On définit sh! : (C(A) @ C(A")x — (C(A) x C(A"))ss2 par sh'(a,b) =
Y- e(o)o(s(a), s(b)) ou la somme est étendue & tous les (p, g)-shuffles cycliques
tels que p + g = *. Dans les complexes normalisés on a les égalités

[b,sh] =0, [B,sh']=0, |[B,sh]+ [b,sh']=0.
Alors le produit de Hood-Jones est 'application
S, :B7(C(A) ®C(4") = B~ (C(A) x C(4")
définie par :
i

i—1
Sy (z,y) = sh(zxy)+sh'(zxy)u = Z Z sh(z?,y"7) + Z sh'(z?, ¢ 177) |
i>0 \j=0 =0

pour tout z = zlul € BC, (A),y = S ylut € BC; (A").
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Théoréme 1.6.1. — Le caractére de Chern commute avec le produit de Lo-
day en K-théorie et le produit de Hood-Jones en homologie cyclique. Précisément,
si A, A" sont deuz k-algébres, p,q > 1 et (z,y) € Kp(A) x K,(A'), alors

chpiq(z * y) = S5 (chp(x), che(y))-

Pour démontrer ce théoreme, on va construire, en homologie des groupes,
pour G, G' deux groupes, un analogue

S+ B (C4(G) ® Cu(G")) = B, (Cu(G) x Cu(@))

du produit S, et prouver qu’il commute avec T,.

Définition 1.6.2. — On note sk’ Uapplication définie, pour tout p,q > 0 par

q
= Z > el0)o(i(t'a), 1(t'y))
0 7EX (i)
ot z € Cp(G),y € Cy(G') et X(i,7) est U'ensemble des (p + 1,q + 1)-shuffles
tels que o(1+1) < (p—|—2+j).

Lemme 1.6.3. — Soit S : HC, (G)®HC, (G') = HC,,,

(Ci(G) x C(G"))
Uapplication S’; = sh+ shu.

i) : Onap(S) =S, (p®9),

ii) : Uapplication 5’ « définit un produit associatif gradué commutatif HC, (G)®

HC; (G') = HC;, (C.(G) x Cu(G")).

iii) : Ona[bsh]=0, [B,sh]=0, [B,sh]+[bsh’]=0.

Démonstration: On vérifie facilement que, pour z € Cp(G), y € Cy(G'), on
a <p(s7zl(a:,y)) = sh'(p(z), ¢(y)). On a alors, pS; = S, ¢ ce qui permet de
conclure pour %) en remarquant que le produit sur B~ (NG ® NG'), s’obtient
par restriction du produit de Hood-Jones associé aux algébres k[G] et k[G'].
Les relations de 7iz) s’obtiennent également par restriction et composition avec

®. O
Lemme 1.6.4. — Le diagramme suivant est commutatif pour tout p,q >0 :
Hy(G) ® Hy(G') o Hpio(G x G)

T, ®Tgd § Tpiqd

Sy
HC,(G)® HC; (G') — HC, (G xG").
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Démonstration: Soit pour n > 0, v, : (Cu(G) ® Cx(G"))r, — B, (Ci(G) X
C.(G")) défini, pour p + g = n, par v, = Tp(sh) — S, (Tp ® Ty). On va
montrer que 7, est homotope & 0. On pose 7, = >_ 7% ut. On cherche donc une
famille (6, )n>0 d’applications G-linéaires telles que pour tout n,7 > 0 on ait

Vi = b8l + BO, 1 + 6} 1b. (1)

n
Dans le complexe normalisé, on a
0(z,y) = To(sh(z,y)) — 5% (To(z) ® Yo(y))
0 _ 85 (2u’ @ yu?)

= sh(z,y)u® — sh(z,y)u’ = 0.

= sh(z,y)u” — S

De méme, quel que soit n > 0, 7% = 0 et, quel que soit € Cy,(G), y € Co(G"),
on a Y,(x,y) = 0. On va raisonner de la méme fagon que dans le théoréme
1.3.5. Posons 8% = 0 = ;! et y = 0. On définit, pour i > 1,n > 1,

O = sia(vV, — BO,~' — 6], _1b).

Cette formule s’étend &4 n = 0 et i = 0 en posant §_; = 0 = 6,,1. De plus, les
67, sont bien G-linéaires par récurrence sur n. Clairement la famille (6},) vérifie
(1)}, pour n = 0 ou i = 0. Supposons que les égalités (1)¥, sont satisfaites
pour tout 0 < m. Montrons par récurence sur i que les égalités (1);; sont
satisfaites pour tout ¢ > 0. On connait le résultat pour ¢ = 0. Supposons donc,
que les égalités (1)7, 41 sont satisfaites pour 0 < j < i. Montrons que I'égalité
(1)?;11 est satisfaite. On a

b0 = iy — Byt — 05716 — siab(n 5 — BOhyy — 60,710). (2)
On a, pour & € Cp(G), y € Cy(G') (avec p+g=n+1),

by (e,y) = YR sh(m,y) — b(S, (Tp(z) ® Ta(y)))
= YiMbsh(z,y) — BY} 1sh(z,y)

i+1 7
—b [ D sh(Ti(x) @ TiF i (y)) + 3 sh/(Ti(z) ® Ti(y))
=0 j=0

De plus, par hypotheése de récurrence on a

~bB® ;= By\ , — Bib, —b5b = —iTb+ BELD.
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Donc, en posant Bf = ’y,ﬁ_ll BOn 11— i1, on trouve

bBi(z,y) = byith(z,y) + Byl (z,y) — 7itib(z,y)
= Y, tbsh(z,y) — BY; 1sh(z,y) + BY}  sh(z,y) — Y5 shb(z,y)

i+1 %
—b | D sh(Ti(x) @ T i(y) |+ sk (Ti(x) @ Ti(y)))
j=0 i=0

% i—1
. y o o
—B | Y sh(Ti(z) @ Tii(y)) + > sh'(Th(z) @ Ti 77 (y))
j=0 j=0
i+l _ ' . i L o
+ [ D sh(Y T + Z sh (Y3 @ T57) | b(z,y)
j=0 j=0
%
= —bsh' D 1) @ Ty ) Bsh Z Ti(z) ® Ti (y)
i+1 . . .
+3  sh(BYS N z) ® T (y) + Ti(x) © BT (y))
j=0
—sh' | Y (T2 bz @ T (y) + Ti(x) ® T, by)
=0
~ i_l . . . . . .
+sh' [ Y BTz @ Ti' iy + Tia @ BYi 17y
=0

D’aprés le Lemme 1.6.3, on a [B, sh] + [b, 3711] = 0. Il en résulte que B} = 0 et
(1)5EY est vérifiée. O
Démonstration du Théoréme 1.6.1 :

Intéressons-nous & l'image de * par le morphisme d’Hurewicz H (cf par
exemple [Ga2]). La somme directe de matrices et application diagonale in-
duisent une structure d’algebre de Hopf sur H,(GL(A ® A')) dont la partie
primitive est exactement 1'image de H. En posant

h(z,y) =z®@y02®101®y,

on obtient, par fonctorialité, que H(z *y) = hi(sh(H(z), H(y)). Précisément,
le produit induit par h, sur 1’algebre de Hopf H,(GL(A ® A’)) restreint & la
partie primitive coincide exactement avec x ([Ga2]).

Le théoréme découle de la commutativité du diagramme suivant (ol on a

posé G = GL(A), G' = GL(A"), M = M(A) et M' = M'(A)) :
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Kp(A) ® Ko(A') — Kpig(A® A')

H
HQH \

h

Hy(G) ® Hy(G') — " Hy14(G x @) Hyio(GL(A® A'))
TpQYq Tpiq Tpiq
85 _ _
HC; (G)® HC; (G) HC, (G x G') HC,, (GL(A® A))
PRy ® 7
Sx B _
HC; (M) ® HC; (M') “~ HC,, (M & M) HC,, (M(A® A")
trtr tr tr
S _ i _
HC, (A)® HC; (A" HC, (A®A) — > HC, (A® A).

D’apres les Lemmes 1.6.3, 1.6.4 et le début de la démonstration, il suffit de
démontrer que tro Yy qhy = troYpq. Mais (p,q > 1) tro((z®1), B (1Qy)«) =
0 car trlgp(a)trlgr(ary = 0 dans le complexe normalisé. O

Remarque : Sur la partie primitive de H,(GL(A ® A')), 'application h, est
induite par pp o(z,y) © ppq(z,1) © ppqe(1l,y) qui est homotope a

Hpq(@,y) @ ,Up,q(x_la 1) @ pp,q(1, y )
dans BGL(A ® A')*. On peut donc y remplacer h(z,y) par
oz lol)xyolaoy ).

On peut aussi remarquer que le diagramme commutatif de la preuve du Théoréme
1.6.1 implique le Corollaire suivant ot on définit Chy ; : Hp(GL(A)QH4(GL(A')) —

HC,, ,(A® A') comme la composée suivante
Hy(GRH,(G') = H,\(GL(A®A)) 2 HC,, (GL(A®A) ™8 HC,, (A2 A").

Corollaire 1.6.5. — Soit © € K,(A), y € K4(A'). Le caractére de Chern
chpiq(z *xy) est égal & Chyo(H(z), H(y))

En particulier, siz € Prim(Hp(GLm(A)) C Kp(A) et y € Prim(Hy(GLy,(A")) C
Kq(A"), alors H(z *y) € Hpq(GL3m(A ® A')) et, pour calculer chp,q(z * y),
il suffit de calculer trpYp H(z * y) ou

m

(MO, M™) = ) (M)igigs ey (M™ )i i)

10,.yin=1
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i.e. tr est la trace de Dennis du tenseur obtenu & partir de (M?,..., M™) en
projetant chaque tenseur sur son premier bloc diagonal de taille m.






CHAPITRE 2

ADAMS OPERATIONS IN TOPOLOGICAL
HOCHSCHILD AND CYCLIC HOMOLOGY

Abstract : The aim of this paper is to define and study Adams operations
on topological Hochschild and cyclic homology. Our operations are analogous
to the standard Adams operations defined in Hochschild and (negative) cyclic
homology of a ring. For example, we prove that these operations induce a
filtration on m, THH(A). We also show that these operations commute with
products and we compare them with standard Adams operations for rings and
in Mac Lane homology. Finally we extend the definition of our operations to
various models describing THH(A) and show that our operations coincide
with McClure-Schwinzl-Vogt ones on the model A ® S?.

Résumé : Le but de cet article est de définir des opérations d’Adams
sur ’homologie de Hochschild topologique et I’homologie cyclique topolo-
gique. On construit des opérations similaires aux opérations d’Adams standard
définies sur ’homologie de Hochschild et ’homologie cyclique négative d’un
anneau. On montre, par exemple, que ces opérations induisent une filtration
sur m, T HH(A). On montre aussi que ces opérations sont multiplicatives et on
les compare avec les opérations classiques pour les anneaux et en homologie de
Mac Lane. Enfin on étend ces opérations & différents modeles pour TH H(A) et
on montre que nos constructions coincident avec celles de McClure, Schwénzl
et Vogt sur le modeéle A ® S'.

Keywords : Adams operations, topological Hochschild homology, topological cyclic homo-
logy, Mac Lane homology

Adams operations on the Hochschild homology of a commutative algebra
were first defined by Gerstenhaber and Schack [GS] and Loday [Lo4]. These
operations, often called A-operations, induce a structure of a y-ring (see [Hil,
[Kr] for example). For instance they provide a nice decomposition of Hoch-
schild homology groups in characteristic zero. In the general case they induce
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an interesting filtration; some part of it could be identified with other well
known theories such as Harrison homology. Moreover most of these results
extend to the cyclic homology of a commutative algebra and its variants (in-
cluding Goodwillie’s negative cyclic homology).

In the mid 1980’s, Bokstedt (following ideas of Goodwillie) defined and stu-
died topological Hochschild homology THH(F') of a functor F with smash
product ([Bol], [Bo2]) mainly to extend standard Hochschild homology to
the case of rings up to homotopy. Later on, Bokstedt, Hsiang and Mad-
sen [BHM]| defined topological cyclic homology, a topological generalisation
of negative cyclic homology. There is a topological variant of Dennis trace map
D : K(F) - THH(F) for a functor with smash product F, which factors as
K(F) % TC(F) — THH(F).

Since then a lot of work has been done to construct categories of spectra
equipped with smash product having nice associative and commutative pro-
perties at the space level (and not only the homotopy level), see [ EKMM],
[MCSV], [Se], [Ly2], [Sc] for example. The aim was to provide a good set-
ting for “brave new algebras”, that is to say topological generalisations of
algebraic constructions to homotopy ring spaces. Henceforth we will work in
the framework of I'-spaces and S-algebras in the sense of [Ly2] and [Sc].

The main goal of this paper is to extend the standard algebraic A-operations
in Hochschild and cyclic homology to topological Hochschild and cyclic homo-
logy.

Loday [Lo4] constructed A-operations not only for commutative algebras
but also for any functor F' : Fin — Mod from the category F'in of finite sets
to the category Mod of modules over a commutative ring k. McCarthy [MCaZ2]
gave a geometric description of Loday’s A-operations which we follow to define
analogous operations ®° on THH(A). Here, THH(A) stands for Békstedt’s
topological Hochschild homology of a commutative S-algebra A (in the sense
of [Ly2], [Sc]). Beyond its simplicity, the main advantage of this approach is
that it extends easily to topological cyclic homology.

The paper is organized as follows. Section one is a recollection of standard
facts about I'-spaces [Se] and S-algebras. In section two, we construct the ®*
operations on TH H(A) and show that they induce the structure of a y-ring on
homotopy groups. We then extend these results to topological cyclic homology
in Section three. Section four is devoted to proving that the operations &
commute with products in topological Hochschild and cyclic homology. We
compare these operations with standard operations on Hochschild homology
and negative cyclic homology of discrete rings in Section five. That leads to
a natural definition of topological Harrison homology. We also compare the
operations ®* with operations defined on Mac Lane homology of a ring by
McCarthy [MCa2]. Finally in Section six, we show that these operations are
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compatible with various models for THH. In particular, we show that they
coincide with operations ¥* introduced by McClure, Schwinzl and Vogt on
the model A ® S.

The author would like to thank the University of Oslo for its support and
especially John Rognes who spent a lot of time answering all his questions.

Notations : For the remainder of the paper we let Fin be the the category
of finite sets k+ = {0,1,...,k},k > 0 and any maps. Following Segal [Se],
we let I'P be the category of finite pointed sets ky = {0,1,...,k},k > 0 and
pointed maps ¢.e. maps fixing 0. We use the notation A for the usual simplicial
category and Simp’ will be the category of simplicial pointed sets (also called
spaces). Given a simplicial object X, in a category, we denote | X | its geometric
realisation.

The category Top will be the category of topological spaces and we will
denote A’, the standard r-simplex with based point.

Additionally, for any field K or commutative ring k£ and spectrum X, we will
denote H,(X, K), H.(X, k) the spectrum homology HK,(X) and Hk,(X).

Throughout the paper we shall make no distinctions between the expressions
“X-operations” and “Adams operations”. A-operations on a ring without unit
I are a family of operations (®* : T — T) k>0 that induce a structure of a y-ring
on I. When the multiplication is trivial it means that the operations ®* are
ring maps satisfying ®° = 0, ®' = id and ®*(®*') = &', We refer to [Hi]
and [Kr]| for definitions and properties of y-rings.

2.1. A few facts about I'-spaces and S-algebras

I-spaces were first studied by Segal [Se] (also see [Ly2], [Sc|). A I'-space X
is a functor X : T'? — Simp'. We write I'sp for the category of I'-spaces. The
underlying space of X is X (1 ). The category I'°? admits inner operations V
(wedge sum), A (smash product) defined by ky V£, = (k+£); and kL ALy =
(k£)4 (with lexicographic order).

A T'-space X naturally extends into a functor (still called X') Simp’ — Simp”.
First, X induces a functor X : Sets’” — Simp’ (where Sets’ stands for the
category of all pointed sets and pointed maps) defined by

X(FE) = colim X (k).
ky—FE
Next, if K € Simp’, we let X(K) € Simp’ be the simplicial space whose
p-simplices are
X(K)p = X(Kp)p-

For L € Simp’, there is a natural application X(K) A L — X(K A L).

Taking K to be the m-sphere S™, we see that X induces a connective spectrum
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X(S) : n— X(S™). By definition, the homotopy groups of X are the homotopy
groups of this spectrum, that is

(X)) = mp(X(S)) = colim 71, X (S™).
n
The smash product of two I'-spaces X, Y is defined as the following I'-space :

XNY = <k+ — colim X(my4) /\Y(n+)> .
myAng—k4
There is a particular I'-space (called the sphere I'-space) S : TP — Simp’
defined by
k‘+ — (’I’L — k+)

The induced extension Simp’ S, Simp’ is the identity and the associated
spectrum is the sphere spectrum n +— S™.

The category (I'sp,A,S) is a symmetric monoidal category for the smash
product. A S-algebra is a monoid in this category; hence a S-algebra is a
I'-space A together with an associative product 4 : AN A — A and a unit
n:S — A compatible with u. The S-algebra A is said to be commutative if
pwoT = pu (where T is the twist morphism). This means that the following
diagram is commutative for all k,£ > 0

Ak ) NA(LL) 25 A(kp ALy
T L A(T")
AU N Aky) B AL ANk

where T" : TP — T'°P is the isomorphism exchanging the two ordering relations.

Notice that a S-algebra A also induces a connective functor with smash
product (see [Bol] for example). For all K,L € Simp’, there is a natural
product A(K) A A(L) — A(K A L) and the associated spectrum is a ring-
spectrum. Given a S-algebra A, a A-module is a I'-space M together with an
action A AN M — M. We denote by A-mod the category of A-modules. The
coequalizer map in the category I'sp of

MANAANNZMAN

yields a smash product of A-modules denoted by M A4 N for which A is
a unit. We call A-algebras the monoids in the symmetric monoidal category
(A-mod, A4, A).

2.2. A-operations on THH(A)

2.2.1. Definition of THH(A). — Following Bokstedt [Bol], we denote
I the subcategory of I'°P? obtained by restricting to maps k;y — ¢4 which
are injective. We set S%+ = S1 A ... A S (g factors). More generally, for =
(zg, ..., zq) € 7M1 we set S% = §% A ... A S%.
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Consider a S-algebra A with associative product u. For x = (xo,...,z4) €
I9! we define G(A, ) to be the I'-space k; — G(A, z)(ky ), where G(A4, z)(k, )
is the simplicial set whose p-simplices are given by

G(A z)p(ky) = HomSimp,(SwO Ao NSTENAL S A(ST)A L ANA(S) A Ky ).

This defines a functor from I9t! to I'-spaces by = — G(4, z).
We define (cf. [Bol], [Bo2], [PW]) a cyclic I'-space THH (A), = (g~ THH(A),)
where THH(A), is the I'-space
THH(A), = hocolim G(A4, z).
a;EI(I+1
The cyclic structure of THH(A), is given by faces d; : THH(A), —
THH(A),—1, degeneracies s; : THH(A), — THH(A),_; and cyclic per-
mutations ¢t : THH(A), — THH(A),. The map t is induced by the cyclic
permutation
7.t N ntl
(an ) :En) = (.’En, Lo -y xn—l)-
There is a functor 9; : I"t! — I™ given by
. | (zo, 1.2 V Biga, . x,) Hfi<n
81(2170,...,1'11) - { (iEn\/xo,mh.-.,IBn) ifi =n.
The map d; : THH(A), - THH(A),_1 is the map induced by
di : G(A,z) — G(4, 8i(z))
defined, for every map f € G(A,x) and ¢ < n, by

di(f) = ida(seo)n...na(sei-1) A i A idagsmitiya na(seny © f O Vi

where +; is induced by the isomorphism §%iV®i+1 & §% A §%i+1 For § = n,

dn(f) = to (uAidagseajn. pa(sen 1)) 0 foqoT

Degeneracies are defined in a similar way. We denote THH(A) = |[THH (A).|
the geometric realisation of THH(A),.

Given a S-algebra B, one can also define topological Hochschild homology
in the category of B-algebras (instead of S-algebras). It suffices to replace, for
any B-algebra A, the smash product in the definition of G(A4, z) by the smash
product Ap of B-algebras. We will denote TH H#(B) the ensuiing topological
Hochschild homology of A over B.

Remark : Given a A-bimodule M, one can replace the factor A(S*°) in the
definition of G(A4,z), by M(S%°) to define I'-spaces G(A, M, z),. This leads
to a simplicial (not cyclic) I'-space THH (A, M), with the same faces and
degeneracies than THH(A), (except that one replaces the product map by
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the bimodule structure maps when necessary). We will need this generalisation
in Section 2.5.2.

2.2.2. McCarthy’s operations ¢F. — Recall that there is a functor sd, :
A — A (the edgewise subdivision functor) defined by

sd;([n]) = [n]U[n]U...U[n] (r factors).

When X is a simplicial I'-space (a fortiori a cyclic one) we denote sd.(X) =
X osd,. We identify A:_"fl with the r-fold join of A'_ffl with itself. There is a
map D, :| sd,(X) |—| X | induced by

Xrpn—1 X AT_:_ — Xpp_1 X A:_nil
(z,u) = (5, %®...® %) (rfactors)

which is a homeomorphism (c¢f. [ BHM] Lemma 1.1).

We now recall the construction of a natural system from McCarthy [MCa2].
A natural system on X is a family of simplicial maps (p* : sdg(X) — X k>0
such that 9% = %, ¢! = id and the diagram (2.2.1.1) is commutative up to
homotopy

For the remainder of the paper we denote ®" the composite map ®" =| ¢" |
oD, 1. A natural system is said to be cyclic if 7, ;ot=1to ¢l ;.

There exists a functor © : A? — I'P (cf. [Lo4]) which is the identity on the
objects and satisfies O(f)(z) = j if there exists j such that f(j —1) <i < f(§)
and is 0 if not. Henceforth a I'-space is considered a simplicial set by ©.

McCarthy [MCa2] gave a “universal” construction of natural systems on Fin
and I'-spaces as follows. We define a family of applications ¢}, € Homropr(rn+
r —1,n) by setting ¢! (p) =p [n + 1].

Lemma 2.2.1. — (McCarthy [MCaz2]) If X is a I'-space (respectively a
Fin-space), then the familly (X o ¢],) defines a natural system (resp. a cyclic
one).
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2.2.3. Commutative S-algebras. — We have seen that for any S-algebra
there exists a functor THH(A) : A’ — T'sp. We wish to apply lemma 2.2.1
to define A-operations on THH(A) when A is commutative. So we need to
prove that in that case there exists a factorisation for THH(A) : A%? — T'sp

——

through Fin, i.e. a functor TH(A) : Fin — I'sp such that THH(A) is the
composite

TH(A
THH(A) = A~ pin T2 gy,
Lemma 2.2.2. — Such a factorisation exists if and only if A is a commuta-

tive S-algebra.

Proof: First, suppose A is a commutative S-algebra. On objects we define

—_—~—

TH(A),, = THH(A),. For a morphism ¢ : [n] — [m] and a map
FeSTONLLASTAAL — A(S)A AN A(ST) ARy
we wish to construct a map
8(f): SN .. ASY ANAE — A(SY)A N A(SY™) A Ky

For 0 < i < m, define y; = z;, V...V x;, when 67(i) = {i1,...,ix} and y; = 0,
if 5-1(i) = 0. We denote by k; the cardinal of the set 6 (7). Let 7 be the
unique permutation that reindexes zo V ... V z, in the form zo, V zo, V ... V
Toy, VaiVEmy V.oV, -

Then 6(f) is the composite map

SYON . ASY™ A AR — §%00 AL A ST% AL A STRm A AR
5 5% AL ASTAAE Iy A(SO) A A A(S®) A K
5T A(S%%0 A A STR0) A LA A(STO A L A SRR ) A Ky
— A(SY)N . NA(SY™)Y AN Ky
This construction is compatible with the morphisms of the category I9*1.

We have to prove that this functor is well defined and that the desired
factorisation holds. In particular we have to check that ©(dy) = ©(dy), where
dp,dy are the two morphisms [1] — [0] in A°P. Let f be a map :

STONSTEA AR — A(ST) AN A(S™H) A ks
The map dy(f) is the composite map

SOVaL A AP = §%0 A ST A AR Ty A(S0) A A(STH) Ny 5 A(STO A ST Ay
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With the notations of section 2.1, di(f) is the composite map
STVE A AP = 51 A S0 A AP T A(S70) A A(ST) A Ky
B A(ST) A A(S™) A ky B A(S™ A ST) Ak

Denoting i,j the two isomorphims i : S™ = §%oV&1_ 4 . Gn o G&1V&0 apd
T' = j o4~ ! the isomorphism §%0V®1 =~ G¥1VZ0 we see that the following
diagram (2.2.2.1) is commutative for all maps f when A is commutative :

gn /\Alj_ Sr1VTo A AI—)F (2.2.2.1)

i J{T’

§rovar A AP, ST A S0 A AP,

f
A(S%0) A A(S®H) Ay —= A(S™1) A A(S0) A kg ——= A(S®1 A S%0) Ay
I

A(S®0 A S®1) Ak

A1) A(3)

A(S™) A ks

Hence do(f) = d1(f). Checking the other simplicial identities is done in an
analogous way.

On the other side, if a factorisation exists, then we must have ©(dy) = ©(d1).
Applying this to any xg,z; € I? , we see that the diagram (2.2.2.1) has to be
commutative for any map f: $%0 A §%1 A AE — A(S%0) A A(S*) Ak

It follows that for every xg, 1, we have a commutative diagram of the form

A(SZo) A A(ST) s A(S%o A §71)

T LAT)
A(S®1) A A(S®0) 5 A(S%0) A A(S™).
Hence the S-algebra is commutative. O

The lemma implies that there is a natural system ¢* : sd, THH(A), —
THH(A), and operations & =: |p¥| o D! : THH(A) — THH(A). As in
[MCaZ2], there is an explicit description of the ¢* operations. A r-simplex in
(sdg(THH(A)))p—1 is given by a chain

X0 X' . X" =z = (0, vy Tg(n1)—1)
where each X* € I9" together with a map
[ 8N LA STt A AR 5 A(STO) A LA A(STA1) A kg
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Such a map can be written as a “matrix”

S®o S* oo SEn-t A(S%0) A(S*) oo A(ST1)
s s L SR E 5 L Ak
ST(g-1)n  §T@-1)n+1 = §Zgn-1 A(Sm(q—l)n) A(S"”(q—l)n+1) . A(Sa:qnfl)
With this notation, for 0 < i < n—2, the faces d; f of sdq(THH(A)), which are
S*o ce. SEVETid s STn-t
mapsfrom | © IR PV
Sx(q—l)n . Sz(q— 1)n+i\/a7(q—1)n+i+1 L. qun—l
A(S%0) e A(STVEiL) oo A(S®n-1)
: cee 2 el Nk,
A(S®ann) o A(ST@DnkVB@-Dntitt) o A(S%an-1)

are given by multiplications of the adjacent columns and degeneracies by the
insertion of a column of unit maps. The “last face” operator d,_; is given by
first cyclically rotating the last column and then multiplying it with the first

one to get
S%o co. SEnm1 A(S%atn-1)VTag) ce. A(SFn-1)
: L VA= I o Ny
S%a=vn . §Tan-1 A(S%@-Dn=1VE@-1n) . A(S%an-1)
Lemma 2.2.3. — With this presentation of (sdg(THH(A)))n—1, operations
©* are given by
S0 ee. SFno1 A(S%0) oo A(STn1)
: U WA B U Nk
S%a-n . §Tan—1 A(S®@-vn) . A(S%an-1)

PR A(SwOVznV---Vz(q,l)n) A /\A(Szn_1V:czn_V---\/qu_1)‘

Proof: Formally the proof is analogous to the computation in [MCa2] Sec-
tion 5. 0

To every 7-ring (R, ®*) we can associate a natural filtration (see [Hi], [Kr])
FJR (n > 0) defined by

F)X = (®P'(z1)...9P* (25) ; #1,..,75s € R and p1 + ... + ps > p)

The notation (y;...yp) stands for the abelian group generated by monomials

yl---yp-
Recall that we have operations ® = ¢* o D,;l on THH(A) thanks to
lemma 2.2.1 and lemma 2.2.2. They induce a decreasing filtration (F})x>o on
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THH(A) defined by Fr(q+) = {2™(THH(A))(¢+),m > k}. We denote by
F,/Fp41 the homotopy cofiber of the map Fp1 — Fj.

Theorem 2.2.1. — i) : For every commutative S-algebra A, the abelian
group m.(THH(A)) equipped with the trivial multiplication and the ope-
rations ®F is a y-ring.

ii) : For every commutative ring k, the vy-ring structure induces canoni-

cal filtrations F,] = Fm (THH(A)) on m(THH(A)) and also F,] =
F/H.(THH(A),k) on H, (THH(A),k). Moreover, there are spectral se-
quences of the form

Ey g = mp(Fy/Fy1) = mpig(THH(A))  and
By, = Hy(Fy/Fy1,k) = Hyro(THH(A), K).
iii) : One has F) ,(H,(THH(A),K)) =0 and
F/(Hy(THH(A),K)) = F) (Ho(THH(A), K)) = Hy(THH(A), K)

if K is a field. Analogous results hold for the filtration F, H (THH(A), K)
induced on H,(THH(A), K) by the spectral sequence E , of ii).

iv) : For the field Q of rational numbers there is a natural decomposition
m(THH(A)) ® Q = 7 (THH(A),Q) & ... & ™ (THH(A),Q).
A stronger result than #ii) is obtained in Corollary 2.5.3 after the study of
these operations in the case of discrete rings.
Proof :

i) : It follows from Lemma 2.2.2 that the operations ®* define a natural
system on T'H H(A). The definition of a natural system implies that the
following diagram (2.2.1.1) is commutative

| THH(A) | <2 | sd, THH(A) | -~ | THH(A) | (2.2.1.1)

D D
S M

| sds THH(A) | 222 | s, THH(A) |

r
(pY‘S l‘p

| THH(A) |

and we finally have ®"®° = ®"°. This implies that (m.(THH(A)),0, (®*)x>0)
is a ~-ring.
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ii) : The filtration F,) is the canonical decreasing filtration associated to
the y-ring structure on (T HH(A)). There is also a 7-ring structure on
H.(THH(A), K) (the proof is analogous to (¢)) that induces the filtration

The spectral segences Ezl,,q and E’;q are those induced by the filtra-
tion F, and converge to m,(THH(A)) and H,(THH(A), K) thanks to
property (i3i) and Mittag-Leffler condition.

iii) : It is well known that the skeleton filtration on THH(A) induces a
converging spectral sequence (cf. [Bo2])
G2, = HH,(H.(A K))s = H,(THH(A),K),
where, for a graded ring R., HH,(R,)s; means the subgroup of the Hoch-
schild homology H H,(R,) generated by tensors of total degree s in R®*.
More precisely, since there is a well-known stable homotopy equiva-
lence [Bol]
THH(A), 2 ANAN...NA (r+1 factors),
the term G' of this spectral sequence is
Gy, = H.THH(A),K)
~ H,(A K)®+!

and Kiinneth’s theorem implies
G, =H.(THH(A);,K) = H,(A,K) ® ... ® H,(A,K) (s + 1 factors).
The simplicial structure induced on H, (4, K)®* by the simplicial struc-
ture of THH(A) is exactly the one defining the standard Hochschild
complex. Hence, through this identification, the induced operations ®*
on H(THH(A)s, K) are defined by
(Ci(Ho(A,K), Hi(A,K)) 0 g}) 0 D
where C (B, B) stands for the Hochschild complex of an associative alge-
bra. Hence these operations are the ones given by the Fin-abelian group
L(4,4) = (¢ A%H)

via Lemma 2.2.1. McCarthy ([MCa2] Example 3.8) has proved that
these operations coincide up to the sign (—1)¥~! with Loday’s standard
operations A\¥ on the Hochschild complex (cf. [Lo4]).

Then it follows from [Lo4], Theorem 3.5 that F,, o( HH,(Hs(A, K))) =
0 when 7 < n. Consequently, for r+s < n, one has F,, 1 2(HH,(H;(4, K))) =
0 and we finally get Fj,1o(H,(THH(A), K)) = 0. The other claims are
proved in the same way.
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iv) : The theory of y-rings ([Hi], [Kr]) implies that, when k£ = Q, there is
a decomposition in eigenspaces of the Adams operations

o0
r(THH(A)) ® Q = @) 9 (THH(4),Q).
i1
But, as m,(THH(A)) ® Q = H,(THH(A),Q), the conclusion is an im-
mediate consequence of 7i).

O

Remark : (1) Lemma 2.2.2 and Theorem 2.2.1 also hold in the category of
commutative B-algebras for a commutative S-agebra B. Moreover if M is
a symmetric A-bimodule over a commutative S-algebra A, then the functor
THH(A, M) factors as

e TH(A,M)
TA®? ——T°P —— "Tsp.

The proof is similar to the one of Lemma 2.2.2. Again, Theorem 2.2.1 holds
for THH(A, M).

(2) Let X be any spectrum. We denote by [X , THH(A)], the homotopy
group of degree n maps X — THH(A), i.e.

[X, THH(A)], = colim[X (S™"), THH(A)(S")].

Here we denote X (S*) the kth-space of the spectrum X. There is a product
THH(AANTHH(A) B3 THH(A) (see section 2.4) inducing a ring structure on
[X,THH(A)]«. Mimicking [Kr|, Section 5, one can prove that the operations
®* induce a 7-ring structure on [X,THH(A)].. Moreover the ring structure
is trivial when each X (S") is a co-H-space.

2.3. A-operations on T'C(A)

2.3.1. Frobenius and restriction maps. — For the remainder of the pa-
per we fix a prime number p and we denote by C, C S* the cyclic group of p
roots of unity.

In this section we first recall the definition of the Frobenius and restriction
maps and then of the topological cyclic homology T'C(A) of an S-algebra A.
The standard reference for this is [BHM].

The group S' acts on every cyclic space and in particular on the cyclic
I'-space THH(A),. This action restricts to an action of Cpn so that we get
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a I-space ky — THH(A)%". If one identifies Cpn with the multiplicative
subgroup of S! generated by e2™/P" the group Cpn—1 becomes a subgroup of
index p in Cpn. In particular, any fixed point of THH(A) under the action of
Cypn is a fixed point of TH H(A) under the action of Cpn—1. For any n > 0, we
define the Frobenius morphism as the following inclusion

F=F,: THH(A)%" — THH(A) .
We denote TF(A,p) = holimTHH (A)".
n,F
Now, consider the group Cj as a subgroup of CP". Then there is an identi-
fication Cpyn—1 = Cpn /C).
It is well known (see [BHM]) that the subdivision | sd,7HH(A) | comes

together with a simplicial action of the group Cj, and that this action coincides
with the Cp-action on THH(A) through the homeomorphism

D:|sd,THH(A) |-=> THH(A).
Again, a R-simplex on sd,THH(A), 1 is given by a chain
X0 X' X" =2 = (20, -, Tpg—1)
in IP? and a map
f:SPON L NSTPEEANAT = A(STO) AN A(ST) Ny
The Cp-invariants are given by the diagonal map diag, : [7 — IP? defined by
Yy (Y95 Y)-
Indeed, for a Cp-invariant X, there exists a chain
Y0 Y " =Y = (yo,- Yg_1)
such that X0 = dia,gp(YO), X! = diagp(Yl),..., X" = z = diag,(y) and the
map f is equivalent to a Cp-equivariant map
(ST N ASTYPAAL = (A(ST) A .. NA(ST)) P A K
Hence, there is a map Ry, : THH(A)“» — THH(A) defined by
Rp(diag,(Y?) « ... + diag,(Y")) =Y? + .« V"
and
Ry(f):= f% : ST A .. A STt A AT, — A(S®) A ... A A(S%1) A kg
Since this map R,, is cyclic, the previous construction can be lifted to the Cpn—1-
fixed points on THH(A). Finally, for every n > 0, one can define restriction
maps
R=R,: THH(A)" — THH(A) .
We denote TR(A,p) = holimTHH(A)®" henceforth.
n;R
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We can now state the definition of TC(A, p). Let RF be the category defined
by objects {1,p,p?,...,p", ...} and morphisms r, f : p* — p*~! (k > 0) that
satisfy rf = fr. As the maps R and F are commuting, there is a well-defined
functor RF — I'sp defined by p"” — THH(A)*>", r— Rand f — F.

The p-primary component of topological cyclic homology of an S-algebra A
is defined by

TC(A,p) = 1}1]961% THH(A) " .

2.3.2. Operations on TC(A,p) when A is a commutative S-algebra.
— In characteristic p, whenever k is a natural number coprime with p, there
are well defined operations ®* on the negative cyclic homology HC, (R) of
a commutative ring R that extend the A-operations on the Hochschild homo-
logy HH,(R) (see [Lo4], [Lo5]). In this section, we extend the operations ®*
defined in Section 2.2.3 to TC(A, p) under the condition k and p are coprime
integers.

Theorem 2.3.1. — i) : Let A be a commutative S-algebra, p a prime num-
ber and k an integer coprime with p. The operations ®F defined on
THH(A) induce operations (still denoted) ® on TC(A,p) such that the
ring (T C(A,p)) with trivial multiplication becomes a +y-ring.

ii) : The canonical projection TC(A,p) — THH(A) is compatible with the

®* operations on both sides.

iii) : For every commutative ring k, the vy-ring structure induces canoni-
cal filtrations F,) (H,(TC(A),k)) on H,(TC(A,p),k). Whenever K is a
field, one has F) (H,(TC(A),K)) =0 w.

The proof of the theorem relies on the two following lemmas.

Lemma 2.3.1. — Let A be a commutative S-algebra and k an integer co-
prime with p. Then & : THH(A) — THH(A) restricts to THH(A)“"" for
any n > 0.

Proof: Suppose given z € THH(A)%" and m € Cyn C S'. Lemmas 2.2.1
and 2.2.2 imply that the family (q’k)kzo is a cyclic natural system on TH H(A).
It follows from [MCa2]|, Lemma 1.4 that, for every k, one has
d (m.z) = (km).®*(x)
) = (km).®%(x)
Hence ®*(z) is fixed under the action of k.m for all m € Cpn. But, since k

is coprime with p, then k.m runs over the whole group Cp», so that we have
®k(x) € THH(A)“. O
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Lemma 2.3.2. — Let A be a commutative S-algebra and k an integer co-
prime with p. The ® commutes with F = F, and R = R,.

Proof: The commutativity of F' with ®* is very easy to prove.
The commutativity of R with &* follows from the commutativity of the
following diagram (2.3.2.1), which we shall prove below.

(THH(A))%" <" (| sd, THH(A) %)% (THH(A))%

DkT o R 2

D
| SdkTHH(A) |CPn - | SdkaHH(A) |CP" | sdkTHH(A) |Cp"_1

ok L sdp® l ls@’“

(THH(A))C Y | sd, THH(A) |5 —2 (THH(A))% .

Let us check the commutativity of (2.3.2.1) From [BHM] 1.12, we have
sdgsdpX = sdyxpX = sdpsdiX and the commutativity of the following diagram
(2.3.2.2)

D
| sdpX | — | sdiX |

Dy,
D l

X . (2.3.2.2)

for every I'-space X. In particular, we deduce that the following diagram
(2.3.2.3) is also commutative.

| THH(A) | <2 | sd, THH(A) |

DkT ‘X DkT

| sdi THH(A) | <=7~ | sdp THH(A) | . (2.3.2.3)

Since D is a S'-equivariant map, we deduce that the upper left square in
Diagram (2.3.2.1) is commutative.
Now, we study the lower left square of (2.3.2.1). Let (z,u) € THH (A)kpg—1X
A‘_1|__1. The element ¥ o D,(z,u) is given by the composition
1xd, U U k u U
(z,u) % <x, - ®..d —) R (gok(m), —®...d —) )
p p p p

(2.3.2.1)
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Likewise, Dp, o ©*(z) is induced by
kx1 1xd, U u
(z,u) == ((pk(:c),u) =% ((pk(x), s D..d ]—)>
which proves the commutativity of the lower left square of (2.3.2.1).

The commutativity of the upper right square of Diagram (2.3.2.1) follows
from an analogous computation (we may also use of the naturality of the map
D).

To complete the proof, it is enough to check that the lower right square is
also commutative. Recall that a r-simplex in THH (A)gfl is fully determined
by a chain

diagX? « diagX! « ... « diagX" = diagz where = = (2o, ..., z4_1) € I
and a Cp-equivariant map f: x A A, — y A k. where

y = A(S®) A ... N A(S%ra1).
It follows from the formula given in Lemma 2.2.3 that
R(¢*(diag(z))) = R(diag(zoTq---T(k—1)g>--)) = (T0Tg---T(k—1)q> ---)-

It is easy to check that the computation of ¢*(R(diag(x)))) yields the same
result. O

Proof of Theorem 2.38.1 :
i) : Recall that TC(A,p) = holim THH(A)". Lemma 2.3.1 states that
r,fERF
®* restricts to each THH(A)»" for k coprime with p. Moreover, Lemma
2.3.2 asserts that ®* commutes with R and F, hence it induces well-
defined operation ®* on the homotopy limit. The relation & &° = &"* is
a consequence of Theorem 2.2.1 (7).

i) : It follows easily from the definition of TC(A4, p).

: The proof of property #ii) is an easy consequence of Theorem 2.2.1.(7%).

O

2.4. Adams operations and products

Product structures on THH(A) and TC(A,p) have been first studied by
Hesselholt and Madsen ([HM]). Here we will follow Brun’s presentation ([Bru]).
When A is a commmutative S-algebra, then the I'-spaces TH H(A) and TC(A, p)
naturally becomes S-algebras, i.e. there exist a product m : THH(A)ANTHH(A) —
THH(A) and m : TC(A,p) NTC(A,p) — TC(A,p).
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Theorem 2.4.1. — Let A be a commutative S-algebra. The following dia-

grams are commutative for all k >0 :

THH(A)ANTHH(A) = THH(A)  TC(A,p) ATC(A,p) = TC(A,p)
LN L 1 o* LN L 1 ®F

THH(A)ATHH(A) = THH(A), TC(A,p)ATC(A,p) 2 TC(A,p).

Proof: First we deal with THH(A). It is enough to check that the following
diagram (2.4.1.1) is commutative for all k,r > 1.

THH(A), NTHH(A), s THH(A), (24.1.1)

Dk/\DkT DkT

sdy THH(A); A sd, THH(A), —* 4, THH(A),

oF Ak l oF l

THH(A), NTHH(A), s THH(A),.

For the upper square of the diagram, the commutativity follows easily from
the naturality of D,.

Now denote G(A4, z,y)(s+) the simplicial set whose m-simplices are given
by

G(A, z,y)m(ss) = Hom g; ., A(STOVION L ASTVITAAT 5 A(STOVIIALAA(ST YT As ).

We define G(4, z, y) the T-space (s+ — G(A4,z, y)(s+)) The product m (see [Bru))
is given by the composition

m : hocolim G(4, z) Ahocolim G(4,y) —  hocolim G(4,z) A G(4,y)
zelr yelr (zy)e(IxI)r

+5  hocolim G(A,z,y)

- (myexnr
5 hocolim G(4, z).
zel”
The map ¢ is induced by the smash product of I'-spaces and the map j by the
functor V" : I" x I" — I". _
There is a map i : G(A4,2) A G(4,y) — G(A,z,y) which, to any map

FiSTASYAAT - A(ST) A A(SY) A sy,
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associates the composite map

§EoVwo A A SEVI A AT T ST A SY A AT
Ly A(ST) A AAST) A AAST) A sy
:uko_T;l A(Sazo\/yo) Ao /\A(Sivrvyr) A St

This map induces a map

fi: hocolim G(A,z)AG(A,y) — hocolim G(A4,z,y).
(zy)e(IxI)" (z.y)e(IxI)"

The maps i and j clearly commute with ® (for all ¥ > 0). Hence, the com-
mutativity of the lower square of (2.4.1.1) will follow from the commutativity
of the diagram

sdy THH(A ), A sdy THH(A), — 2 o4, THH(A),
oF ApF l ok l
THH(A), NTHH(A); i THH(A)

This is a consequence of the commutativity of the S-algebra A, the proof being
analogous to the one of Lemma 2.2.2.

The product m : TC(A,p) A TC(A,p) — TC(A,p) is given by the composite

]

7 : hocolim THH (A)°* AhocolimTHH(A) 5 hocolim THH(A)% ATHH(A)C
zERF yERF (z,y)eRFXRF
9, hocolim THH(A)C: ATHH(A)C:
2€RF
5 hocolimTHH(A)C-.
ZERF

The maps can and dg* are defined in [HM]. They are induced by the smash
product of I'-spaces and the diagonal functor dg : RFF — RF x RF.

The maps ®° commute with the structural maps of the category RF by
Lemma 2.3.2, the diagonal map and the product m, hence with . [l
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2.5. Discrete rings

2.5.1. Adams operation on THH(R). — Let R be a discrete ring. There
is a natural I'-space HR defined by

ki — R®...® R (k factors)
HR: .

(f:ky > £y)— HA(f)(a1,...,ax) = (b1, ..., bg) with bj = f(? a;.

i)=j

The space HR is called the Eilenberg-Mac Lane I'-space associated to R. The
product map R ® R — R and the unit £ — R give a S-algebra structure on
HR which is commutative when R is.

We define the topological Hochschild homology of the ring R as the space
THH(HR), often simply denoted TH H (R).

There exist operations \¥ and ®* = (—1)¥~1\* (known as A-operations) de-
fined on the Hochschild homology group of a commutative algebra (cf. [Lo4],
[Lo5], [MCa2]). Given a commutative flat k-algebra R, there exist well known
isomorphims ([EKMM)) nZ¥(THH(HR)) = HH}(R) where THH®*(HR)
is topological Hochschild homology in the category of Hk-algebra and H H*(R)
the Hochschild homology of R in the category of k-algebra. In particular
m(THH(HR)) ® Q= HH,(R) when R contains Q. If Moreover R is graded
we denote HH¥(R); its Hochschild homology groups where s is the internal
degree and r the homology degree.

Theorem 2.5.1. — i) : For a discrete commutative ring R which contains
Q the following diagram is commutative for alln > 1

~

m(THH(HR)) @ Q — HH,(R)
q)k ~L \chk
m(THH(HR))® Q — HH,(R).

ii) : Suppose R is a flat commutative k-algebra where k a commutative ring
with unit. Then the following diagram is commutative for allm > 1 :

m(THHH*(HR)) =» HHL(R)
q)k ~L ¢ @k
mo(THHH*(HR)) — HH,(R).
iii) : If A is a commutative S-algebra and K is any field, then there is a
converging spectral sequence
G12~,s = HHf((H*(AaK))s = H,,(THH(A),K)

such that the operations ®* induced on the term Gzy* coincide with the
standard A-operations on the Hochschild homology.
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Proof: We proceed as in the proof of Theorem 2.2.1. The space THH(A) is
the cyclic I'-space ¢ — THH(A),. It is well known ([Bol]) that the filtration
of THH(A) by its skeleta gives rise to a first quadrant spectral sequence
G}, = HHEX(H,(A, K)), converging towards H,,,(THH(A), K) for any field
K. TIts first term is
G, = H,(A, K)®t

The cyclic structure of TH H(A) induces the structure of a cyclic space g —
H.(A,K)®9"! which was shown to be the structure defining the Hochschild
complex of H,(A, K) (as an K-algebra). The operations & come only from the
factorisation of the cyclic structure of TH H(A) as a Fin-structure. Hence, as in
the proof of Theorem 2.2.1.(iii), we find that the ®* operations induced on the
Hochschild complex C,(H,(A, K)) coincide with the standard ®* operations
on it. This proves (iii).

Now, if A = HR with Q C R, one has Hy(HR,Q) = R® Q = R and
H,(HR,Q) =0 for n > 1. Hence the spectral sequence collapses and we have
HH,(R) = HHS?(R) > H,(THH(HR),Q). But, since R contains QQ, we get

ma(THH(HR)) ® Q= H,(THH(R),Q) = HH,(R)
which proves (i).

Finally, when R is a flat k-algebra, the spectral sequence coming from the
skeleta filtration has a first term :

Gi,o = R Q®y ... ® R (r + 1 factors) and G,1n7s =0ifs>1

because HR \#k"+1 o HR®+1 (¢f [Ro],[Sc]). The beginning of this proof
together with the collapsing of the spectral sequence give (ii).

O

Ezample : Bokstedt [Bo2] proved that m,(T"HH (Z/p)) = Z/p when n is even
and is 0 for n odd. We now compute the operations ¢* acting on 7, (T H H(Z/p)).
The proof of Bokstedt relies on the fact that THH(Z/p) is an Eilenberg-
Mac Lane spectra and the analysis of the spectral sequence Gf,* of theo-
rem 2.5.1.(iii) converging to H.(T'HH(Z/p), Fp), where F,, denotes the field
with p element. In fact, for all ¢ > 0, there is equivalence

HF, N\THH(Z/p) = HF, A (HF,)"™ = (HF, A HF,) Aur, (HF,)*"!
hence (by [Ro0].12.2) the spectral sequence takes the form
G% .= HH.(H.(HFp, Fy)) = H.(HF,, Fp) ® m.(THH(Z/p)).

It is well known that H,(H F), Fp) is the symmetric graded 7Z/p-algebra on
generators (;)i>1 of degrees 2' — 1 if p = 2 and (&;)i>1, (75)j>0 of respective
degree 2p' — 2, 2p? — 1. Bokstedt shows that in the case p = 2, the spectral
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sequence collapses at level Gi* and that, for p odd, the term GZ°, is genera-
ted by the elements dr; in HH;(H.(HFy, Fp)) = Qp, (uF, F,) (the module of
Kahler differential).

But the standard Adams operations A\¥ on Hochschild homology acts on
dr; € HH,(H(HF,, F,)) by multiplication by k. Then Theorem 2.5.1.(iii) in-
sures that operations A* acts on 7o, (T H H(Z/p)) by multiplication by k¢t ¢t
where the c; are the digits of the unique decomposition n = ciptt+. .. Ce(n) ptn)
of n in base p. Moreover Fg+___+cl(n)+27r2n(THH(Z/p)) = 0.

Corollary 2.5.1. — For a commutative ring R over Q, the term E},’l of

the spectral sequence of Theorem 2.2.1.(ii) is isomorphic to the p* Harrison
homology group of the ring R, denoted Harrp(R) henceforth.

Proof: By Theorem 2.5.1 the term E;,l of the spectral sequence is isomorphic

to the term Ezl,’l of the spectral sequence associated to the A-filtration on the
Hochschild complex (see [Lo4]). Theorem 3.5.(c) of [Lo4] implies that this
term is precisely Harry(R). O

Remark : Clearly the same proof insures that, when R is a flat commutative
k-algebra, the term E},’l of the spectral sequence associated to TH H?*(HR)
of Theorem 2.2.1.(ii) is isomorphic to Harrison homology Harr,(R) of R as a
k-algebra.

The previous corollary leads naturally to a definition of topological Harrison
homology for commutative S-algebra.

Définition 2.5.2. — The topological Harrison homology of a commutative
S-algebra A is the cofiber
THarr(A) = F»/F;

where Fy is the filtration of Theorem 2.2.1 on THH(A) induced by the Adams
operations.

In particular the topological Harrison homology groups with value in the
commutative ring k are

H,(THarr(A),K) = E,,

where E}’* is the spectral sequence of Theorem 2.2.1.(ii).
Ezample : We want to compute m(THarr(HZ/p)). We proceed as in the

example following Theorem 2.5.1. Similarly to the case of Theorem 2.5.1.(iii),
the skeleta filtration induces a spectral sequence

Harr(H(HF,, F,)) = H.(THarr(HF),), F,) = H,(HF,, F,)n.(THarr(HFp)).
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But for A = Z/p, Harr,(H.(A, Fp)) = 0 for p > 2 and the spectral sequence
collapses. Hence, the topological Harrison homology group of Z /2 are

moi(THarr(Z/2)) = Z/2 for i >0 and m,(THarr(Z/2)) =0 if n # 2.
In the case of Z/p, these groups are
Topi 1 (THarr(Z/p)) = wopi(THarr(Z/p)) = Z/p for i > 0
and 7, (THarr(Z/p)) = 0 if n # 2p¢ — 1 or 2p'.

As this section deals with linear categories, it is of interest to restrict one’s
attention to I'-spaces that factors through functors I'? — s.Ab (where sAb
stands for the category of simplicial abelian groups), that is to say to I'-
simplicial abelian groups (see [Bru], [Dul] for details). Henceforth we denote
the category of I'-simplicial abelian groups by I's Ab. The Eilenberg-MacLane
functor H : s Ab — TI'sp factors through the forgetful functor U : I's Ab — T'sp
to give a functor H : s.Ab — I'sAb. The category (I‘S.Ab, ®,H Z) is symmetric
monoidal with unit HZ. An HZ-algebra is a monoid in this category. When
R is a commutative ring, HR is a commutative HZ-algebra.

Theorem 2.5.2. — Let A be an HZ-algebra and M a A-bimodule. Then the
filtration induced by the operations ®* satifies F) ,mn(THH(A,M)) =0 and

Fl(rp(THH(A,M)) = F)n,(THH(A,M)) = m,(THH(A, M)).
The same results also holds for the filtration Fym,(THH(A, M)).

The theorem applies to A = HR and M = HR, with R a (simplicial) ring,
hence the result holds for =, THH (HR).
Proof: Replacing smash product by tensor product in the definition of THH
gives an algebraic analogous theory for HZ-algebras (cf. [Bru], [Dul]) as
follows. The 7-simplicial abelian group AG(A, M, z) has ¢g-simplices given by :

AG(A, M, z)q(ky) = Homg ap (Z(S)®...9Z(5%1) ; M(5%)®...0 A(S)QZ(ky))

whith Z(X) = Z[X]/Zx. For a commutative HZ-algebra A and a bimodule
M, we define
HH%(A, M), = hocolim AG(4, M, z),
zelat!
The structure maps are analogous to those of THH(A, M). The proof of

Lemma 2.2.2 can be mimicked to show that there is a factorisation of the
A
functor Ao ZEAAM) I'sAb through I'°P :

—7
HHY(AM) = A% —&pop TLEM

I's Ab.
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Hence Lemma 2.2.1 gives Adams operations ®" on H HZ(A,M )- It is well
known ([Dul]) that the inclusion

M(S®Y A ... A A(S®) A kg > M(S%) ® ... ® A(S®) ® Z(k)

induces an equivalence THH (A, M) = HH%(Z(A), M). Tt is straightforward
to check that the previous map is compatible with A-operations.

As HH Z(A,M ) is a I-I'-simplicial abelian group, Loday’s explicit combi-
natorial operations A\¥ [Lo4] (lying in Z[X,]) are defined on HHZ(A, M). But
the computations in [MCa2] Section 3, Lemma 2.2.3 and [MCaz2] 3.9 imply
that Loday’s A* operations coincide (up to a sign) with the previous ope-
rations ®* defined on HH%(A, M). Then the combinatorial computation in
[Lo4] 3.9 (also see [Lo5] 6.4.5) yields the desired result. O

Corollary 2.5.3. — For any S-algebra A, the following identities hold :
FY (ma(THH(A)) = F} mp(THH(A)) = mo(THH(A)),
Fl ,my(THH(A)) =0 and F(mn(TC(A)) = mp(TC(A)).
Proof: By results of Dundas [Dul], we know that exists an equivalence

THH(A) = holim THH((A)s)
SeP—0

where P is the set of finite partitions of {1,2,...} and each S-algebra (A4)g is
equivalent to an Eilenberg-Mac Lane I'-space H(R)g for some simplicial ring
(R)s. The construction of the S-algebra (A)g is based on the iteration of the
adjunction A — UZ(A). As already seen in the proof of Theorem 2.5.2, the A-
operations are compatible with the two functors U and Z(—). Hence it suffices
to prove the result for each H(R)g which was done in Theorem 2.5.2. O

Remark : The results of this section could be lifted to the category of simplicial
discrete rings.

2.5.2. Mac Lane homology. — It is known from Pirashvili and Wald-
hausen [PW] that, for any discrete ring R, there is a natural isomorphism
m(THH(HR,H)) = HML(R, R) where HML(R, R) is the Mac Lane homo-
logy of the ring R. Throughout this section, for any category C and ¢,d two
objects in C, we use the notation C(c,d) for the set of morphism from ¢ to d
in C.

Let Pgr be the additive category of finitely generated projective modules
over the commutative ring R. The Mac Lane homology of R is the homology
of the simplicial module

g+~ Dy(R)= P Prlccy)

Co{—C1$— ¢ Cq
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with faces and degeneracies defined as for the Hochschild complex (cf. [JP]).
McCarthy defined A-operations on Mac Lane homology in [MCa2], Section 6
in the following way : let 7" be a linear functor from P% to Pg such that, for
any pi1,--- ,pr € Pr, we have

T"(p1,---,pr) =P1® - ®pr and T"(R,...,R)=R.
We denote 7 a natural isomorphism 7" — T" ot where t(p1,...,pr) = (Pry .-y P1)-

Now, for any = (fo,--- .- fr(g—1)) € 8dr(D«(R))q-1 (with f; € Pr(cit1,¢i)
, we define
(pr(fo, ey fr(qfl)) =

(T ° Tr(an s 7f(r71)q)7Tr(f17 R f(rfl)q—}-l)a s 7Tr(fq—17 LR f(qrfl))
These maps define a natural system on D,(R) (see [MCaz2]), hence yield
Adams operations ®* on HML(R, R).

Theorem 2.5.3. — There is a commutative diagram
HMY(R,R) = =, THH(HR,HR))
Pk 1 l Pk

~

HML(R,R) — m(THH(HR,HR)).

Proof: The map ¢" : sd;D,(R) — D,(R) above also induces a natural system
on the simplicial abelian group with ¢-simplices

q
CPR) = @  Prlc,cg) ®QZ(Pr) (cici1)-

Co¢—C1é " ¢Cq =1

Again the faces and degeneracies are defined as for Hochschild homology. There
isa map a : F,(R) - CP,(R) sending cp < - -+ < cq to its class in CPy(R); it
induces an isomorphism in homology (cf. [Du2]). By construction, o commutes
with the maps ¢".

Topological Hochschild homology can be defined for any I'-simplicial cate-
gory C (see [Dul]). The definition is like the one for topological Hochschild
homology of a S-algebra with A(S%°) A --- A A(S%¢) replaced by the joint

\/  Cleo,cg)(5%0) A--- A Cleg, cg1)(5%)

CO,...,CqEC

in the definition of G(A4, z) (Section 2.2.3). Again, the maps ¢" above are com-
patible with the morphisms of the category 97! and the simplicial structure
of gy = THHy(Pgr) (the proof is like the one of Lemma 2.2.2), hence yield a
natural system on TH H (Pg)-

We denote P}, the I-simplicial category with the same objects as Pr and

morphism PY(c,d)(ky) = Pr(c,\/* d). From [Du3], we have the homotopy
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equivalence HPg(c,d) = P)(c,d). We denote Z(S*) = Z(5™) Q ... ® Z(S*a),
from [Du2], Section 4, we know that there is a simplicial abelian group R(R)
with g-simplices given by

q

Ry(R) = holims4b (2(57); @) Pileorc0)(5™) & Q)T (PY) (e c-1)(5) © —
zeld )
€0,---,Cq€EPR i=1

and equivalences
CP(R) = R(R) <~ THH(HPg). (2.5.3.1)

The last map is similar to the equivalence HH”(Z(HR), HR) ¥ THH(HR) in
the proof of Theorem 2.5.2 and it is straightforward to check that it commutes
with the natural system ¢*.

The ring R is a projective module over itself. Thus, there is a map
HHZ(Z(HR), AR) %> R(R)
where HHZ(Z(HR, H R)) is the I'-abelian group defined in the proof of Theo-
rem 2.5.2. As HHZ(Z(HR,HR)) = THH(HR) [Dul], this map 8 is an
equivalence by the left equivalence of (2.5.3.1) and Morita equivalence of
THH(HR) (see [DMC], 2.5). The formula of Lemma 2.2.3 implies that the

map 3 is compatible with the operations ¢* defined in this proof and in the
proof of Theorem 2.5.2. The latter then implies the desired result. O

2.5.3. Homotopy fixed points. — In this section we are looking for com-
patibility results between the A-operations on (negative) cyclic homology of
a ring and topological Hochschild and cyclic homology. There are canonical
maps

Yp : THH(A)®" — THH(A)">" .= Hom Simyp (ECyny, THH(A))""

between fixed points of THH(A) and homotopy fixed points TH H(A)"C»m.
Taking homotopy limits induces a map

T, : TF(A,p) — holim THH(A)"%m.
n,Fp

After p-adic completion we have a map

~ 1.~
I':TF(A,p), —» (THH(A)""),.

It follows from Lemma 2.3.2 that the operations ®* extend to TF(A,p) for k
coprime with p. Moreover, there exist operations ® on THH(A)"“r" defined
by composition : if f: ECpny — THH(A), then ®*(f) = & o f. After p-adic

completion ®* induces operations on (THH (A)"S 1);.
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Theorem 2.5.4. — For a commutative S-algebra A the following diagram is
commutative :
TF(A,p), — (THH(A)"),

TF(A,p), — (THH(A)S")

p:

Proof: Tt is clear that the operations ®* commute with the maps 4,. Moreover
they are compatible with the various colimits hence the result. O

For a discrete ring R there are wellknown isomorphims m,(THH(HR)"S")®
Q= HC; (R®Q) (see [CJ]) between the homotopy groups of T HH(HR)"S'
and the negative cyclic homology groups HC, (R) after rationalization. Mo-

reover there exist operations ® on the negative cyclic homology of a ring
(see [Lo5)).

Theorem 2.5.5. — Given a discrete ring R there is a commutative diagram
T(THH(HR"" ) 2@Q = HC,(R®Q)
Pk ~L ~L Pk

m(THH(HR)" Y @ Q = HC,;(R®Q)

where the left vertical arrow is Loday’s A-operation ®F.

When k is a commutative unital algebra over a field K and R is a flat
commutative k-algebra, there is a commutative diagram, for all n > 0 and k
coprime with the characteristic of K,

~

T (THHE*(HR)"') = HC, (R)
Pk 1 1 Pk
m(THHHEK(HR)"')Y =5 HC;(R)

Proof: The complex BC; (R) defining negative cyclic homology HC; (R) is
the complex

S C.(R,R)ut,b+ Bu |,

k>0
where u is a degree —2 variable, B is Connes’s operator and C4(R, R) is the
Hochschild complex of R ([Lo5]). The operations & on BC, (R) are given
by ®*(zxu’) = k7 ®*(x)u’ and linearity. The filtration by columns induces a
converging spectral sequence whose first term is H H,, ;(R).

The space S® = li_Ir;Sm”rl is a classifying space for S'. Therefore,
n>0

THH(HR)"' = Topg: (S, THH(HR)).
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Following Cohen and Jones [CJ] we observe that there is a spectral sequence
associated to the system

.-+ = Homg (S THH(HR)) — ... - Homg:1(S3, THH(HR)) — THH(HR)

converging towards m,(THHH*F(HR)"S"). The term E}, of this spectral se-
quence is 7, (THH"*(HR)) = HH,,,(R), the boundary map being induced
by the S'-action. In particular, we can replace THH(HR) by the standard
Hochschild cyclic module ¢ — R®?*! (denoted HH (R, R)). It follows from
Theorem 2.5.1.(ii) that Adams operations are preserved under this identifica-

tion. Hence it is enough to prove that the following diagram is commutative

~

H,(HH(R,R)"$') =s HC,(R®F)
Pk 1 1 Pk
H,(HH(R,R)"S') = HC;(R®F).

The isomorphism H,, (HH (R, R)"S") = HC; (R) is established in [CJ], Lemma
1.3. The equivalence of operations on both sides holds at the level E} ., hence
on the abutment.

To prove the result for m,(THH(HR)"S') ® Q, one proceeds along the
same path : replace m (THHE*(HR)"S") by n,(THH(HR)"S") ® Q and use
Theorem 2.5.1.(i) instead of 2.5.1.(ii). O

75,

There is a homotopy cofiber sequence ((BHM], [HM]), called the norm-
restriction sequence,

THH(A)nc,n — THH(A)" 2 THH(A)%

which is somehow analogous to Connes’s SBI sequence in cyclic homology
([Lo5], [BHM]).

Theorem 2.5.6. — For k coprime with p, there exists operations (‘I’k)kzo on
THH(A)nc,n such that the following diagram is commutative :

THH(A)thn L THH(A)th” i) THH(A)thﬂfl
ok | 3k | ok |
THH(A)thn i) THH(A)th” i) THH(A)hCP"_I )

Proof: Recall that THH (A)nc,n is the I-space k4 — ECynAc, THH(A)(k+),
where ECyn is a free contractible Cpr-space. Henceforth, we take the bar
construction on Cp» as a model for ECyn that is to say ECp» has g-simplices
ng ! and Cpn acts by multiplication on the first factor. We identify Cpr» with
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the subgroup of S! generated by e%"/P". There is a map o* . ECyn — ECpn,
defined for any y € Cj. and e2iln/p" ¢ Cn, by

&)k(e%lﬂ'/p" > y) _ e2z'k:l7r/p" X y.

For k coprime with p, we define & : THH(A)hcpn — THH(A)hcpn as the
map defined, for any e € ECpn and t € THH(A), by

e At BF(e) A BF(2).

This is welldefined because the Cpn-action is compatible with ®* in the sense
that, for any ¢ € Cpn and t € THH(A) we have ®*(z.t) = ®*(z).®*(t). In-

deed, we can make the Cpn-action simplicial via the identification THH(A) =
|sdpn T H H(A)+|. Hence we have a Fin-T-space (g — ECpn ACyn (sdp=THH(A))q)-
The theorem then follows from the commutativity of the two left squares of
Diagram (2.3.2.1) and the simpliciality of the operations ®* given by Lemma

2.2.1. O

2.6. Operations on thh(A) and A ® S*

There exist two other definitions for topological Hochschild homology given
by Elmendorff, Kriz, Mandell and May [EKMM] and McClure, Schwénzl and
Vogt [MCSV]. We refer to [EKMM] for definitions and notations. Howewer
these theories can not be used to define topological cyclic homology. Never-
theless, in this section we extend our construction to these two models for
topological Hochschild homology.

Suppose given (for the remainder of the section) a g-cofibrant commutative
S-algebra L and a L-algebra B (i.e. p: BAp B — B, n: L — B).

There exists a cyclic L-module thh’(B), such that

thht(B), = B/ t(a+1)
for all ¢ > 0 and the structural maps are the faces

A AT si0<i<qg—1,
d; = . g ..
pANid?oT sii=gq,

degeneracies s; = id’ An Aid? 71! and the permutation ¢ on the g+ 1 factors
of thh’(B),. We denote thh"(B) the geometric realisation of thh’(B)..

The functor ¢ — thh(B), being cyclic, the results of section 2.2.3 extend
without difficulty to thh(B)

Lemma 2.6.1. — There ezists a factorisation of thh™(B) of the form

——

(B)

thhL(B) : AP &5 Fin' M%) 1y
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if and only if B is commutative.

Proof: It is analogous to the proof of Lemma 2.2.2. In particular, the functor

—~—

thh(B) is given by thh(B), = thh*(B) and, for any map é : [n] — [m] and b =
(bo, ..., b)) € BN we define §(b) = (yo, ..., Ym ), Where y; = p(biy s - biy,)

(we set 67 1(i) = {i1,...,ix} and y; = 0, if 671(i) = ). O
Theorem 2.6.1. — Suppose given a commutative L-algebra B. The opera-
tions

®* = (thh(B) o p*) o D! : thh(B) — thh(B)
induce a structure of A-ring on m,(thh’(B)) equipped with trivial multiplica-
tion.

Proof : Lemma 2.6.1 and Lemma 2.2.1 imply that the operations p* = (thh(B)o
¢*) define a (cyclic) natural system on thh”(B). The remainder of the proof
proceeds as for Theorem 2.2.1.(i). O

We know from Shipley [Sh] that for a cofibrant S-algebra B, the two spaces
thh™(B) and THH(B) are homotopically equivalent when B is a cofibrant
S-algebra.

Theorem 2.6.2. — Let B be a cofibrant L-algebra. The equivalence between
thh™(B) and THH*(B) preserve the operations ®*.

Remark : As a consequence, Theorem 2.2.1 and Corollary 2.5.3 hold for
thh™(B).
Proof: According to [Sh], the equivalence is induced by a “zigzag” map ©
between the simplicial spaces defining thh”(B) and TH H®(B) defined by
RO+ & LpALG)) B prp(RALGH)) & pr(RAGH)) B2 pRALGHD)
together with an application v, : THH(R), — D(R(+1) (denoted ¢ in
[Sh]). The functors L, M and D are defined in [Sh]. We have to check that
Boaod  =dF =yoDoo.

This holds because the functors L, M and D are simplicial and because ®*
commutes with the structural maps involved in the various colimits associated
to the functors M and D. Likewise, one has ¢*4), = v, ®*. O

The categories of commutative S-algebras or L-algebras (in the sense of
[EKMM]) is tensored (seeé[MCSV]) over the category of topological spaces.
This means that, for all commutative S-algebras A, B, there are natural ho-
meomorphisms

Homg(A® S*, B) = Top(S', Homg(A, B))
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where Homg stands for the set of morphisms in the category of commutative
S-algebras.

Let B be a L-algebra. McClure, Schwénzl and Vogt [MCSV] showed that
there exists a natural isomorphism of L-algebras

thh*(B) = B® S.
Precisely, there is a simplicial isomorphism thh’(B), = B® S’ (c¢f. [MCSV],
[EKMM]) which induces the isomorphism thh?(B) = BRS! after realisation.
Here, we identify S} with the simplicial set A(1),/0A(1), where A(1), is the

standard 1-simplex and OA(1), is its boundary.
The maps ¥* : S — St k > 0 defined by

Tk (e2imty = 2Tkt
induce Adams operations, denoted id ® ¥*, on B ® S! (c¢f. [MCSV]).

Theorem 2.6.3. — The following diagram is commutative

B®S' = thh™(B)
id® Tk | 1 ®*
B®S' = thh(B).

Proof: We have to prove that the diagram (2.6.3.1) below is commutative

B®—

thh(B) ~—=—— B ® ' st ———1st| (2631)

E TD’“ |ox

| sdgthh®(B), | <<— | sdiB® S} | | sdi S | ok

PR

thh?(B) ~—— B® St | S} |

| Se 1

B®— id

The left squares of (2.6.3.1) commute by naturality of D and transfer of
simplicial structure. The middle rectangle is commuting in view of [MCSV],
Proposition 4.3. Finally, a computation analogous to [MCa2|, Lemma 1.4
insures the commutativity of the right rectangle of (2.6.3.1). O
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Theorem 2.6.3 give a new proof of the T"H H(B)-part of Theorem 2.4.1 when
B is cofibrant.

Corollary 2.6.2. — The operations ®* commute with the product on thh™(B).
Proof: The product on B ® S! is induced by the composite (see [MCSV])
(BeSHABoSY) = Be((S'us) ¥ Bgs!
where f: S' 11 S — S is the codiagonal map. It is easy to check that
fo(TFuTh) =0ko .

Hence the following diagram is commutative :

(Bcz)b*l)/\(B@zu‘Sl):—>B®(SluSl)id@L>B<z§u91
id®\1!k/\id®\11kl id®(wkuwk)l lid@@k

(BeSYA(BoS) 2 —~>Ba (S us)® - pgst.

The TH HL(B) part of Theorem 2.4.1 follows from Theorems 2.6.3 and 2.6.2
in the case B is cofibrant. O






CHAPITRE 3

HOMOLOGIE ET MODELE MINIMAL DES
ALGEBRES DE GERSTENHABER

Abstract : We study strong homotopy Gerstenhaber algebras (Go-algebra
for short) and homology of Gerstenhaber algebras from an operadic point of
view. We give an explicit description of G-algebras defined as algebras over
the minimal model of the operad G describing the Gerstenhaber algebras. We
also describe the Ginzburg-Kapranov operadic complex which calculates the
homology of G-algebras and give a spectral sequence converging toward it as
well as a few examples of calculations. Finally we give the structure of Poisson
algebras up to homotopy (again defined as algebras over the minimal model
of Poisson algebras).

Résumé : On étudie ici les notions d’algebres de Gerstenhaber & homotopie
pres et d’homologie des algebres de Gerstenhaber du point de vue de la théorie
des opérades. Précisément, on donne une description explicite des G-algébres
a homotopie pres (c’est a dire d’algebres sur le modéle minimal de 'opérade
G des algébres de Gerstenhaber). On décrit également le complexe calculant
I’homologie des G-algebres. On donne une suite exacte qui converge vers cette
homologie et quelques exemples de calculs. Enfin on explicite la structure
d’algébre de Poisson 4 homotopie pres.

Keywords : Gerstenhaber algebras, Poisson algebras, strong homotopy algebras, operadic
homology.

La notion d’algebre de Gerstenhaber (notée aussi G-algébre) a été introduite
par Murray Gerstenhaber [Ge] en 1963. Précisément, Gerstenhaber a montré
que la cohomologie de Hochschild HH*(A) de toute algébre associative A
peut étre munie d’un cup-produit de degré 0 et d’un crochet de degré 1. Le
cup-produit est associatif et commutatif et le crochet munit la suspension de
HH*(A) d’une structure d’algebre de Lie. De plus le crochet est une dérivation
pour le produit.
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Ce type de structure apparait aussi fréquemment en physique et en calcul
différentiel. Par exemple, ’espace gradué des multi-champs de vecteurs sur
une variété différentiable M, muni du crochet de Schouten-Nijenhuis, est une
algébre de Gerstenhaber.

Il existe aussi une interprétation topologique. Une des opérades topologiques
les plus étudiées est 'opérade des petits disques D. Précisément, D(n) est ’es-
pace des configurations de n petits disques & Uintérieur du disque unité du
plan. La composition est induite par contraction et insertion de telles confi-
gurations dans les petits disques. La structure d’une algebre de Gerstenhaber
est décrite par une certaine opérade G. Cohen [Ch] a montré que l'opérade G
est isomorphe & ’homologie de ’opérade D.

L’intérét pour 1’étude de G-algébres a homotopie prés (notée aussi Goo-
algébres) a grandi aprés que Deligne [Del] a conjecturé que l'isomorphisme
précédent se relevait au niveau des chaies, c’est a dire qu’il existait une struc-
ture de D-algebre sur le complexe de cochaines de Hochschild C*(A4, A). D’un
point de vue algébrique cette conjecture signifie qu’il existe une structure natu-
relle de Goo-algébre sur C*(A, A). En fait une telle structure est ’analogue en
géométrie non commutative de la G-structure sur les multi-champs de vecteur
d’une variété.

Différentes réponses & cette conjecture (utilisant différentes notions de G-
algeébre & homotopie prés) ont été apportées notamment par [GJ], [Vo], [Ta].
Kontsevich et Soibelman ont démontré une généralisation de cette conjec-
ture [Ko3], [KS]. En 1998, Tamarkin [Ta] a donné une nouvelle preuve du
théoréme de formalité de Kontsevich en utilisant (et démontrant) P'existence
d’une structure de G-algébre & homotopie pres sur C*(A4, A).

Etant donnée une “structure algébrique” P, i.e. une opérade P, la notion
la plus canonique de P-algébre a homotopie pres est celle d’algebre sur le
modele minimal de P ¢f. [GK], [Ma2], [Ma3]. Le modeéle minimal d’une
opérade P consiste en une opérade libre munie d’une différentielle et d’un
quasi-isomorphisme avec P. Lorsque P est de Koszul, d’apres Ginzburg et Ka-
pranov [GK], son modeéle minimal (noté P, ) est donné par la bar construction
de P .

Bizarrement, les définitions explicites de G-algebres 4 homotopie prés intro-
duites pour répondre & la conjecture de Deligne ne sont pas décrites en tant
qu’algebres sur le modele minimal de G. Le premier objectif de ce papier est
de donner une description explicite de la structure d’une G,-algebre a par-
tir du modeéle minimal de G. Il est implicite que la définition de Tamarkin
et Tsygan [TT] correspond & celle donnée par le modéle minimal de G, mais
uniquement dans le cas d’algébres de dimension finie et que, de plus, certaines
relations ne sont pas explicitées.
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Dans [GK], Ginzburg et Kapranov ont donné un moyen de construire ex-
plicitement un complexe (CF (A), d) associé & toute P-algebre A. Ce complexe
est tel que la nullité de la composée

cf(4) % cf(4) L cP(A)

se déduise des relations décrivant la structure des P-algebres. Dans le cas des
algébres associatives, commutatives et de Lie, on retrouve les complexes stan-
dards de Hochschild, de Harrison et de Chevalley-Eilenberg respectivement.
Plus généralement, le complexe donné par Ginzburg et Kapranov calcule 1’ho-
mologie de Quillen associée aux P-algebres. En fait certains calculs de Tamar-
kin [Ta] s’interprétent facilement comme des calculs en homologie des algebres
de Gerstenhaber.

Le deuxiéme objectif de ce papier est de décrire ’homologie opéradique des
G-algebres (appelée par la suite homologie de Gerstenhaber). On décrit le com-
plexe et la différentielle calculant ’homologie de Gerstenhaber HG,(A) d’une
G-algébre A. Ce complexe est en fait un bicomplexe et on en déduit une suite
spectrale convergeant vers HG,(A) dans l’esprit de [Mal]. En utilisant la suite
spectrale précédente, on calcule également HG,(A) lorsque A est une algébre
de Gerstenhaber libre, une algebre de Gerstenhaber libre sur une algebre de
Lie, ou une G-algébre dont I'une des opérations est triviale.

On peut effectuer les mémes calculs dans le cadre des algebres de Poisson
(ou plus généralement des n-algébres). Le dernier objectif de ce papier est
de donner une description explicite de la structure d’algebre de Poisson a
homotopie prés.

Le paragraphe 1 est constitué de rappels sur la théorie des opérades. Dans
le paragraphe 2 on rappelle la définition des algebres de Gerstenhaber et de
Popérade G qui les décrit et on donne la structure des G-algebres libres. On
décrit les algebres de Gerstenhaber & homotopie pres dans le paragraphe 3.
Le complexe calculant ’homologie des G-algebres est explicité au paragraphe
4 ainsi qu'une suite spectrale E2, = H,(/\ JHarr(A)P[1],dy) convergeant vers
HG(A) pour toute G-algébre A. Dans le paragraphe 5, on illustre les résultats
des paragraphes précédents en donnant une preuve élémentaire de la koszulité
de l'opérade G, en montrant que HG.(A) = HX®(g) (I’homologie de Cartan-
Eilenberg de g a coefficient trivial) si A est ’algébre de Gerstenhaber libre
sur l'algébre de Lie g et en calculant ’homologie de Gerstenhaber des algebres
de Gerstenhaber ayant une opération triviale. Enfin, dans le paragraphe 6, on
applique les méthodes du paragraphe 3 au cas des algebres de Poisson.

Je tiens & remercier Gilles Halbout, Jean-Louis Loday et Mathieu Zimmer-
mann sans qui le groupe de travail de Strasbourg sur les opérades n’aurait pas
été aussi stimulant.
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Notations : Dans toute la suite k sera un corps de caractéristique zéro et
Q le corps des nombres rationnels. On notera S, le groupe symmétrique sur
n lettres (n > 1) et k sera le k-espace vectoriel de dimension 1 muni, pour
tout n > 1, de la représentation signature de S,,. On munit également & de la
représentation triviale de S,.

Pour V' un espace vectoriel gradué (ou un complexe) et n € Z on notera
V[n] le k-espace vectoriel gradué (complexe) V[n] = k[n] ® V ou k[n] est le
k-espace vectoriel gradué de dimension 1 concentré en degré —n. Siz € V, on
notera s"z 1’élément correspondant dans V[n| de degré |z| —n.

3.1. Rappels sur les opérades

3.1.1. Définitions générales. — Un S-module M est la donnée d’une fa-
mille (M (1), M(2),..., M(n),...) de k-espaces vectoriels telle que chaque M (n)
(n > 1) soit muni d’une structure de S,-module. Si V' est un espace vectoriel
(gradué), 'espace V®" est muni d’une action de S, par permutation (avec la
convention de signe de Koszul-Quillen). En particulier, pour 1, ...,z, € V et
o € Sy, on notera (o) (on sous-entend la dépendance par rapport & z1, ..., Z,)
le signe défini par

(21 ®...Q )’ = 6(0’):120.(1) ® ... @ Ty(n)-

On notera également sg(o) = sgn(o)e(o). Plus généralement, soient V1, ..., V,
des espaces vectoriels gradués et z; € V;[p;] ( = 1...n) ; on notera ¢'(o) le signe
défini par

(8121 ® ... ® sP"an)” = €'(0)sP V(1) @ ... @ LT T4
et sg'(o) = sgn(o)e'(0). On notera aussi | z; |'=| z | —p;.

On associe & un S-module un foncteur (dit foncteur de Schur) S(M,0) :
Vect — Vect (ou Vect est la catégorie des espaces vectoriels) défini par

S(M,V) =D M(n) ®s, VE".
n>0
On notera dans la suite simplement M (V') 'espace vectoriel S(M, V). Si M et
N sont deux S-modules, on définit le S-module composé M o N de telle sorte
que le foncteur de Schur associé soit la composée des foncteurs de Schur de M
et N. Précisément, on a

Spi+...tpn

(MoN)(m) = @Mm)@sn( P  mad i N ®...®N<pn>).
n>1 pPit+...+pn=m

Une opérade (c¢f. [May], [GK]) est la donnée d’un S-module P et de

transformations de foncteurs v : PoP — P, n : (k,0,...) — P satisfai-

sant des axiomes d’associativité et d’unité ([GK]). Une telle structure est en
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fait déterminée par des applications linéaires (compatibles avec les actions des
groupes symétriques)

Yn,p1yeepn © P(0) ®s, P(P1) ® ... ® P(pn) — P(p1 + ... +Pn)

appelées compositions.

Une algébre sur une opérade P (cf. [GJ], [GK]) est la donnée d’un espace
vectoriel A et d’une application p : P(4) — A, compatible avec I'inclusion de
A dans P(A), telle que le diagramme suivant soit commutatif

PoP(4) —— P(A)

0| lp

P(A) A.

Une structure de P-algebre est donc donnée par des applications
pn : P(n) ®s, A®™ — A.

Si V est un espace vectoriel, alors ’espace vectoriel P(V') est naturelle-

ment muni d’une structure de P-algebre via P(P(V)) 7(idy) P(V). Une telle
P-algebre est appelée P-algébre libre. Ces algebres sont caractérisées par la
propriété universelle suivante : pour toute P algebre A et tout application
linéaire V. -2+ A, il existe une unique application ¥ : P(V) — A qui fasse
commuter le diagramme suivant

Toutes les notions présentées ici admettent des notions duales évidentes
(¢f. [GJ]). En particulier on a les notions de coopérades, coalgébres sur une
coopérade et coalgebres colibres.

Suivant Tamarkin ([Ta]), quand M est un S-module, on note My, le S-
module défini par Mpy(n) = M(n) ® E®Im [m(n — 1)] de telle sorte que, si
P est une opérade, une structure de Py,,3-algebre sur A est équivalente a une
structure de P-algébre sur A[m)].



108 CHAPITRE 3. HOMOLOGIE ET MODELE MINIMAL DES ...

3.1.2. Présentation d’une opérade. — Le foncteur oubli U : Oper — S-
mod de la catégorie des opérades vers la catégorie des S-modules admet un
adjoint & gauche F : S-mod — Oper. Une opérade de la forme F(M) est dite
libre et vérifie qu’il existe 1 : M — F(M) et que, pour tout morphisme de

S-modules M -2+ P (avec P une opérade), il existe un unique morphisme

d’opérades F'(M) N P tel que le diagramme suivant commute.

: F(M)
WA
P

Une description du foncteur F' en terme d’arbres est donnée dans [GK],
[GJ] par exemple.

Soit M un S-module et R un idéal (engendré par R) de F(M) c’est a dire
un sous S-module de F(M) tel que y(Ro F(M)) et v(F(M)oR) soient inclus
dans R (en particulier vy se restreint au S-module quotient F(M)(x)/R(x)).
On note Op(M, R) T'opérade quotient de F(M) par R. L’opérade Op(M, R)
est dite présentée par les générateurs M et les relations R.

Une opérade Op(M, R) est dite binaire si M est concentré en degré 2 i.e.
M = (0,M(2),0,....). Une opérade Op(M,R) est dite quadratique si R est
inclus dans F'M(3). Dans toute la suite on ne s’intéressera qu’a des opérades
binaires quadratiques.

Dualement on a une notion de coprésentation d’une coopérade.

Si P = Op(M, R) est une opérade binaire quadratique, la coopérade duale
Pt (cf. [GJI]) de P est la coopérade coOp(M[1], R1[2]) ot R = F(M)(3)/R.
Si C est la coopérade C = coOp(N,Q), on définit 'opérade duale C+ =
Op(N[-1],Q*[-2]). On vérifie facilement que (P+)+ = P et que (C1)* =C.

M

3.1.3. Koszulité d’une opérade. — Soit P = Op(M, R) une opérade
binaire quadratique et V' un espace vectoriel. D’aprés [GK], [GJ] l'espace
vectoriel P-(P(V)) peut étre muni de maniére naturelle d’une structure de
complexe. La différentielle est donnée par ’application
dy :ProP —PLoPtop @8 plopop —Plop

ol « est la composée P+ — P+(2) = P(2)[1] = P[1]. On dit qu’une opérade
binaire quadratique est de Koszul si (P oP,dq,) est quasi-isomorphe & (Id, 0).

Il existe une résolution quasi-libre d’une opérade de Koszul, la construc-
tion bar (cf. [GJ]) : si C est une coopérade coaugmentée, la construction
bar de C est opérade coB(C) = F(C[—1]). On la munit d’une différentielle
dp définie comme 'unique différentielle qui prolonge la co-composition de C.
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Cette différentielle est compatible avec les éventuelles différentielles C — C.
Lorsque C = P, on a une application canonique coB(’PJ‘) — P. Il est bien
connu que cette application est un quasi-isomorphisme si et seulement si P est
de Koszul.

Ezemple : L’opérade Ass des algébres associatives est engendré par mk[Ss]
et la relation m(m, 1) = m(1,m). Cette opérade est “auto-duale”, c’est & dire
que Asst = (Ass;_1})* ou * désigne le dual linéaire. Il est bien connu que Ass
est une opérade de Koszul.

L’opérade des algébres commutatives est I’'opérade

Com = Op(mk, m(m,1) —m(1,m))
et Popérade des algebres de Lie est 'opérade
Lie = Op(£k, Rye).

ol Rypje est la relation de Jacobi. Ces notions sont “duales” 1'une de Pautre :
Com' = (Lieg_13)* et Liet = (Comy_13)* et elles sont de Koszul.

3.2. L’opérade des algébres de Gerstenhaber

Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel Z-gradué A muni d’une
multiplication commutative et associative m: A ® A — A de degré 0 et d’'un
crochet [ ;] : A® A — A de degré —1 tel que (A[1],[ ; ]) soit une algebre
de Lie (graduée) et que le crochet [ ;] soit une dérivation (graduée) pour la
multiplication m.

Une algebre de Gerstenhaber étant déterminée par la donnée de deux opéra-
tions binaires vérifiant des relations quadratiques, il existe une opérade décri-
vant leur structure algébrique. Rappelons que, pour une opérade binaire Op(M, R),
le S3-module F(M)(3) = Ind?iM@) ®M(2) ou S; agit sur le deuxiéme facteur
M(2). Si my et mo sont des opérations de M (2), on note mq(mz,1) ’élément
m1 ® mg € F(M)(3). On note (z,y, z) la base canonique de la représentation
standard Indgs k et on identifie z,y et z avec respectivement I'identité de Ss,
la permutation circulaire standard 7 = (123) et 72.

Lemme 3.2.1. — L’opérade des algébres de Gerstenhaber est l'opérade

G = Op(Lk[1] ® mk, R)



110 CHAPITRE 3. HOMOLOGIE ET MODELE MINIMAL DES ...

ot R=R2 ¢ RV @ RO qvec
REY = Vect[(4, 1)z + £(£, 1)y + £(¢, 1)z]
REY = Vect £(m, 1)z +m(4, 1)y +m(£,1)z]
® Vect[(m, 1)y +m(¢, 1)z +m(£,1)z]
® Vect[f(m, 1)z + m(£,1)z + m(£,1)y]
RO® = V/Vect[m(m,1)z + m(m, )y + m(m,1)z].

Y
Y

Démonstration: 11 est clair que 'opération m induit une structure commu-
tative puisque k est la représentation triviale. De plus, les relations R tra-
duisent lassociativité de m. On remarque aisément que R(~2) est le S3-sous-
espace engendré par la relation de Jacobi (i.e. R("2) = Ry;[2]). Donc, si A
est une G-algebre, I'opération £ induit une structure d’algebre de Lie sur A[l]
via V'identification d’une application ¢k ® (A[1])®2 — A[1] avec une applica-
tion £k[1] ® A®2 — A. Enfin les relations R("1) traduisent la compatibilité des
opérations £ et m. O

Donnons un exemple, celui de I'algébre de Gerstenhabervlibre sur un es-
pace vectoriel. Dans toute la suite on notera Lie(p) = Op (¢k, RC2[-2]) (p).
Rappelons que @,>1Lie(p) @ A®P est lalgébre de Lie libre sur A.

Lemme 3.2.2. — Soit A un espace vectoriel Z.-gradué. L’algébre de Gersten-
haber libre sur A est
G(A) = @ (Lie(p1) @ A[1]®P) A ... A (Lie(pn) ® A[1]%P")[—n)].
1<p1<...<pn

Le produit commutatif m est donné (au signe prés) sur G(A) par le produit
extérieur. Précisément, soit x1,...x, et y1, ..., Ym des éléments de AP, ... A®Pn
et A®% ... A®In respectivement. Pour x € A®P, rappelons qu’on note | z |'=]|
z|+p. On a

m(T1 Ao AZp, Y1 N . N Yq) = (—1)‘1(|$1|’+“‘+‘””?|I)x1 Ao Nxp Ayt A oo A yg.

Le produit £, appliqué auzx éléments x1 A ... ANxp et y1 A ... Nyq, est donné par
application de la régle de Leibniz (rappelons que le symbole N\ correspond d
une itération de la multiplication m) a £(x1 A ... N xp,y1 A ... A yq) puis par
composition sur les algébres de Lie libre.

Démonstration: Notons m°" un générateur de Com(n) = Op(mk, R©)(n)
(en particulier m®2 = m).
Par définition, l’algébre de Gerstenhaber libre sur A est

G(A) = P G(n) s, A"

n>0
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Un élément de G(n) s’écrit comme une combinaison linéaire de “compositions”
des opérations m et £. Mais les relations R(~1) assurent que tout terme du type
£(m, 1) est égal, dans G(n), & une somme de deux termes de la forme m(¢,1).
On peut donc écrire chaque élément de G(n) comme une somme de termes du
type m(m(..m(£(¢(...0)...).

Tl est bien connu (cf. [GK]) que les relations R() induisent une struc-
ture d’algébre commutative et que les relations R(?) induisent une structure
d’algebre de Lie sur la suspension d’un espace vectoriel gradué. On en déduit
un morphisme (n > 2) ¢ de G(n) dans

@ mIk® @ (Lie(p1) ® sgn,,, P1])[-1] ® ... ® (Lie(p;) ® sghy, piDI-1]
0<j<n Si \p1t.tpj=n

11 est clair que la composition d’une opération commutative m® (sur j va-
riables) avec le produit tensoriel de j opérations ¢, ...,¢; (sur pi,...,pj va-
riables respectivement) induit un morphisme réciproque de 9. Par conséquent
G(n) est égal &

@ mk ? @ (Lie(p1) ® sgny, [p1])[-1] ® ... ® (Lie(p;) ® sgny, p;])[~1]
0<j<n i \p1+..tpj=n

On obtient alors la formule du lemme en effectuant le produit tensoriel avec
A®" Les formules de composition s’en déduisent via 1'identification

SHV[-1]) =V A ... AV][—E]

Remarque : En particulier I’algébre commutative libre (sur A)
S(A) = ®rp>o(A[1] A ... A A[l])[—n]

est une sous-algeébre commutative de (G(A), m). De méme l'algébre de Lie libre
sur A[1] (i.e. @p>1Lie(p) ® A[1]®P) est une sous-algebre de Lie de (G(A4),£).

3.3. Algeébres de Gerstenhaber & homotopie preés

3.3.1. Modéle minimal d’une opérade. — Lorsque l'opérade P est de
Koszul, il existe une notion naturelle de P-algébre & homotopie prés (¢f. [GK],
[Ma2]). Précisément, un modéle quasi-libre pour une opérade P est un S-
module libre W = F(M) muni d’une différentielle et d’un quasi-isomorphisme
w5 P.

Un modele est dit minimal si d(M) C F(M)Z2. Un modele minimal est
unique & isomorphisme prés ([Ma2]). On note Py, le modeéle minimal de P s’il
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existe. Une P-algébre a homotopie prés est une algebre sur le modele minimal
de P (|[GK], [Maz2]).

Lorsque P est de Koszul, son bar complexe coB(C) = F(C[-1]) est un
modeéle quasi-libre de P. On vérifie facilement qu’il est minimal. L’opérade
P s’identifie donc & 'opérade coB(P~). En particulier, ses opérations binaires
sont les mémes que celles de P. Il y a un lemme di & Ginzburg, Kapranov [GK]
et Getzler, Jones [GJ], qui va nous permettre d’identifier la structure des Pyo-
algebres.

Lemme 3.3.1. — ([GK], [GJ]) Soit C une coopérade coaugmentée. La donnée
d’une structure de coB(C)-algébre sur A est équivalente d la donnée d’une

différentielle d : C(A) — C(A)[1].

Donnons un bref apercu de la démonstration car elle illustre la méthode
que lon va utiliser par la suite. L’opérade coB(C) étant libre, une structure
de coB(C)-algebre est uniquement déterminée par la restriction V/eoB(C)®
C(A) — A, c’est-a-dire par des applications

dy - C(n) ® A®™ — A.

De méme, comme C(A) est colibre, une différentielle d : C(A) — C(A) est aussi
uniquement déterminée par une famille d’applications d, : C(n) ® A®™ — A.
Les conditions de compatibilité de v provenant de la structure d’opérade
différentielle sont équivalentes & la condition d? = 0.
En particulier, une Py,-algebre est donnée par une différentielle d : P+(A4) —
PL(A). Les opérations binaires de Py, sont, par exemple, données par ds.

Ezemple : La construction précédente appliquée & 'opérade Ass redonne la
notion d’algébre associative & homotopie prés (appelée Ay-algébres dans la
littérature) introduite par Stasheff [St].

De méme, si on prend l'opérade Lie, on retrouve la définition des Lgo-
algebres classiques (cf. [LS] par exemple) et pour 'opérade Com on obtient la
notion usuelle de C-algebre.

3.3.2. L’opérade G- Par définition une algébre de Gerstenhaber & ho-
motopie pres, encore appelée G.-algébre, est une algebre sur le modéle mini-
mal de 'opérade G. Il est connu que les algébres de Gerstenhaber sont de Kos-
zul (c.f. [GJ], [Mal], [Ta] et Proposition 3.5.1). Une structure de G-algebre
sur un espace vectoriel A est donc uniquement déterminée par la donnée d’une
codifférentielle sur la QL-Coalgébre libre sur A. Avant de décrire la structure
des Goo-algébres on va donc s’intéresser & la coopérade G=.

Lemme 3.3.2. — La coopérade duale de G est Gl ~ (g*){z}. L’opérade duale
(au sens de [GK]) de G est G' = Gi-13-
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Démonstration: Par définition, G- est la coopérade co-engendrée par M =
G(2)[1] et les co-relations

Rt (F9(2)B)2]
Rl
En particulier, G est engendrée par £k[2] ® m k[1]. De plus il est bien connu
(cf. [GK] par exemple) que (FG(2))©®(3)/R©® correspond au sous-espace en-
gendré par les relations de Jacobi et que (FG(2))(=2)(3)/R(~2) 4 celui engendré
par la relation d’associativité. On vérifie facilement que (FG(2))(=1(3)/R(-1)
donne des relations symmétriques & celles de R(-1 en inversant le réle de £ et
m.
On a (G*)(2) = £*k[-1] ® m*k. Donc (G*)¢2}(2) = £*k[1] ® m*k[2]. On
obtient aisément la premiere égalité du lemme en identifiant £* avec m et m*

avec £. La seconde formule est une conséquence immédiate de la premiere et

de la formule ' = (P1)7,, ([GJ]). 0
On notera dans la suite A®P le quotient de A®P par I’action des “shuffles”
signés non triviaux, c’est 3 dire le quotient de A®* par I'image de 'application

sh: A®™ @ A®" 5 A®™H ol m,n > 1.

Rappelons qu’un (p, n — p)-shuffle est une permutation o de {1, ...,n} telle que
o(l) < ... < o(p) et o(p+ 1) < ... < o(n). Le produit sh est défini, pour
ai,...,a, € A®" par

sh(a1 ®...®ap,0p+1 ® ... ®ap) = Z sgn(oﬁl)aa_l(l) ® ... ® Gg-1(p)-
(p,n—p)—shuflles

Rappelons que A®P est la composante de degré p—1 du complexe de Harrison
d’une algebre commutative.

Lemme 3.3.3. — La G -coalgébre libre sur un espace vectoriel gradué A est
donnée par

GHA) = D A% pi] A A AT [p])[n 2],

p1<...<pn

Le coproduit 8, est donné, pour x; € A®Pi (i =1..n), par

Im(T1 Ao ANxy) = ngn’(a)xa(l) N NZg (i) ® To(it1) N oo N Zo(n)

ot la somme se fait sur tous les (i,n — i)-shuffles.
Le cocrochet 6y est donné par la formule suivante :

do(x1 Ao Ny) = ngn’(o)ﬂk To(1) N ATy A LI ,v;-“) ® (vfﬂ, .-

U YA (1) A e ATy
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Dans la formule précédente, la somme est étendue da tous les entiers 1 <
kEk<n, 1< j < pp et toutes les permutations o qui fizent k et telle que

o(l) < ... <o) eto(i+1) <..<on) 1<i#k<n) ie o estun
(i,n—1—1i)-shuffle sur {1, ...,n}—{k}. On a noté xj, = (v¥, ...,vf,vf_i_l, ...,vﬁk) .
Le signe B, est donné par

Bi = (—1)(erl et los ) ps—3).

Démonstration: Il suffit de faire une démonstration analogue a celle du lemme
3.2.2. On peut aussi appliquer le lemme 3.3.2. En effet,

G4 = Po(n)eA®
n>0
- @(g*){2}(n)®A®".
n>0

Rappelons que (G*){2}(n) = (¢*)(n) ®sgn,,[n—1]®@sgn,[n—1] = (¢*)(n)[2n -
2]. D’apres le lemme 3.2.2 (et avec les mémes notations), comme G est de
dimension finie, on obtient

G (4) = P |m)kes; P (Lie*(p) @ sgny, [p))1] ® ...

0<j<n pit+...+pj=n

- ® (Lie*(p) ® sgny, [p;)1]) [~2] © A°™.

= @ [m)kes, @ (Lie*(p) @ sgn,, 1)) ® .-

0<j<n pi+...+pj=n

- ® (Lie" (p;) @ sgny, [p)])) @s; sgnylj — 2 @ A°™.

On sait que 'algebre enveloppante U (&, Lie(n) ® A®") = @, A®™ et que cette
algébre de Hopf est munie du coproduit engendré par les “shuffles” (sans signe).
On en déduit que Lie*(p) ® sgn,, ®s, A®P — A®P et que

Gr4) = P (A%Un]e..® A%Pi[p]) n -2

P1<...<pj

Le coproduit est défini a partir du coproduit sur la coalgeébre commutative
sur ’espace vectoriel gradué @A®P[p — 1] ce qui donne la formule pour §y,.
Le cocrochet est défini sur la coalgebre de Lie colibre associée & A et étendu
uniquement & G-(A) comme dans [Fr1], Définition 2.1. O

On peut maintenant décrire la structure d’une algébre de Gerstenhaber a
homotopie pres.
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Théoréme 3.3.4. — Une algébre de Gerstenhaber a homotopie prés est la
donnée d’un espace vectoriel gradué muni d’une famille d’applications

Mpy,...pn * A®Pr @ . @ A®Pn 5 A
de degré 3 — (n+p1 + ... + pn) pour tout n,p1,...,pn > 1, telles que

i) : pour tout x1,...,z, dans A®P1 .. A®Pr et o € Sy, on ait
! .
Mpy,....pn (xli ) .’En) =sg (O')mpa(l),---,pa(n)(wa(l)a -y Lg(n) )a

ii) : pour tout x1,...,Ti_1, Tit1, -, T, L'application de A®Pi dans A donnée
par
Y= mpl,...,pn(xla ey Li—15 Yy Titlyeeey xn)
s’annule sur les “shuffles” non triviauz;
iii) : lunique codérivation d de GL(A) étendant Y. my, . p, vérifie
P1ye-e3Pn;yN
d? = 0.
La condition i) du théoreme s’explicite de la maniére suivante. Soient
Ty = (V], .y Up )yeery T = (VF, ..., 07 ) des éléments de A®P1, ..., A®P» respecti-

? 7p1
vement. La condition #ii) est équivalente a

Z Z Z jEM;(%(l), oy To(s)) =0

(8: n— 3)'Shuﬁ1e g1 +1m = Po(1)+1 b+q < Ps(1)
s=1.n g2 +1r9 = Po(2)
s+ qs Spa(s)
Gn +Th = DPo(n)
aveCc @41 =+ =¢qp =0et

¢ 1 1 1 1y o

My (21, .y @s) = My, (V1 -, Vg, My g (0(1), 0y 0(8)), Vgytqrt1s -+ Vpy )BT - ..

QT @ Tsq1.. ® Tyy).
Dans la formule précédente on a noté zj (k = 1...s) le rx-tenseur
Ty, = (vf*, vk, ...,Uf:, Ug’_j_qk+1, ey UBR).
Pour r = 1,..., s, on a noté v(j,) 'élément de A®% (qui depend aussi de i, g,)
suivant ‘ '
U(jr) = (Uzq:+1’ ---:Uf:ﬂ,)-

En particulier z;, = a:;" ou on a oté le tenseur v(j)-

Le signe + est obtenu en appliquant les conventions de signes de Koszul-
Quillen en se rappelant que my, .. 4, est de degré 3 — (g1 + ... +¢,) — s. Explici-
tement, en notant 7 la permutation associée au réindigage du terme de gauche
de la formule, on a

11— —qs— 14T O ol D ¢ ¢
:EZ(—l)( q1 qs s)(r2+ +rotn—1+{v] |+ +|”11 [+Pg 1)+ 0(1))4- "(l)sg'(T).
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Démonstration: Une structure d’algebre de Gerstenhaber & homotopie prées
sur A est donnée par une codifférentielle d sur la G*-coalgebre G1(A) libre
sur A. Une telle codifférentielle est uniquement déterminée par sa projection
sur G+(A)(1) = A. D’apres le lemme 3.3.3 Papplication d est donc définie par
une famille d’applications

dprypn: D (A%PUpt] Ao A A®P2[po])[n — 2] — A[1].

P1<...<pn

Il est clair que la donnée de dp, ., est équivalente & la donnée d’applications
Mpy,....pn A®Pr @ .. @ A®P — A3 —n—(p1+ ... + pn)]

satisfaisant ) et #7) (car A®P est égal & A®" quotienté par les “shuffles” non
triviaux). Précisément, on a la formule

dpl,___,pn(sn_zsplml/\.../\sp"xn) = (_1)22‘:1 _1‘””"|(p"+1+"'+p”)mpl,___,pn(a:l, ey Ty )-

Utilisant la structure de coalgébre donnée par le lemme 3.3.3 pour écrire
I’application d, on obtient que la condition d> = 0 correspond & la formule 747).
O

Ezplicitation en basses dimensions : L’application m; : A — A[1] vérifie m? =
0 d’apres la propriété iii) du théoréme 3.3.4; c’est donc une différentielle sur
A. L’application mg : A®2 — A est de degré 3 — 2 — 1 = 0. Elle doit de plus
vérifier mo(sh(a, b)) = 0 ou sh(a,b) = (a,b) — (b, a) désigne le “shuffle” de a et
b. 1l en résulte que mo est une opération commutative. De plus, la condition
i17) pour des éléments de A®" s’écrit sous la forme

Z +mj(ai,...ap, mk(apti, s @Gpiyj), oy @jpk—1) =0,

c’est-a-dire (A, my, ma, ..., My, ...) définit une structure d’algébre commutative
a homotopie pres.

De méme, 'opération m;; : A® A - Aest dedegré 3—1—-1-2=—1.
De plus, d’apres le i) du théoréme 3.3.4, m1; : A[l] ® A[l] = A[1] (induite
par my 1) est antisymétrique. De méme, les opérations my, 1 (n facteurs 1)
induisent des opérations n-linéaires alternées m; . 1. On peut encore vérifier
que la condition 7i7) définit une structure d’algebre de Lie & homotopie prés
sur (A[].], 7711, 7’7’1,1,1, ml,l,l----)-

Les autres relations déduites de #i7) décrivent une chaine de conditions de
compatibilité du type Leibniz pour les opérations my, .. »,- Par exemple, pour
mi1,2 on obtient, d’apres le théoréme 3.3.4, pour tout z,y,z € A,

ml(m1,2(xa Y, Z)) + ml,Z(ml(xa Y, Z)) + ml,l(x’ mZ(y’ Z))
—ma(my1(z,y), 2) + (1) TE D my (g my i (2,2)) = 0
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oi1 on a noté my(z,y,2) la différentielle induite par m; sur A ® (4A%%[1]). En
particulier m; o fournit une homotopie pour 'identité de Leibniz du crochet
my,1 et du produit ma.

Dans [TT], Définition 1.1, Tamarkin et Tsygan ont donné une définition
d’algebre de Gerstenhaber 3 homotopie prés trés proche de la nétre. Leur
structure d’algebre de Gerstenhaber & homotopie pres est définie comme la
donnée d’un espace gradué A et d’une différentielle d (de degré 1) sur l’algebre
extérieure sur I’algebre de Lie libre sur le dual linéaire de A :

A*(Lie(A[1]*)).

Corollaire 3.3.5. — Si A est un espace vectoriel de dimension finie, la struc-
ture d’algébre de Gerstenhaber a homotopie prés donnée par le théoréme 3.3.4
coincide avec celle de [T'T], Définition 1.1.

Démonstration: Les opérations définies sur A sont données par des applica-
tions

Op1,.pn + A[1]* — Lie(A[1]*)(p1) A ... A Lie(A[1]*)(pn)-

Lorsque A est de dimension finie on a un isomorphisme canonique (A*)* = A
et les opérations 4y, .. p, induisent des opérations

n

5, ot (Lie*(A[1])(p1) A ... A Lie*(A[1]*)(pn)) [n] — A[2]

par passage au dual et suspension.
Le raisonnement des démonstrations du lemme 3.3.3, du théoréme 3.3.4 et

de la remarque 1.2 de [TT] assure alors que les opérations 5;1’___’1,” vérifient
les relations du théoreme 3.3.4. Les opérations dp, ... », sont donc équivalentes
aux opérations duales my, . 5. du théoreme 3.3.4. O

Ezemples : 1l est clair que toute G-algebre (X, m, £) est munie d’une structure
de Go-algebre donnée par my = m, my; = £ et my, . p, = 0 sinon. Cette
structure correspond a la codifférentielle obtenue en prenant la codifférentielle
de Harrison sur A®P et en prolongeant le crochet de Lie £ & A(A%*).

Tamarkin a prouvé dans [Ta] (¢f. aussi [Hin], [TT]) que le complexe de
cochaines de Hochschild d’une algebre associative est naturellement muni
d’une structure de Goo-algébre via 'action des “braces” opérations de [GV].
Précisément, la structure de Go-algébre induite sur C*(A, A) est obtenue en
prenant les opérations mp, .., = 0 si n > 3. Les opérations my,, myp 4 sont
induites, de maniére non explicite, par la différentielle b, le cup-produit, le cro-
chet de Gerstenhaber et les “braces” d’ordre supérieur cf. [Ta]. Cette structure
est en fait un cas particulier de ’exemple suivant.
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Une structure de B £, -algébre sur un espace vectoriel graduée X (cf. [Hin],
[Ta)) est déterminée par la donnée d’une structure de bigebre de Lie différentielle
sur la cogebre de Lie libre BL(X) := @,>1 X% [n] engendrée par X|[1].

Lemme 3.3.6. — Une structure de BL-algébre sur Uespace vectoriel X est
définie par des opérations

i) : by X®™ — X de degré 2 — m telles que l'unique codérivation de
BL(X) définie par . L, est une codifférentielle ;
m>1
ii) : £ 4 : X®PQ : X®1 — X de degré 1 — p — q telle que l'unique crochet
de BL(X) défini par ) L,4 induise une structure de bigébre de Lie

pyg>1
compatible avec la codifférentielle précédente.

Démonstration: L’espace vectoriel BL(X) étant muni d’une structure de
cogebre de Lie colibre, un calcul trés facile et analogue a celui du théoréme
3.3.4 donne le résultat. O

Toute BL-algebre (X, 4y, ¢, «) est en particulier une G,-algebre. En effet,
il suffit de poser mp, = £y,,, Mp, p, = €p, p, €t My, . p, = 0 pour n > 3. Cette
structure définit bien une codifférentielle sur G-(X) : c’est précisément la
codifférentielle de Chevalley-Eilenberg de I’algebre de Lie différentielle BL(X).
Via Déquivalence entre BL,-algebre et By -algebre ([GJ]) démontrée dans
[Tal, il en résulte que toute Byo-algébre ou toute algebre de Hirsch ([Kad])
est munie d’une structure naturelle de G,-algebre.

3.4. Homologie des algebres de Gerstenhaber

3.4.1. Homologie opéradique. — Dans [GK], Ginzburg et Kapranov ont
étendu la dualité de Koszul des algébres au cas des opérades pour obtenir
une notion “naturelle” d’homologie des algébres associées & une opérade P de
Koszul. Précisément, ils ont explicité un complexe associé a toute P-algebre
A, tel que la nullité de la composition des deux dernieres fleches soit donnée
par les relations de P. Rappelons leur construction.

Le complexe associé & toute P-algébre A est simplement la PL-coalgebre
libre P+ (A) en tant qu’espace vectoriel. Si (4, ) est une algebre différentielle

on munit le complexe précédent de 'unique codifférentielle qui prolonge A HLIN
A. On le munit aussi de 'unique codifférentielle déterminée par I’application

d:PLHA) — PH2) @ A% = P(2) @ A%2[1] 5 A[1].

L’homologie opéradique de A est I’homologie du complexe (P*(A),d) (ou
du bicomplexe P (A),d + & si A est différentielle).
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Ezemples : Si A est une algébre associative le complexe (Ass(A),d) est le
complexe de Hochschild (non unitaire) classique (Cy(4, A) = A®* ¥').

Si (g,[;]) est une algébre de Lie, le complexe (Lie'(g),d) est le complexe
de Chevalley-Eilenberg (Ag,d;;|) dont on notera I’homologie HCE\(g).

Enfin, si A est une algébre commutative et associative, le complexe (Com™(A), d)
est le complexe de Harrison (A%®* b') obtenu en quotientant le complexe de
Hochschild par les “shuffles” non triviaux (i.e. de la forme sh(z,y) ou z,y €
A®*21) Son homologie sera notée Harr,(A4).

3.4.2. Le complexe G+(A). — Rappelons que l'opérade G est de Koszul.
L’homologie opéradique d’une algebre de Gerstenhaber A est donc donnée par
’homologie du complexe CG(A) = (G+(A),d) ou d est induite par G(2) ®
A®2 5 A,

Théoréme 3.4.1. — L’homologie opéradique d’une algébre de Gerstenhaber
A est I’homologie du compleze (CG(A) = (G(A),d) ot, pour tout x; =
(vi, ...,vz.ll),..., Ty = (v}, .-, v} ), la codifférentielle d est définie par

n P
dzi N ... Nzy) = ZZ T2 A Az A (V] e, MV, 05 11), s U, ) AZip1 A s AT
i=1 j=1
pz pJ . . . . -
+ 3 S ke Amiia A (vl 00 0]), b v

1<i<j<ng=1lr=1

~

j i ~
..,UT,...,’U%]_)/\x,’+1.../\.'L'j_1/\.'L'j/\.’1:j+1/\.../\.’L‘n.

On notera HG,.(A) et on appellera homologie de Gerstenhaber d’une G-
algébre A les groupes d’homologie de (CG(A),d).

Les signes sont donnés dans la formule du théoréme par les conventions de
Koszul-Quillen. Le signe £ de la premiére ligne est (—1)j_1+|w1‘I"'“'H”“—lv. Le
signe + de la seconde est le produit ¢(c)’e(7) ou o est I'unique permutation
telle que

(1A AzR) =1 A AZE AT AL ANTA ANy

et 7 Punique permutation telle que
i i J JNT (g i i J J J
(vl,...,vpi,vl,...,vpj) = (vi, ...,Uq,UT,...,’Upt,,’Ul,...,UT,...,Upj).

~

La notation v} signifie qu’on a omis v} dans la formule.
Avant de démontrer le théoréme 3.4.1 on énonce le lemme suivant.

Lemme 3.4.2. — La différentielle d du compleze (G-(A),d) se décompose
sous la forme d = dp, + dy ot dy, est une somme de différentielles de Harisson
et dy est une différentielle de Chevalley-Eilenberg.
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Démonstration: La différentielle d est induite par G (2) ® A%? — A, c’est-a-
dire par m : A®2 — A[1] et £ : A[1]A A[1] — A[1][1]. On obtient facilement que
d se décompose sous la forme d = d,,, + dy ou d,,, et dg sont les différentielles
induites par m et £ respectivement.

La différentielle d,, est 'unique codifférentielle induite par

GH(A) - Gr2) A% 1 A,

On déduit des formules pour le coproduit de G+(A) du lemme 3.3.3 que

n_ pi
dm = Z Z 21 A AT A (V] ey MV V51 )y o Up, ) A Tigt A v A T
i=1 j=1

En particulier, la différentielle d,, est une somme de différentielles de Har-

rison (i.e. de quotients de la différentielle de Hochschild non unitaire b').

Précisément, d,, est la somme (au signe prés) des différentielles de Harisson

sur les complexes A®Pt ... A®Pr De méme, pour tout z; € A®P! ... x, € A®Pn

on obtient la formule

de(Ti .. NTp) = Z ZZiwl/\...xi,l/\(U{,...,é(vf],vﬁ),...,v;i,v{,...
1<i<j<ng=1r=1

~

5 .
--,vr,---,Uf,j)/\wi+1---/\l'n-

En particulier la différentielle d, est la différentielle de Chevalley-Eilenberg
associée au crochet [ ;] : GH(A4) ® G+(A) — G+(A) qui prolonge le crochet
£: A® A — A (cf [Frl], Définition 2.1). O

Démonstration du théoréme 3.4.1 : On a déja vu que le complexe opéradique
est (CG(A) = G+(A)), c’est-a-dire

P (AP ] ... A A [p,])n — 2]

P1<...<pn

d’apres le lemme 3.3.3. La formule pour la différentielle d découle alors du
lemme 3.4.2 et de sa démonstration. O

Remarque : D’aprés le lemme 3.4.2, la différentielle d, restreinte a A*, est
simplement la différentielle de Harisson. De méme, la différentielle d, restreinte
a A*(A[1]), est la différentielle de Chevalley-Eilenberg standard de ’algebre de
Lie A[1].

La décomposition d = d,, + dy de la différentielle d du lemme 3.4.2 donne
naturellement naissance & une suite spectrale qui converge vers I’homologie de
Gerstenhaber.
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Pour une G-algebre A, notons A Harr(A)? 'espace vectoriel suivant :
A Harr(A)P[1] = &y Harry, (A)[1] A ... A Harr, (A)[1].

p1 < ... < pg
P1+...+pq:p

Théoréme 3.4.3. — Soit A une algébre de Gerstenhaber. On a une suite
spectrale convergente

B2, = Hy(AHarr(A)P[1],dg) = HGy4(A).

Démonstration: On définit un bidegré sur G-(A). Pour z € A®™, on pose
deg;(z) = m — 1 (i.e. le deg;(z) correspond au nombre de multiplications
nécessaires pour écrire x dans la cogébre colibre G+(A)). On étend ce degré a
G+(A) en posant

deg;(z1 A ... Nzy) = degy(z1) + ... + degy(zy,).

On définit un deuxiéme degré sur G+ (A) en posant degy(z1A...Azy) = n—1.
Autrement dit, dega(z) correspond au nombre de crochets nécessaires pour
écrire = dans la cogébre colibre G+ (A)). Finalement, le bidegré |z | est, par
définition, |z |= (deg;(z), degy(x)).

Le lemme 3.4.2 assure que d se décompose sous la forme d = d,;, +dy. De plus
dp est de bidegré (—1,0) et dy de bidegré (0, —1). L’application d,, est en fait
une différentielle, i.e. d2, = 0, puisque c’est une somme de bord de Harrison.
De plus, d; étant la différentielle induite par I'opération £ sur G+(A), on a
donc aussi dg = 0. Enfin la condition de compatibilité de Leibniz entre m et
¢ assure que dp,dy + d¢d,, = 0. Par conséquent, le complexe (CG(A),d) est
un bicomplexe (noté (CG(A),dm,ds)) et HG,(A) est ’homologie du complexe
total associé.

Ce bicomplexe est contenu dans le premier quadrant puisque deg; et degs
sont toujours positifs. Il y a donc une suite spectrale convergent vers HG,(A)
dont le premier terme Ej , est obtenu en prenant ’homologie de (G- (A)xq, dm).

Le terme Eg,q est alors

E? = Hy(AHarr(A)P, dy).

3.5. Exemples

Dans cette partie on donne quelques exemples de calculs de ’homologie de
Gerstenhaber HG,(A) pour certaines G-algebres A.
Commencgons par les algebres de Gerstenhaber libres.
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Proposition 3.5.1. — Soit V un espace vectoriel gradué et A = G(V') l'algébre
de Gerstenhaber libre sur V. Alors, HGo(A) =V et HG,(A) =0 pour p > 1.

Démonstration: On utilise la suite spectrale du théoréme 3.4.3. On a

E;q = Hy(AHarr(A), dy)
= Hy(AHarr(G(V))P,dy)

On a vu, dans la démonstration du lemme 3.2.2) que G(V') est égal &

P mkes, €D (Lie(pr)®sgny, [pi])[-1]®...0(Lie(p;)®sgny, [p;])[~1]-

0<j<n p1t...4pj=n

En particulier G(V') s’écrit sous la forme d’une algébre commutative libre &[]
(ot W est ’algebre de Lie libre sur V' & un décalage de degré prés). On obtient
alors (par koszulité des algeébres commutatives)

Harr(G(V))P = Lie(V).

On en conclut que Ef,* est 'homologie de Chevalley-Eilenberg de ’algebre
de Lie libre sur V. Par conséquent (par koszulité des algebres de Lie) E'f* est
concentré en degré 0 et la suite spectrale dégénére. On obtient alors HG(A), =
0 si* >0 etV sinon. O

Remarque : La définition du complexe (CG(A),d) (et en particulier la condi-
tion d2 = 0) ne nécessite pas que opérade G soit de Koszul (mais juste qu’elle
soit binaire quadratique). C’est aussi le cas pour le lemme 3.4.2 et le théoréme
3.4.3. Les calculs de la démonstration précédente sont donc indépendants de
la koszulité de G. Précisément, ils assurent que I’application (G(G),d) —
(Id, 0) est un quasi-isomorphisme, i.e., par définition, que l'opérade G est de
Koszul. En particulier, cette démonstration redonne une preuve élémentaire
de la Koszulité de I'opérade G.

Supposons maintenant que g soit une algébre de Lie. On peut lui associer
de maniére canonique une algébre de Gerstenhaber comme suit. Soit X(g) =
S(g[—1]) Valgébre symmétrique sur la désuspension de g, munie du produit de
concaténation. La structure d’algebre de Lie sur g s’étend de maniére unique
a X(g) et l'identité de Leibniz est facilement vérifiée. On dit que X(g) est
Ualgébre de Gerstenhaber libre sur ’algebre de Lie g.

Proposition 3.5.2. — Soit g une algébre de Lie, X(g) Ualgébre de Gersten-
haber associée et H®(g) I’homologie de Chevalley-Eilenberg de g a coefficients
triviauz. Alors, on a

HG.(X(g) = H/(g).
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Démonstration: Par définition, 'algebre X(g) est une algébre libre pour la
multiplication commutative. Par conséquent, on a

Harrn(X(g)) = Harra(S(g[-1])) = g[-1]

sin = 0 et 0 sinon. On en déduit que le terme Ef,* de la suite spectrale du
théoréme 3.4.3 est concentré en degré (0, *). Donc la suite dégénere et

B}, = Hy(\ (s[-1))[1],dy)
= HFie(g)

car, sur la partie de degré (0, %), la différentielle dy est exactement la différentielle
de Chevalley-Eilenberg (cf. la remarque consécutive au lemme 3.4.2). O

Ezemple : Si R est une extension finie de k, la cohomologie de Hochschild
H*(R,R) de la k-algebre R & valeurs dans le bimodule R est une algébre de
Gerstenhaber sur le corps R. Précisément, d’aprés le théoréme de Hochschild-
Kostant-Rosenberg, on a H*(R, R) = S(A[1]) ou A est le R-espace vectoriel
gradué A = Der(R, R)[—1]. La structure d’algébre de Lie sur S(A[1]) est in-
duite par le crochet de Schouten. En particulier la proposition 3.5.2 assure que
HG.(HH*(R, R)) = HE<(A).

Considérons maintenant les algeébres de Gerstenhaber ayant une opération
triviale et calculons leur homologie. Il revient au méme de calculer ’homologie
de Gerstenhaber d’une algebre de Lie g, vue comme G-algébre avec multiplica-
tion nulle, et ’homologie de Gerstenhaber d’une algébre commutative A, vue
comme G-algebre avec crochet nul.

Précisément, il existe un unique crochet de Lie de degré —1 sur la cogebre
®r>09[1]®" qui prolonge le crochet de g (cf. [Frl]). On note LT(g) 'algébre de
Lie associée. On munit alors g[—1] d’une structure d’algebre de Gerstenhaber
avec multiplication triviale. De méme, on peut considérer I’algébre commuta-
tive A comme une G-algebre avec crochet de Lie nul.

Proposition 3.5.3. — Soient (g,£) une algébre de Lie et (A, m) une algébre
commutative. On a

HG.(g[-1],0,6) = H'(LT(g)),  HG.(A,m) = A*(®n>oHarry(4)).

Démonstration: On utilise encore la suite spectrale du théoréme 3.4.3. Pour
Palgebre (g[—1],0, £), la multiplication étant triviale, il en résulte que le terme
Ei,* est simplement LT(g). On vérifie facilement que la différentielle dy est la
differentielle de Chevalley-Eilenberg de LT(g). Le raisonnement est analogue
pour l'algebre (A, m,0). O
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3.6. Algebres de Poisson a homotopie prés

Les méthodes des parties précédentes s’appliquent aussi sans peine aux
algebres de Poisson. Conservons les notations de la partie 3.2.
Il est bien connu que 'opérade décrivant les algébres de Poisson est I’opérade

P = Op(tk ® mk, R)
ou R= Ry ® R1 & Ry avec

Ry = Vect[l({, 1)z + £(4, 1)y + £(¢,1)z]
Ry = Vect[{(m,1)z +m(¢, 1)y +m(L,1)z]
® Vect[f(m, 1)y + m(£,1)z + m(¢, 1)z]
® Vect[f(m, 1)z + m({,1)z + m(£,1)y]
Ry = V/Vect[m(m, 1)z + m(m,1)y + m(m,1)z].
On sait que l'algebre de Poisson libre P(A) est 1'algebre tensorielle @ A®" en
tant qu’algebre et que sa coopérade duale est P+ = Pfl}.

On notera dans toute la suite X ® Y le produit symétrique gradué de deux
espaces vectoriels.

Lemme 8.6.1. — La P -coalgébre libre sur un espace vectoriel gradué A est
donnée par

PHA) =5 (A% [+]) = P (4%%[p]©--- @ A% [p,]) [-1].

Le coproduit 8, est donné, pour x; € A®Pi (i =1..n), par

Im(1®@...0x,) = Z&J(O') (.’L‘g.(l)) ©®..0 (.’L‘o.(i) Q Zy(i+1) @ ... @ xa(n))

ot la somme se fait sur tous les (i,n — i)-shuffles o.
Le cocrochet &y est lui donné par

Jf(xl@---@xn) = Z gl(a)ﬂk xa(l)@-'-@xa(i)@a(vﬁ - vf)@(?}f_i_l, S ng)(@xa(i—i-l)@"'@xa(n)'

Dans la formule précédente, la somme est étendue d tous les entiers 1 <
kEk<mn, 1< j < pp et toutes les permutations o qui fizent k et telle que
o(l]) < .. <o(i) eto(i+1) < ..<o(n) (1<i#k<n) ie o estun
(i,n—1—1i)-shuffle sur {1,...,n}—{k}. On a noté xy, = (v}, ...,v;-“,v;-cH, o UR )
Le signe B, est donné par

B = (_1)(Pk_j)(‘v’f|+...+|v;?|)‘
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Démonstration: La démonstration est analogue a celle du lemme 3.3.3. En
effet,

PLHA) = PP (n)®A®"
n>0

= @(’P*){l}(n) ® A%,

n>0
On obtient, en reprenant les notations du lemme 3.3.3,

PHA4) = P (m)7kes;, P (Lie*(p1) ®sgny, [p1]) @ -

0<j<n p1t..+pj=n
. ® (Lie*(p;) @ sgny, [p;])) ® A®"[-1].

= P U)o A% p,)[-1].

O

Nous en déduisons le théoréme suivant qui décrit les algebres de Poisson &
homotopie prés.

Théoréme 3.6.2. — Une algébre de Poisson a homotopie preés est la donnée
d’un espace vectoriel gradué muni d’une famille d’applications

Lpr,opn t AP @ .. @ A®Pn — A

de degré 2 — (p1 + ... + pp) pour tout n,pi,...,pp > 1, telles que

i) : pour tout x1,...,z, dans A®P1 ... A®Pr et o € Sy, on ait
_ .
Hpy,...pn (15 -y Tn) = € (U)/‘tpa(l)a---apa(n) (Zo(1)s s Za(n) );
i) : pour tout z1,...,2i_1, Tit1,-.., Tn, application
A®Pi A
Yy = /j‘p1,...,pn(x1a"'7xi—1ay7xi+15"'7xn)
s’annule sur les “shuffles” non triviauz;

iii) : l'unique codérivation d de PL(A) étendant 3 pip, ... p, vérifie d* = 0.

La condition i) du théoreme s’explicite de la maniére suivante. Soient

€1 = (V], 0, Up, )yeery T = (VF, ..., 07 ) des éléments de A®P1, ..., A®Pr respecti-

vement. La condition #ii) est équivalente &
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Z Z Z :l:P;(.’L'O.(l),...,.'L'O-(s)) =0

(s,n — s)-unshuffles ¢q1 +71 =p,1)41 41+ a1 < Por)
s=1.n g2 + 72 = Po(2)
L5+ qs Spa(s)

gn + Tn = Po(n)

avec gs41 = ... =qp =0 et
¢ 1 1 1 1 —
Pq (xl, ey 1175) = ,u7'1,---,n((U1; <y Ugys Hay,..ngs (’U(l), ey U(S)), Vo +qi+1r -0 vp1)®x2 s

QT ® Tsy1-.e @ T).
Dans la formule précédente on a noté &; (k = 1...s) le rj-tenseur
7 — (P o Pi pj ,Pj Dj
zj, = (vy’, vy e Vg vej+qj+1,...,vpj).
Pour r =1, ..., s, on a noté v(r) I’élément de A®% (qui depend aussi de i, g,)
suivant

_ r T
’U(T‘) - (UZT—Ha (XS] UZ,—I—qT)'
En particulier Z = zj oll on a omis le tenseur v(k) dans la formule.
Le signe + est donné par la formule

:t — (_1)(ql++QS) (r2++rn+|v‘1’(1)|++|v‘l’1(1)|+p0(1)+20(1))+£U(1) 6’(7’)

ou 7 est la permutation associé au réindicage de 1 ® ... © z,.

Démonstration: L’opérade P étant de Koszul, une structure de P-algebre a
homotopie prés sur un espace vectoriel A est déterminée par une codifférentielle
sur PL(A). Le lemme 3.6.1 et un calcul analogue & celui du théoréme 3.3.4
permettent de conclure. O

Ezxplicitations en basse dimension :

L’application uq est de degré 1 et, d’apres la propriété iii) du théoréme 3.6.2,
vérifie u? = 0. C’est donc une différentielle sur A. L’application us : A®% — A
est de degré 2 — 2 = 0. La propriéte ii) assure que uo est une opération
commutative (de méme que pour l'opération mg de 3.3.4). De plus, la condition
i11) pour des éléments de A®™ implique encore que (A, 1, 2, .-, fin, -..) définit
une structure d’algébre commutative & homotopie pres.

De méme, Popération p11 : A® A — A est de degré 0 et la propriété i)
assure que p11 : A® A — A est antisymétrique. On peut encore vérifier que
la condition #i7) définit une structure d’algébre de Lie & homotopie prés sur

(Aa M1, B1,1, #1,1,1---.).
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On a également

p1(p2(z,y,2) + pr2(pi(z, v, 2) + poa(e, p2(y, 2))
—(=1)F D o (2, 11 (2, 9)) — (1) g (y, pra(2,2)) = 0

ol on a noté ui(z,y,z) la différentielle induite par p; sur A ® (4%2). En
particulier ;11 o fournit une homotopie pour la relation de Leibniz du crochet
p1,1 et du produit po.

O

Remarque : On peut appliquer les méthodes de la partie 3.4 pour définir une
homologie naturelle des algebres de Poisson. On trouve alors le complexe
construit par Fresse [Frl] 3.1, [Fr2]. En particulier, analogue de la suite
spectrale 3.4.3 est la suite spectrale du théoréme 0.2 de [Fr1]. De plus, le pre-
mier terme de cette suite spectrale s’identifie en terme de décompositions du
complexe de Hochschild par les A-opérations, cf. [Frl], [Fr2].

Les calculs de la partie 3.5 s’étendent sans probléme au cadre des algebres
de Poisson. Par exemple, pour une algébre de Lie g, I’algébre de Poisson libre
associée est P(g) = S*(g) et on a

HP.(P(g)) = H{*(g)-

Ayant déterminé la structure des algebres de Poisson et de Gerstenhaber a
homotopie pres, il est facile d’exhiber la structure des n-algebres & homotopie
pres.

Rappelons (c¢f. [GJ]) que pour un entier n > 0, une n-algébre est la donnée
d’un espace vectoriel gradué A muni d’un produit commutatif gradué m :
A®A — Aet d'uncrochet [;]: A; ® Aj = Aiyjin de degré n qui induit une
structure d’algebre de Lie sur A[n]. On demande, en plus, que le crochet et le
produit vérifie la condition de Leibniz suivante, pour tout z,y,z € A :

[z;m(y, 2)] = m([z; 9], 2) + (1) 1T W¥im(y, [z; 2)).

Théoréme 3.6.3. — i) : Sin est pair, une structure de n-algébre d ho-
motopie prés est donnée par une famille d’applications pip, ... p, : A®P* @
.. @A®Pk — A de degré 2+n—(p1+...+p+nk) satisfaisant les relations
i), it) et iii) du théoréme 3.6.2.

ii) : Sin est impair, une structure de n-algébre & homotopie prés est donnée
par une famille d’applications mp,, . p, : A®P' Q@ ...Q A®Pk — A de degré
2+ n— (p1 + ... + pr + nk) satisfaisant les relations i), i) et iii) du
théoréme 3.3.4.



128 CHAPITRE 3. HOMOLOGIE ET MODELE MINIMAL DES ...

Démonstration: Le raisonnement est analogue a celui utilisé pour démontrer
les théoremes 3.3.4 et 3.6.2. On obtient alors qu’une structure de n-algebre a
homotopie pres, sur un espace vectoriel gradué A, est uniquement déterminée
par une famille d’applications

dpy,..pp  A®P' ® ... ® A®Pk — A[2+n — nk — p1... — pg).

Pour déterminer les signes apparaissant dans les relations que doivent vérifier
ces opérations, il suffit de distinguer deux cas selon la parité de n. Si n est
pair, alors on retrouve le cas des algebres de Poisson & homotopie prés (qui
correspondent & n = 0). Si n est impair, on retrouve les relations définissant
les algébres de Gerstenhaber & homotopie prés (qui correspondent & n = 1).

O



CHAPITRE 4

A FORMALITY THEOREM FOR POISSON
MANIFOLDS

Gregory Ginot & Gilles Halbout

Abstract : Let M be a differential manifold. Using different methods, Kont-
sevich and Tamarkin have proved a formality theorem, which states the exis-
tence of a Lie homomorphism “up to homotopy” between the Lie algebra of
Hochschild cochains on C*°(M) and its cohomology (I'(M,ATM), [—,—]s).
Suppose M is a Poisson manifold equipped with a Poisson tensor 7 ; then one
can deduce from this theorem the existence of a star product x on C*®(M).
In this paper we prove that the formality theorem can be extended into
a Lie homomorphism “up to homotopy” between the Lie algebra of Hoch-
schild cochains on the deformed algebra (C*°(M), ) and the Poisson complex
(T(M,ATM), [r,—]s). We will first recall Tamarkin’s proof and see how the
formality maps can be deduced from Etingof-Kazhdan’s theorem using only
homotopies formulas. The formality theorem for Poisson manifolds will then
follow.

Résumé : Soit M une variété différentiable. En utilisant des méthodes
différentes, Kontsevich et Tamarkin ont démontré un théoréme de formalité,ou
plus précisément, qu’il existe un morphisme d’algebres de Lie & homotopie
prés entre l’algébre de Lie des cochaines de Hochschild sur C®°(M) et sa
cohomologie (I'(M,ATM), [—,—]s). Si M admet une structure de Poisson
donnée par un tenseur 7; alors on peut déduire de ce théoréme l’existence
d’un produit star x sur C*°(M). Dans cet article on étend le théoréme de for-
malité & algebre de Lie des cochaines de Hochshchild sur I’algébre déformée
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(C®(M),*) et le complexe de Poisson (I'(M,ATM), [r,—]s). Dans un pre-
mier temps on rappelle la preuve de Tamarkin et on montre comment les
applications construites par le théoreme de formalité peuvent tre déduites du
théoréme d’Etingof-Kazhdan via des homotopies explicites.

Keywords : Deformation quantization, star-product, homotopy formulas, homological me-
thods.

0. Introduction

Let M be a differential manifold. Formality theorems link commutative ob-
jects with non-commutative ones. More precisely, one can define two graded
Lie algebras g; and go. The first one gy = I'(M, AT M) is the space of multi-
vector fields on M. It is endowed with a graded Lie bracket [—, —]g called the
Schouten bracket (see [Kos]).

The space g; can be identified with the cohomology of a cochain complex
g2 = C'(4,4) = @~ C*(4, A), the space of Hochschild cochains (generated

by differential k-linear maps from A* to A), where A = C*®(M) is the algebra
of smooth functions over M. The vector space go is also endowed with a gra-
ded Lie algebra structure given by the Gerstenhaber bracket [—, —]¢ [GV].
The differential b = [m, —]¢ (where m € C?(A4, A) is the commutative multi-
plication in A) makes go into a graded differential Lie algebra and the coho-
mology H*(ga,b) of go with respect to b coincides with g;. More precisely, one
can construct a quasi-isomorphism ¢' : g; — ga, (the Hochschild-Kostant-
Rosenberg quasi-isomorphism, see [HKR]) between the complexes (g1,0) and
(g2,b); it is defined, for a € g1, f1, -, fn € A, by

o= ((flaafn) = <a7df1 /\/\dfn>)

This map ¢! is not a Lie algebra morphism, but the only obstructions for
it to be are given by boundaries for the differential b. In fact, Kontsevich’s
formality theorem states that ¢! induces a morphism if one relaxes the Lie
algebras structures on g; and go into Lie algebras “up to homotopy” structures.
In other words, setting ¢ = m € C2%(A, A), formality theorems can be seen
as a construction of a collection of homotopies ¢ : A"g; — go such that ¢!
is the Hochschild-Kostant-Rosenberg morphism and the map ¢ = ) ., ¢" :
A'g1 — g2 satisfies B

(6, 8lg = pom)" (0.1)

where mi’l : A'gy — A'g; is the canonical differential induced by the Schouten
Lie bracket on g;. If one use Sweedlers’s notations, the relation (0.1) becomes
6(mi1(X)) = [6(XW), 6(XP)]g for all X € Agy.
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The existence of such homotopies was proven by Kontsevich (see [Kol]
and [Ko2]) and Tamarkin (see [Ta]). They use different methods in their
proofs. Nevertheless the two approaches are connected (see [KS)). In this paper
we will use Tamarkin’s methods (which are also well explained in [Hin]) to
obtain a version of the formality theorem when the manifold M is equipped
with a Poisson structure. Moreover, as in Tamarkin’s proof, we will suppose
that M = R". In some cases the results can be globalized using techniques of
Cattaneo, Felder and Tomassini (see [CFT]). More precisely, all our results
are valid for a arbitrary manifolds up to Section 4.5 where acyclicity of the de
Rham complex only holds for M = R" and thus globalization is needed.

One of the goals of this paper is to make the maps ¢™ given by Tamarkin’s
proof as explicit as possible. We could try to construct them by induction star-
ting from ¢! (the Hochschild-Kostant-Rosenberg quasi-isomorphism), but we
would meet cohomological obstructions to build (¢"),>2. Thus a natural idea
consists in enlarging the structures in order to reduce the obstructions. More
precisely, we know that the graded space g1 = I'(M, AT M) equipped with the
Lie bracket [—, —]s and the exterior product A has a graded Gerstenhaber
algebra structure.

Although the complex gs equipped with the Gerstenhaber bracket and the
cup-product is not a Gerstenhaber algebra, Tamarkin [Ta] has proved that
g2 can be endowed with a structure of Gerstenhaber algebras up to homo-
topy (see Section 4.1) and established the existence of a quasi-isomorphism of
Gerstenhaber algebras up to homotopy between g; and gs.

The paper is organized as follows :

— In Section 4.1, taking our inspiration from the language of operads, we
recall the definitions of Lie algebras up to homotopy (Lq.-algebras for
short) and reformulate the problem as follows : the (differential) graded
Lie algebra structure on g; and go are equivalent to codifferentials d; and
ds on the exterior coalgebras A'g; and A'ge. A morphism of Lie algebras
up to homotopy between g; and gs is a morphism of differential coalgebras

¢ : (Ag1,di) — (A'ge,da).

We will also recall the definition of Gerstenhaber algebras “up to homo-
topy” or Go-algebras (similarly given by a differential d on a peculiar
coalgebra A'g®’) and morphism between them.

— In Section 4.2 we recall Tamarkin’s construction of the G-structure on
g2, given by a differential dy on A'g¥".

— In Section 4.3 we prove (still follovﬁlg Tamarkin’s approach) that there
exists a Goo-structure on gy, given by a differential d on A'g", and that

there exists a Goo-morphism 1 : (A'ﬁ, dy) — (A'ﬁ, d).
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— In Section 4.4 we establish the existence of a G oo-morphism ¢’ : (A’ ﬁ ,d1) —

(A ﬁ ,d}), where d; defines the Gerstenhaber structure on g; described
in Section 4.1. We deduce this fact from the acyclicity of the complex

(Hom(A'g9), [mp" +md, —]),

where [—, —| denotes the graded commutator of morphisms,.
— In Section 4.5 we prove that the complex (Hom(A'gi@'), [m}’1 +m3, —])

is acyclic for M = R"™ and that homotopy formulas can be written out.

— In Section 4.6 we show that the Go-morphism ¢ = oy’ : (A'g¥ dy) —
(A g?', dy) induces the desired Ly-morphism between g; and g2 and also
in the same way an associative algebra morphism “up to homotopy” bet-
ween these two spaces. Moreover when the manifold M is a Poisson
manifold equipped with a Poisson tensor field 7 € I'(M,A2TM) satis-
fying [m,m]s = 0, then there exists a star-product on M, that is to say
a deformation m, of the product m on A whose linear term is 7 (see
[BFFLS1] and [BFFLS2]). In this case (g1,[—, —]s, [T, —]s) becomes a
graded differential Lie algebra (and even a Gerstenhaber algebra) and
(g2, [—, —]a, bx), where b, is the Hochschild differential corresponding to
the deformed product my, is a new graded differential Lie algebra.

— In Section 4.7 we prove a formality theorem between the two differential
graded Lie algebras (g1, [—, —]s, [T, —]s) and (g2x,[—, —]G, bx) following
the same steps as in Sections 4.2, 4.3 and 4.4.

Remark : In this paper we emphasize the Lie structures of g; and go, not
their associative algebra structures. Hence, our gradings for the spaces g1, go,
. are shifted by one from what is usually done in the literature.

4.1. Definitions and notations

Let g be any graded vector space. The exterior coalgebra A'g is the cofree
cocommutative coalgebra on the vector space g. In this paper we deal with
graded spaces. Henceforth, for any graded vector space g, we choose the fol-
lowing degree on A'g : if X;,..., X} are homogeneous elements of respective
degrees | X1|,...|Xg|, then the degree of | X1 A --- A X}| is given by

| X1 Ao A X = [ X 4o 4 [ X — R

In particular, the component g = Alg C A'g is the same as the Lie algebra
g with degree shifted by one. The coalgebra A'g being cofree, any degree one
linear map d* : A¥g — g (k > 1) extends into a coderivation d* : A'g — A'g of
the coalgebra Ag.
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Let us recall the definition of Lie algebras “up to homotopy”, called Lqo-
algebras henceforth.

Definition 4.1.1. — A vector space g is endowed with a Ly -algebra struc-
ture if there are degree one linear maps mY1 : A¥g — g such that if we
extend them to maps A'g — A'g, then dod = 0 where d is the derivation

1

d=m! +mbl . bl 1l

For more details on Lq,-structures, see [LS]. It follows from the definition that
a Ley-algebra structure induces a differential coalgebra structure on A'g and
that the map m! : g — g is a differential.

The Lie algebra structure on g; =T'(M, AT M) is given by the Schouten bra-
cket (see [Kos]) which extends the Lie bracket of vector fields in the following
way :

[awB A ’Y]S = [aa /B]S ANy + (_1)|a\(|6\+1)5 A [aa’Y]S (12)
for a, 3,7 € g1. For f € T(M,A°TM) = C*®(M) and o € T(M,A'TM) we
set [a, fls = a - f, the action of the vector field a on f. The grading on g; is
defined by |a| =n & o € T(M, AT M)

We reformulate the graded Lie algebra structure of g; into a L.-algebra

structure as follows : the Schouten Lie bracket [—, —]s on g; is equivalent to a
(degree one) map m}’l : A®’g; — g1 that we can extend canonically to m}’l :
A'g1 — A'gy. The Jacobi identity satisfied by [—, —]s then corresponds to the
identity :

d1 9] d1 = 0,

where d; = m%’l. Hence the map m}’l defines a L-algebra structure on g;.

In the same way, the Lie algebra structure on the vector space go = C"(4, A)
is given by the Gerstenhaber bracket [—, —|g defined, for D, E € go, by

[D, Blg = {D|B} — (-1)"" P {E|D},
where
{DIE} (w1, %are—1) = D (=1) VD@1, ..., 25, B(@it1, - - Tive), ---).
i>0

The space go has a grading defined by | D |= k < D € C*t1(A, A) and its diffe-
rential is b = [m, —]g, where m € C?(A, A) is the commutative multiplication
on A.

The Gerstenhaber bracket on C"(A, A) is equivalent to a map mé’l :A%gy —
g2 and the differential b is a degree one map mi : go — go. These maps
extends to maps A'gs — A’'go. All identities defining the differential Lie algebra
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structure on gy (Jacobi relations for [, —]g, b* = 0, compatibility between b
and [—, —]¢) can be summarized in the unique relation

dz o dz = 0,
where dy = m%+m;’1. Hence the maps b and [—, —|g defines a Lo-structure on

go. In fact any differential Lie algebra (g, b) has a Ly-structure, with md = b,
mé’l is given by its bracket and mb! : A¥23g — g = 0.

Definition 4.1.2. — A Ly, -morphism between two Ly -algebras (g1,d1 =

mi+...) and (g2,do = m} +...) is a morphism of differential coalgebras

d) : (A'gl,dl) — (A'QQ,dQ). (13)

Such a map ¢ is uniquely determined by a collection of maps ¢™ : Agy — go
as the differential coalgebras A'gy and A'gy are cofree. In the case gy and go are
respectively the graded Lie algebra (I'(M,AT M), [—, —|s) and the differential
graded Lie algebra (C" (C®(M),C*®(M)), [—,—]a) it is easy to check that
Definition (0.1) (from the introduction) and Definition (1.3) coincide.

A shuffle (of length n) is a permutation of {1,...,n} (n > 1) such that there
exist p,q > 1 with p + ¢ = n and the following inequalities hold :
o(l) <--- < a(p), olp+1)<---<o(p+9q).

For any permutation o of {1,...,n} and any graded variables z,...,z, we
define the sign (o) (the dependence on z1,. ..z, is implicit) by the identity

L1...Tp = E(O’).'Bafl(l) ce 13071(”)

which holds in the free graded commutative algebra generated by x1,. .. z,.
For any graded vector space g, each shuffle o acts on g®" by the formula :

0 (a1 @ ®an) = (—1)7e(0)ag-1(1) ® - g-1(n)

for ag, - ,a, € g, where (—1)7 is the sign of the permutation 0. We denote
g®" the quotient of g®" by the image of all the maps shuf, ; = Y o.(—), where
the sum is over all shuffles of length n = p+q with p, ¢ fixed. The graded vector
space ®p>0 ﬁ a quotient coalgebra of the tensor coalgebra @,>og®". It is well
known (see [GK] for example) that this coalgebra @,>0g®" is the cofree Lie

coalgebra on the vector space g (with degree shifted by minus one).

Henceforth, for any space g, we denote A'g®" the graded space

g®P1 Ae- /\g®Pn_
m>1, p1+-4pn=m=— B

We will use the following grading on A’ L& : for z},--+ ,2h" € g, we define

p1 p1
o1®@ @t A ATy @ @afr| = Y fal 4 4 ) o] .
in

11
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Notice that the induced grading on A'g C A'g® is the same than the one
introduced above. The cobracket on @L& and the coproduct on A'g extend
to a cobracket and a coproduct on A’ Le" . The sum of the cobracket and the
coproduct give rise to a coalgebra structure on A'g® . It is well known that
this coalgebra structure is cofree (see [Gi2],Section 3 for example).

Definition 4.1.3. — A structure of Gerstenhaber algebra “up to homotopy”
(G o-algebra for short) on a graded vector space g is given by a collection of
degree one maps

mPLrPn . g®P1 A /\g®pn —g

indezed by p1,...pn > 1 such that their canonical extension : A'Le" — A'Le'
satisfies d o d = 0, where

d — g mpla---’pn‘

m2>1, pi+--pn=m

More details on Gy -structures are given in [Gi2]. Again, as the coalgebra
structure of A'g®" is cofree, the map d makes A'g®" a differential coalgebra.

Definition 4.1.4. — A morphism of Guo-algebras between two Guo-algebras
(g1,d1) and (gz2,d2) is a map ¢ : (A'ﬁ, d1) — (A'g¥,d2) of codifferential
coalgebras. -

The Lie algebra g; of multi-vector fields is in fact a Gerstenhaber alge-
bra that is to say a graded Lie algebra structure with a graded commutative
algebra structure (for the same space with grading shifted by —1) and a com-
patibility between the bracket and the product (expressing that the bracket is
a derivation for the product) as in (1.2). On the space g; = I'(M, AT M), the
commutative structure is given by the exterior product :

Va, B € T(M,ATM), a A= (—1)+DBHDZ A o (1.4)

We can reformulate the graded Gerstenhaber structure into a G-algebra
structure as follows. The graded Lie algebra structure is still given by a map
m}’l : A2g1 — g1, and the commutative graded algebra structure is given by

a map m? : ﬁ — g1 (because ﬁ is the quotient of gim by the 2-shuffles,
that is to say the elements a ® b — (—1)(@FV(%+)p @ 4). The maps my", m?

above extend into degree one derivations
1,1 2 R LR
my’, mj : A£—>A£.
All the identities defining the Gerstenhaber-algebra structure on g; can be
summarized into the unique relation

d10d1:0
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where d; = m}’l + m?. Hence the Gerstenhaber bracket and the exterior
product define a G-algebra structure on g;. More generally, any Gersten-
haber algebra (g, m,[—, —]) has a canonical G-structure given by m? = m,

mb! = [, ], the other maps being zero.

4.2. A Gy -structure on gs = C'(4,4)

The Lie algebra go is also endowed with an associative product. It is the
“cup” product U defined, for D, E € g3 and @1, ...,% p4|p/+2 € 4, by

(DUE)(z1,...,2p|1 El+2) = (=1)"D(z1,.. ., 2)p|+1)E(Z|D| 42, - - - T|D| 1| B|+2)

where v = (|E|+1)(]D|+1). The projection of this product on the cohomology
of (g2,b) is the exterior product A, but unfortunately (g2, [—, —]a,U, b) is not
a Gerstenhaber algebra. However the relations (1.2), (1.4) are satisfied up to
a boundary for b.

Tamarkin stated the existence of a Go-structure on go. Qur aim in this section
is to build this G -structure more explicitly. By Definition 4.1.3 we have to
exhibit a differential dy on A'g¥" satisfying, if

1 1,1 2
d2:m2+m2’ +m2+...+m12717 7pn+...’

1. m} is the map b and mj" is the map [—, —]g.
2. d2 o d2 =0.
We first reformulate this problem : let Ly = @ g$" be the cofree Lie coalgebra

on go (see Section 4.1 for the notation). Since Lo is a cofree coalgebra, a Lie
bialgebra structure on L is given by degree one maps I} : g5" — g2, corres-
P2

ponding to the differential, and maps 152 : g2P A g2P? _ g, corresponding
to the Lie bracket. These maps extend uniquely into a coalgebra derivation
Ly — Ly and a coalgebra map Ly A Ly — Ly (still denoted IJ* and 15?). The
following lemma is well known.

Lemma 4.2.1. — Suppose we have a differential Lie bialgebra structure on
the Lie coalgebra Lo, with differrential and Lie bracket respectively determined
by maps 1% and 15"F° as above. Then ga has a Goo-structure given, for all
p,q,n > 1, by

my = ly, mh? =187 and mhPm =0 forr > 3.

Proof: Themapds =3 ;- l§+zp1,p2>0 I5¥P2 . A'Ly — ALy is the Chevalley-
Eilenberg differential on the differential Lie algebra Lo ; it satisfies dy o da =0.
O
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Thus to obtain the desired Go-structure on gs, it is enough to define a
Lie bialgebra structure on Ly given by maps % and 5" with I} = b and

1,1
l2 = [_7 _]G-

Let us now give an equivalent formulation of our problem, which is stated
in terms of the associated operads in [Ta] :

Proposition 4.2.2. — Differential Lie bialgebra structures on the cofree Lie
coalgebra Ly = @®p>o ggg" are in one-to-one correspondence with differential

bialgebra structures on the cofree tensorial coalgebra To = @pn>o g?“.

A differential bialgebra structure on the cofree tensorial coalgebra GV ®" as-
sociated to a vector space V is often called a Byo-structure on V', see [Bau].

Proof: We follow the proof in [Ta]. Let V be a finite-dimensional vector
space and V* be the dual space. A differential bialgebra structure on T =
®n>0 VO is given by maps a” : V®* — V (n > 2), corresponding to the
differential, and maps aP'?? : V®P1 @ V®2 — V (p;,ps > 0), corresponding
to the product. We can define dual maps of the maps ) .,a" : T — T and

ZPI,PzZO aPtP? : TQT — T, namely D : T —Tand A : T — T&T, where

~

T is the completion of the tensor algebra @®,>¢V*®". The maps D and A are
given by maps a™ : V* — V*®" and aP1P2* : V* — V*®P1 @ V*®P2 and define
a differential bialgebra structure on the complete free algebra T'. The tensor
algebra @,>0V*®" is now graded as follows : |z| = p when z € V*®P.

Similarly, if we consider a differential Lie bialgebra structure on the co-
free Lie coalgebra L = @p>9 V®" the duals maps d and § of the structure
maps »_,~ol" and 37, o PP? induce a differential Lie bialgebra structure
on L, the completion of the free Lie algebra ®,>oLie(V*)(n) on V*, where
Lie(V*)(n) is the subspace of element of degree n.

We now replace formally each element x of degree n in T (resp. f/) by
h™x, where h is a formal parameter. Letting |h| = —1, we easily see that a
differential associative (resp. Lie) bialgebra structure on the associative (resp.
Lie) algebras (@n>0V*®")[[h]] (resp. (®n>0Lie(V*)(n))[[R]]) with the product
and coproduct being of degree zero is equivalent to a differential associative
(resp. Lie) bialgebra structure on the associative (resp. Lie) algebra T (resp.
L).

Suppose we have a differential free coalgebra (T, D, A). We can apply Etingof-
Kazhdan’s dequantization theorem (see [EK2], Section 2.4) : there exists a Lie
bialgebra (L', [—, —], §), generated as a Lie algebra by V* and an injective map
Ik : L'[[R]] = (Br>0V*®)[[h]] such that

1. the restriction Igk : V* — V* is the identity,

2. IEK([a, b]) = IEK(a)IEK(b) — IEK(b)IEK(a), for all a,b € le,
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3. (A — A°) Ink = hIsxd + O(Rh?),

4. the maps Igk, 0 and [—, —] are given by universal formulas depending
only on A and the product of T',

5. if we apply Etingof-Kazhdan’s quantization functor [EK1] to the Lie bial-
gebra (®n>oLie(V*)"[[R]],d) we get the bialgebra ((®n>0V*®")[[R]],A)
back.

The last condition implies that L’ is free as a Lie algebra because T is free as
an algebra so that (ﬁ’ ,d,0) is a differential free Lie coalgebra, taking d such
that IEK od=Do IEK

Starting now with a differential free Lie coalgebra L, we can use the same
theorems to construct a differential free coalgebra such that this construction
is the inverse of the previous one. This proves that differential Lie bialgebra
structures on the free Lie coalgebra L and differential bialgebra structures on
the free tensorial coalgebra T are in one-to-one correspondence and so, taking
dual maps, differential Lie bialgebra structures on the cofree Lie coalgebra L
and differential bialgebra structures on the cofree tensorial coalgebra T' are
also in one to one correspondence. Moreover, as the operations build in this
correspondence are universal, depending only on the structure maps, the same
assertion is still valid when V is the infinite-dimensional space gs. 0

Since the map Igx defined in the precedent proof is the identity on V*, the
first terms a3 and I} of the differentials will be the same on T3 = ®g$" and on
Ly = ®p>0 ggg’" g5. For the same reason the first term l;’l of the Lie bracket

on Ly will be the antisymmetrization of the first term aé’l of the cobracket on
T5.

By Proposition 4.2.2, the problem of defining a Lie bialgebra structure on Lo
given by maps 1 and 2"** with I} = band Iy"" = [, —]g, is equivalent to defi-
ning a differential bialgebra structure on T, given by maps af : g?" — go and
ab P : g7 @ g2 5 g, where al = b and ay™ is the product {—|—} defined in
Section 4.1. Indeed, the anti-symmetrization of {—|—} is by definition [—, —]¢.
The latter can be achieved using the braces (defined in [GV]) acting on the
Hochschild cochain complex go = C*(A, A) for any algebra A. The braces ope-
rations are maps a;’p g ® g?p — g2 (p > 1) defined, for all homogeneous
D,E,...,E, e 5" and x,...,24 € A (with d = |D|+|Ey|+- - -+|E,| +1),
by

ay" (D1 @ (B1® - QEp)) (21 ® - ® 2g) =

N (=1 D(w1,- ., @i, Br(®iy 41, )s - o Bp(@ipy1, - ), -2



4.3. A Goo-MORPHISM % :(g1,d}) — (g2,d2) 139

where 7 = Y% _, ix(|Ey|+1). The maps a%’p L g2 ®g5? — go and agZZ,p = 0 give
a unique bialgebra structure on the cofree cotensorial algebra T5 = @nzogg’".
Similarly taking al to be the Hochschild coboundary b and a2 to be the cup-
product U, and aq>3 = 0, gives a unique differential bialgebra structure on
the tensor coalgebra Ty. Theorem 3.1 in [Vo] asserts that these maps yield
a differential bialgebra structure on the cofree coalgebra T (the proof is a
straightforward computation, also see [GV] and [Kh]).

Using this result, we can successively apply Proposition 4.2.2 and Lemma

4.2.1 to obtain the de51red Goo-structure on go given by maps mh""P* such

that m} = b and m2 = [—, —]g. By construction, the maps mh"" b are 0 for

k > 2. Moreover, the map m2 coincides, up to a Hochschild coboundary, with
the cup-product U because, when passing to cohomology, they both give the
same map m?, corresponding to the product A of the Gerstenhaber algebra

(glv [_7 _]57 /\)'

4.3. A Gy-morphism v : (g1,d}) — (g2,d2)

The objective of this section is to prove the following proposition.

Proposition 4.3.1. — There ezist a differential d} on A’ ﬁ and a morphism
of differential coalgebras ¢ : (A'ﬁ, dy) — (A'ﬁ, ds) such that the induced
map ' : g1 — go s the Hochschild-Kostant-Rosenberg map of Section 0.

Proof: Fori=1,2 and n > 0, let us set

Vi[n} _ @ g®p1 Ao A g®17k
prttpr=n
and V =2 k<n Vi z | Let dBoPh s gBPLAL L A g®3PE g, e the components

of the differential dy defining the G -structure of go (see Definition 4.1.3) and
denote d[2n} and d[;n] the sums

d[2”1 — Z dgl,---apk and d[2fn] — Z d[zp}

p1t+pr=n p<n

Clearly, do = Zn21 d[zn]. In the same way, we denote

dP=3 drem and 7= Y @

p1+-+pr=n 1§k§n
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We know from Section 4.1 that a morphism % : (A'g¥,d}) — (A", ds)
is uniquely determined by its components PPk : g®Pt A ... A gBPE gy

Similarly we set

il = Z PLrePR and plsnl = Z Plkl
p1+-+pr=n 1<k<n
Again, we have di =3, d’[ln] and ¢ = >, 5, ¢
We have to build both the differential d} and the morphism of codifferential

[n

. In fact we will build the maps d’ 1] and [ by induction. For the first
terms, we set

dM=0 and gl =¢,
the Hochschild-Kostant-Rosenberg map (see Section 0).
Suppose we have built maps (d’ [1"]),5”,1 and (zﬁ["])ign,l satisfying
PlEn1 6 d/[lsnfl] _ d[2§n*1] o glsn]

on Vl[sn_11 and d'[lsn_l] od [fn_l] =0on Vl[gn]. These conditions are enough
to insure that d} is a differential and ¢ a morphism of differential coalgebras.

If we reformulate the identity v o d’;y = ds 0% on Vl[n], we get

7’[)[571} ° dl[lfn] — d[zfn] ° ¢[Sn] (35)
If we take now into account that d' [11] = 0, and that on Vl[n] we have ¢*lod’ [ll] =
d[2k] ol =0 for k41 > n + 1, the identity (3.5) becomes

Y™ 4+ B = dllyll 4 4 (3.6)

where B = Y122 pl<nk g and 4 = dilyl<sn—1l 4 570 glflyl<n—h+1] (e
now omit the composition sign o). The term d[zl] in (3.6) is the Hochschild
coboundary b. So by the Hochschild-Kostant-Rosenberg theorem (3.6) is equi-
valent to the cochain B — A being a Hochschild cocycle. Therefore, in order

to prove the existence of d’ [1"] and ¥ it is sufficient to prove that

d(B - 4)=0 (3.7)
and to show that for any choice of those maps, we have
A== = 0 on V=T, (3.8)

e We will first construct d} 2. for n = 2, we get A = d[21]1/1[1] + d[22}1/1[1] and
B =0 so that
! = d P+ ) 4 dfyl.
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Thus d 2 is the image of d[22] through the projection on the cohomolgy of
g2 and, as the Hochschild-Kostant-Rosenberg map ¥ is injective from g; =
H(ga,b= d[zl]) to go, we get
2 2
&P = gl
e Let us prove (3.7) : we have d[zl](—A) = -3 d[zl]dgk]ib[fn_k"'l]. Using
dady = 0, we get

n k
d[21](—A) — Z (Z d[zl]d[zk+1_l]) w[fn—k-i—l]

k=2 \I[=2

n n
! k+1—1)  [<n—
-l (St
= k=1

Clearly, we have Y, d k+1 l]¢ [Sn—k+1] = S~ i+l d Yl=n—k+2-1] Using once
again d[l ]d[1]"/’[ ¢/ =0on Vl[n] for a +b+c > n+2, we add terms k214K
to lSP—k+2=U (for 0 < k' < k — 1) without changing the previous equality.
Thus we have

n n—I1+1 n
=Sl (5 ) St
=2 1=2
Since (d[zl]>l>2 map V[— Vinto V2[<k 1 , the previous equality has non-trivial
terms only on V1[<" Y. Thus we can apply the induction hypothesis 3[<F! d’ [<kl
dSMy<H on VISH for k < n — 1. We get

Zd [<n+1— ldl[<n+1 l]

n—1 n
d[21] (B—A) = d[21] Z¢[§n—k+1]d/[1k] + ng}¢[§n+1—l]d/[1§n+lfl}‘
k=2 =2

The term corresponding to [ = n vanishes since d'; 1 — . Using a previous
argument on Vl[n] for d[za]z,b[b]d' ] we add maps YPP1 (p' > 0) to PP If we
1

then reindex the sum with respect to the terms d'}”, we get

d[l B A Z [<n—|—1 ] <n71]dll[l]‘
=2

Therefore we have proved that d1 (B - 4) =0 d[;nﬂ_l] plsn+1=l] gt 11,
Since d' gl] (Vl[gk]) C Vl[gk_l], we can again apply the induction hypothesis,
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thus getting

n—1
d[21] (B—A) = Z ¢[§n+1—l]dl[1§n+1_l] dlgl] -0
1=2

because d’ [111 =0 and d' [fn*l]d’ [fn*l] =0 on Vl[gn], again by the induction
hypothesis.

e We will finally prove (3.8), that is to say d'[lgn]d'[lgnl =0on VF”H]. As plll
is a quasi-isomophism between (g;1,0) and (g2,b = dgu), this is equivalent to

say that t!] d's [<n] d'y [<n] is a boundary on V1[<n 1, Using a previous degree
argument, we get the following identity on Vl[ il

w[ ] dl[fn] dl[fn] _ w[ﬁn] dl[SWJ dl[lﬁn].
By definition of d'} 1] e can write Pl=nl gy [<n] d[fn] Y=l as d [lén} maps
V1[<"+1] to V[<"} Thus it is sufficient to prove that d[f”]zp[fn]d' Fn]
[<n+1]

is a boun-

dary when restricted to V;
Now we have

d[zfn]w[gn]dl[lfn] _ b¢[§n]dl[1§"} + Z d[ZSk]q’[)[Sn}dl[lS"]
2<k<n

Since z2§k§n d[ZSk] maps V2[Sk] to Vz[Skfl]

Z d[2§k]¢[gn] d:[ISn}
2<k<n

, the linear combination of maps

[<n+1]

has non-trivial summands only on V] . On the latter space we have

Z d<k <nd,<n Z d<k <n <n]
2<k<n 2<k<n

by definition of d’ [Sn]. Hence, the following identities hold on VI[S"H] :

<n ¢[<n d' [<n] _ ¢[<n dl [<n] _bd[<n] ¢[§n1 +d[2§n} d[2§n} ¢[§n]

= br,’b[fn} d’lgn] _ bd[zﬁn] ,(/][Sn]
as d2d2 =0. 0

Conclusion : The only tool we have used in this section is the existence of a
quasi-isomorphism between the complexes (g1,0) and (go,b). Since we know
explicit homotopy formulas for such a quasi—isomorphism (see [DL], [Hal), we

obtain explicit formulas for dl and ¥l
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4.4. A Gy-morphism ¢’ : (g1,d1) — (g1,d})
In this section, we will prove the following proposition.

Proposition 4.4.1. — If the complex (End(A'gi@'), [m%’1 +mi, —]) is acy-
clic, then there ezists a Goo-morphism ' : (A'ﬁ, dy) — (A'ﬁ, d}) such that
the induced map 1/1'[1} 1 g1 — g1 15 the identity.

We will use the same notations for Vl[n], Vl[gn], d [1n] and d' [lgn] as in Section

4.3. We also denote
di=>d" and d= Y a

n>1 1<k<n
and similarly

Y = Zd,[n] and ¢I[S"1 _ Z 7’[Jl[n]‘

n>1 1<k<n

Proof: We will build the maps v’ [n] by induction as in Section 4.3. For 9’ 1]
we have to set :

' =1d (the identity map).
Suppose we have built maps (¢’ [i])ign,l satisfying

wl[Sn—l}d[lﬁn] — dll[S"]wl[Sn—l]

on V=" (@ 15" maps V= to V'), Expliciting the equation ¢'dy = d/ 1)’
[n+1]
on V', we get

w/[gn] d[15n+11 —d [<n+1] ¢r[5n]- (4.9)

If we now take into account that d[li] =0fori#2,d] 1 = 0 and that on Vl["H]
we have 'w’[k]d[ll] = d’l[gk]z//[l] =0 for k +1 > n+ 2, the identity (4.9) becomes

n+1
¢l[§n] dEZ] _ Zdll[k] ¢/[§n7k+2]‘
k=2

We have seen in the previous section that d} 2 = 4,2, Thus (4.9) is equivalent

to
n+1

d1[2],¢l[§”] _ ¢l[§”]d1[2] — [d1[2], ,lpl[fn]] - _ Z dll[k],(//[fn_k‘f'ﬂ.
k=3
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Notice that d[lz] = mi’1+m%. By the acyclicity of the complex (End(A g%, [d[lz], -,

the construction of ¢'(5™ will be possible when Y711 @ Fly/[Sn=k+2 ig 5 o
cycle in this complex. Thus, to finish the proof, we have to check that

n+1 ]
[d[f], S My S R = g on v, (4.10)
k=3 d
We have
2n+1k <n—k+2 —2n_1 2-k] 1[<k
D, = [d[l]vzdll[ ]¢l[_“_ + ]] _ d[l]azdll[n+ - J¢I[_ ]] .
k=3 L k=1
It follows that we can write
n—1 n—1
_D, = Z [d[lz}’dll[n+2fk]] ¢I[Sk] _ Z dll[n+2*k} [d[lz],zpl[ﬁk]] ] (4.11)
k=1 k=1
Using the induction hypothesis for (¢' [Sk]) , we get
k<n-—-1

k+1 k—1
[dl[z},w/[Sk]] _ _ Zdll[l] ¢/[§k—l+2] _ Zd,l[k+2—z] ¢,[§l]
1=3 1=1

n Vl[SkH}. The equation (4.11) then becomes
- n—1 k—1
-D, = Z |:d[12},d/1[n+2—k]] ¢/[§k] + Zdll[n+2_k] (Z dll[k+2—l} ¢/[§l}) ‘
k=1 k=1 =1

Finally, we have

n—1 n—2 n—1
_Dn _ Z |:d:[i-2],d/1 [n+2—k]] ,(/)/[gk} + Z ( Z da[n+2—k]di[k2+2—l]) ¢/[§l]
=1

k=1 k=Il+1

This implies

n—1 n—1
D=y ([d’l 3, gl H) 3 gy [p+2k1> e

k=1 p=k—+1

But the maps

n—1 n+2—k
[dll 2 g [N+2—k1] n Z &y +2rl g2k Z 414 g 4=k
p=k+1 q=2
are zero because djd] =0 on V/S"F27H This yields the result. O
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4.5. Acyclicity of the complex (Hom(A'g?',A'g?'), [m}! + m3, —])

In this section the manifold M is supposed to be the affine space R™ for m > 1.

We prove the following proposition :

Proposition 4.5.1. — If M = R™, the cochain complex (End(A'g?'), [mi’1 +m? —])
is acyclic.

Proof: Since coalgebras maps A’ g‘lg" = A gi@' are in one-to-one correspondence

with maps A'g¥ — g1, we are left to check that the cochain complex

(Hom(A'g®", 01), [mi" +m, )

is acyclic.
First we introduce an “external” bigrading on the cochain complex induced
by duality from the following bigrading on A'g®" :

ol = (1= 14+ +pa— L,n—1)
if 2 € g¥P* A--- A g®P". Let the internal degree of € g be |z = |z| + 1,

where |z| is the usual degree of an element of g;. One recovers the usual degree
on A'g® by

] = |2[o + ) et
ik

where |z|{,; is the sum of the two components of |z|°®.

The exterior product m? makes g; into an associative algebra which is
graded commutative for the inner degree. For any vector space V, the space
g1 ® V is a gy-module equiped with a gi-action by multiplication on the first
factor. Observe that

(Hom(A g, g1), [y +mi, —]) = (Homg, (g1 ® Mg, 1), [m}* +mi, ),

= (Homg, (Ay,01 @ g8, g1), [m}" + m3, ])

where g; acts (on the right and on the left) on itself by the multiplication m?2.

We now prove acyclicity of this last cochain complex. The codifferential
(8)* = [mp" + m2,—] splits in two parts (62)* + (6;")* = (8)* where (62)*
is the codifferential of bidegree (1,0) induced by m? and ((5} 1)* is the one of
bidegree (0,1) induced by mi’l. Thus, Homg, (Ay, g1 ® 9%, 91) endowed with
the bigrading | — |© is a bicomplex lying in the first quadrant. The bigrading of
an element = € g; @ g A Agr @g%P" is |z|* = (pr — 14 ... +pp — 1,n — 1).

The codifferential (62)* is dual to a differential 62. Tt is a standard calculation
(see [Lo5], 1.5 for example) to show that 6%, restricted to each summand
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mR gi@', is the usual Harrison boundary, that is to say the image of the

Hochschild differential d acting on g?'“ onto its quotient g; ® g?' by the
shuffles. o

We now use the fact that (g1, m?) = (T'(M,ATM), A) is a polynomial alge-
bra. Denote by €2y, the module of Kéhler differential one-forms of the algebra
g1- Let J : gi@'ﬂ — A'Qg, be the map which sends z¢y®- - -®zy, to xodzy - - - dry
and I : A'Qy, — ¥t be the anti-symmetrization map given by

(=17
J(zodzy - - - dzy) = Z Te(a) To @ To-1(1) " * ® Ty-1(p)

0ESK

where Sy, is the permutation group of {1,--- ,n}, (—1)? is the sign of ¢ and

(o) the Koszul-Quillen sign (see Section 1). It is easy to check that Jol = Id.
It is known from [Ha] that there exists a homotopy s : g@ ™' — g®*2
such that T oJ = Id 4+ do s+ s o d. We denote P the natural projection

g2t 5 g @ g®. Tt is a standard computation (see [Lo4]) that the map J
factors through gy ®ﬁ to give a map J' : g1 ®ﬁ — Qg, . There is also a map

I'=PoJ:Qy — g1 ®¢Y. Clearly J' o I' = Id. Since the map P commutes

with the differential d, the map s’ = P o s satisfies
I'oJ'=Id+dos +5s od.

The map s’ extends uniquely into a degree 1 homotopy h to Ay 01 ® g

so that AI' o AJ' = Id + 62 o h + h o §2, where AI’, AJ' are the extensions
of the degree zero maps I' and J'. Moreover AJ' o AI' = Id and Ay Qg

is a (special) deformation retract of Ay g1 ® ﬁ (see [Hal]). We denote p :
Ay o1 ® ﬁ — Ay, g, the projection. Since Ay g1 ® ﬁ is a bicomplex with
differential § = &7, + 611, it follows from [Ka2], Section 3 that there exists
amap u: Ay Qg — Ay g1 ® ¢ and a (degree one) map H : Ay g1 ® gf —
Ay o ®£[1] such that pu = Id and up = Id+ 6 H + Hé. Hence the cohomology
we are looking for is the cohomology of the complex (HomEl (Ag, Qg5 91), 5%’1)
which sits in the complex

(Homm (A'glglvgl)véi,l) = (Homgl(gl ® A'gl,gl),fﬁ’l) .

In particular, the differential 5% ! is induced by the usual exterior derivative
(see [HKR]) on Homg, (g1 ® A'g¥,g1). To finish the proof, we proceed as
in [Ta] and [Hin]. Recall from the introduction that A = C®(R™) is the
algebra of smooth functions on R™. Let Der(A) = Q% be the space of smooth
derivations on A. Since g; is a A-module, by transitivity of the space of Kahler
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differentials for smooth manifolds, one has
Qg S 91®4 Q4 B Qg /0.

Since g1 = A} Der(A), we find that Q4,4 = g1 ® Der(A) (with grading shifted
by minus one on Der(A)). Hence (see [Ta].3.5) there is an isomorphism

(Homgl(Agl Qgy,01), 5}’1) ~ (A'"Qy,,d4R)

where dgg is de Rham’s differential (the degree on the left hand of the isomor-
phism is the one induced by the inner degree of g1). When g; = I'(R", AR")
this complex is acyclic. O

Remark : At every step of this proof, it is possible to construct explicit ho-
motopy formulas. So the coefficients 9’ ("] built in this section can be expressed
in an explicit way from the G-structure on go.

Corollary 4.5.2. — Ifg; = T'(R™,ATR™), then there exists a Goo-morphism
Y (Ag¥,di) = (Mg, d)) such that the induced map P g = gy s the
identity. -

Proof: Tt is an immediate consequence of Propositions 4.4.1 and 4.5.1. O

4.6. Consequences when M is a Poisson manifold

From the Sections 4.3, 4.4 and 4.5 we know that the map
p=voy: (Mgl d1) = (Agy, do)
is a Goo-morphism when M = R™ ; in other words, we have the identity
¢podi =dyopon Agf. (6.12)

Since ¢ : A'gd — A'g¥ is a coalgebra map, it restricts to the subcoalgebra
A'gy to give a coalgebra map A'g; — A'gs. The restriction of d; and dy are
respectively the codifferential induced by mi’l and the codifferential induced
by b + m;’l. When we restrict these maps to A'g; and A'gs, the previous
equality (6.12) still holds with the difference that, now, d; and d2 are the
differential defining the Lo-structures on g; and go of Section 4.1. So the

restriction of ¢ to these coalgebras yields a morphism of differential coalgebras
¢ (Ag1,di) — (A'ge,da).

Thus we have constructed the desired Lo,-morphism between (gi,d;) and

(927 d2)'

Remark : Similarly to Definitions 4.1.1, 4.1.3, one can define, on a vector
space g, a Cu-algebra structure given by degree one maps a™ : g®" — g
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such that if we extend them to maps GBg@' — @g@, then D = " a™ satifies
DoD = 0. In particular, a? yields a commutative operation on g, a'! a differen-
tial and the product a? is associative up to homotopies for the differential a’.
Let us then consider the free Lie coalgebras @nzog_@" and @nzog_z‘g’". They
are also subcoalgebras of respectively A'g® and A'g$". Hence we can restrict
¢ into a coalgebra map ¢ : Bg;®" — ®ga®". Denoting D; = m? the codiffe-
rential induced by the exterior product A, and D the codifferential induced
by 3,50 ™m5, the map ¢ yields a differential coalgebra morphism

d) : (@g_1®n,D1) — (Gag_2®n7D2)7

hence, a morphism of C-algebras between (g1, D1) and (g2, D2). Through the
Etingof-Kazdhan equivalence used in Proposition 4.2.2; this implies that there
is a morphism of A-algebras between (g;,/A) and (gs2,U). More precisely, it
means that there is a morphism (®gP", A) — (9g¥", b+ U) of differential
coalgebras between the tensor coalgebras of g; and go. Details on C and
Axo-structures can be found in [GK] and [St].

From now on, we will suppose that the manifold M is a Poisson manifold
equipped with a Poisson tensor 7 (satisfying [7,7]s = 0). The Lo,-map ¢
allows us to construct a star-product on M (see [BFFLS1)). If £ is a formal
parameter and if we impose ¢ to be R[[h]]-linear, ¢ extends to a Lo-morphism
between gi[[h]] and ga[[h]]. Set I = > o A"A"r € A'gy, where A"n =
T A ... A7 If we define m, = ¢(I;), we get
—_—

n times
[my, mys]a = 0. (6.13)

This is a consequence of definition (0.1) of a Ly,-morphism given in Section 0
and of the fact that [r,m]s = 0 implies m; (II;) = 0. The map m, being
an element of ga[[R]] of degree one, it defines a bilinear map in C2(A4, A)[[A]],
where C¥(A, A)[[R]] denotes the set of k-R[[A]]-linear maps in C*(A, A). The
identity 6.13 implies that m, is an associative product on A[[A]]. Finally, by
definition of ¢, we have

m. = m + he'(7) + Zh"d)"(ﬂ', ceey T,
n>2

where ¢!(m) = {.,-} is the Poisson bracket. This proves that m, is a star-
product on (M, ).

The spaces g1 and g2 can now be endowed with two new structures : the
space (g1, [—, —|s, [, —]s) becomes a graded differential Lie algebra (and even
a Gerstenhaber algebra) whereas (g2, [—, —]g, bx), where b, is the Hochschild
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differential corresponding to the deformed product m,, is a new graded diffe-
rential Lie algebra. As in the case when m = 0, we have the following result d
la Hochschild-Kostant-Rosenberg.

Theorem 4.6.1. — The complezes (ga[[R]], by) and (g1[[R]], [hr, —]s) are quasi-
isomorphic.

Proof: Let us denote ¢ the R[[A]]-linear map g1 [[h]] — g2[[h]] given by

o ¢r(a) = Z BT (A" A @) = ¢y, Z R*A"m A a

n>0 n>0

for o € g1, where ¢g, denotes the projection of ¢ on g;. Similarly, we write
¢g1ng, for the projection of ¢ on g A g1. We get

Sh([hm, als) = dg, | Y R "A™m A [, o]

n>0

= Bg, Z h""'lm}’l (A"+17r A a)
n>0

_ 11 § : n+1ln+l
n>0

= o | D _A"A"r |, ¢ | D A" A
n>0 n>0
= [, d1(@)]a
= b ().
Thus ¢} is a morphism of complexes between (g1, [im, —|s) and (g2[[]], b+). By

definition, we can write ¢y(a) = ¢' (@) + 20,51 hrgy™ where ¢, are R[[h]]-
linear maps. The proof of the theorem is then a consequence of the following
lemma. [l

G

Lemma 4.6.1. — Let ¢ : (B,0) — (D,d) be a quasi-isomorphism of co-
chain complezes. Suppose we have two deformed complezes (B[[h]],bs) and
(DI[R]], dn) with by = >, A"by and dp = d + )~ h"dy, where b; and d;
are R[[h]]-linear maps. Suppose in addition that there exists a morphism of
complezes o = ¢ + >~ ¢n between (B[[h]],br) and (DI[[h]],dr), where ;
are R[[A]]-linear maps. Then ¢y, is a quasi-isomorphism.
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Proof : Suppose 0y = Y~ "0, € D[[h]] satisfies dsdp = 0. We will construct
Bn € B by induction such that 8 = 3., Bn satifies byBr = 0 and @r(Br) =
k. Since dpdp = 0, we have dodp = 0, so that &g = ¢o(Bo), (B0 € B with
boBp = 0). This follows from ¢ being a quasi-isomorphism between (B,0)
and (D, do).

Suppose we have built 8y, ..., 3, € B such that for all & < n,

k
8k =Y wi(Br—i) (6.14)
=0
and
k
D biBr—i = 0. (6.15)
=0

We have shown that Relations (6.14) and (6.15) hold for £ = 0. We will now
construct £,1 such that they hold for £ = n+ 1. We can reformulate Relation
(6.14) as follows :

n+1

©0(Bn+1) = ont1 — Z 0i(Brt1-i)-

i=1

Since g is a quasi-isomorphism between (B,0) and (D, dp), this is equivalent
to

n+1
do(dnt1) =Y dopi(Bnt1-¢) = 0. (6.16)
i=1
Since dpdy = 0, we have dydp+1 = — 2?24'11 d;0p+1—i- Therefore
n+1 n+1
(6.16) <— Z dibpt+1—i + Z dopifny1—i =0
i=1 i=1
n+l  ntl—i n+1
= di Y 0i(Bryri )+ Y doiB1i =0
i=1  j=0 i=1
n+ln+l—:
=D ) digi(Bar1j—i) =0
i=0 j=0

(Bn+1 = 0 by convention). Since ¢y is a morphism of complexes, we obtain

n+ln+l—g n+lnt+l—i n+1
SN digi(Bari-j—i) =D Y @ilbiBnsr—j—i) =wo | Y biBnt1;
i=0 j=0 i=0 j=0 =0

(6.17)
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So (6.16) <= o (Z;‘i& bjﬁn+1_j) = 0. This relation will be satisfied pro-

vided we have proved Relation (6.15) for £k = n + 1. As ¢ is a quasi-
isomorphism of complexes between (B,0) and (D, dy), we only have to prove

that ¢ (Z;’ill bjﬂnﬂ,j) is a boundary. Using Relation (6.17), we have

n+1 n+ln+l—i
©o Z bjﬂn-q-l—j = Z Z di@j(ﬂn-l—l—j—i)
n+1 n+ln+1—1:
= do Y @i(Bas1-) + Y D digj(Butrj-i)
§=0 i=1 j=0
n+1 n+1
= dy Z ©j (Bn—l—l—j) + Z didpt1—i (thanks to (6.14))
j=0 i=1
n+1
= do Z ©i(Bny1-5) — dobny1
§=0
because dj B = 0. g

It is clear from the previous proof that we can build explicit homotopy
formulas for the map gb}i since in the proof of Theorem 4.6.1, we had (,25}‘ =
¢! + O(h), with ¢! the Hochschild-Kostant-Rosenberg map.

Remark 6.3 : Lemma 4.6.1 also holds for two cochain complexes (B,b) and
(D, d), where by, = b+~ h"b, with b # 0, but we have no explicit homotopy
formulas. -

The cochains complexes (B[[A]], br) and (D[[A]],ds) are filtered by the po-
wers of h. The p-component of the filtration is

FP(B[[A]]) = h*B([A]] C BI[A]]

and similarly for D[[R]]. The filtrations are decreasing and the differentials by
and dj respects the filtrations as well as the morphism . Therefore, there
are two spectral sequences with first terms given by

EB}* = HP™(F4B|[h]]/F** B[k]))
and

EDP1 = HP+9(F D[R]}/ F* D[H])
converging respectively to H (B[[h]],bs)) and H (D][h]],dr). The morphism
©r induces a map of spectral sequences <p’f :EB; — ED;".

It is easy to check that EBY'? =~ HPTY(B)R!, EDY? =~ HPTI(D)R? and

that the map ¢ is induced by the quasi-isomorphim ¢, hence is an iso-
morphism for all p,q. As the spectral sequences are strongly convergent in
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the sense of [CE]|, Section 15.2, it follows that ¢; induces an isomorphism
H(B[[A]],bs)) = H (D[[R], ).

Now, we are in the situation of Section 4.1 : we have two graded differential
Lie algebras (gla [_a _]Sa [7(‘, _]5) and (927 [_a _]G'a b*) such that H(QZ) b*) =
H(g1, [, —]s). The quasi-isomorphism ¢} is not a Lie algebra morphism. The
aim of the next section is to construct a L,-morphism between (g1, [7, —]s)

a:nd (92, b*).

4.7. A formality theorem for a Poisson manifold

In this section we define dy, the map dy, = my" +m2 + k[r, —]s : A'g® —
A g%, where g1, = g1[[R]]. As for the case 7 = 0, we will construct a Goo-
structure on g2+ = g2[[A]] given by a differential do, : A'gS — A'gS:, where
doy, = m, + mé’l + .-+ whith ml,_ corresponding to the differential b, =
[My, —]c. We will also prove, following the same steps as in the 7 = 0 case, that
there exists a G oo-morphism between the Go-algebras (g1, d1x) and (g2, dox)-

Theorem 4.7.1. — One can build a G -structure on go[[h]] determined by
a differential do, : A'ﬁ — A'ﬁl’ with dgy = mb, +my +---+mblPr .
where

m5 P s ga[[APP A A go[[R]]ZP — ol [RIPH A - A gal[R])P,

ml, = b, = [my, =g and m3! = my" is the Gerstenhaber bracket.

Proof: We can use the same arguments as in Section 4.2. Thanks to Lemma 4.2.1,
it is enough to define a differential Lie bialgebra structure on the cofree Lie
coalgebra Lo, = @®gs[[h]]®". Etingof-Kazhdan’s dequantization and quantiza-
tion theorems can be used in the same way to prove it is enough to have a dif-
ferential bialgebra structure on the cofree tensorial coalgebra T, = ®ga[[A]|®"
since the correspondance in Proposition 4.2.2 was given by universal formulas.
So we want now to define a bialgebra structure on 75, given by maps a3,
and ab>"? such that al, = b, and a;;l is the product {—|—} defined in Section
4.1. This can be done using braces as in the end of Section 4.2. This is because
the braces inducing a bialgebra structure on g are independent of the algebra
structure on gs. Thus a G -structure can be built on g, with mblPr =0
for n > 2. O

We can now state the analogue of Proposition 4.3.1.
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Theorem 4.7.2. — There exist a Goo-structure on g1[[h]] corresponding to a
differential d}, : A'g¥ — A'g® and a morphism of differential coalgebras

Yy - (Aﬁa Il*) - (Aﬁa d2*)
such that the induced map g1 — g2 is the Hochschild-Kostant- Rosenberg map.

Proof: We will follow the proof of Proposition 4.3.1 and use the same nota-
tions. Let us denote

n n
vl =3 RV and vET = YTV,
k=0 k=0

There is a decomposition do, = >, hkdg:}. We denote déf}p LB gPLA
- A ght = go the components of da, : A'ﬁ — A'ﬁ. Similarly, we denote

dgj}[n} the map from A’ ﬁ to itself defined by

dé’:}[n] _ Z dé’i}pl,---,pt‘
pittpi=n

We have the obvious identity dgf} =Y n>1 dgf}[n]. We can now define

m k}[n
&= 3 dpn
k+n=m

and set -
o= YA, =3 i)
m>1 i=1
In the same way we set

m

Il* = Z dll*(m)a /1*(’m) = Z dll*{k}[n]’ /1*(§’m) = Zdll*(Z)v
m>1 k+n=m =1
m
Yy = Z 0™ g, (M) = Z v and 9, 5™ = Z¢*(i)_
m>1 k+n=m i=1

The proof of Proposition 4.3.1 can now be reproduced, formally replacing the
superscripts [—] with (—). We can build maps d}, and v, by induction setting
d} *(1) =0 and ¢,((1) = ¢!, the Hochschild-Kostant-Rosenberg map. The proof
then relies again only on the fact that ¢! is a quasi-isomorphism of complexes
from (g1,0) to (go2,b = md = mgi)) (for which we have homotopy formulas).
Moreover, at order two we have again

a1 = 41, = hlm, ~]s +dp" + df.
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Using the grading (—) along the lines of the proof of Theorem 4.4.1, we can
prove in the same way the following.

Theorem 4.7.8. — If the complex (End(A'ﬁ), [mi’l +m? + A[r, —]s, —])
is acyclic, then there exists a Goo-morphism ' : (A'g¥., dy) — (A'g¥,dh,)
such that the induced map g1 — g1 is the identity. -

Theorems 4.7.2 and 4.7.3 hold for arbitrary Poisson manifolds.

Corollary 4.7.1. — If g1 = T(R™,ATR™), there exists a Goo-morphism
¥ (Mg, di) — (Mg, diy)
inducing the identity on g;.
Proof: Using Theorem 4.7.3 it is enough to check that the cochain complex
(End(8'gf), [mi" +m? + hlm, ~]s, -] )

is acyclic for M = R™. This follows from Proposition 4.5.1 and the following
Lemma 4.7.2. g

Lemma 4.7.2. — If a complez (C,dy) is acyclic, then, for any differential
di = do+) ;51 I'di, the R[[R]]-linear complez (C[[A]],do+3 ;51 h'ds) is acyclic.

This follows from Remark 6.3. Howewer, as we wish to be able to construct

explicit homotopies, we give another proof.

Proof: Suppose we have z =}, hiz; € C[[R]] satisfying
d,z = 0. (7.18)

We will construct by induction y =, Rly; satisfying = = d,y.

Relation (7.18) at order 0 gives dozg = 0; so by hypothesis there exists
yo € C such that x¢g = dpyg. Suppose we have built y; for ¢ < n — 1 such
that o, = Ef:o diyp_; for all & < n — 1. We want to build y, such that
Tn = > i o diyYn—i. From the acyclicity of the complex (C, dp) this is equivalent

to
n
do (mn - d,-yn_,-) = 0. (7.19)
i=1

We have

n n
(7.19) — Z diTn_; + Z dod;yn—; = 0.
i=1 i=1
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By the induction hypothesis, we obtain

n n 1
(719) <~ Z dixp_; — Z Z djdz'—jyn—i =0
i=1

i=1 j=1

n n n
<~ Z diTp_i — Z dj Zdi,jyn,,’ =0
i=1 j=1 =3
n n n—j
<~ Z diTp_i — Z dj Zdiyn_i_j =0
i=1 j=1 =0

n n
= Z diTpn_i — Z dj:cn,j =0.
i=1 j=1

This proves the result. O

As in Section 4.6, it is easy to see that ¢, = 9, o ¢, is a G-morphism
between g1, and go. Moreover ¢, restricts to a Lo,-morphism

bu : (aul[A]], Blm, ~]s, [ ~]s) — (g2([A], b, [, ~])

and also to a Ay-morphism

(]5* : (gu[[R]], Alm, —]s, A) = (g2[[A]], by, Z mz2*)

i>2
If we now restrict the map ¢, to ¢L1] : g1[[R]] — @1[[R]], we have

¢ ([, a]s) = bugl(a)

for any a € g1. So we have constructed another morphism of complexes

(g1 [[B]], B[, —]s) — (ga[[K]], bs). According to Lemma 4.6.1, the map ¢ is
a quasi-isomorphism which is a prior: different from the map ¢,1~l. We leave the
two following questions unanswered :

Question 1 : Are the two maps ¢flz and ¢£,1] the same ?

Question 2 : To prove the existence of the G-morphism ¢,, we have used
the grading (—) which imposes the initial condition a,b,((l) = ¢!, the Hochschild-
Klostant—Rosenberg morphism. Is it possible to build a map ¢, such that qu] =
?57

Remark : B. Keller helped us to give a partial answer to this second question,
using the following proposition (see K. Lefévre [Le] for a proof in the A, case).



156 CHAPITRE 4. A FORMALITY THEOREM FOR POISSON MANIFOLDS

Proposition 4.7.3. — Let A and B be two Ly, (respectively Ay, or Goo)-
algebras, with structures determined by differentials

da : NA — N A (respectively A® — A% or A A® — N A®),

and dp defined in the same way. Denote dg =, <o d%(;---, j, where d’} is a
homogeneous component of da (in the G case, we write

dA — Z d:?,...,np

1>0,n1+-+np=l

whith dﬁl""’n” s ABMA L AA®™ — B and we order the maps d;”""’n” such
that (n1,...,np) > (M1,...,mq) & (N1 +---+np > mi +--- +my) or
i+ +np = mi+---+mg and (n1,...,np) > (M1,...,mq) for the
lezicographic order). Suppose there exists a “twisting” element a € A such
that

Zd;‘l(a,...,a) =0,

n>0

and a Lo, (respectively Ao, or G )-morphism ¢ =3 -, ¢" (using the same
convention as above) between A and B. Then

(a) : there exists a “twisted” Lo (respectively A, or G )-algebra struc-
ture on A with differential da, = Y, -od’ given by
() =3 A3t (e, ),
i>0
where the element a is inserted i times;

(b) : the element b € B defined by
b= Z(pn(a,...,a)
n>0
satisfies

> di(b,...,b) =0.

n>0

(c) : there exists a “twisted” Lo, (respectively Ao, or G )-algebra struc-
ture on B with differential dp, = ano dp, given by
By (oeen) =D dET(. b, b,
i>0

where the element b is inserted i times;
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(d) : there exists a Lo, (respectively Ao, or Goo)-morphism between the
two “twisted” Ly, (respectively Ay, or Goo)-algebra structures on A and

B given by @ap = Y50 Py, Where
O (eyennys) = Z(p"“(...,d,...,d,...)
i>0
where the element a is inserted 1 times.

In our case, where A = g; and B = gy and ¢ is Tamarkin’s Ly, (respec-
tively Aoo, Or Goo)-morphism, and a = 7 (the Poisson tensor field), we can
apply the previous proposition, but only in the L..-case (because otherwise
S d¥(m,...,m) # 0), and get a deformed L.-morphism between the graded

Lie algebras (g1[[R]], A7, —]s,[—, —]s) and (g2[[R]], bs, [—, —]c)-
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