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Placées dans le cadre de 1’“algébre homologique non commutative” et de la “théorie
des opérades’, mes activités de recherches se scindent en deux parties indépendantes. La
premiere est consacrée a la généralisation de certaines propriétés classiques des algebres de
Lie au cadre non commutatif des “algébres de Leibniz”. J'y étudie les extensions centrales
universelles, une (version Leibniz)) de la suite spectrale de Hochschild-Serre, des produits
tensoriels non abéliens, et la notion d’“algébres de Leibniz étendues” (par un certain type
de nouvelles algebres). La seconde partie s’occupe des opérades des algebres a “opérations
k-aires” (i.e., dont le produit porte sur k variables), avec une étude particuliére des “triples
de Jordan” qui sont des algebres ternaires (k = 3) issues de certaines relations algébriques
entre des opérateurs provenant de la “Mécanique Quantique”.

Ce travail suggere des perspectives d’approfondissement rassemblées en fin de chacun des
trois chapitres. Le programme de recherche a court terme consiste en une introduction d’une
notion de lissité dans un contexte non nécessairement unitaire. Avec en vu une idée d’opérade
lisse sur une autre, qui paracheverait la triangulation du diagramme opéradique de J.-L.
Loday, et munie de bonnes enveloppes universelles ou d’algebres Lie-Leibniz admissibles.

Dans ce qui suit, les références bibliographiques de mes articles sont numérotées de [1]
a [10] et se trouvent dans la liste des (pré)publications ci-dessus (p. 2); celles des autres
auteurs sont signalées par les initiales, [C-E], [Lol] par exemple, et sont rassemblées a la fin
de ce Mémoire synthétique.
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Introduction.— Découvertes par J.-L. Loday en 1989 [Lol], les algébres de Leibniz sont
une variation non commutative d’algebres de Lie usuelles, caractérisées par 'identité de
Leibniz

[[z,y], 2] = [[, 2], y] + [=, [y, z]]-

En d’autres termes, 'opérateur [—, z] est une dérivation pour le crochet. Il existe une théorie
de (co)homologie HL pour ces nouveaux objets algébriques, développée pour essentiel
par Loday-Pirashvili [L-P], et ayant des propriétés semblables & celles de la théorie de
(co)homologie H de Chevalley-Eilenberg pour les algebres de Lie [C-E]. Rappelons que les
algebres de Lie sont des exemples d’algebres de Leibniz et que le qualificatif non commu-
tatif se rapporte 3 la présence du foncteur “puissance tensorielle g®™” dans le complexe de
Loday-Pirashvili 4 la place du foncteur “puissance extérieure A"(g)” dans celui de Chevalley-
Eilenberg. On a donc un morphisme canonique can, : HL,(g) — H,.(g) permettant de
comparer les deux théories d’homologie lorsque g est une algebre de Lie.

Dans un premier temps, adaptant les constructions de H. Garland [Gar|, nous donnons
dans [3] des critéres caractérisant I'universalité d’une extension centrale d’une algebre de
Leibniz donnée £. Nous en déduisons des criteres d’existence et nous montrons qu’alors le
noyau de l'extension centrale universelle est canoniquement isomorphe au module d’homo-
logie HL5(L). Nous comparons, pour toute algébre de Lie (donc de Leibniz) parfaite g, son
extension centrale universelle 4 dans la catégorie des algebres de Leibniz a son extension u
dans la catégorie des algebres de Lie. Ensuite nous déterminons et comparons les modules
d’homologie HL3 (), HL3(ut) et Hz(u). Ces derniers calculs reposent sur la suite spectrale de
Hochschild-Serre pour les algebres de Lie, ainsi que sa (version Leibniz)), un peu plus difficile
a manipuler, construite dans [5]. La complexité de cette nouvelle suite spectrale s’explique
par la présence d’un “produit libre” dans la “Formule du type Kunneth’ pour ’homologie de
Leibniz [Lo3], alors que dans le cas classique, c’est le produit tensoriel qui intervient.

Parallelement, j’ai construit un produit tensoriel non abélien x pour les algebres de Leib-
niz [2]. Ceci nécessite I'introduction des notions d’algébres de Leibniz (pré)croisées et de
bidérivations d’algebres de Leibniz. Ainsi, pour toute algeébre de Leibniz parfaite £, son
extension centrale universelle peut étre réalisée comme carré £ x L. De plus, j’ai obtenu un
début de théorie de (co)homologie non abélienne pour les algébres de Leibniz, analogue &
celle de D. Guin pour les algébres de Lie [Gu]. Cela permet de comparer le premier module
d’homologie de Hochschild du type Milnor d’une algebre associative quelconque a son ho-
mologie de Hochschild classique. Dans le méme esprit, Kurdiani-Pirashvili ont muni le carré
tensoriel (au sens linéaire) g ® g de toute algebre de Lie g d’une structure non abélienne
d’algebre de Leibniz [K-P]. Nous en donnons une version générale en dotant le produit ten-
soriel g ® b d’une structure non abélienne d’algebre de Leibniz, pourvu que les deux algebres
de Lie g et h opérent mutuellement 'une sur 'autre (de maniéres compatibles).

Dans un travail antérieur [4], j’ai déterminé I’homologie de Leibniz des algébres de Lie
étendues par une algébre commutative, en fonction de 'homologie de Hochschild de 1’algebre
commutative et des coinvariants des puissances symétriques de ’algebre de Lie. Il était
donc intéressant d’essayer de définir une notion d’“algébres de Leibniz étendues” par un
type d’algebres. Ceci a conduit a introduire les “algébres perm” satisfaisant les relations
d’associativité et de commutativité a droite

(ab)e = a(bc) = a(ch).

Il ’avére que ce nouveau type d’algebres est en dualité de Koszul (au sens des opérades) au
type des “algébres pré-Lie”, satisfaisant la relation pseudo-associative et pseudo-symétrique
a droite

a(be) — (ab)e = a(cb) — (ac)b.
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Chapoton-Livernet ont montré par une étude homologique que les opérades correspondant
a ces deux types d’algebres sont de Koszul [Ch-L]. En fait, les algébres pré-Lie permettent
la factorisation

(As) — (Pré-Lie) — (Lie)

du foncteur classique de “Liesation”
(As) — (Lie), A~ Apie :== (4, [a,b] :== ab — ba).

J.-L. Loday a construit la catégorie (Dias) d’un certain type d’algébres ayant deux
opérations associatives, notées - et - (avec certaines compatibilités), appelées “digébres
associatives” [Lob]. Elles donnent naissance a un foncteur vers la catégorie (Leib) des
algebres de Leibniz

(Dias) — (Leib), (D,H, )+ Dpep = (D, [z,y] ==z 1y -yt )
analogue a celui ci-dessus. Nous montrons une fois encore qu’il y a une factorisation
(Dias) — (Pré-Leib) — (Leib)

pour une certaine catégorie d’algebres (Pré-Leib) dichotomisant les algebres pré-Lie. De
plus, nous déterminons 'opérade Ricod (de I'anglais “right-commutative and dendriform”)
duale de celle des algebres pré-Leib. Il se trouve que ’on a une nouvelle factorisation

(Zinb) — (Ricod) — (Dend)

du foncteur de la catégorie des algébres Zinbiel (duales des algebres de Leibniz) vers celle
des algebres dendriformes (duales des digébres):

(Zinb) — (Dend), (Z, .)— Zp :=(Z, z <y :=z.y, T >y := y.T).

En résumé, nous avons une “triangulation” du diagramme commutatif de foncteurs de Lo-
day, dont la symétrie (par rapport & ’axe médian de I'opérade auto-duale As des algebres
associatives non unitaires) reflete la dualité de Koszul des opérades correspondantes:

Dend Dias
Ricod Pré-Leib
A N\ /‘ ¢
Zinb As Leib.
¢ /‘ ¢ a
Perm Pré-Lie
Com Lie

(L-G)
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Habituellement, on décrit les algebres par “générateurs’ et “relations’. Il existe un autre
formalisme, celui des opérades introduites par J. P. May [May], qui consiste a se donner toutes
les opérations que 1'on peut effectuer sur un nombre fini de variables, et toutes les relations
entre ces opérations. Ginzburg-Kapranov ont montré que ’on pouvait définir une théorie
de “dualité de Koszul’ pour les opérades “quadratiques” en un certain sens [G-K]. En fait,
une opérade peut étre vue comme une algébre associative dans la catégorie monoidale des
Y.-modules ou ¥ est le groupoide réunion des groupes symétriques ¥,,n € N. En examinant
la théorie de Ginzburg-Kapranov, on s’apercoit que la “quadraticité’ porte en fait sur les
relations et non sur les générateurs. J’ai donc étendu cette dualité aux opérades engendrées
par des ¥-modules concentrés en degré (k+ 1) ou k > 1 est un entier quelconque [6]. Une
algebre sur une telle opérade est alors une algébre (k + 1)-aire.

Les deux maniéres d’écrire 1’ associativité classique (k = 1),

(ab)e = a(bc) ou (ab)c—a(bec) =0
se généralisent en ’associativité totale (k relations)

(a0 ai—1(a; - Qitk)@ivkt1- - a2x) = ((ao - - ag)agy1-- - azk)

oui=1,--- k, et en I'associativité partielle (une relation)

k
Z (-1)*(ao - ai—1(ai -+ Qiyk)Gight1 - azk) = 0.
1=0

De méme, j’ai généralisé les notions de commutativité, d’ (anti)symétrie et V'identité de Jacobi
permettant de définir les algébres de Lie (k+1)-aires déja considérées par Hanlon-Wachs [H-
W]. Nous construisons les algebres (k + 1)-aires libres sur un espace vectoriel donné pour les
quatre types suivants: totalement associatif (tAs<*>), partiellement associatif (pAs<*>),
symétrique et totalement associatif (stAs<*>), et de Lie (Lie<*<). Je décris les opérades

quadratiques (k + 1)-aires correspondantes et je montre les dualités de Koszul:
(tAs<F>) = pAs<F> et (stAs<F>)' = Lie<F>.

Par ailleurs, la trivialité de ’homologie des algebres (k + 1)-aires partiellement associatives
libres montre que Popérade pAs<*> est de Koszul, et donc aussi sa duale tAs<¥> (cf. [G-
K]). Il en est de méme pour les opérades Lie<*> et stAs<F > d’apres les résultats (resitués )
de Hanlon-Wachs (cf. 3.2).

Afin de se raccrocher aux objets existant dans la nature, dans [1], M. Wambst et moi
avons étudié ’exemple des triples de Jordan qui sont des algebres ternaires (k = 2) dont le
produit {— — -} : A® A® A — A satisfait les relations

{zyz} = {2y} et {zy{zuv}} + {z{yzu}v} = {{zyz}uv} + {zu{zyv}}

pour tous z,y, z,u,v € A, (¢f. [L-M], [Me], [Ne]). Nous avons décrit 'opérade quadratique
gouvernant ces algebres et montré que son opérade duale est I'opérade Papas des algebres
ternaires partiellement associatives et partiellement anti-symétriques, c’est-a-dire dont le
produit (— — —) : B® B ® B — B satisfait les relations

(abc) = —(cba) et ((abc)de) + (a(bed)e) + (ab(ede)) =0, V a,b,c,d,e € B.
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Notre prochain objectif est de décrire 'objet libre dans la catégorie des algébres papas afin
de construire I’homologie opéradique des triples de Jordan; ceci pour pouvoir confirmer la
(Koszulité) des opérades correspondantes. Pour ce faire H. Rubenthaler nous a signalé un
article de I. Satake qui réalise une correspondance entre les algebres de Jordan simples et
les algebres de Lie Zz-graduées ([Sal).

1 Extensions et produits tensoriels d’algébres de Leibniz

1.1 Préliminaires.— Une “algébre de Leibniz” sur un anneau commutatif et unitaire
K est la donnée d’un K-module £, muni d’une application bilinéaire [—,—] : L x L — L
(appelée crochet) satisfaisant 1'“identité de Leibniz”

(1.1.1) [[,9], 2] = [[=, 2], y] + [z, [y, 2]

pour tous z,y,z € L. En présence de 'anti-symétrie (i.e., [z,z] = 0,V = € L), 'identité
de Leibniz est équivalente a l'identité de Jacobi; donc les algebres de Lie sont des exemples
d’algebres de Leibniz.

Un morphisme d’algeébres de Leibniz est une application linéaire f : £; — L5 telle que
Pon ait f([z,y]) = [f(x), f(y)] pour tous z,y € L1. Il est clair que les algebres de Leibniz et
leurs morphismes forment une catégorie que 'on note (Leib).

Un idéal bilateére d’une algebre de Leibniz £ est un sous-module H de L tel que [z,y] € H
et [y,z] € H pour tout couple (z,y) € £ x H. Pour tout idéal bilatere H de L, le module
quotient £/ hérite d’une structure d’algebre de Leibniz induite par le crochet de £. En
particulier, désignons par ([z,z]) 'idéal bilatére engendré par tous les crochets [z,z] ou «
parcourt £. Alors l'algébre de Leibniz quotient £/([x, z]) est en fait une algebre de Lie dite
“canoniquement associée a L’ et on la note L.

Soit £ une algebre de Leibniz et soit L' := [L£, L] le sous-module de £ engendré par tous
les crochets [z,y] ou z et y parcourent £. Alors I'algebre de Leibniz £ est dite “parfaite” si
L' = L. Tl est clair que tout sous-module de £ contenant £’ est un idéal bilatere de L.

1.1.2 Exemples.— i) Si (g, [—, —], d) est une algébre de Lie différentielle, alors le crochet
donné par [z,yls := [z, d(y)], confere au K-module g une structure d’algebre de Leibniz.

ii) Soit M une représentation d’une algébre de Lie g, vue comme g-module & droite avec
une action notée m®* ou (m,z) € M x g. Pour tout morphisme g-équivariant f : M — g,
le crochet défini par [m,m’'] := mf (™) induit une structure d’algébre de Leibniz sur M.
En fait toute algebre de Leibniz £ s’obtient de cette maniére en considérant la projection
canonique £ — Ly;e.

iii) Soit A une algebre associative et soit b3 : A®3 — A®2 le bord de Hochschild donné
par

bs(royez) =ry®z—ryz+ 220y, ¥V o,y,2 € A.

Alors le K-module L(A) := A®2/im(b3) est une algebre de Leibniz pour le crochet défini
par
[z®y,z0t] := (zy — yz)® (2t — tz), V z,y,2,t € A.

1.1.3 Algébres de Leibniz libres.— Soit V un K-module et soit T(V) := @,>1V ®"
P’algebre tensorielle non unitaire libre sur V. Alors le crochet défini par récurrence par
[z,v] :=z0v, siz€ T(V)etveV,
[z, y®v] :==[r,y]ev —[rov,y], siz,y e T(V)etveV,
satisfait I'identité de Leibniz. L’algebre de Leibniz ainsi obtenue est 1’“algébre de Leibniz

libre sur V” et on la note F(V) (voir [L-P]). L’algébre de Lie libre sur V n’est autre que
Palgebre F(V)pie et 'on a la formule

VIQU2® ... QUp = [...[[v1,v2],v3],...Vn], Vv1,...0, € V.
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1.1.4 Semi-représentations d’une algébre de Leibniz.— Une “semi-représentation”
d’une algebre de Leibniz £ est la donnée d’un K-module M muni d’une action [—, —] :
M x L — M satisfaisant la relation

[m, [z, y]] = [[m, 2], y] — [[m,y], 2]
pour tous z,y € L et m € M. C’est équivalent & la donnée d’une représentation de ’algebre
de Lie L;e dans le sens classique. Par exemple toute algébre de Leibniz £ est une semi-
représentation sur elle-méme par 1’“action adjointe”, i.e. le crochet de définition. Dans
[L-P], on trouvera des notions de (co)représentations d’une algebre de Leibniz avec une
notion convenable d’“enveloppe universelle”, (voir aussi 1.4.1).

1.1.5 Homologie d’une algebre de Leibniz.— Soit £ une algebre de Leibniz et soit
M une semi-représentation de £. On a un complexe bien défini (T*(£, M) := M @ L®*, d)
ot la différentielle d : T"(L, M) — T"!(L, M) est donnée par la formule (voir [Lol))

1y R
d(.ﬁl)’o,"' ,.Z'n) = Z (_1)]+ (-’EO,“‘ axi—la[zivzj]vxi-{-la"' yLjyc e ,.’L‘n)
0<i<j<n
pour touszg € M et x1,--- ,z, € L; icion adopte la notation (zg,- - ,&n) := To® -+ @ Ty €

T"(L, M), & signifiant 'omission de z;. L’homologie de ce complexe est notée HL, (L, M),
et simplement HL, (L) si M = K est muni de laction triviale de £. On vérifie aisément que

HLo(£) 2 K, HLy(L) 2 L = L/[L, L],
HL()(,C,M) = Mﬁ = M/[M, ,C],
HL,(L, L) = HL, .1 (L).

On observera que si g est une algébre de Lie, alors le complexe (T*(g, M), d) n’est autre
qu'un relévement du complexe classique de Chevalley-Eilenberg (M @ A*(g), d) définissant
I’homologie H, (g, M) des algébres de Lie (voir [C-E]). On a donc en homologie des mor-
phismes canoniques can, : HL, (g, M) — H,(g, M) qui sont un isomorphisme en degré 0, et
un épimorphisme en degré 1. Plus généralement, J.-L. Loday et T. Pirashvili définissent une
théorie de (co)homologie des algebres de Leibniz a coefficients dans des (co)représentations,
et en donnent une interprétation en termes de foncteurs dérivés Tor-Ext (voir [L-P]).

1.2 Extensions centrales universelles d’une algébre de Leibniz.— Une suite ex-
acte d’algebres de Leibniz

(€) 0H-5e L0

est appelée “extension de L par H”. Le morphisme ¢ est un isomorphisme d’algebres de
Leibniz de H sur le noyau ker(p) de l’extension. Ainsi nous nous contenterons d’écrire
p: & —» L, Vextension (£), et par abus de langage, nous dirons que l'algébre de Leibniz &£
est une extension de L.

Une extension p : £ - L est dite “scindée” ou “inessentielle” dans la catégorie (Leib)
s’il existe un morphisme d’algebres de Leibniz s : £L — £ tel que ps = id,; 'application s
est appelée une “section” de p.

Une “extension centrale” d’une algebre de Leibniz £ est une extension p : C - L dont le
noyau vérifie [ker(p),C] = [C, ker(p)] = 0.

Une extension centrale o : U — L est dite “universelle” si, pour toute extension centrale
p: C —» L, il existe un unique morphisme d’algebres de Leibniz ¢ : U — C tel que p¢ = a.
Il est clair qu’une extension centrale universelle, lorsqu’elle existe, est unique (& un unique
isomorphisme pres).

En adaptant les constructions de H. Garland ([Gar]) qui a traité le cas des algebres de
Lie, nous obtenons la caractérisation suivante (voir [3] ou [8]) :
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Théoréme 1.2.1 (Gnedbaye-Loday-Pirashvili). i) Une extension centrale d’algébres
de Leibniz a : U — L est universelle si, et seulement si, l’algébre de Leibniz U est parfaite
et toute extension centrale de U est scindée dans la catégorie (Leib).

it) Une algébre de Leibniz L (libre en tant que K-module) admet une extension centrale
universelle si, et seulement si, elle est parfaite. De plus, le noyau de l'extension centrale
universelle est canoniquement isomorphe au module HLy(L).

1.2.2 Remarques.— On peut interpréter homologiquement ces criteres par les égalités

En fait, Loday-Pirashvili ont montré que ’on a une bijection canonique HL?(L, M) =
Ext(L, M) avec les classes d’équivalence d’extensions “abéliennes’ (c’est-a-dire que M est
une algebre de Leibniz de crochet identiquement nul) de £ par M. En prenant M = HLy(L)
avec une action triviale de £, on obtient HL?(L, HLy(L)) & &t(L,HLy(L)). Or, par le

“Théoréme des coefficients universels’, on a un isomorphisme
HL2(L,HLy(L)) = Hom(HLy(L), HLy (L)) = End(HLy(L)).

L’extension “centrale” universelle correspond a 1’élément idyr,, () € End(HL2(£)). Une pré-
sentation linéaire de cet espace sera donnée en 1.4.14 (voir aussi 1.4.22) comme carré de £
pour un certain produit tensoriel non abélien.

1.2.3 Cas des algeébres de Lie.— Soit g une algebre de Lie parfaite et libre en tant que
K-module. Elle admet donc une extension centrale universelle a : 4{ - g dans la catégorie
(Leib) des algebres de Leibniz, et une extension centrale universelle o' : u — g dans la
catégorie (Lie) des algebres de Lie. Je montre que

Proposition 1.2.4. Si le K-module u est libre (e.g., lorsque K est un corps commutatif),
alors l'algébre de Leibniz Ll est I'extension centrale universelle de l’algébre de Lie parfaite u
dans la catégorie (Leib). De plus on a un isomorphisme u — Ur;e.

On en déduit un diagramme commutatif aux lignes et aux colonnes exactes

0 —— HLy(g) —— U > g > 0 (Leib)
0 —— Ha(g) — u=pe > g » 0 (Lie)
0 0 0
(Leib)

qui fournit des isomorphismes

ker(U —» Upze = u) 2 HLy(Up;e) = HLo(u) 2 ker(cansy : HLa(g) — Ha(g)).
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1.2.5 Troisiemes modules d’homologie.— Soit g une algebre de Lie parfaite sur
un corps commutatif K. En utilisant la suite spectrale de Hochschild-Serre et sa {(version
Leibniz)) rappelée ci-apreés (cf. 1.3, voir aussi [H-S] et [5]), on obtient les résultats suivants:

Théoréme 1.2.6. Soit 4 (resp. u) l'extension centrale universelle de l’algébre de Lie par-
faite g dans la catégorie (Leib) (resp. (Lie)). Alors on a un diagramme commutatif (non
naturel)

o

HL3(4) ——  HLy(g)®2 ®  HLz(g)

| J H

HL3(x) —— HLy(g)®%/K®? &  HLs(g)

! ! !

Hy(u) ——  S%(Ha(g)) ®  Hs(g)

ot K = ker(HLy(g) — Ha(g)) = ker(Y — u = $Ur;.) = HLy(u) et S est le foncteur
puissance symétrique.

La commutativité (non évidente) est une ((chasse aux diagrammes) car on a un début de
{petits complexes )
— 77?7 — %) —— 0

| |

e S a—©

! J H

— A1) —— A%(l) —— I,

qui fournit en homologie la suite exacte

(1) HLs(1) — Hs (1) — S%(1)/~ — HLy(1) — Hy(I) — 0.

“

Ici représente les relations engendrées dans S?([) par les éléments de la forme

([w,y],z)—([x,z],y)—(iv, [yaz])a ‘v’m,y,z €l
Appliquée aux algebres de Lie u et g, nous obtenons le diagramme commutatif

HL3(u) — Hz(u) —— S*(u)/~ —— K —— 0 —— 0

l l ! !

HL3(g) — Hs(g) — S%*(g)/~ — HLy(g) — Ha(g) —— 0.

Ceci permet de voir que HL3(g) N K ®2 = 0, le reste résultant de calculs peu pertinents.

1.2.7 Les algébres de Steinberg.— Rappelons que pour toute algebre associative A,
on note sl,(A) lalgebre de Lie des matrices carrées de taille n a coefficients dans A et
de trace nulle dans 'abélianisé Ayp := A/[A, A] (ou [A, A] désigne le sous-module de A
engendré par les éléments de la forme [a, b] := ab — ba, a et b parcourant A). L’algébre de
Lie sl,(A) est parfaite pour n > 3 et admet donc une extension centrale universelle st (A)
(resp. stl,(A)) dans la catégorie (Lie) (resp. (Leib)). Il est clair que st,(A) = stl,, (A4) Lie-
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Par ailleurs Kassel-Loday généralisent un résultat de S. Bloch (ou 'algébre A est supposée
commutative) et obtiennent un isomorphisme (cf. [K-L] et [Bl])

Ha(sl,(A)) = HC1(4), Vn>5

ou HC; (A4) désigne ’homologie cyclique de A. Loday-Pirashvili obtiennent un isomorphisme
analogue (cf. [L-P] et [Lol])

HL,(sl,(A)) = HH,(4), Vn>5

ou HH; (A) désigne ’homologie de Hochschild de A. Comme application du Théoreme 1.2.6,
remarquons que ’isomorphisme de Loday-Quillen [L-Q] (resp. Cuvier-Loday [Lol])

(1.2.8) H.(gl(A)) 2 A(HC,_1(A)) (resp. HL,(gl(4)) @ T(HH,_1(A))),
ou l'algébre A est commutative et Q C K, permet de calculer les modules
Hs3(sl(A)) 2 HC2(A) et HL3(sl(A)) =2 HHy(A).
On réécrit le diagramme précédent avec K := ker(HH;(A) — HC;(A)) = HLy(st(A))

HL3(stl(A)) ——  HH;(A4)®2 ®  HHy(A)

| l |

HL3(st(4)) —— HH;(A)®2/K®2 @  HH,(A)

J J J

Hs(st(4)) ——  S*(HCy(4)) ®  HCy(A).

1.3 Suite spectrale d’une extension d’algébres de Leibniz.— Nous rappelons ici
la construction d’une (version Leibniz)) de la suite spectrale de Hochschild-Serre, utilisée
ci-dessus dans la détermination des troisiemes modules d’homologie des extensions centrales
universelles (cf. 1.2.5). Nous supposons ici que K est un corps commutatif.

Soit £ une algébre de Leibniz et soit M (resp. #) une représentation (resp. un idéal
bilatere) de £. La famille (F¥) définie par

MQH®MP @L®P sin>p
M@ L®", sin <p,

(1.3.1) FP = {

est une filtration bornée du complexe (T*(L, M), d). Elle détermine donc une suite spectrale
(E")r>1 qui converge vers I’homologie de Leibniz HL,(L, M). Cette suite spectrale est
caractérisée par ([5])

Théoréme 1.3.2. i) Pour tout idéal a droite H de L, on a les isomorphismes
Ey, 2 HL,(H,M), E, 2HL(H,M)®(L/H)@LEPD Vp>0,Vg>0.
1) Pour tout idéal bilatére H de L et tout entier ¢ > 0, on a les isomorphismes

Eg,q = HLU(L/HaHLQ(Ha M))a Eiq = HLI(L/HaHLq(Ha M))a
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et une longue suite exacte

-+ — HLy_1(£,HLy(H, M) ® H) — HL, (L, HLy(H, M)) — E} , —
— HLy_o(L,HLy(H, M) ® H) — --- — HLy (L, HLy(#, M)) — E , — 0.

i11) Si Ualgébre de Leibniz L/H opére trivialement sur HL,(H, M), alors pour tout entier
p > 2, on a lisomorphisme Eg’q = HL,(H,M) ®HL,_1(L,L/H).

Nous obtenons ainsi un procédé récursif de calcul de groupes d’homologie, un peu plus
difficile & manipuler que sa version originale. Et cette complexité s’explique par la présence
dans la “Formule du type Kunneth” pour 'homologie de Leibniz d’un “produit libre” & la
place du produit tensoriel classique (cf. [Lo3]).

Exemples 1.3.3.— Nous avons déja vu une utilisation de cette suite spectrale pour le
calcul des modules d’homologies des extensions centrales universelles d’une algebre de Lie
parfaite (cf. Théoréme 1.2.6). Par ailleurs, appliquée a I’extension (définissant I’algébre de
Lie sl,,(A) ou Agp := A/[A, A])

0 — sl,(A) — gl,(A) — Agpp — 0
cette suite spectrale spécialise les isomorphismes globaux (1.2.8) en I'isomorphisme
HLy(gl,(4)) 2 HH;(A) & (Aa)®%, VYn >3
analogue & celui de Kassel-Loday ([K-L]) pour ’homologie de Chevalley-Eilenberg
Ha(gl,(A)) = HCy1(A) & A*(Ag), Vn>3.

1.4 Produits tensoriels non abéliens d’algébres de Leibniz.— Nous introduisons
la notion d’algébres de Leibniz (pré)croisées comme une généralisation simultanée des no-
tions de représentation et d’idéal bilatere. Nous construisons aussi ’algébre de Leibniz des
bidérivations, et nous établissons son adjoint & gauche en termes de produit tensoriel non
abélien.

1.4.1 Algebres de Leibniz (pré)croisées.— Soient g et 9t des algebres de Leibniz.
Une “action de Leibniz” de g sur N est la donnée de deux opérations

gxM—->M, (g,m)—Im et Mxg— M, (m,g) — m?

satisfaisant les axiomes
mloe'1 2 (m9)9" — (m?)9, [9,9"}y, ) (9m)9" —9(m9"), YIm) i) —9(m9")
i

Tm,m')2 [Im, m'] — [9m’,m], [m,m]? 2 [m9,m"] + [m, m'9], [m,m/]2 —[m,m'9]

e -

~

pour tous m,m’ € M et g,¢’ € g. On dit alors que M est une “g-algébre de Leibniz”.

Par exemple tout idéal bilatére d’une algébre de Leibniz g est une g-algebre de Leib-
niz. D’autre part, tout K-module M muni de deux opérations d’une algebre de Leibniz g
satisfaisant les axiomes i), ii) et iii) est appelé “représentation de g” (voir [L-P]). Ainsi les
représentations d’une algebre de Leibniz g sont les g-algebres de Leibniz abéliennes.

Soit g une algebre de Leibniz. Une “g-algébre de Leibniz pré-croisée” est la donnée d’une
g-algebre de Leibniz 9t munie d’un morphisme d’algebres de Leibniz u : 9T — g tel que

(1.4.2) p(®m) = [g,p(m)] et p(m?) = [u(m),g]



12 ALLAHTAN VICTOR GNEDBAYE

pour tous g € g et m € M. Si de plus les relations
(1.4.3) #my! = [m,m'] et mP™) = [m,m'], Vm,m' €M,

sont vérifiées, alors le couple (9M, p) est dit “g-algébre de Leibniz croisée”. Par exemple,
tout idéal bilatére f d’une algebre de Leibniz g est une g-algébre de Leibniz croisée pour
I'inclusion h < g (e.g., (g,idg) en est une). Par ailleurs, si o : ¢ — g est une extension
centrale d’algébres de Leibniz (cf. 1.2), alors les opérations définies par

(1.4.4) 9e:=la" g),c] et ¢ :=c,a"t(g)]

ol a~!(g) est un antécédent quelconque de g dans ¢, conferent au couple (¢, @) une structure
de g-algebre de Leibniz croisée.

Un morphisme de g-algébres de Leibniz (pré)croisées de (9, 1) dans (N, v) est la donnée
d’un morphisme d’algebres de Leibniz f : 9T — 91 tel que

(1.4.5) ffm) =9(f(m)), f(m?) = (f(m))? et p=wvo f

pour tous m € M et g € g. Nous désignons par (pc-Leib(g)) (resp. (c-Leib(g))) la catégorie
des g-algebres de Leibniz pré-croisées (resp. croisées). On observera qu’une suite exacte de
g-algebres de Leibniz n’est autre qu’une suite exacte d’algebres de Leibniz.

1.4.6 Bidérivations d’algébres de Leibniz pré-croisées.— Soit g une algebre de
Leibniz et soient (M, u) et (N, v) des g-algébres de Leibniz pré-croisées. Une “dérivation”
de (M, 1) dans (N, v) est la donnée d’une application linéaire d : WM — N telle que

(1.4.7) d([m,m')) = d(m)*™) + #(q(m!), ¥ m,m’ € M.

Une “anti-dérivation” de (M, p) dans (M, v) est la donnée d’une application linéaire D :
M — N telle que

(1.4.8) D([m,m"]) = D(m)*™) — D(m/)*™) v m,m' € M.
Par exemple, si (M, ) est une g-algeébre de Leibniz croisée et si n € N, alors lapplication
adp:g— N, g— 9 (resp. Ady, :g— N, g~ —n9)

est une dérivation (resp. anti-dérivation) de (g,idg) dans (M, v).

Si (M, ) et (N, v) sont des g-algebres de Leibniz pré-croisées, on note Bidery (9, M) le
K-module librement engendré par les triples (d, D, g), ou d (resp. D) est une dérivation
(resp. anti-dérivation) de (91, 1) dans (M, v) et g est un élément de g tels que

(149)  v(d(m)) = p(m?), v(D(m)) = —p(*m), "d(m) = "D(m) et D(m") = —D("m)

pour tous h € g et m € M. On vérifie immédiatement que

Proposition 1.4.10. Soit (M, p) une g-algébre de Leibniz pré-croisée et soit (M, v) une
g-algébre de Leibniz croisée. Alors le K-module Bidery (9, M) est une g-algébre de Leibniz
pré-croisée pour le crochet défini par [(d,D,q),(d',D’,¢")] := (8,A,]g,9']), les opérations
étant données par "(d,D,g) = ("d,"D,[h,gq]) et (d,D,g)* := (d", D" [g,h]), et pour le
morphisme p : Biderg(IM,N) — g, (d, D, g) — g, ot ’on a posé

§(m) := d'(m9) —d(m?), A(m):=—-D(m?) —d'(*m),

)’
("d)(m) = d(m") — d(m)", ("D)(m) :="d(m) - d("m),
(d")(m) == d(m)" — d(m"), (D")(m) := D(m)" — D(m"), Y m € M, V h € g.
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1.4.11 Produit tensoriel non abélien d’algébres de Leibniz.— Soient 1 et 91 des
algebres de Leibniz avec des actions de Leibniz mutuelles 'une sur 'autre. Un “accouplement
de Leibniz’ de 9 et N est la donnée d’un triple (P, hq, o) ot P est une algebre de Leibniz
et hy : M X I — P (resp. ha : N x M — P) est une application bilinéaire telle que 'on ait
pour tous m,m’' € M et n,n’ € N:

hy(m",n'™) = [hl(m n) hz(n m')] ho(™n, " m'
hy("m,™n') = [ha(n,m), hy(m',n')] =

Par exemple, si 901 et 1 sont des idéaux bilateres d’une méme algebre de Leibniz g, alors
en posant P := M NN et en définissant hy(m,n) := [m, n] et ha(n, m) := [n, m], on obtient
un accouplement de Leibniz (B, hy, ha) de M et N.

Un accouplement de Leibniz (B, h1, ho) de M et N est dit “universel” si, pour tout autre
accouplement de Leibniz (P, k], h) de M et N, il existe un unique morphisme d’algebres
de Leibniz 6 : P — P’ tel que Ohy = h} et Ohy = hi. 1l est clair qu'un accouplement de
Leibniz universel, quand il existe, est unique (& un unique isomorphisme pres). Le théoréme
suivant propose la construction d’un accouplement de Leibniz universel en termes de “produit
tensoriel non abélien”.

Théoréeme 1.4.12. Soient M et N des algébres de Leibniz avec des actions de Leibniz
mutuelles 'une sur autre. Désignons par V le K-module librement engendré par les sym-
boles m+*n et nxm oum € M et n € M. Soit M*MN Palgébre de Leibniz quotient de ’algébre
de Leibniz libre F (V') par l’idéal bilatére défini par les relations
i) A(m*xn)=Amxn=mxAn, A(n*xm)=An*m=nx*Am,
it) (m+m')sn=mxsxn+m'xn, (n+n")xm=nxm+n'*m,
m*x(n+n)=mxn+mxn, nx(m+m')=nxm+n*xm,

i) m*[n,n'] =m"xn' —m" xn, n*|m,m']=n"*xm' —n™ xm,
[mm]*n—mn*m—m*n " [n,n]xm="mxn' —nxm",
w) mx™n=—m*n™, nx"m=—nrm"
v) m"*™n' = [mxn,m xn'] ="nxm'™
m® xn'™ = [mxn,n *m'] =" x"m/,
"moxn/™ = [nxm,n’ *m/] =n™*"m/,

7
"mx™n' = [n*xm,m xn'] =n™xm'"
pour tous A € K, m,m' € M, n,n’ € N. Considérons les applications linéaires

hi:Mx N = M*N, hiy(m,n):=m=x*n et hy: N XM > MxN, ha(n,m) :=n*m.

Alors le triple (IM*M, hq, hy) est U'accouplement de Leibniz universel de MM et N; on Uappelle
“produit tensoriel non abélien” de M et N.

1.4.13 Exemples.— Si les actions de Leibniz mutuelles sont triviales, alors 1’algebre de
Leibniz 2T x9N est abélienne et, en notant N,y := N/ [N, M] et Ngp := N/[I, N, on a

MAN =My @ Nap D Nap @ Masp-
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Examinons & présent le cas ou 9 = <N = g, les actions mutuelles coincidant avec le
crochet de algebre de Leibniz g. Le K-module V' du Théoreme 1.4.12 s’identifie donc a
deux copies de g * g, alors que les relations dans ’algeébre de Leibniz libre F(V):

i) et ii) expriment la K-bilinéarité des symboles z * y,
iii) se traduisent par z * [y, z] = [z,y] * z — [z, 2] * y,
iv) deviennent ici z * [y, 2] = —z * 2, y],
v) s’interprétent par [z x y, z x t| = [z, y] * [z, ]
Rappelons que le K-module sous-jacent & F(V) est T(V) := ®,>1V ®" et que 'on a
VIOV ... QU, = [[[U1,v2),03]...v,], Vv €V.

Silon pose v; := z; *y; € V, puis z; := [z;,¥;] € g, alors grace aux relations v), on a

V1QUI® ... Uy = [[[Z1 * Y1, T2 * Ya],v3] ... Vs]| = [[[1, 1] * [22, y2], v3] . . . Uy ]
= [[[#1 * 22, @3 * y3],va] ... vn] = [[[[21, 22], 23], va] ... ], v0] = -+

oo =|[[z1, 22], 23] - - - Zn).
On en déduit donc une application bien définie
F(V)[modulo v)] — V, v ®v2® ... ® vy, = [[[[21, 22], 23] - - - Zn]
qui est surjective. Il est alors clair que le carré tensoriel g x g s’identifie & la somme directe

x®[y,z] = [w,y]@z— [.'L',Z](X)y

(1.4.14) gxg=(gRg © g®g) [modulo{ 1,

CE®[y,Z] = _$®['Z’y]

le crochet de Leibniz devenant [z®y, z®t] = [z,y] ® [2,t]. Et 'on retrouve la caractérisation
précédente lorsque I = 9N = g est une algébre de Leibniz abélienne (cf. 1.4.13).

Supposons & présent que M et I soient des g-algebres de Leibniz pré-croisées. Alors on
peut définir une action de Leibniz de 91 (resp. 91) sur 91 (resp. M) par

(1.4.15) M= M et ™=t (resp. 'mi="m et m™ = m™).

Ainsi on vérifie immédiatement que (voir [2])
Proposition 1.4.16. Soient (MM, u) et (N,v) des g-algébres de Leibniz pré-croisées. Les
opérations données par
{ Im*n):=Im*xn—Insxm, (n+xm):=M*xm—99mxn,
(m*xn)d:=mIxn+mxnd, (nxm):=n9*xm+nxmd,
conférent au produit tensoriel MM x N (pour les actions de Leibniz mutuelles (1.4.15)) une

structure de g-algébre de Leibniz pré-croisée pour le morphisme n: M+ N — g défini sur les
générateurs par

(1.4.17) n(m*n) = [u(m),v(n)] et n(n*xm):=[v(n),u(m)].

De plus, si l'une des g-algébres de Leibniz (MM, u) ou (N, v) est croisée, il en est de méme
pour M x N.

On observera que si (91, v) est une g-algebre de Leibniz croisée, alors le foncteur F(—) :=
— %N est exact a droite de la catégorie (pc-Leib(g)) vers la catégorie (c-Leib(g)).
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1.4.18 Théoréme d’adjonction.— Nous mettons en évidence le fait que, pour toute
g-algébre de Leibniz croisée (M,v), le foncteur — x N est adjoint & gauche du foncteur
Biderg (M, —). Pour des raisons techniques, nous supposons que les relations

v(n')

/
m = —n % m*®)

’ /
iv) m* MMy = —m ok pt M) p

définissant le produit tensoriel 2 x N sont étendues aux relations

! mx9n=-mxn?, nxIm=—-nxm?

iv)
pour tous m,m’ € M, n,n’ € Net g € g. Afin d’éviter toute confusion, nous notons ce
dernier produit tensoriel 1 x5 91. Par exemple, les g-algébres de Leibniz I x 91 et M x5 N
coincident lorsque les morphismes p et v sont surjectifs.

Théoreme 1.4.19. Soit (M, v) (resp. (M, p)) une g-algébre de Leibniz (pré)croisée. Alors
on a un isomorphisme de K-modules

Hom pcLeib(g)) (9T, Biderg (M, P)) = Hom o_Leib(g)) (M *¢ N, P).

En fait, dans un sens, si ¢ € Hom pc-Leib(q)) (M, Biderg (9, P)) et (dm, Dm, gm) == $(m)
pour m € I, alors on lui associe I'application ® : M %4 N — P définie sur les générateurs
par

®(mxn):= —Dp(n) et P(nxm):=dy(n), VmeMneN

Dans l'autre sens, si 0 € Hom ¢ peib(q)) (M *g M, P), on lui associe 'application X : M —
Biderg (N, P) définie par X(m) := (0, Am, u(m)), m € M, onr

Im(n):=c(nxm) et Ap(n):=—oc(mxn), Vne

1.4.20 Cohomologie non abélienne d’algeébres de Leibniz.— Soit g une algebre de
Leibniz et soit (M, u) une g-algébre de Leibniz croisée. Etant donné un élément m € M, on
désigne par d,, (resp. D,,) la dérivation (resp. 'anti-dérivation) g — 9m (resp. g — —m?9)
de (g,idg) dans (M, p), et par p(m) := p(m) mod Z(g), ou Z(g) :={x € g: [z, y] = [y, 2] =
0,V y € g} est le “centre’de g. On vérifie immédiatement que le triple (dy,, Dy, u(m)) est
un élément bien défini de Biderg(g, ). De plus, le K-module J librement engendré par les
bidérivations (dm,, Dm,p(m)), m € 9, est un idéal bilatere de Bidery(g, M).

On appelle “cohomologie non abélienne” de g a valeurs dans la g-algebre de Leibniz
croisée (9, ), I'algébre de Leibniz quotient €' (g, M) := Bidery(g, M)/J. En degré 0, on
pose HL(g, M) =M% :={m € M : 9m = m9 = 0, V g € g}, c’est-a-dire 'ensemble des
éléments invariants.

De méme, on appelle “homologie non abélienne” de g a coefficients dans la g-algébre de
Leibniz croisée (M, v), les algébres de Leibniz $€4(g, N) := coker¥y et HL1(g, N) := ker Uy
ou Uy @ M*g — M est le morphisme de g-algebres de Leibniz croisées donné sur les
générateurs par

Un(nxg):=n? et Un(g*xn):=, g€g, neN

On a la caractérisation suivante de ces (co)homologies
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Théoréme 1.4.21. Pour toute suite exacte de g-algébres de Leibniz croisées

0 (2,003 (B,0) 2 (€,n) =0,

on a une suite exacte de K-modules en cohomologie

0 — 52%(g,2) — 52%(g, B) — 52%(g, €) 3 52 (g, %) — KL (g, B) 2 5Ll (g, €)

ot ' est un morphisme d’algébres de Leibniz, et une suite exacte de K-modules en homologie

H21(g, %) — HE€1(g,B) = H521(g,€) > H5L0(g,A) — HCo(g, B) — H5%0(g,€) — 0.

En fait, pour la suite exacte en homologie, puisque le foncteur — % g est exact a droite,
on applique le “Lemme du serpent” au diagramme commutatif suivant

Axg —— Bxg —— Cxg —— 0

o [ |

0o— A — B — ¢ — 0.

1.4.22 Extensions centrales universelles.— Soit g une algebre de Leibniz parfaite
(et libre en tant que K-module), et soit ¥ := ¥, le morphisme définissant 1’homologie
non abélienne HL,(g,g). On vérifie que le morphisme ¥ : gxg — [g,g] = g est une
extension centrale “(uni)verselle” d’algebres de Leibniz (voir 1.2, 1.4.14 et [3, Lemme 2.4]).
L’ unicité provient de [9, Lemme I.4]. Par conséquent on a un isomorphisme de K-modules

9%1(g,9) = HLa(g).

1.4.23 Homologie de Hochschild du type Milnor.— Soit A une algebre associative
vue comme l’algébre de Leibniz (en fait de Lie) par [a,b] := ab — ba ou a,b € A. Et
soit L(A) := A®?/im(bs) l’algébre de Leibniz (non-Lie) de I’Exemple 1.1.2.iii). Alors les
opérations définies par

A xL(4) = L(4), (zey) =[a,z]0y —[a,y]®z,
L(A) x A—L(A), (z®y)* = [z,a]®oy +z®[y,q

conferent & L(A) une structure de A-algebre de Leibniz, croisée pour le morphisme suivant
pa:L(A) = A, zoy— [z,y] = 2y — yz.
De plus, on a une suite exacte d’algebres de Leibniz
0 — HH;(4) — L(4) £4 [4, 4] — 0.
Les actions mutuelles de Leibniz de A et HH;(A) étant triviales, on a
$H80(A4,HH1(A)) = HH,(4)

et
57)81(A, HHI(A)) = A*HHI(A) & Aab ® HHl(A) D HHl(A) X Aab
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ou Agp := A/[A, A]. Par ailleurs, on vérifie que H€¢(4,[4, A]) = [A, A]/[A,[A, A]]. La suite
exacte du Théoréme 1.4.21 s’écrit alors
(1.4.24) A @ HH 1 (A) & HH1(A) ® Agp — HL1(4,L(A)) = HL1(4,[4,4]) —

— HH;(A) - HHY(A) — [4, A]/[A,[4, A]] = 0

ot HHM (A) = $80(A4,L(A)) est I’ “homologie de Hochschild du type Milnor” de A c’est-a-dire
le quotient de A ® A par les relations

a®[b,c] =0, [a,b]ec=0, bs(avb®c) =0

pour tous a,b,c € A (voir [Lol, 10.6.19]).

1.5 Perspectives.— Nous donnons ici une généralisation de la structure non abélienne
d’algébre de Leibniz sur le carré tensoriel (au sens linéaire) d’une algebre de Lie construite
par Kurdiani-Pirashvili [K-P]. L’objectif, & long terme, étant de rechercher une structure
algébrique englobant les groupes, avec un “produit” permettant de compléter le tableau
suivant de correspondances:

Cle®(g) =g®g (est une algebre de Leibniz) 777

Cle(g) =gng (est une algebre de Lie) C2(G) = Z[G x G]

ou g est une algebre de Lie et G est un groupe. Ceci rejoindrait les conjectures de J.-L. Loday
sur les “coquecigrues” dans la détermination de ’obstruction a la périodicité en K-théorie
algébrique (cf. [Lo2]). Par ailleurs, nous rappelons aussi ’existence d’une filtration plus fine
du complexe de Leibniz qui pourrait donner une suite spectrale plus facile & manipuler mais
dont les termes FL? ne sont décrits que conjecturalement.

1.5.1 Structure non abélienne d’algébre de Leibniz.— Rappelons qu’une action a
gauche (resp. droite) d’une algebre de Lie g sur une algebre de Lie h (resp. de b sur g) est
la donnée d’une application bilinéaire g x ) — b (resp. g X h — g) notée (g, h) — 9h (resp.
(g,h) — g") vérifiant les axiomes

9Ih, W] = [, ')+ [h, K] et 199Th =9('h) — (%)
(resp. [9,9']" = [g", 9] + 9,9 et g™ =(g"" —(¢")")

pour tous g,g9' € g et h,h’ € h. Deux telles actions sont dites “compatibles”’ si les relations
suivantes sont vérifiées

9" =1g,g™ et @ =[h,h], Vyg,g €g, b} €.

Avec ces données, on vérifie que le crochet défini ci-dessous confere au K-module g ® b
une structure non triviale d’algebre de Leibniz

(1.5.2) lgoh,g o] :=[g,d" @k +goh, I

On observera que 1’on retrouve la construction de Kurdiani-Pirashvili en prenant simple-
ment g = b, les actions coincidant avec le crochet de Lie. Bien que ’algebre de Leibniz g® b
ne soit pas une algebre de Lie, on a des “opérations” de g (resp. h) sur g ® b:

gx(@®h) —a®h, Ag'eh’):=[gg]eh' +4 e,
(resp. (g@ ) xh—g®b, (90h)" :=g" @h+gelhh]).
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De plus, les applications linéaires suivantes sont des morphismes d’algebres de Leibniz
g®h— g, goh—g" et  g®h—bh, goh %

Pour en revenir aux structures (pré)-croisées introduites précédemment, signalons que
Baues-Conduché [B-C| ont utilisé les “modules (pré)-croisés sur un groupe” pour énoncer
un théoréme du type Witt pour leur notion d’“algébres de Lie partielles” (qui ressemblent
étrangement aux algébres de Leibniz). Une modification convenable de la structure de
module (pré)-croisé pourrait fournir un prototype des coquecigrues. Avec l’espoir que le
gradué associé a la suite centrale descendante ait une structure d’algebre de Leibniz pour
le crochet induit par les commutateurs. L’analogue du théoreme de Witt exprimerait alors
le fait que l’algébre de Leibniz ainsi obtenue est libre si l’objet initial (la coquecigrue) est
libre.

1.5.3 Vers une filtration plus fine.— L’expression de la “Formule de type Kinneth
pour l’homologie de Leibniz” fait penser qu’il pourrait exister une autre filtration du complexe
de Loday-Pirashvili pour ’homologie de Leibniz. En effet, on peut considérer la filtration
(FLY)p>o ot FLE est le sous-espace de M QL ®n engendré par les éléments mRT1 ® --- @ Tn
tels qu’au moins (n — p) facteurs x; soient dans #. Il est clair que la précédente filtration
(F¥)p>0 est une sous-filtration de (FLY),>o. Néanmoins les termes EL? de la suite spectrale
dérivant de cette nouvelle filtration sont légérement un peu plus compliqués a décrire. La
méthode des “intégrales itérées de Chen” utilisée déja dans [Lo3] pourrait permettre de
montrer que, si M = K et si l’action diagonale adjointe de £/H sur HL,(H) est triviale,
alors les termes FL? s’obtiennent par

(1.5.4) BL? = (HL,(L/H) *x HLy(H))p1q.

Ici x désigne le produit libre des modules gradués, c’est-a-dire I’analogue non commutatif du
produit tensoriel classique ®, qui intervient par exemple dans ’isomorphisme

T(V @ V)= T(V)*=T(V').
Pour étre plus précis, le terme ELf,,q serait la somme directe des composantes
Xi1®Y;2®Xi3®Y;4®"', i1+i2—|—i3+i4+~~~=p+q

telles que, ou bien X, = HL.(L/#) et Y. = HL.(H), ou bien X, = HL.(H) et Y, =
HL,(L/H).

Comme application, on pourrait déterminer la (co)homologie de Leibniz des algebres de
Virasoro, qui sont les extensions centrales universelles de 1’algebre de Lie des dérivations,
notée Der(C[z,z71]). Un calcul de Loday et Pirashvili montre que 1’on a un isomorphisme
(cf. [L-P]):

HL?(Der(Cz, 271])) = H?(Der(Clz, 271])) .
Ainsi I'extension centrale universelle, dans le cadre des algébres de Leibniz, coincide avec

celle dans le cadre des algebres de Lie. Il serait intéressant de savoir ce qu’il se passe pour
les algebres de Lie Der(C[zi!,-- -, 2£1]), n > 2 (conversation avec G. Halbout).
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2 Algebres de Leibniz étendues et opérades

2.1 Préliminaires.— Etant données une algébre associative unitaire et commutative A
et une algebre de Lie g, le K-module A ® g admet une structure d’algeébre de Lie pour le
crochet défini par

(2.1.1) [ec@z,boy] := (ab)® [z, y].

Ce type d’algebres, appelées “algébre de Lie étendues”, interviennent naturellement dans
létude des conjectures de Macdonald (sur les systémes de racines [Hn]) ou des algébres de
Kac-Moody [Hd2]. A cet effet A. Haddi ([Hd1], [Hd3]) exprime ’homologie de Chevalley-
Eilenberg H,(A ® g) en fonction de I'homologie cyclique HC,(A) et des coinvariants des puis-
sances symétriques S*(g)y. Nous en donnons une (version non commutative )) en déterminant
I’homologie de Leibniz HL,(A®g) en fonction de 'homologie de Hochschild HH, (A) et des
coinvariants des puissances symétriques S*(g)q ([4]). Ce travail a suscité I'introduction d’un
type d’algebres avec des conditions minimales pour que le K-module R ® £ muni du cro-
chet (2.1.1) soit une algebre de Leibniz si ’algébre £ en est une. Les algebres répondant a
cette généralisation, dites “algébres perm”, sont assujetties aux axiomes d’“associativité et
de commutativité a droite”

(2.1.2) (ab)c = a(bc) = a(cd).

Revisitons les catégories de Loday, issues de I’étude des opérades reliées a celle des algebres
de Leibniz [Lo6]. Les “algébres de Zinbiel’ (ou algebres de Leibniz duales), dont la catégorie
est notée (Zinb), sont caractérisées par l'identité

(2.1.3) (ab)e = a(be) + a(ch).

Les “digébres associatives” sont définies par deux opérations, - et I, satisfaisant les
axiomes

(2.1.4) (zFy)dz=2F (y2)

Leur catégorie est notée (Dias) et on a un foncteur

(2.1.5) (Dias) — (Leib), (D,H, k) + Dreip := (D, [z,y] =z dy—yt )
analogue au foncteur classique de “Liesation”

(2.1.6) (As) — (Lie), A— Apic := (4, [a,b] := ab— ba).

La catégorie duale de (Dias) est la catégorie (Dend) des “algébres dendriformes” définies
par deux opérations, < et >, assujetties aux axiomes

(a<b)<c= a<(b<c)+a=<(b>c)
(2.1.7) a>(b=<c)= (a>b)<c
a>b>c)= (a<b)>c+(a>b)>c

De méme, on a deux foncteurs

(2.1.8) (Zinb) — (Dend), (Z, .) = Zpena :=(Z, z <y :=2.y, ¢ > Yy := y.z),
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(2.1.9) (Zinb) = (Com), (Z, .) — Zcom := (2, xxy = z.y + y.x)

rendant commutatif le diagramme suivant de Loday dont nous proposons une triangulation

Dend Dias

/ pN % pY
Zinb As Leib .

p / N a

Com Lie

(L)

2.2 Homologie de Leibniz d’algébres de Lie étendues.— Soient g une algebre de
Lie, A une algébre associative unitaire et commutative, et M un A-bimodule symétrique.
Alors les opérations suivantes

(2.2.1) { [, —]:94 xga —> ga, [az,by] = (ab)®[z,y]
[-, =] om X g4 — gu,  [ma,ay] := (ma) @[z, Y]
conferent au K-module g4 := A ® g une structure d’algebre de Lie, puis au K-module

gum = M ® g une structure de g4-module. On peut donc considérer ’homologie de Leibniz
HL.(g4,9m) (cf. 1.1.5), dont nous calculons les premiers modules.

Rappelons que 'abélianisé U(g)q.p := U(g)/[U(g), U(g)] est le quotient de ’enveloppe uni-
verselle U(g) de l’algebre de Lie g par le sous-module [U(g), U(g)] engendré par les commu-
tateurs [a, 8] := aff — Ba ou « et 8 parcourent U(g). Par ailleurs, ’homologie de Hochschild
H,(A, M) est définie comme étant ’homologie du complexe (Cy (A, M) := M ® A®* b) ol
le bord b: C,,(A, M) — Cp_1(A, M) opére par

(2.2.2) b(m,aq,...,a,) = (may,as,...,a,) +

n—1
+ Z (=1)P(m,a1,...,0p—1,0p0p4+1,8p42,---,0n) + (=1)"(apnm,a1,...,an_1).
p=1
2.2.3 Un morphisme de complexes.— En munissant le K-module C,(A4, M)Q@U(g)ap
de la différentielle b®id, un calcul immédiat montre que 1’application
An t T™(ga,9m) — Cn(4, M) @ U(g)ab

définie par

(2.2.4) An(Mmz, 0121, ..., 0,%,) == Z sgn(a)(m, ag(1)s - - - » Ag(n)) ®TTo(n) * * * To(n),
cEX,

est un morphisme de complexes. On en déduit des applications naturelles
Ayt HLn(gAa gM) — Hn(Aa M) ® U(g)ab
qui par composition induisent des morphismes

(2.2.5) ¢u = (meen™') o A : HLn (g4, 0) — (M ©24 Q) @x (5" g),-
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On rappelle que 7 := AZ(Q}MK) désigne le A-module des n-formes différentielles de

Kahler et que les morphismes 7, et celui de Poincaré-Birkhoff-Witt n (non normalisé ici)
sont donnés par (voir [Kas], [Lol])

et Hp(A,L M) — M ®a Q'}”K, (m,a1,...,a,) = me aday - - - dan,

n:(S*)g — U(@)ap, zT1: " Tp > Z TLo(n) """ To(n)-
ocEX,

2.2.6 Premiers modules.— L’on suppose ici que K est un corps commutatif de caracté-
ristique nulle. Ainsi, I’homologie de Hochschild admet une décomposition en parties négative
et positive HH, (A, M) = H, (A, M) @& H} (A, M) par rapport & P'involution

u:Cp(A,M) — Cr(A, M), u(m,ai,...,an) = (—1)”(”+1)/2(m,an,...,ag,al)

et aux sous-complexes CX(A4, M) := {z € Cn(4,M) : u(z) = +z}. On vérifie que les
applications A, induisent des morphismes bien définis sous cette décomposition

X, HLy(ga,00) — Hi (A, M) ® (S%); = Hi(4,M)® (Sg),,

Xy HLo(ga,0m) — Hy (A, M) ® (S%g); @ Hi(4,M)® (Sg),.

En examinant le complexe des coinvariants (T*(ga, g )g, d) sous 'action diagonale de g
définie par

n
[(mz,a121,...,0020),2] == Z (mz,a121,...,0i—1%i—1,4;[Ti, 2], Qi41Tit1,- - -, A Tn),
=0

Pon récupeére un isomorphisme (resp. un épimorphisme)

5‘11 : HLI(T*(QA,EM)Q) - Hi(A, M) ® (529)9
(resp. Ny : HLo(T* (g4, 0m)g) > Hy (A, M) ® (S?g)y @& HJ (4, M) ® (S°g),)

pourvu que lalgebre de Lie g soit parfaite. On observera qu’a 'instar des algebres de Lie,
lorsque la H-représentation £ est complétement réductible (# étant un idéal bilatére de
lalgebre de Leibniz £), alors on a un isomorphisme HL,(T*(£,K)y) = HL.(£,K) (cf. [Lol,
10.6.6]). Par ailleurs, on sait que ’homologie de Leibniz réalise le décalage HL,(L, L) =
HL, +1(£,K). 1 en résulte donc que

Théoréme 2.2.7. Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle, g algébre de Lie
parfaite, et A une algébre associative unitaire et commutative. Si l’algébre de Lie A® g
est une représentation complétement réductible de g pour laction donnée par [a®x,y| :=
a® [z,y], alors on a un isomorphisme (2.2.8) et un épimorphisme (2.2.9)

(2.2.8) N : HLz(A ® g) — HH;(4) ® (S%g)g = Uk ® (S°0)q

(2.2.9) M, HL3(A®g) » HH; (4) ® (S%g); © HHJ(A4) ® (Sg),-

2.2.10 Lien avec le cas classique et les extensions centrales.— Rappelons que
sous les hypothéses du Théoreme 2.2.7, A. Haddi ([Hd3]) obtient deux isomorphismes

H,(A®g) — HC,_,(4)®(S%g), @ HC/_,(4)® (SPg)g, p=2,3



22 ALLAHTAN VICTOR GNEDBAYE

ou HCf(A) désigne les parties négative et positive de ’homologie cyclique de A. Via ces iso-
morphismes et ceux du Théoréme 2.2.7, application canonique can s’identifie & ’application
I*gid ot I : HH,(A) — HC,(A) est le morphisme de la longue suite exacte de Connes (cf.
[Lol]). En d’autres termes, nous avons un diagramme commutatif pour p = 2,3 :

HL,(A®g) —— HH,_,(A)®(S%9), @&  HH!_(4)®(SPg),
canJr I* ®1d
H(A®g) —— HC, ,(A)®(S’g)y @& HC/_,(4)®(SPg),.

En particulier la surjection canonique HLy(A ® g) - Hy(A ® g) n’est autre que la fleche
naturelle

(2.2.11) Q}4|K ® (S%g)g (Q}4|K/dA) ® (S%9)g-

On observera qu’il n’y a pas d’erreur d’indéxation dans ’expression de module HL3(A®g)
car lorsque l’algebre de Lie g est parfaite on a un isomorphisme (cf. [8, Lemme 1.6])

(2.2.12) A(g)g = (S%0)g, TAYAz— z8[Y, 2]

Par ailleurs, ’algebre de Lie A ® g étant aussi parfaite, elle admet une extension centrale
universelle ${(g4) dans la catégorie des algebres de Leibniz, telle que u(ga) := $4(ga)Lie soit
Pextension centrale universelle de A ® g dans la catégorie des algébres de Lie. En vertu de

ce qui précede et du Théoréme 1.2.6, on en déduit que

(2.2.13) HL,(u(g4)) = ker(cans : HLy(g4) — Ha(ga)) = d(A) ® (S%g),.

2.3 Factorisation de certains foncteurs opéradiques.— Rappelons que les “algébres
pré-Lie” sont définies avec un produit satisfaisant la relation (voir [Ge], [Dz], [Ch-L] et [9])

(2.3.1) (ab)c — a(be) = (ac)b — a(cd),
et permettent la factorisation du foncteur de “Liesation” (2.1.6) bien connu :
(2.3.2) (As) — (Pré-Lie) — (Lie).

De méme, nous contruisons une catégorie (Pré-Leib) d’algebres ayant deux opérations, -
et |-, satisfaisant les axiomes

zd(ydz)—(zdy)dz=24(zFy) —(z12)dy
(2.3.3) zhE(ydz)—(zky)dz=zF(zFy) —(z42)Fy
ek (ykFz2)—(eFybFz=2zF(zdy)—(z+ 2)dy.

Et nous obtenons une factorisation du foncteur de Loday (2.1.5):
(2.3.4) (Dias) — (Pré-Leib) — (Leib).

Grace a la dualité de Koszul de Ginzburg-Kapranov pour les opérades (voir [9], [Fr3],
[G-K], [M-S-S], ou 3.1), nous montrons que
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Théoreme 2.3.5. i) Les algébres pré-Lie sont gouvernées par une opérade quadratique
qui admet pour duale Uopérade des algébres “associatives et commutatives a droite” (dites
“algébres perm”), caractérisées par les relations

(2.3.6) (ab)c = a(bc) = a(ch).
i1) De méme, les algébres pré-Leibniz sont gouvernées par une opérade quadratique qui

admet pour duale l'opérade des algébres “dendriformes et commutatives a droite” (dites
“algébres ricod”), caractérisées par les aziomes

(a<b)<c = a<((b=<c)+a=<(b>c)
a<((b<c) = a<(c>b)

(2.3.7) a>((b=<c) = (a-b)=<c
a>((b>c) = a>(c<b)
a>(b>c) = (a<b)>c+(a>b)>c

Il se trouve que le foncteur (2.1.8) (resp. (2.1.9)) admet une factorisation (resp. un
prolongement) rendant commutative la triangulation suivante du diagramme de Loday:

Dend Dias

Ricod Pré-Leib
A ¢ /‘ ¢

Zinb As Leib.

N\ S ¢ a

Perm Pré-Lie

Com Lie

(L-G)

On observera que la symétrie de ce diagramme (par rapport & ’axe médian de l'opérade
auto-duale As des algebres associatives non unitaires) reflete la dualité de Koszul des
opérades correspondantes. De plus, hormis les opérades Ricod et Pré-Leib (dont nous
n’avons pas encore construit la théorie de (co)homologie prédite), toutes ces opérades sont
de Koszul, la (Koszulité) des opérades Perm et Pré-Lie étant due & Chapoton-Livernet
[Ch-L]. Signalons qu’en conséquence de ces nouvelles dualités de Koszul (cf. [G-K, 2.2.9]),
nous obtenons deux autres structures d’algebre de Lie:
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Proposition 2.3.8. Si R est une algébre perm et si P est une algébre pré-Lie, alors le
K-module R ® P est une algébre de Lie pour le crochet donné par

(2.3.9) [rep,r' ®p'] :=rr'@pp’ —r'rep'p, r,r' €R, p,p’ € P.

Si (Rq,<, >) est une algébre ricod et si (Dp,, ) est une algébre pré-Leibniz, alors le
K-module Rq ® D, est une algébre de Lie pour le crochet donné par

(2.3.10) [red,r'ed]:=(r<r)e(d-dd)—-(r"=r)e(d Fd)
—(r'<re(ddd)+(r=r)e(d+d), r,r' € Rq, d,d € D,.
Dans ce qui suit, nous nous attacherons & étudier la (co)homologie des algébres perm que

nous espérons relier a celle des algebres de Leibniz, comme au paragraphe 2.2. En effet on
vérifie aisément que (cf. [9]):

Proposition 2.3.11. Soient R algébre perm et g une algébre de Leibniz. Alors K-module
R ® g muni du crochet défini par
(2.3.12) [rec,soy] = (rs)e[z,y], s € R, z,y € g,

est une algébre de Leibniz que nous appelons “algébre de Leibniz étendue”.

2.4 Cohomologie des algébres perm.— Les algébres perm (qui sont commutatives
deés qu’elles ont une unité, ce que nous excluons ici car 'unitalisée d’une algebre perm n’est
pas forcément commutative) ont le prototype général suivant

Proposition 2.4.1. Soit A une algébre associative et commutative, et soit R un A-module
a droite muni d’un morphisme de A-modules f : R — A. Alors le produit défini par
(r,7") = rf(r'), confére une structure d’algébre perm au K-module R.

Par exemple, en prenant A4 := S(V) = P,,5,5-(V), R =V ® S(V) muni de la structure
naturelle (multiplication & droite dans S(V)) de S(V)-module, la “fusion”
(242) fV®S(V) _)S(V): f(U):U, f(U0®Ul"'Un) = ’U()’Ul"'Un,VU,’Ui EV)

permet d’obtenir le théoréme suivant ([9])

Théoréme 2.4.3. L’algébre perm libre sur un K-module V est le K-module Perm(V) :=
V ® S(V)) muni du produit défini par

(2.4.4) (u®a).(veb) :=uw® (avd), u,v €V, a,b e S(V).

Signalons aussi que si (A, d) est une algébre differentielle commutative (i.e., d: A — A
satisfait d> = 0 et d(ab) = adb + bda), alors le produit donné par (a,b) — adb vérifie les
identités (2.3.6) des algébres perm.

2.4.5 Représentations d’une algébre perm.— Une représentation d’une algebre
perm R (ou une R-représentation) est la donnée d’un K-module M muni de deux actions de
R RxM — M et M x R— M, satisfaisant pour tous a,b,c € R et m € M les axiomes

(perm-rep)

{ (mb)c = m(bc) = m(cb),
(am)b 2 a(mb) 2 a(bm) 2 (ab)m.
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En fait, les relations 1, 3 et 5 disent que M est un bimodule (non unitaire) sur 1’algébre
associative R; les relations 2 et 4 expriment la “commutativité a droite” de M vis-a-vis
des actions de R. Par exemple, toute algebre perm R est une R-représentation. D’autres
exemples peuvent s’obtenir par la notion suivante d’“algébre enveloppante”.

2.4.6 Algebre enveloppante d’une algébre perm.— Soit R une algébre perm, et
soient R, et R; des copies de R, vues comme Ry = R® K et Ry = K® R. On considere le
K-module

E(R):=R®R @& R, @& Ry

muni du produit associatif défini par la table suivante:

s®s' Sq s
rer (rs)e(r's") (rs)er’ re(r's)
Ty (rs)es’ (rs)g res'
Tl se(r's") s@r! (r's")a
(Table)

Proposition 2.4.7. Toute R-représentation est équivalente a la donnée d’un E(R)-module
a gauche.

En fait, si M est une R-représentation, alors sa structure de module sur ’algebre asso-
ciative E(R) s’obtient par les opérations

(rer')m = (rm)r' = r(mr'), rg.m :==rm, rg.m:=mr', r,r' € R, m € M.
Réciproquement, tout E(R)-module M est une R-représentation par

r.m:=rgm, m.r:=rqgm, r € R, me M.

On observera que 1’“unitalisé ” de E(R) n’est autre que
E(R)T = B(R") = R* @ R™ = (R*)*
alors que l'unitalisé R* := RO K, (r,\).(r', X) := (rr' + X' + X7, AX') n’est pas en général
commutatif (mais simplement commutatif & droite).

2.4.8. Extensions abéliennes d’une algébre perm.— Soit R une algebre perm et soit
M une R-représentation vue comme une algébre perm abélienne (i.e., mm' =0, Vm,m’ €
M). Une eztension abélienne de R par M est une courte suite exacte d’algébres perm

(E) 0—M-EE2 R0
Deux telles extensions (E) et (E’) sont dites “équivalentes” s’il existe un morphisme d’algeb-

resperm ¢ : E — E' telquep’op=p et ¢oj=j', clest-a-dire rendant commutatif le
diagramme suivant:

0 M —2 s B —* R 50

el

-/ 7

0 N I v B -2 s R — 0.
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Par le “Lemme des cing’, un tel morphisme ¢ est nécessairement bijectif. Par exemple,
la somme directe R @ M est une extension abélienne de R par M (pour les inclusion et
projection évidentes). De plus cette derniére est trivialement “scindée”. On se reportera au
paragraphe 1.2 pour retrouver ce qu’est une algebre perm scindée ou inessentielle.

Toute extension abélienne (E) avec une section K-linéaire s de p fournit une nouvelle
structure de R-representation sur M par les opérations

rm = s(r)j(m) et m.r:=j(m)s(r),

les produits a droite étant effectués dans E. Cette nouvelle structure est naturellement
indépendante du choix de la section s. Comme dans les cas classiques (cf. [C-E]), nous nous
contenterons des classes d’équivalence des extensions abéliennes scindées dont la structure
R-représentation de M coincide avec celle induite par les sections.

2.4.9.— Soit f : R X R — M une application K-bilinéaire et soit R ®y M le K-module
R ® M muni du produit défini par

(1) (r,m).(r',m') := (rr',rm + mr' + f(r,7")).
On vérifie sans peine que le produit (u) est associatif si, et seulement si,
(@) fir,eYe" + f(rr' ey = rf (', 0"y + f(r,0'?"), Vo' P € R
et est commutatif a droite si, et seulement si,
(8) rf(r', ")+ fr, ')y =rf ("0 + F(r, "), Yo, " € R.
En fait, la relation («) peut se réécrire
rf(r',r")y = forr's 7"+ f(rr'e") = f(r,r)r" =0

c’est-a-dire la condition de 2-cocyclicité pour le cobord de Hochschild des algebres associa-
tives (avec unité, voir [Lol)).
D’un autre c6té, la relation (3) exprime le fait que

r(f(TI: T‘”) - f(T"a TI)) = .f(T: rlrll) - f(Ta r”rl)

c’est-a-dire la {(double version duale)) (linéairement parlant) de la commutativité & droite.
On peut la voir comme une conjonction des généralisations suivantes:

(8" af(ag1)s---»ae(nt1)) = af(ar, .- ,0n41), Vo € ppy

et

(8" f(ao,a1,...,a5-1,ba5,a11,...,an) = f(ag,a1,...,0;-1,a;b,a;41,...,an)

ou f:R®"! s Metj=1,...,n. Une preuve de la stabilité de ces relations par rapport

au cobord de Hochschild nécessite des relations supplémentaires (cf. [9])

(8Y) af(bag,ai,--.,an) = af(agb,as,-..,an),
(/86) aa;f(ag,. . 7an) = aajf(a07' . ’aj—laa;"aj-l-l?' e ’an)’ J=0,...,n,
)

(v af(ao,--.,aj—1,a5b,a541,...,a,) = af(aob,a1,...,a,), j=1,...,n

Ainsi, nous obtenons le résultat suivant
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Proposition 2.4.10. Si f : R®"+1 — M satisfait les relations (8'), (8h), (8"), (BY) et
(7), il en est de méme pour son cobord de Hochschild 6(f).

2.4.11.— On convient alors de définir la “cohomologie d’une algébre perm R a valeurs
dans une R-représentation M” comme étant I’homologie du complexe

B*(R, M) = (D B"(R, M), §) ot
B*(R, M) := M, B*(R, M) := {f : R M: af(bc) = af(ch), V a,b,c € R},
B"(R, M) := {f € Hom(R®", M) vérifiant (8), (8), (8"), (B5) et (7)}

pour n > 2, le cobord de Hochschild § opérant comme & l’accoutumée par

0(f)(ag,---,an) == aof(a1,...,an)

1
+ (—1)i+1f(<10, oo Qim1, 00341, Gigay - Gn) + (=1)" f(ao, . ap—1)an.

1=

o

On la note Hierp (R, M) ou simplement Hi, p (R) := Hyerm (R, R).

Pour n = 0, ngrm(R,M ) est le sous-module des “éléments symétriques” de M par R,
c’est-a-dire

ngrm(RaM) =M~ .= {meM:rm=mr, YreR}.

Pour n = 1, un 1-cocycle est une application K-linéaire D : R — M telle que

D(ab) = D(a)b+ aD(b), Y a,b€e R

c’est-a-dire une “dérivation” de R dans M. On observera que grace a la commutativité a
droite dans M, la relation supplémentaire aD(bc) = aD(cb) est automatiquement vérifiée
par les dérivations. L’ensemble des dérivations de R dans M est noté Der(R, M) et nous
avons

Hll)erm(R, M) = Der(R, M) /{dérivations intérieures}

ou “{dérivations intérieures}” est le sous-module des dérivations de la forme ad,,(r) :=
[m,r] = mr — rm, pour un élément m € M fixé.
Pour n = 2, nous avons le théoreme classique de classification

Théoréme 2.4.12. Soit R algébre perm et soit M une R-représentation. Alors il existe
une bijection canonique
Hyerm (R, M) = Ext(R, M)

avec l’ensemble des classes d’équivalence d’extensions abéliennes scindées de R par M.

2.4.13 Remarques.— Naivement on pourrait faire comme J.-L. Loday qui définit
I’homologie de Hochschild des algebres associatives non unitaires en posant (cf. [Lol, 1.4.1])

HH, (A) := coker(HH,(K) — HH,(A")).

Mais ce procédé appliqué aux algebres perm redonne I’homologie classique de Hochschild,
laquelle n’est pas celle prédite par la théorie des opérades. En fait M. Wambst possede une
théorie d’homologie convenable (construite & partir des “arbres enracinées’, cf. [Ch-L]) et il
nous reste a mettre en évidence son (opéradicité)) qui fait appel a d’autres arbres planaires.
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2.5 Perspectives.— L’objectif & court terme est de déterminer I’homologie des algebres
de Leibniz étendues par une algébre perm, c’est-a-dire du type R ® g (cf. 2.3). Nous
espérons la relier & ’homologie des algébres perm comme ce qui a été fait au paragraphe
2.2 ou l'unité de l’algeébre commutative A semble jouer un réle important. Ceci nécessite
une (dédualisation)) de la cohomologie des algebres perm construite ci-dessus (cf. 2.4).
Un premier examen indique que cela releve d’une notion d’“algébre homologique dans un
conterte mon nécessairement unitaire”, qui semble-t-il avait été abordée dans un certain
sens par D. Quillen [Qu2]. Le secret dessein de la recherche de cette théorie d’homologie
est de donner une généralisation du Théoreme de Cuvier-Loday-Quillen-Tsygan (cf. [Cu],
[Lo1], [L-Q], [Ts], ou 1.2.8) sous une forme semblable &

(2.5.1) HL,(R® g) 2 HY*"™(R) * V.(g)

pour un analogue non commutatif * du produit tensoriel classique (cf. 1.4), ou V serait un
foncteur de source la catégorie des algebres de Leibniz, qui devrait s’exprimer en bas degrés
par

(2.5.2) Vi(g) = gab = 9/[9,8] et Va(g) = S*(g)g( ou plutét T*(g)g...7)

sous réserve d’hypotheéses de réductibilité sur g (cf. 2.2.7). On pourrait alors aussi avoir une
nouvelle interprétation des extensions centrales universelles (cf. 1.4.2) sous la forme

(2.5.3) (A ®g) = HB(A) x U(g).

En hommage a Emile Borel dont un des théoremes utilisant la “partition de l'unité’
m’avait fait réver, comme bien d’autres taupin(e)s [Merci & Nicole Bopp]. On observera que
dans les calculs 2.2.6 (voire [9, Lemme 6] ou 1.2.7), on a un isomorphisme A3(g), 22 S?(g),
lorsque l'algebre de Lie g est parfaite (cf. (2.2.12)). Ceci garantit provisoirement une
certaine cohérence de mes résultats (un calcul de D. Chataur & Cie exprime étrangement
un isomorphisme HL3(st,(A4)) = HH2(A)). Ainsi le module V3(g) pourrait prendre la forme
conjecturale

(2.5.4) Vs(g) 2 E*(g)g = A%(g)g & S°(9)g,

apres une suspension arrangeant les graduations. Je me permets de nommer “algébre de
Loday’ ou “algébre de Leibniz exceptionnelle” toute algebre réalisant un isomorphisme du
type (2.5.1) ou (2.5.3) [clin d’ceil & Ale Frabetti].

Plus généralement, j’ai 'espoir d’introduire un “produit tensoriel universel ” * donnant
naissance a un isomorphisme

(2.5.5) HCP(A® B) = HP(A)«H” (B)

ol A est une algébre d’un type gouverné par une opérade quadratique P et B une P'-algebre;
le produit tensoriel A ® B étant une algebre de Lie comme signalé par Ginzburg-Kapranov
(cf. [G-K, 2.2.9]) et pour laquelle on peut déterminer son homologie de Chevalley-Eilenberg.
Ceci rejoindrait les travaux de B. Vallette (conversations personnelles).

Etant donnée une algebre perm R (non nécessairement unitaire), un candidat au module
des 1-formes différentielles est (cf. 1.4.24)

(2.5.6) D(R|K) := [R, R]/[R,[R, R]].

Nous donnons ici un exemple du foncteur conjectural V ci-dessus donnant ’analogue des
n-formes différentielles de Kaehler en un type de nouvelles algebres dites “positivantes’ par

(2.5.7) D" (R[K) = @D D" (RIK) avec D" (R[K) := D(RIK) ® AR(D(R[K)).

C’est l’algebre perm différentielle graduée libre sur notre fameux D(R|K).
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3 Opérades k-aires et triples de Jordan (non nécessairement unitaire)

Dans tout ce qui suit, le corps K est commutatif et de caractéristique nulle. Je reprends
textuellement les constructions basiques (et cohérentes avec celles de Ginzburg-Kapranov),
de J.-L. Loday (voir [Lo4], [G-K] et [Fr3]). Pour laspect historique, et les liens avec
d’autres domaines scientifiques (& savoir la “Topologie Algébrique”, la “Physique Théorique”,
le lecteur trouvera son bonheur en consultant les ouvrages spécialisés suivants : [May], [L-
S-V], [Fr3], [M-S-V], [Mal]) ainsi que les références qui y sont citées. Nous introduirons les
algebres k-aires et les triples de Jordan au paragraphe 3.3.

3.1 Préliminaires.— Désignons par X := ©,>1%, le groupoide réunion ascendante des
groupes symétriques usuels ¥, C X,41. Un X-module est la donnée d’une famille (C(n))n>1
ou, pour tout entier n > 1, C(n) est un K[X,]-module au sens classique (i.e., un espace
vectoriel sur K avec une action de I’algebre associative K[X,,] du groupe X,,). Une “opérade
linéaire” ( ou “algébrique”) est un ¥-module P muni d’opérations linéaires

(3.1.1) v 'P(n) ® P(il) K- P(Zn) — P(Zl +ig4--- 4+ 2n)

appelées “compositions” et satisfaisant les axiomes de P. May (associativité et équivarian-
ce, et aussi une unité 1 dans P(1), cf. [May|). Elémentairement, étant donnés un entier

n > 1, des éléments p; € P(i;), j = 1,2,...,n, un élément p € P(n), on leur associe par
composition ’élément v(u, 1, - - -, i) de P(iy + i3+ --- + i, ). Clest-a-dire une application
qui, & tout m = (i; +i2+---+1iy,)-uplet (z1,z2...,2Tn), associe par “substitution” 1’élément

7(/”’:/1'1a---a/1'n)($1a$2a'--ax’m) = ,u'(:u'l(xla"' axil)""au’m(wh-l—l:'” ,ﬂ:m))

3.1.2 Remarques.— On observera qu’une “algébre sur une opérade” donnée P (ou une
P-algébre) est un K-espace vectoriel A muni d’applications P(n) @ A®" — A (appelées
“évaluations”) pour tout entier n > 1, et compatibles avec les axiomes de P. May. Nous
venons en fait de définir un “morphisme d’opérades’. En effet, si V est un K-espace vectoriel
(vu comme algébre abéliennei.e., (v1,v2) = 0, ¥V vy,v3 € V), on peut lui associer une opérade
des “endomorphismes’ End(V) := @p>1Hom(V ®™ V) d’espaces vectoriels. Pour plus de
clarté, nous renvoyons le lecteur aux articles pré-cités et aussi leurs formes non opéradiques
de S. Priddy [Pr], Beilinson-Ginzburg-Soergel [B-G-S] et Y. Manin [Man].

3.1.3 Opérades libres.— Le foncteur “oubli” de source la catégorie des opérades
linéaires (avec les morphismes évidents) et de but celle des espaces vectoriels (les 3-modules
en fait), admet un adjoint & gauche. A tout Z-module E, on associe opérade “libre” T(E)
qui admet une présentation en termes d’algebre tensorielle libre pour un carré tensoriel X
construite par J.-L. Loday (cf. [Lo4]). Mieux, la plupart des algébres “binaires intéressantes
et connues’ sont gouvernées par une opérade linéaire P qui peut étre vue comme quotient de
T(E) avec E = (0,P(2),0,---,0,---) par 'idéal bilatére de I’algebre associative P engendré
par les relations caractéristiques R C P(3) (et si R n’est pas X3-équivariant, on le symétrise
par R ® K[X3]).

On observera que pour tout type d’algeébres codées par une certaine opérade P, I’objet
libre sur un espace vectoriel donné V' s’obtient par

(3.1.4) Librep(V) := ®p>1(P(n) @ VE™)5,

c’est-a-dire les coinvariants pour l’action de X,,. En d’autres termes, ’espace P(n) représente
la partie n-multilinéaire de 1'algebre du type P librement engendrée par ’espace vectoriel de
base z1, x2, ..., T, ou chaque x; apparalt une et une seule fois. Par exemple les algebres asso-
ciatives classiques sont gouvernées par une opérade quadratique (en un sens qui apparaitra
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au paragraphe 3.2 suivant). On a As := ®,>1As(n) ou As(n) = K[X,], c’est-a-dire la
“représentation réguliére” de X,.

3.2 Dualité de Koszul des opérades quadratiques (k + 1)-aires.— Soit £ > 1 un
entier et soit £ un Y i-module de dimension finie. En posant E(n) =0sin # k+ 1 et
E(k + 1) = E, on obtient une famille E := (0,...,0,E,0,...,0,...) concentrée en degré
(k + 1). Dans ces conditions 'opérade libre 7 (E) se décrit par

0, sin#1modk

(321)  TE)) = Dk + 1) arbres BT 511 =mh+1.
(k + 1)—aires

L’on voudra bien se reporter a [8] ou & [G-K] pour une illustration en termes d’arbres (k+1)-
aires, i.e. dont chaque sommet admet exactement (k + 1)-arétes rentrantes; les (mk + 1)-
arbres (k + 1)-aires étant les arbres (k + 1)-aires ayant exactement (mk + 1)-feuilles.

Lorsque R C T (E)(2k+1) est un sous-espace stable par Paction de X1, nous désignons
par (R) l'idéal bilatére engendré par R dans 'opérade libre 7 (E) vue comme une algebre as-
sociative dans la catégorie monoidale des Y-modules. Le quotient P<k>(E,R) := T(E)/(R)
hérite de la structure d’opérade de T (E). Nous appelons “opérade quadratique (k + 1)-aire
engendrée par E modulo les relations R’ toute opérade linéaire de la forme P<k>(E,R).

Lorsque k£ = 1, on retrouve la définition de Ginzburg-Kapranov. Par cas classique, nous
entendrons dorénavant le cas k = 1. Une algeébre sur une opérade (k+1)-aire est une “algébre
(k + 1)-aire”, c’est-a-dire dont le produit fait intervenir (k + 1) variables. Le lecteur voudra
bien me pardonner les notations “(k + 1)-aires” assez dures & prononcer phonétiquement,
mais simplifiant une certaine formulation.

Désignons par EV := Homg(E,K) ® (sgn), le dual linéaire tensorisé par la représentation
“signature” de Yp,1 (E étant toujours un K[Zg,;]-module de dimension finie), et par R+
I'“orthogonal’ de R dans T(E")(2k+1) = T(E)(2k+1)V. Nous définissons I'“opérade duale
de P<k>(E,R) l'opérade quadratique (k + 1)-aire”

(3.2.2) P<F>(E,R) := P<F>(EV,RL).

3.2.3 Remarques.— Puisque le K[Xj;1]-module E est de dimension finie, il est clair
que 'on a (P<F>(E,R)")! = P<k>(E,R). Pour plus de détails sur I’“orthogonalité’, sig-
nalons que J-L. Loday [Lo6] donne un produit scalaire général que 'on peut adapter au
gré de certaines amours. Nous étudierons ci-apres quelques-unes des algebres (k + 1)-aires
généralisant les algebres binaires classiques. Mais avant, signalons qu’il est nécessaire d’avoir
une idée précise de 'espace T (E)(2k + 1) dans lequel nous choisissons un sous-espace Yog41-
équivariant (cf. [8]):

Proposition 3.2.4. Le K[X3x11]-module T(E)(2k + 1) s’identifie au module induit

(3.2.5) T(E)(2k + 1) = Ind32***. .. (E ® E).

Sr41 XS

L’espace vectoriel T(E)(2k + 1) est donc isomorphe a4 un nombre de copies de E @ E égal
au coefficient bindémial (2k + 1)!/(k + 1)!k!.

3.2.6 Remarques.— On observera que dans le cas classique (k =1), on a :
(3.2.7) T(E)(3) 2 Ind3, 5 (E® E) = 3(E® E).

Des exemples bien connus de dualité de Koszul apparaissent en homotopie rationnelle, la
dualité entre le modele de Quillen et celui de Sullivan (cf. [F-H-T], [Qul]) Com' = Lie et
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Lie' = Com; tout comme l’auto-dualité As' = As. Ici As (resp. Com, resp. Lie) sont les
opérades des algébres binaires associatives non unitaires (resp. associatives commutatives
non unitaires, resp. de Lie). Une version non anti-symétrique des algébres de Lie (appelées
“algeébres de Leibniz”) donne naissance & une foule d’autres algébres binaires avec un joli
diagramme opéradique dont nous avons donné une triangulation (cf. 2.3.7).

3.2.8 Algebres (k+ 1)-aires associatives .— Soit £ > 1 un entier. Les deux maniéres

d’écrire ’associativité classique (k = 1), (ab)c = a(bc) ou (ab)c — a(bc) = 0, se généralisent
en associativité totale (k relations)

(3.2.9) (a0 ai—1(a;* Qitk)@ivk+1- - a2x) = ((ao - - ag)agy1-- - azx)
oui=1,--- ,k, et en I'associativité partielle (une relation)
k .
(3210) Z (—1)”‘(a0 cee ai_l(ai cee ai+k)a,~+k+1 te azk) =0.
1=0

Nous désignons par (tAs<">) (resp. (pAs<¥>)) la catégorie des algebres (k + 1)-aires
“totalement” (resp. “partiellement”) associatives. Il est clair que si l'entier k est impair,
alors nous avons un foncteur bien défini (tAs<*>) — (pAs<*>), et que les deux notions
coincident pour k& = 1. Par ailleurs, on observera que si (A,e) est une algebre binaire
associative, alors le produit défini par (ag---ax) := ap ® --- ® ag, ou les a; parcourent A,
i=1,...,k, confere & (A, (———)) une structure d’algebre (k+1)-aire totalement associative,
et ce pour tout entier £ > 1. Avant de construire les objets (k + 1)-aires associatifs libres,
on vérifie aisément que (cf. [6]):

Proposition 3.2.11. Soit A (resp. B) une algébre (k+ 1)-aire totalement (resp. partielle-
ment) associative. Alors l’espace vectoriel A® B est une algébre (k + 1)-aire partiellement
associative pour le produit diagonal donné par

(3.2.12) (a0®b0,... ,ak®bk) = (a0~~~ak)®(b0 ---bk), Yoa; € A, VY b; € B.

3.2.13 Magmas (k + 1)-aires.— Soit £ > 1 un entier et soit V un K-espace vec-
toriel. Notons (A§k>(V))n20 la suite de K-espaces vectoriels définis par récurrence par
AR (V) := V et, si Pentier n > 1:

(3.2.14) AR (V) = &y AV o ASF> (V).
OSno,...,nkSn—l
ng+--+np=n—1
Alors la “multiopération” induite par la “(k + 1)-concaténation”:

(3.2.15) (wo---wg) =we® ... wx € AP (V) avecn:=ng+---+np+1

ou w; € A,fik>(V), confere 3 ASF> (V) := @,,50 An*” (V) une structure d’algebre (k + 1)-
aire sans relation, appelée le (k + 1)-magma ou le “magma” (k + 1)-aire. On observera que
toute algebre (k+1)-aire est le quotient d’un magma (k+1)-aire ASF> (V) pour un K-espace
vectoriel V' bien déterminé, par I’idéal multilatere engendré par les relations caractérisant
ladite algebre (k + 1)-aire (cf. [6]).

3.2.16 Nombres de Catalan généralisés.— On observera aussi que le K-espace vec-
toriel A,fk > (V) est isomorphe & un nombre de copies de V ®"k+1 &gal au “nombre Catalan
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(k+1)-aire” ask> ou lasuite (a¥>),>0 obéit & larelation de récurrence définie par ag*> =1
et, si ’entier n > 1:

n () nk

OSng,...,nkSn—l
ng+--+np=n—1

(3.2.17) ask> .= > ask> ... q<k>

Par exemple en bas degré, on a a§k> =1, a1<k> =1let
(3.2.18) ask?> =k +1, as* = (k+1)(3k + 2)/2, ag®> = (k+ 1)(16k2 + 20k + 6)/6.

Ainsi la série formelle Y := ", . ack> X+ +1 vérifie 'équation Y+ =Y — X.

3.2.19 Algebres (k+ 1)-aires associatives libres.— On vérifie que 1’“algébre (k+1)-
aire totalement associative libre sur un K-espace vectoriel V” admet pour K-espace vectoriel
sous-jacent ’espace

(3.2.20) tAsTH> (V) = T (V) = P v @ri+,
n>0

le produit étant donné par la (k + 1)-concaténation (3.2.15).

Si lentier k = 2g + 1 est impair, alors I’“algébre 2(q + 1)-aire partiellement associa-
tive libre sur un K-espace vectoriel V” admet pour K-espace vectoriel sous-jacent ’espace
PASSF> (V) == @,,50 PASSE (V) ot pAs*> (V) := V et, pour n > 1, les pAs<*> (V)
obéissent & la relation de récurrence suivante:

(3.2.21) pAs<F> (V) = D VepAssF (V)e ... epAssF> (V).

n1 ng

0<ny,...,nxg<n—1
ny+-+np=n-—1

Ici, le produit 2(g+ 1)-aire est donné par: pour tous W; € pAs,fl_’D(V), 1=0,...,k, on pose

(3222) (Wg s Wk) =Wo...9W, sing=0, iie. Wo eV

0

et, sing > 1 et pour Wy := w)® ... ®w? avec wg € V, on pose

k
(3.2.23)  (Wo- W) :=—Y (-D*ule...ow) oW w)W---Wi)e
=1
QWit1® ...  Wy.

De méme D’espace vectoriel pAs,fk > (V) est isomorphe & un nombre de copies de V ®nk+1

égal au nombre pF> ot la suite (p;c*> ), >0 est assujettie & la récurrence définie par pg*> = 1

et, si ’entier n > 1:

(3.2.24) PRt = > IS S

0<ny,...,nx<n—1
ny+--+np=n—1

Par exemple en bas degré, on a p§k> =1, p1<k> =1let

(3.2.25) psF> =k, psF> = k(3k —1)/2, ps*> = (k + 1)(8k% — 6k + 1) /6.
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On observera qu’il existe toutefois des algebres (2¢ + 1)-aires partiellement associatives.
En effet, il suffit d’en connaitre une, puis d’utiliser la Proposition 3.2.11. Nous en étudierons
au chapitre 3.3 suivant concernant les “Triples de Jordan”et leurs algébres duales (au sens
de la dualité de Koszul).

3.2.26 Dualité de Koszul pour les algébres (k-+1)-aires associatives.— Rappelons
que lorsque P représente l'opérade d’un certain type d’algebres, I’espace vectoriel P(n)
s’identifie & la partie n-multilinéaire (i.e., engendrée par les monémes contenant chaque
x; une fois et une seule) de I'algebre libre du méme type sur 'espace vectoriel V' de base
T1,...,Tn, Oun > 1 est un entier.

Puisque Pespace vectoriel sous-jacent & ’algebre tAs<*> (V) est D,,50 VE L il est

clair que opérade tAs<*> des algébres (k +1)-aires totalement associatives est de la forme

tAs<F>(mk + 1) = K[Z représentation réguliere
(3.2.27) { ( ) [(Zmrt1] (rep g )

tAs<*>(n) =0 sin#1mod k.

L’espace vectoriel E = tAs<F>(k + 1) est alors de dimension (k + 1)! et est engendré par
les éléments

(3.2.28) Ty 1= (:UU(O) cee :L‘a(k)), Voe Zk+1-

L’espace vectoriel T(E)(2k + 1) = ((2k + 1)!/(k + 1)'k!).(E® E) est donc de dimension
(2k 4+ 1)!(k + 1) et est engendré par les éléments

(3.2.29) Toi = (To(0)** To(i=1)(To(i)  ** To(itk))To(ithk+1) *** To(2k)))

pour tous o € ¥gky1, i =0,1,... k. Le sous-espace R, 4 <> est engendré par les (2k + 1)k
associateurs totaux

(3.2.30) Yo,i = Tg,i — To,0, Voée Yok+1, Vi=1,...k.

Ainsi nous avons tAs<"> = P<k>(K[Sy11], Ryas<t>)-
De méme j’ai montré que, si I’entier £ est impair, 'opérade pAs<k> des algebres (k+1)-
aires partiellement associatives est telle que

(3.2.31) { PAS<*>(mk 4+ 1) = pSF> K[Zmirs1]  ( pSF>x représentation réguliere)

o pAs<F>(n) =0 sin#1mod k.
Puisque les espaces tAs<*>(k + 1) et pAs<*>(k + 1) sont identiques, il en est de méme
pour les opérades libres T(tAs<*>(k 4 1)) et T(pAs<*>(k +1)). Le sous-espace Ry as<k>
est engendré par les (2k + 1)! associateurs partiels

(3.2.32) 2z = Y (1),

et nous avons pAs<F> = P<k>(K[Sg41), Rpaq<k>) si Pentier k est impair.

<k> <k>

Théoréeme 3.2.33. i) Si Uentier k est impair, alors les opérades tAs sont

duales l'une de 'autre.

et pAs
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ii) Si Uentier k est pair, alors on a tAs<F>' = P> (K[Zg41), Rpas<i>)-

En fait les espaces Ryg<r> €t Rpg,<k> sont d’une part de dimensions conjuguées par
rapport & dim(7 (K[2x11])) = (2k + 1)!(k + 1), et s’annihilent d’autre part par le produit
scalaire caractérisé par 'orthogonalité de la famille (z, ;) et les relations

(3.2.34) < Ty o >i= (—1)*HVsgn(o), Vo € Bppq, i =0,1,... k.
Le point ii) rappelle juste que nous n’avions pas linéairement décrit I’algebre (k + 1)-aire
partiellement associative libre pour cette parité (cf. 3.2.13 et 3.2.19).

3.2.35 Dualité de Koszul pour les algébres de Lie (k+ 1)-aires.— Introduites par
Hanlon-Wachs pour étudier certains problemes combinatoires liés aux réseaux de partitions,
les algebres de Lie (k + 1)-aires ont un crochet [— — —] : L®*+1 — [ qui porte sur (k + 1)
variables et qui satisfait I’ anti-symétrie

(3.2.36) [To(0) To(r)] = sgn(0)[20 - T1], VO € Tpp1

et Videntité de Jacobi (k + 1)-aire

(3.2.37) J(zo, - ,Top) == Z [Zo(0) - To(k) | To(kt1) " - To(2r)] = 0.

0€ETak41

Lorsque k£ = 1, on retrouve les algebres de Lie binaires classiques. On observera aussi qu’en
présence de l'anti-symétrie (3.2.36), 'identité de Jacobi (qui porte sur (2k + 1)! termes) se
ramene a une relation ayant moins de termes

(3.2.38) T (o, ,@ak) = Y. [[To(0) * To(e)|To(k+1)  To(ar)] = 0,

0€Shg 1%
et nous avons J(zo,- - ,za2x) = (k+ 1)k!J (zo, -+ , 2k ), out Shy, , est I'ensemble des (p, g)-
shuffles classiques. J’ai noté (Lie<*>) leur catégorie et j’ai démontré que I'on a (cf. [6]):
Théoréme 3.2.39. Toute algébre (k+ 1)-aire partiellement associative (A, (—— —)) donne
naissance & une algébre de Lie (k + 1)-aire Ap;e := (A,[— — —]) pour le crochet défini par
(3.2.40) [ao--ar] = D sgn(0)(ao(0) - Go(k))-

0EX 41

C’est l'analogue du foncteur classique de Liesation (2.1.16) et l’algebre de Lie ainsi
obtenue est universelle parmi les morphismes de A vers les algébres de Lie (k + 1)-aires.
Pour obtenir une dualité analogue a celle de Quillen-Sullivan en homotopie rationnelle, nous
introduisons la catégorie (stAs<*>) des “algébres (k + 1)-aires symétriques et totalement
associatives” caractérisées par les relations (3.2.9) et les relations

(3.2.41) (aa(o)---aa(k)) = (ag---ak), VoéeXgir.

L’algebre (k + 1)-aire symétrique et totalement associative libre sur un espace vecto-

riel V' s’obtient facilement comme étant I'espace tAs "> (V) := D, 5o (VO =

D,,50 Snk+1(V), muni de la (k + 1)-concaténation. Ces algébres sont gouvernées par une

<k>

opérade quadratique (k + 1)-aire stAs caractérisée par

stAs<¥>(mk +1) =1 (représentation unité
(3.2.42) { ( ) (rep )|

stAs<*>(n)=0 sin # 1modk
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Ainsi espace E = stAs<F>(k+1) est engendré par I’élément (aq - - - ai). L’espace vectoriel
T (stAs<*>(k +1)) = (2k + 1)!/(k + 1)!k!.(E® E) est de dimension (2k + 1)!/(k + 1)!k! et
est engendré par les éléments

(3.2.43) Sg 1= ((aa(o) cee aa(k))aa(kH) K aa(zk)), Yo € Shk+1,k.

Le sous-espace Yo 41-équivariant R, 4 <+> est engendré par les (—1+ (2k +1)!/(k + 1)'k!)
associateurs totaux symétriques

(3.2.44) sty := 8¢ — Sid, Vo € Shpy1k, o #id.

Ainsi nous avons stAs<*> = P<k>(1, R, 4,<k>).

L’algebre de Lie (k+1)-aire libre sur un espace vectoriel donné V' se construit dans [6] par
I'intermédiaire d’une notion d’enveloppe universelle partiellement associative. Mais comme
dans le cas classique, ce procédé ne donne pas une description satisfaisante de ’espace
vectoriel sous-jacent (cf. [Re]). Toutefois, grace a l’anti-symétrie du crochet de Lie, il
n’est pas difficile de se convaincre que si V = Vectg{zo,...,zr} est de dimension (k + 1),
alors la partie (k + 1)-multilinéaire E := Lie<*>(V)(k 4 1) est la représentation signature
(sgn) de Tj41 et est engendré par Pélément [zq - - - x]. L'espace T (Lie<*> (E))(2k + 1) =
(2k+1)!/(k+1)k!.(E® E) est donc de dimension (2k + 1)!/(k + 1)!k! et est engendré par
les (2k + 1)!/(k + 1)!k! éléments

(3.2.45) lo = [[Zo(0)  * * To(k)|To(kt1) * To2k)], ¥V O € Shppa k.

Le sous-espace Yogy1-équivariant Rp;.<#> est engendré par le (2k + 1)-relateur de Jacobi
J'(zg,- -+ ,z2x) vue comme la représentation signature (sgn) de Xox11. Ainsi nous avons
Lie<*> = P<k>((sgn), (sgn)). De méme, j’ai démontré dans [6] que

Théoréeme 3.2.46. i) Si 'entier k est impair, alors les opérades stAs<*¥> et Lie<*> sont
duales l'une de lautre.
ii) 8i Uentier k est pair, alors on a stAs<F>' =~ P<k>((sgn), (sgn)).

On observera aussi que dans ma thése de Doctorat [8, I.4 Cas pathologiques], j’avais
donné une maniére de construire des algébres de Lie 2(q+ 1)-aires, en partant d’une algébre
2(q + 1)-aire partiellement associative suffisamment (grosse) décrite par générateurs et re-
lations (de dimension finie). Nous illustrerons cette parité en travaillant dans le chapitre
3.3 suivant avec les Triples de Jordan, et leurs duales. Mais avant cela, montrons quelques
criteres homologiques permettant de décider de la (Koszulité)) des opérades dont nous venons
d’établir la dualité de Koszul. Pour ce qui suivra, nous contruisons I’homologie des algebres
2(g+ 1)-aires partiellement associatives et montrons la trivialité de I’homologie des algebres
2(g+ 1)-aires partiellement associatives libres pAs<F> (V). Nous rappelons que nous avions
donné une décomposition du complexe de Hanlon-Wachs pour les algebres de Lie (k + 1)-
aires en somme directe de sous-complexes dont nous avions déduit ’homologie prédite par
la théorie des opérades. Ce dernier résultat généralise la dualité de Quillen-Sullivan en
homotopie rationnelle.

3.2.47 Homologie des algébres 2(q + 1)-aires partiellement associatives.— Soit
(A, (———)) une algebre (k+1)-aire partiellement associative ou 'entier k£ = 2¢+1 est impair.
Adoptons les notations Cs¥>(A) := A® ™+ et (ag,...,ank) = a0 ® ... @ank € CF>(A).

Puis considérons les applications linéaires b§k> = 0 et pour tout entier n > 1, on pose
k(n—1)
k ik k k
b= Y (F1)*di: CFF(4) — CFER(4)

=0
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ou les opérateurs (d;) sont définis par la formule

(3.2.48) di(ao, - -, ank) := (ag,---,ai—1,(ai - Qiyk); Gitkt1," " » Ank)

(a; -+ - aj+) désignant le produit dans 'algébre A. Alors les opérateurs (d;) satisfont les
relations pré-simpliciales d;d; = d;_rd; pour 0 < ¢ < j — k et pour n > 2 et pour les entiers
i tels que 0 < ¢ < k(n — 2), nous avons

k41 o
D (—1)kEHgd; = 0.

j=t
On a donc un complexe bien défini, lorsque k = 2g+ 1 est impair, dont ’homologie est notée
(3.2.49) pH k> (4) := H,(C5*> (4), b5F>), ne N.

Théoréme 3.2.50. Soit k = 2g+ 1 un entier impair et soit V un K-espace vectoriel. Alors
pour Ualgébre (k + 1)-aire partiellement associative libre pAs<*>(V), on a

s pas vy = { 0
0 sinon.

Je le démontre en exhibant une homotopie explicite entre les applications identité et
nulle. Ainsi, par I'un des résultats classiques de Ginzburg-Kapranov, I'opérade pAs<k>
des algebres est de Koszul, donc aussi sa duale tAs<F> lorsque k = 2¢ + 1 est impair.
Nous ne savons pas encore ce qu’il faut décider lorsque ’entier k est pair, mais nous avons
un exemple d’étude en les Triples de Jordan. Toutefois, on peut signaler I’absence de
signes ) dans les séries génératrices (car (—1)"**! vaudrait constamment —1), ce qui pourrait
contredire le rapport entre la dimension des espaces P<F>(n) et les coefficients de la série
génératrice associée & I'opérade P<F> (cf. [Lo4]), assurant donc la (non Koszulité)) des
opérades correspondantes (cf. 3.2.16).

3.2.51 Homologie des algébres de Lie (k+1)-aires (Ph. Hanlon et M. Wachs).—
Pour toute algébre de Lie (k + 1)-aire (L, [— — —]), Hanlon-Wachs associent en toute
généralité une théorie d’homologie et montrent sa trivialité lorsque I’on fait le calcul pour
les algebres de Lie (k + 1)-aires libres (qu’ils construisent en termes d’arbres, cf. [H-W]). Il
s’agit de I’homologie du complexe (A*(L), d,) ou la différentielle 9, : A"(L) — A"~*(L)
opére par 0, =0 si r < k et, pour r > k, on a:

(3.2.52) Op(z1 A+ Nzyp) := Z sgN(0)Ty(1) A+  AZg(r—k—1) N [To(r—k) " To(r)]-
0€Sh, g1 k41

Puisque 8, envoie A" (L) dans A"~*(L), il est clair que I’on a une décomposition du complexe
de Hanlon-Wachs en somme directe de k sous-complexes

ooy ARF(D) 2y A DR (D) s ALY 2 AN(L) 50, i=1,... k.

Le (bon) complexe prédit par la théorie des opérades est celui correspondant a la valeur
i = 1, dont nous notons ’homologie HW, (L) et dont on sait qu’il réalise

V sin=0

(Hanlon-Wachs) HW*> (Lie<*> (V) = { :
0 sinon.
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En d’autres termes 'opérade Lie<"> des algébres de Lie (k + 1)-aires est de Koszul, donc
aussi sa duale stAs<"> des algebres (k 4 1)-aires symétriques et totalement associatives.

3.2.53 Remarques.— Observons pour terminer ce paragraphe, qu’étant donnée une
opérade quadratique (k+1)-aire P<F>(E,R) = T(E)/(R) et une P<F>(E,R)-algebre A4, on
k
définit “sa théorie d’homologie opéradique notée Hf< >(E’R)(A)
duale P<k>!':= P<k>(E R)' en considérant le complexe

” dépendant de I'opérade

S (fP<k>!(nk + 1)V ® A®nk+1)2 N ('P<k>!((n _ 1)k + 1)V ® A(X)(n—l)k+1)2

nk+1 (n—1)k+1

ou la différentielle § peut étre vue, a l'instar des travaux de J.-L. Koszul, comme étant
“Uunique anti-dérivation qui coincide avec le produit de l’algébre A en degré (k+ 1) et dont
la premiére trivialité § o 6 = 0 traduit exactement les relations en degré (2k + 1) définissant
l'algébre A”. On peut trouver une variante, avec des coefficients non triviaux, de cette
caractérisation dans l’article de D. Balavoine [Ba).

3.3 Opérade des triples de Jordan (en collaboration avec Marc Wambst).—
Introduites par P. Jordan [Jo] dans les années 30 du siécle dernier, les algébres de Jordan “az-
tomatisent” certaines relations algébriques entre des opérateurs provenant de la Mécanique
Quantique. Ce type d’algebres et leurs avatars furent étudiés de maniéres éparses par divers
auteurs parmi lesquels on peut citer N. Jacobson, K. McCrimmon, K. Meyberg et E. Neher
(...voir la bibliographie générale ci-apres).

Pour fixer les idées et les notations, une algébre de Jordan sur un corps commutatif de
caractéristique nulle (du moins, différente de 2 et 3) est la donnée d’un K-espace vectoriel
J muni d’une opération binaire et commutative * : J X J — J satisfaisant la relation

(3.3.1) a*?*(a*b) =ax* (a*>*b), Va,be J

Par exemple, toute algebre associative binaire (A, .) donne naissance & une algébre de Jordan
(A, *) par

(3.3.2) axb:=(a.b+b.a)/2, Va,be A

Lorsque 'on oublie I’associativité de l’algebre A (i.e., on travaille avec un magma),
Pobstruction & I’associativité de 'algebre (A4, *) s’écrit

Job(a,b,c) := (axb)*c—ax(bxc) = [(a.b+b.a).c+c.(a.b+b.a) —a.(b.c+c.b) — (b.c+c.b).a] /4.
Par conséquent, en supposant que (A, .) est associative, on a
(3.3.3) Job(a,b,c) = ((b.a.c — b.c.a) — (c.a.b— a.c.b))/4 = [b,[a, c]] /4.

De méme, il est clair que 'obstruction & I’associativité de I’algebre de Lie Ap, := (4,[—, —])
canoniquement associée a ’algébre associative (A4,.) est

(3.3.4) Lob(a,b,c) := [[a,b],c] — [a,[b, c]] = —[b,[a,c]] = —4J0b(a,b, c).
Ainsi on obtient un nouveau type d’algebres ternaires que nous baptisons “algébres de Job”

et que nous étudierons comme algebre ternaire au-dessus d’une algebre binaire fixée (voir
aussi 3.5).
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3.3.5 Triples de Jordan.— Revenons aux triples de Jordan qui sont ’objet principal
de ce paragraphe. Rappelons que d’aprés O. Loos [Loo|, K. Meyberg [Me]| et E. Neher [Ne2],
un systéme triple de Jordan est un K-espace vectoriel V muni d’une application quadratique
P :V — Endg(V) satisfaisant les identités

L(z,y)P(z) = P(z)L(y, ),

;%)
L(P(z)y,y) = L(z, P(y)z),

P(P(z)y) = P(z)P(y)P(z)

pour tous z,y € V, ol 'application L(z,y) € Endg(V') est définie par
(3.3.6) L(z,y)z := P(x + 2)y — P(z)y — P(2)y, Vx,y,2 € V.

Z

(STJ)

Mieux, en posant P(z,y) := P(z + y) — P(x) — P(y) Vapplication bilinéaire associée a P,
on peut munir le K-espace vectoriel V' d’un produit ternaire (ou 3-produit)

(3.3.7) {zyz} := P(x,2)y = L(z,y)z, ¥V z,y,z € V.
De maniere évidente, ce 3-produit est partiellement symétrique, c’est-a-dire
(3.3.8) {zyz} = {zyz}, Vz,y,z € V.

De plus, O. Loos [Loo| montre qu’il satisfait un certain nombre d’identités dérivant des
identités (STJ), parmi lesquelles une seule est linéaire, & savoir:

(3.3.9) {zy{zuv}} + {z{yzu}v} = {{zyz}uv} + {zu{zyv}}.

On convient donc d’appeler “Triple de Jordan”, toute algébre ternaire {———} : T7®3 — T
satisfaisant les identités (3.3.8) et (3.3.9). Nous commencgons par comparer les triples de
Jordan aux algébres ternaires étudiées précédemment; puis nous déterminons l'opérade des
triples de Jordan et son opérade quadratique duale. Il se trouve que cette derniere code
les algebres ternaires partiellement associatives et partiellement anti-symétriques, en abrégé
“algébres papas” (cf. 3.3.18).

3.3.10 Exemples de triples de Jordan.— Il est clair que tout systéme triple de Jordan
(V, P) définit un triple de Jordan (V,{— — —}) par (3.3.7). Les spécialistes montrent aussi
que toute “paire de Jordan” dotée d’une involution donne naissance & un systéme triple
de Jordan (cf. [Loo, Introduction], [McCr]|). De plus, il est bien connu que toute algébre
de Jordan peut étre obtenue par une algébre associative binaire. Somme toute, le produit
ternaire dérivant d’une paire de Jordan (A4, ) (ou une algébre associative binaire) est donnée
par

(3.3.11) {abc} :=ax(bxc)—bx*(c*a)+ cx*(axb)=(abc+ cba)/2.

Plus généralement (cf. [1]), on vérifie sans coup férir que

Proposition 3.3.12. Pour toute algébre ternaire totalement associative (A,(— — —)), le
3-produit donné par

{abc} := ((abc) + (cba))/2
confére a lespace A une structure de triple de Jordan que nous notons Ay := (A, {— — —1}).

3.3.13 Remarques.— Soient (Jt) la catégorie des triples de Jordan et (tAs) celle des
algebres ternaires totalement associatives (cf. 3.2). Alors le foncteur
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(3.3.14) (=)s: (tAs) — (Jt), A— Ay

est analogue au foncteur classique de Liesation des algebres associatives:
(3.3.15) (=)L : (As) — (Lie), A~ AL, ([a,b] := ab— ba).

Ce foncteur admet un adjoint & gauche UJ : (Jt) — (tAs) défini par

(3.3.16) UI(V,{- — -} =T (V)/(zoyoz+20y0z — 2{zyz}).

Soit V un K-espace vectoriel et soit T<* (V)s le triple de Jordan associé a l’algebre
ternaire totalement associative libre sur V. Alors on a

Théoréme 3.3.17. Le triple de Jordan libre sur le K-espace vectoriel V' est la sous-algébre
Jt(V) de T<* (V) s engendré par V, c’est-a-dire lintersection de tous les sous-triples de
Jordan de T<* (V) contenant le K-espace vectoriel V.

3.3.18 Algébres papas.— Une algebre ternaire partiellement associative et partielle-

ment anti-symétrique (ou algébre papas en abrégé) est une algebre ternaire (P, (———)) dont
le 3-produit satisfait I’anti-symétrie partielle (abc) = —(cba) et la relation

(3.3.19) ((a1a2a3)aqas) + (a1(azasas)as) + (a1a2(asasas)) =0

pour tous a,b,c,a; € A,i = 1,--- ;5. Comme précédemment ’algébre papas libre sur un

K-espace vectoriel V' peut étre obtenue comme quotient du 3-magma libre sur V' (cf. 3.2.13)
par son idéal trilatére engendré par les relations génératrices (i.e., (3.3.19) et 'anti-symétrie
partielle).

3.3.20 Exemples.— Supposons que V := Vectg{a,b} soit un K-espace vectoriel de
dimension 2 et que nous tronquions toutes les composantes V ©J o1 j > 6 dans 3-magma
libre sur V. Alors on vérifie aisément que le K-espace vectoriel V(a,b) de dimension 7
engendré par

(3.3.21) a, b, (aab),(abb), (aa(aab)), (ba(aad)), (a(abb)b)

est une 3-algebre papas. Pour en fabriquer d’autres, il suffit de remarquer que (cf. 3.2.11 et
3.2.41)

Proposition 3.3.22. Soient S (resp. P) une 3-algébre symétrique et totalement associative
(resp. papas). Alors l’espace vectoriel S® P est une algébre papas pour le 3-produit diagonal
donné par

(3.3.23) (ag ®b0, aq ®b1,a2 ®b2) = (a0a1a2) ®(b0b1b2), Y a; € S, Vb €P.

3.3.24 Remarques.— On observera que si (T,{— — —}) est un triple de Jordan et si
(P, (— — —)) est une algebre papas, alors le K-espace vectoriel ' ® P est une algebre de Lie
ternaire pour le crochet donné par (cf. [G-K, 2.2.9])

[a1 ®b1,a2 @by, a3 ®@b3] := Z sgn(o)pi(as(1), 4o (2), o(3)) ® 1y (bo(1), bo(2), bo(s))
0'€23
i=1,2,3

= 6({a1a2a3} ® (blb2b3) + {a2a3a1} ® (b2b3b1) + {a3a1a2} ® (bgblbz))
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Ici on a considéré les opérations u; : T®% — T et leurs duales p) : P®3 — P données
par

(3.3.25) ui(al,aQ,ag) = {a,,.i(l)a,.i(2)a7.i(3)} et /,Lly(bl,bz,bg) = (bri(l)bri(g)bri(:;)),

ot 7:= (123) € X3, 7% = 7o = (132), et 7° = id.

3.3.26 Dualité de Koszul des triples de Jordan et des algébres papas.— Dans
ce paragraphe, nous définissons I'opérade des triples de Jordan, ainsi que celle des algebres
papas. Puis nous montrons qu’elles sont duales 'une de 'autre. Ceci donne un exemple de
dualité de Koszul des algebres (k + 1)-aires qui semblait manquer dans [8] lorsque 'entier k
est pair.

Soit E le K-espace vectoriel de dimension 3 engendré par les éléments

(3.3.27) X1 :={aza1a3}, X3 :={ar1a2a3} et Xs3:={ajazas}.
L’action de K[¥3] sur E se définit naturellement, par exemple on a

(112 — 37123).X3 = X2 — 3X; ou 1123 = (123) et 712 = (12).
En fait on a surtout

(3328) X1 =7123. X3, X3 =73.X2 et o0.X;= Xcr(i)a o€ X3.

De méme, on considére 1’espace vectoriel F dimension 3 sur K engendré par les éléments
(3329) Y1 = (b2b1b3), sz = (b3b2b1) et Y3 = (blb3b2)

sur lesquels Y3 opere par 0.Y; = sgn(0)Y,(;), 0 € ¥3; puis on I’étend par linéarité sur
Palgebre K[X3]. Des longs et fastidieux calculs réalisés par Marc Wambst permettent
d’établir le résultat attendu

Théoreme 3.3.30 (Gnedbaye-Wambst). Les triples de Jordan (resp. algébres papas) sur
un corps commutatif K de caractéristique nulle sont gouvernées par une opérade quadratique
ternaire Jords = P<3>(E,R) (resp. Papas = P<3>(F,S)) et on a la dualité de Koszul
ternaire

(3.3.31) Jordj = Papas et Papas’ = Jords

ot R C T(E)(5) est le sous-espace vectoriel de dimension 50 sur K engendré par les éléments
(3.3.32) 0.(A+ T35A — TisTos. A — T13.B), o € Ts

et S C T(IF)(5) est le sous-espace vectoriel de dimension 40 sur K engendré par les éléments
(3.3.33) o.(A" + 115m24.A' + B'), 0 € Z5.

Ici on a posé A := {{a1a2a3}asas5} et B := {a1{azrasas}as} (resp. A’ := ((bibabs)bsbs) et
B’ := (b1(b2bsb4)bs)).

3.4 Complexe de Livernet-Wambst pour les triples de Jordan.— Muriel Livernet
et Marc Wambst, par ’approche des {codérivations) introduites par David Balavoine [Ba],
ont montré que 'on a un complexe bien défini pour les triples de Jordan. Il s’agit du
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complexe de chaines (LW, (J), d,) ot la différentielle d,, : J® 2n+1) . j® (2n—1) egt définie
par récurrence par do(z) := 0, d1(z®y® 2) := {zyz} et, pour n > 2, on pose
= <"V(21® ... ® Tong1)

2+ 19y®dp(1® ... @Tapt1)-

(34.1) dpt1(zRY®T1® ... ®T2n41) :

Ici Pon a noté

n

(342) <m’y>($1 R ... ®.’L‘2n+1) = Z (.’L‘l ® ... T5-1 ®5($, Y, a:z) RTi+1® ... ®.’L‘2n+1)
—1

7

{zyz;} sii est impair,
5(%9,%) = { .. .
—{yzz;} sii est pair.

Les vérifications nécessaires se font comme dans le cas des algeébres Leibniz binaires ou n-
aires (cf. [Lol, 10.6.3], [C-L-P]). On la note provisoirement HLW,(J) parce qu’aucun calcul
n’a encore été effectué la-dessus, et nous ignorons si c’est la théorie d’homologie prédite
opéradiquement. Et pendant que nous y sommes, signalons que Casas-Loday-Pirashvili
ont montré que leurs n-algebres de Leibniz avaient un complexe de chaines analogue a
celui de Livernet-Wambst, sans faire allusion aucune aux théories opéradiques récemment
développées. Toutefois, ils obtiennent dans [C-L-P] la trivialité des modules d’homologie
semblable aux trivialités des modules d’homologie (3.2.50) et (3.2.51), par une méthode
dont la joliesse n’a d’égal que celle de la Duchesse d’Angouléme ou la jeunesse rebelle de
Winona Ryder. Il serait bon de s’en inspirer pour la recherche d’une théorie d’homologie
satisfaisante pour les triples de Jordan ou les algebres de Jordan déja abordées sans grand
succes par N. Glassmann. Apparemment, le complexe de Livernet-Wambst serait plutot
celui donnant 'homologie de Quillen des triples de Jordan, ce qui est largement suffisant
pour avancer.

3.5 Perspectives [En collaboration avec J.-L. Loday et M. Wambst, cf. [10]].—
On se propose d’étudier la notion de lissité pour des algebres sur une opérade quelconque.
Une premiere généralisation pour les algebres associatives a déja été faite par J. Cuntz et
D. Quillen (baptisée algebre quasi-libre). L’un des buts est de trouver une notion de formes
différentielles dans ce cadre avec une généralisation du théoréme de Hochschild-Kostant-
Rosenberg.
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