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Introduction

Dans le mémoire suivant, nous présentons nos travaux en vue d’obtenir ’habi-
litation & diriger les recherches. Nous traitons divers problemes de géométrie
kahlérienne globale via la théorie des courants positifs fermés. Ces probléemes
peuvent étre regroupés en trois themes principaux.

1. Effectivité numérique au sens analytique, et groupe fon-
damental des variétés kahlériennes compactes a premiere
classe de Chern nef

En géométrie algébrique, les diviseurs nefs ont un réle important dans toutes
les questions de semi-positivité. Bien que la terminologie “nef” soit relativement
récente (introduite par S. Kleiman dans les années 1980), cette notion est déja
présente par exemple dans les travaux de O. Zariski qui datent des années 1960
(voir [57]).

Du c6té analytique, J.-P. Demailly, Th. Peternell et M. Schneider ont introduit
une version analytique de D'effectivité numérique.

Nous montrons que la propriété “nef” est invariante par mophismes surjectifs
entre de variétés complexes compactes (seul le cas des morphismes a fibres equidi-
mensionnelles etait connu auparavant, par les travaux de Demailly et al.) Notre
résultat permet de définir de fagon cohérente une notion d’effectivité numérique
analytique sur les espaces singuliers, et généralise I’énoncé analogue dans le cas
algébrique.

Le groupe fondamental des variétés kahlériennes compactes dont la premiere
classe de Chern vérifie des propriétés de positivité a intéressé beaucoup d’auteurs
(voir le paragraphe 1.3 pour quelques résultats dans cette direction). Concernant
les variétés kahlériennes a premiere classe de Chern nef, nous avons montré dans
[44] que leur groupe fondamental est presque-nilpotent.

2. Géométrie du cone de Kahler des variétés complexes
compactes

La deuxiéeme partie est articulée autour de la caractérisation numérique du
cone de Kahler d’une variété kahlérienne compacte. Il s’agit d’un travail récent
[19], en collaboration avec J.-P. Demailly, qui généralise le critére d’amplitude
classique de Nakai-Moishezon.

Dans le méme esprit, il convient de citer les travaux de F. Campana et Th.
Peternell, qui ont donné un énoncé de type Nakai—-Moishezon pour les classes
{a} dans le groupe de Neron—Severi réel. Une version de Nakai-Moishezon a été
obtenue par Ph. Eyssidieux pour les classes dont I'image inverse sur un revétement
infini devient entiere (pour ceci, il utilise des techniques de cohomologie L?). Le
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théoréme principal de [19] etait connu seulement dans le cas des surfaces, grace
aux travaux de A. Lamari et N. Buchdal.

L’outil fondamental est la méthode de concentration de la masse developpée
dans [48]. Cette methode généralise la technique initiée par J.-P. Demailly en 1993
dans son approche de la conjecture de Fujita. La théorie de de courants positifs
fermés joue un role important.

3. Courants associés aux courbes entiéres

Derniérement, notre travail a porté sur les courbes entieres Zariski denses
tracées sur les variétés projectives. Un probleme important dans ce vaste domaine
est la conjecture de Green-Griffiths: toute courbe entiére tracée sur une variété
projective de type général est contenue dans une sous-variété algébrique propre.

Une contribution récente tres importante a ce sujet a été apportée par M. Mc-
Quillan. Parmi les technique nouvelles qu’il introduit, nous nous sommes intéressés
a celle qui consiste a associer un courant positif fermé T'[p]| & une courbe entiére
Zariski dense ¢ : C — X. Intuitivement, le courant T[y] peut étre vu comme
une fagon de “compactifier” la courbe entiere ¢. Dans ’analyse des courbes tan-
gentes aux feuilletages holomorphes, le travail de McQuillan montre 'importance
d’étudier les courants T'[¢| qui sont singuliers le long des sous-variétés de X.

Ainsi, nous avons cherché & developper dans [50] une théorie métrique pour
les courants associés aux courbes entieres. Nos résultats principaux établissent
des propriétés numériques de la classe de cohomologie {T'[¢]}, sous ’hypothése de
I'existence de divers types de singularités du courant T[¢]. Si ¢’ : C — P(Tx)
désigne la dérivée projectivisée de ¢, nous établissons également une correspon-
dance entre les courants T[] et T[¢'].



Premiere partie

Effectivité numérique au sens analytique

Nous commencons par esquisser la facon dont se dégage la notion d’effectivité

numérique au sens analytique. Ensuite, nous présentons les résultats principaux
des articles [44], [46] et [47] issus de la thése.

1.1 Géométrie différentielle des fibrés amples

Considérons une variété complexe compacte X, de dimension égale a n. Pour
n = 1, on peut toujours trouvé un plongement de X dans un espace projectif, par
des travaux classiques.

Sin > 2, des tels plongements n’existent pas en général. Toutefois, un résultat
positif dans cette direction a été établi par K. Kodaira (1954). Soit L un fibré
en droites holomorphe sur X. On peut le munir d’'une métrique hermitienne h de
classe C*° ; localement, dans une trivialisation sur un ouvert U, on a Lj;; = U x C,
et la métrique h est décrite par son poids ¢, h(z,v) = |v|? exp(—2¢(x)). La forme

de courbure O (L) de (L, h) est donnée localement par %85¢ ; c’est une 2-forme
7
fermée de type (1,1) sur X, et sa classe de cohomologie vaut cq(L).
Une forme « de type (1,1) sur X s’écrit localement,

a=1 E ajdej A dzg,
1<7,k<n

et une telle forme est dite positive si c’est la partie imaginaire d’'une métrique
hermitienne. Un fibré L est dit ample si 'application associée a la série linéaire
|kL| est un plongement, pour tout entier k assez grand. Le résultat de Kodaira
est le suivant (voir [31]).

Théoréme (Kodaira).Soit X une variété compleze compacte, et L un fibré en
droites holomorphe sur X. Alors L est ample si et seulement si il peut étre muni
d’une métrique lisse h dont la forme de courbure est strictement positive.

Dans beaucoup de questions de semi-positivité en géométrie algébrique, la
notion d’effectivité numérique joue un role trées important.

Définition. Soit X une variété projective, et soit L un fibré en droites holomor-
phes sur X. On dit que L est numériquement effectif (nef en abrégé) si l’inégalité
fc c1(L) > 0 est satisafite pour toute courbe algébrique C C X.

Grace aux travaux de S. Kleiman [28], [29], tout fibré nef est limite de Q-fibrés
amples.

Du cé6té analytique, Demailly, Peternell et Schneider ont donné dans [17] une
reformulation de 'effectivité numérique.



Théoréme (Demailly et al.). Soit X une variété projective, et (L, h) un fibré
en droites sur X. Alors L est nef si et seulement pour tout € > 0, il existe une
fonction f. € C*(X) telle que

Oy (L) +i00f. > —ew

ot w est une métrique sur X.

On peut donc redéfinir la notion d’effectivité numérique sur une variété complexe
compacte par cette caractérisation (voir les articles [16], [17]).

1.2 Classes nef et courants positifs fermés

Soit X une variété complexe compacte ; on considére le groupe de d9—cohomo-
logie H g ’5‘1 (X, C), des formes fermées de type (p, ¢), modulo I'image de 'opérateur

00. Si X est kihlérienne, ces groupes coincident avec les groupes de Dolbeault.
Compte tenu du théoreme précédent, la notion d’effectivité numeérique introduite
par Demailly et al. dans [17] est la suivante.

Définition. Soit X une variété complexe compacte, munie d’une métrique w,
et soit {a} € H;’gl(X, R) une classe réelle de type (1,1) sur X. On dit que la
classe {a} est nef si pour chaque € > 0 il existe un représentant a. € {a} tel que
e > —cw sur X.

On connait des exemples (voir [17]) qui montrent qu’une classe nef ne contient
pas toujours des représentants semi-positifs, de classe C*°. Néanmoins, toute suite
extraite de la famille (a.)c.>0 admet une limite au sens faible (quitte & passer a
une sous-suite), et cette limite sera un courant positif fermé. On rappelle trés
brievement cette notion, car elle sera déterminante pour la suite.

L’espace des courants de type (p,p) est le dual de Pespace de Fréchet des
formes C* de type (n —p,n —p). Un courant T' est donc une forme différentielle &
coefficients distributions. Localement sur un ouvert U, un courant de type (p,p)
s’écrit sous la forme T = i”2 Z Trydzr NdzZj, ou Try sont des distributions sur U.
On dit que T est un courant positif si pour tout choix de coefficients complexes
A1, la distribution Y ArAsTrs est une mesure positive.

Exemple 1. Le courant d’intégration associé a une sous—variété analytique com-
pacte p—dimensionelle Y de X est défini par la formule

1.8 = [ 5

reg

ou 3 est une forme différentielle de type (p,p), et Yiez désigne 'ouvert de points
réguliers de Y. Il est clair que le courant [Y] est positif; le fait qu'’il soit fermé est
da a Lelong (voir [34]).

Exemple 2. Supposons qu’on ait une famille bornée {Qx} C H;’g (X, R), telle
que les représentants (2 soient positifs. Le théoréeme de précompacité pour les
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courants positifs fermés montre qu’on peut extraire une limite faible des (%) au
sens des courants. Alors, toute classe nef contient un courant positif fermé, mais
en général ce courant est singulier.

On peut donc penser a un courant positif fermé 7' comme généralisation d’un
cycle analytique. Ce qui remplace la notion de multiplicité est le nombre de Lelong
v(T, z) := lim,, o f|w|<r T A (108 log |w|?)™ =P (voir [12], [51]) ol les w = (w1, ...wy,)
sont des coordonnées locales centrées en . Ces nombres mesurent les singularités
logarithmiques du courant 7' au point z.

On note E.(T) l'ensemble des points de z € X tels que v(T,z) > c. Les
résultats suivants sont fondamentaux dans la théorie de courants (voir [51], [14]).

Théoréme (Siu). Soit T un courant positif fermé de type (p,p); alors pour tout
¢ > 0, ’ensemble de niveau E.(T) est analytique.

On dit qu'une fonction ¢ a des singularités analytiques si elle est congrue
localement & log(|f1|*+...+|fx|?) modulo des fonctions de classe C*°; les (f;) sont
des fonctions holomorphes.

Théoréme (Demailly). Soit T = a+1i09¢ un courant fermé de type (1,1) sur une
variété X munie d’une métrique w. On suppose qu’il existe une forme continue 7y
sur X telle que T > ~. Alors pour tout € > 0 il existe une fonction ¢. dont les
singularités sont logarithmiques, qui vérifie T. := a+1i00¢. > v —ew pour chaque
e > 0; de plus, on a Uinclusion | 5o Ec(T:) C U5 Ee(T)

Autrement dit, quitte a perdre un peu de positivité, on peut toujours travailler
avec des courants a poles logarithmiques.

1.3 Propriétés générales des classes nef.

D’apres Fujita ([23]), la propriété d’effectivité numérique est invariante par
les morphismes surjectifs entre variétés projectives. Notre théoreme généralise ce
résultat dans le cas des variétés holomorphes compactes quelconques.

1.3.1 Théoréme. ([46]) Soit f : Y — X wune application holomorphe surjective,
X etY étant des variétés complexes compactes, et soit {a} € H;g(X, R) une

classe réelle de type (1,1) sur X. Alors {a} est nef si et seulement si f*{a} est

nef.

Soit X une variété de Moishezon. Une telle variété possede “assez de courbes”
pour que la définition algébrique d’un fibré nef soit 1égitime. On peut se poser
naturellement la question de ’equivalence des deux notions d’effectivité numérique,
au sens algébrique et respectivement au sens métrique. La solution de ce probleme
est donnée par le corollaire suivant (voir [46)):

1.3.2 Corollaire. Soit X une variété de Moishezon, L — X un fibré en droites.
Alors L est nef au sens algébrique si et seulement si L est nef au sens métrique.

Dans le méme ordre d’idées, on peut généraliser un critéere d’amplitude de
Grauert.



1.3.2 Théoréeme ([46]). Soit X une variété complexe compacte. Alors la classe
de cohomologie {T'} d’un courant positif de type (1,1) est nef si et seulement si

pour toute composante irréductible Z C U E.(T) la restriction {T'}|z est nef.
c>0

Cet énoncé joue un role important dans notre travail ultérieur, et nous allons
donner quelques idées de la preuve. Choisissons une forme lisse o dans la classe
de cohomologie de T'; comme on travaille avec la d9-cohomologie, il existe une
fonction réelle ¢ sur X, telle que

T = a+1i00¢.

Le théoreme de régularisation des courants donne pour chaque € > 0 une fonc-
tion ¢. sur X, réelle, lisse en dehors d’un ensemble analytique Z. contenu dans
Ueso Ee(T), telle que

T. :=a+ i00¢. > —cw.

On utilise maintenant ’hypothese afin d’éliminer les singularités de 7., avec une
perte de positivité de taille e. On suppose pour simplifier que Z. est un ensem-
ble analytique irréductible. Comme {T'},z, est nef par hypothese, on obtient un
voisinage V; de Z. dans X et p. € C* (V) tels que

o+ 165/)5 > —Ew

dans V. Alors on peut choisir une constante C, > 0, telle que la fonction 55 =
MaXreg (P — Cs, ¢c) soit de classe C*°(X). Des résultats standard en théorie des
fonctions plurisousharmoniques (voir [34]) montrent que

a+i00¢. > —cw.

Si Z. a plusieurs composantes irreductibles, on utilise la récurrence pour déduire
Pexistence des fonctions p;.

1.4 Variétés kahleriennes compactes a premiére classe de Chern nef

Mentionnons quelques résultats concernant le groupe fondamental des variétés
compactes dont la premiere classe de Chern vérifie certains propriétés de positivité.

Si X est une variété projective telle que c;1(X) est positive, alors X est
simplement connexe d’aprés un théoréeme de Kobayashi, voir [30]. Le théoréme
de Cheeger-Gromoll [10] montre que si ¢1(X) est semi-positive, alors 71 (X) est
presque-abélien. En ce qui concerne I’étude des variétés kahlériennes dont ¢ (X)
est nef, les travaux de Demailly et al. dans [16] montrent que 71 (X) est un groupe
a croissance sous-exponentielle.

Nous avons obtenu un résultat plus précis, en nous appuyant sur la tech-
nique de [16] ainsi que sur les résultats de Cheeger-Colding concernant les espaces
métriques a courbure de Ricci minorée (voir [9]).
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1.4.1 Théoréeme ([44]). Soit X une variété kihlérienne compacte de dimension
n, avec c1(X) nef. Alors m1(X) admet un sous-groupe nilpotent d’indice fini.

Dans I’étude du groupe fondamental des variétés kahlériennes compactes I’applica-
tion d’Albanese joue un role trés important. Soit ¢(X) = h'(X, Ox) lirrégularité
de X et ay,...,aq une base de 1-formes holomorphes. Les «; étant fermées, on
peut considérer ’application

)?—)Cq, azl—>(/ 041,..,/ aq)
xo xQ

o X désigne le révétement universel de X et zy un point quelconque. Si on
note A Porbite du point z par m1(X), la théorie de Hodge implique que A est un
réseau dans C? et alors 'application ci-dessus définit par passage au quotient une
application

ax : X — Alb(X) :=C?/A

qui est par définition I'application d’Albanese de X.

Question. Le probléme suivant proposé dans [16] reste encore ouvert.

Soit X une variété kihlérienne compacte de dimension n, avec c1(X) nef. Alors
le morphisme d’Albanese ax est surjectif.

Cette conjecture a été confirmée par Q. Zhang pour les variétés projectives,
en utilisant des méthodes de caractéristique p, voir [58].

Dans 'article [47], nous démontrons 'inégalité suivante:

1.4.2 Théoreme ([47]). Soit X une variété kdhlérienne compacte de dimension
n, avec c1(X) nef. Alors h1(X,0x) < n.

Soit B une 1-forme holomorphe sur (X,w). Si la courbure de Ricci de w
est minorée par —\, (A > 0), on montre dans [49] qu’en moyenne, la différence
182 . — |82, est majorée par une quantité qui dépend seulement de la norme
globale ||B]|z2(x,w), de A, et du volume de (X,w). Comme conséquence on obtient

le théoréme suivant:

1.4.3 Théoréme ([49]). Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite
de métriques kdhlériennes (wi)r telles que chaque métrique wy, appartient a une
classe de cohomologie fizée {w1}, la courbure de Ricci étant minorée par —1/k et
le diamétre Dy, := diam(X,wy) étant majoré par une constante qui ne dépend pas
de k. Alors le morphisme d’Albanese de X est surjectif.



Deuxieme partie

Cones positifs en géométrie kahlerienne

Le paragraphe 2.1 de cette deuxieéme partie contient une description numérique
du cone de Kahler d’une variété kahlérienne compacte; c¢’est un résumé de 'article
[19]. Quelques conséquences récentes des techniques que nous avons introduit dans
[19] sont présentées dans 2.2.

2.1 Caractérisation numérique du cone de Kahler

Dans ce paragraphe, X désignera une variété kdhlérienne compacte (sauf men-
tion explicite du contraire). Le cone de Kahler de X est le sous—ensemble

X c HHY(X,R) := HY(X,C) n H*(X,R),

formé des classes de cohomologie des métriques kdhlériennes sur X (les éléments
de X sont parfois appelés des classes kdhlériennes). Le céne K est convexe et
ouvert, et son adhérence dans H"'(X,R) est exactement le cone des classes nefs.
Le cone positif de X est le sous-ensemble

P c HY'(X,R)

formé des classes de cohomologie {a} € H"!(X,R) qui vérifient [, o? > 0, pour
tout entier p et toute sous—variété analytique compacte p—dimensionnelle Y C X.

En collaboration avec J.-P. Demailly, nous avons obtenu dans [19] une descrip-
tion numérique de I'’ensemble K.

2.1.1 Théoréme ([19]) Soit X une variété kihlérienne compacte. Alors son céne
de Kahler X est une composante connexe du cone positif P.

En substance, ce résultat montre que le cone de Kahler de X dépend seulement
de la forme d’intersection sur ’anneau de cohomologie, de la structure de Hodge,
et des classe d’homologie des cycles analytiques.

Notre technique de démonstration est trés différente de celles employes anté-
rieurement, qui utilisent de manieére esentielle I'existence de sections hyperplanes
et la formule de Riemann-Roch. En revanche, nous utilisons la méthode de con-
centration de la masse. A la base de cette méthode, se trouve le théoréme de S.-T.
Yau (voir [56]) sur ’équation de Monge-Ampere.

Théoreéme (Yau). Soient (X,w) une variété kahlérienne compacte et f € C*(X)
telle que [, w™ = [ exp(f)w™. Alors il existe une métrique kihlerienne & € {w},
telle que @™ = exp(f)w™.

Le théoreme suivant constitue le pas décisif dans la démonstration du théoreme
2.1.1. Nous en avons obtenu une premiére version dans le preprint [48]; voici la
version de l'article [19].

10



2.1.3 Théoréme ([19]).S0it (X,w) une variété kihlérienne compacte de dimen-
sion n, et considérons {a} € H"'(X,R) une classe nef, tel que [, o™ > 0. Alors
{a} contient un courant kdhlérien, i.e. un courant T, tel que T > cw, pour un
certain € > 0.

Avant de discuter les idées centrales de la preuve de 2.1.3, rappelons le théoréme
suivant de Y.-T. Siu [54], qui donne une réponse positive a la conjecture de
Grauert—Riemenschneider: Soit X est une variété complexe compacte, et (L,h)
un fibré en droites holomorphe sur X, dont la forme de courbure ©p (L) est semi—
positive. Si on a [y Ox(L)" > 0, alors le fibré L est big (et en particulier, X
est biméromorphe a une variété projective). Le théoréeme précédent peut étre vu
comme une version transcendante du théoreme de Y.-T. Siu; 'aspect déplaisant
dans 2.1.3 est qu’on doit faire a priori I’hypothése que X est une variété kahlé-
rienne.

Si Y C X est une sous variété analytique fermée de codimension p, alors
sous I’hypothése de 1.3.3, la méthode de concentration de la masse permet de
construire un courant © dans la classe {a}?, qui domine un multiple du courant
d’intégration sur Y (autrement dit, on montre ’existence d’un courant positif dont
on peut imposer des péles logarithmiques sur Y').

Supposons pour simplifier que la variété X soit projective; alors les arguments
de la démonstration du 2.1.3 dans le preprint [48] sont les suivantes. Soit L — X
un fibré trés ample, muni d’une métrique h, et soit H = (¢ = 0) une section
hyperplane. Pour chaque £ > 0, considérons la fonction

fe,rr = 1log(e* + |o 7).

Il existe une constante C' > 0, telle que pour tout £ > 0, on ait i@gfa,H > —C/2w
sur X.

On définit la (1,1)—forme w, := w + i/COIf- i ; la masse de w, est bornée
uniformément par rapport a £, et un peut montrer que toute limite faible de (w¢)->0
est un courant positif fermé 7' qui domine un multiple du courant d’intégration
sur ’ensemble analytique H. Ce courant se trouve dans la classe {w}.

Soit {a} € H!(X,R) une classe nef, telle que [, o™ > 0; alors pour tout
e > 0, la classe {a+¢cw} est kihlerienne, et le théoréme de Yau montre qu’il existe
¢e € C®(X) telle que

(1) (@ +ew +i00¢. )" = Cew?

et telle que o + ew + i00¢. > 0. Dans (1), C. est la constante de normalisation
du volume. L’hypothese [ @™ > 0 montre 'existence d’un nombre ¢ > 0, tel que
C. > 0, pour tout ¢ > 0. Lorsque ¢ tend vers zéro, une partie de la masse du
membre de droite de I’équation (1) va se concentrer sur H. Une analyse “ad-hoc”
de la famille d’équations (1) montre que toute limite faible extraite de la famille
(a+ew+i00¢.) est un courant positif fermé © dans la classe de cohomologie {a},
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tel que ©® > §p[H| pour un certain 6y > 0. Mais le courant d’intégration [H] est
cohomologue & une classe kahlerienne, d’ou le résultat 2.1.3.

Si X est seulement supposée kahlérienne, les changements qu’on doit effectuer
sont les suivants (voir [19]). Soit Y C X est une sous variété analytique fermée de
codimension p, qui n’est pas necessairement une intersection complete. On peut
lui associer une famille de fonctions f.y € C*(X) telles que:

(1) Localement en chaque point zo € X, on a f.y(w) = log(e® + P l9;(w)|?),
modulo de termes uniformément bornés par rapport & ¢ en norme C°. Les
fonctions (g;) sont les équations de Y au point .

(2) 1 existe une constante C telle que i90f.y > —C/2w sur X, pour tout € > 0.

Pour les détails de cette construction, on se refere a [13], [19]. Ensuite on emploie
les mémes arguments qu’auparavant, afin de trouver un courant © dans la classe
de cohomologie {a}?, tel que © > §p[Y].

Pour finir, on a recours a ’astuce suivante: considérons la diagonale A dans
la variété produit X x X. Si m; et mo désignent les deux projections de X x X
vers X, par le procédé précédent on obtient un courant © € {rfa + mia}™, qui
domine un multiple positif de [A]. Ensuite, une vérification rapide montre que
T := m14(0O A miw) est un courant kahlérien, dans la classe {a}.

Expliquons maintenant de quelle facon I’énoncé 2.1.3 intervient dans la preuve
du critere 2.1.1. Tout d’abord, on a I'inclusion évidente X C P, et par ailleurs le
cone de Kahler X est un ensemble ouvert. Il reste a vérifier que X est également
fermé dans P, et pour ceci considérons {a} € XNP. Une telle classe de cohomologie
est automatiquement nef, et vérifie [ x @™ > 0. Grace au théoreme 2.1.3, on obtient
un courant T' € {a}, tel que T > éw, pour un certain réel 6 > 0. Le courant T
est a priori est tres singulier, car il est obtenu comme limite faible. Toutefois, le
théoreme de régularisation des courants dans 1.2 montre qu’on peut supposer les
singularités de T' analytiques, concentrées le long de ’ensemble Z C X. Enfin, un
raisonnement par récurrence, et la proposition 1.3.2 achévent la preuve.

Voici un exemple de variété pour laquelle le cone P n’est pas connexe. Con-
sidérons un tore complexe générique X = C" /A ; il est bien connu que X n’admet
pas de sous-variétés propres de dimension positive. Le cone P sera donc décrit
par une seule relation [ x " > 0. Pour X générique, P est I'ensemble des formes
hermitiennes sur C"*, dont le déterminant est positif. Les composantes de P sont
les formes de signature (p, q), avec p+ ¢ = n et g pair.

Néanmoins, si la variété X est projective, 'ensemble P est toujours connexe.
Mis a part les travaux [8], [22] et le cas des surfaces [7], [36] déja mentionnés dans
I'introduction, ce théoréeme est entierement nouveau.

2.1.2 Théoréme ([19]). Soit X une variété projective. Alors {a} € K si et
seulement si on a fY aP > 0, pour tout entier p et toute sous—variété algébrique
p—dimensionnelle Y C X.

En conclusion, nous obtenons une généralisation du critere d’amplitude classique
de Nakai-Moishezon. Ce critére décrit numériquement l'intersection XNH?(X, Z):
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Théoréme (Nakai-Moishezon). Soit X une variété projective, et L un fibré en
droites holomorphe sur X . Alors c¢1(L) contient un représentant strictement positif
si et seulement si on a fY c1(L)? > 0, pour tout entier p et pour toute sous-variété
Y C X de dimension p.

Le théoreme 2.1.1 admet le corollaire suivant, qui caractérise la cone nef “a la
Kleiman”.

2.1.5 Théoréme ([19]). Soit X une variété kahlérienne compacte. Une classe de
cohomologie {a} € H (X, R) est nef si et seulement si elle vérifie [, arwP™! > 0,
pour toute sous—variété analytique p—dimensionelle Y C X et pour toute métrique
kahlérienne w sur X.

On peut appliquer le théoréme 2.1.1 a la théorie des déformations. Considérons
7w : X — A une famille holomorphe de variétés kahlériennes compactes. La question
est de comprendre la variation du cone de Kahler X, de X; ; pour ceci, rappelons
que la décomposition de Hodge

HQ(Xta(C) = H2’O(Xt7(c) @Hl’l(Xt,(C) @H0’2(Xtac)

induit une décomposition au niveau de la connexion de Gauss—Manin sur H?2

V2.0 * *
V= x Vbl o«
* * V0.2

Le théoréme suivant montre que pour une fibre trés générale, le cone K; est
indépendant de t.

2.1.6 Théoréeme ([19]). Soit w : X — A une déformation de variétés kihlériennes
compactes sur une base irréductible A. Le cone de Kahler de X; est invariant par
le transport paralléle associé a la partie (1,1) de la connexion de Gauss—Manin,
pour t trés général sur la base A.

Question Dans ce contexte, le probleme suivant est proposé dans [19], en rappport
au théoréme de stabilité de Kodaira-Spencer [32].

Soit X — S une déformation de variétés complexes compactes sur une base
irréductible S. On suppose que l'une des fibres X, est kahlérienne. Alors il existe
une réunion dénombrable d’ensembles analytiques S' C S tel que X est une variété
kahlérienne, pourt € S~ S’.

D’autres applications du théoreme 2.1.1 ont été trouvés par D. Huybrechts et S.
Boucksom. Ainsi, D. Huybrechts montre dans [26] que le céne de Kahler d’une
variété hyperkahlérienne tres générale est une composante connexe du cone positif
défini par la forme quadratique de Beauville-Bogomolov. S. Boucksom a donné
dans [2] une nouvelle preuve du théoréme suivant, dii & Moishezon ([42]) : toute
variété kahlerienne et de Moishezon est projective.
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2.2 Volume des classes pseudo—effectives

Dans une série d’articles ([21], [23]), motivés d’une part par la recherche d’un
analogue en dimension supérieure de la décomposition de Zariski, de ’autre par
une compréhension algébrique de 'inégalité d’auto—intersection de J.-P. Demailly
(voir [15]), il s’est dégagé la notion de volume d’un fibré en droites L sur X. Ainsi,
on définit

v(L) := lim sup ihO(X, LF).
k—oo km

Un résultat de T. Fujita ([21], voir également [18]) montre que le volume
d’un fibré en droites peut étre calculé comme suit: pour tout £ > 0 il existe une
modification p. : X, — X et une décomposition p*L = D, 4 E, telle que D,
soit ample, E. soit effectif, et v(L) > D? > v(L) — . On a une interprétation
géométrique du volume, obtenue par Demailly, Ein et Lazarsfeld dans [18]. Pour
chaque k > 0, on note By l’ensemble base de la série linéaire |kL|. Le nombre
d’intersection libre de |kL| est défini par (kL) := [D;N..N D, N X\ By, o
(Dj) sont des diviseurs généraux dans |kL|. Alors il est montré dans [23] que

: (kL)
v(L) = lim sup .
k—oo k

Une autre interprétation (analytique) a été trouvée par S. Boucksom dans [1].
Il montre que

o= s [ o,
T>0,T€ci(L)J X

ou T,. est la partie absolument continue de la décomposition de Lebesgue du

courant 7. Ensuite, il définit le volume d’une classe {a} par I’égalité précédente,

et il montre qu’on a un résultat parfaitement analogue a celui de Fujita, quitte a

remplacer le diviseur ample D, par une métrique kahlérienne w,.

Dans [2], S. Boucksom montre que la méthode de démonstration du théoréme
2.1.1 est assez flexible pour I'appliquer de fagon uniforme aux modifications X, et
il déduit le résultat suivant: une classe pseudo—effective {a} contient un courant
kdahlérien si et seulement si son volume est positif.

En s’appuyant sur des idées de la preuve de 2.1.1, J.-P. Demailly et Th. Peter-
nell aboutissent dans [20] & la caractérisation suivante des fibrés pseudo—effectifs.
On note &€ C HY!(X,R) ’ensemble des classes de courants positifs fermés de type

(1,1).

Théoréme (Demailly-Peternell) Soit X une variété projective, et L un fibré en
droites sur X. Alors ¢1(L) € € si et seulement si L - C > 0, pour toute courbe C
qui fait partie d’une famille couvrante.

Question. Dans le projet [3], nous avons en vue une version transcendante de ce
résultat, et pour ceci, il suffirait de montrer I'inégalité suivante.

Soit X une variété kahlérienne compacte, et soient wy,ws deuxr métriques kahlé-
riennes sur X. Alors

(2) v(wy — we) > / wy — n/ WA ws.
b'e X
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Si les deux classes wi,wy sont entieres, alors I’estimation du volume de leur
différence (2) est connue (voir [18]). Dans la cas d’une variété projective X, nous
démontrons dans [3] ’énoncé suivant.

2.2.1 Théoréme ([3]). Soit X une variété projective de dimension n. Il existe
une constante C(n) = O(n3), telle que si w est une métrique kahlérienne sur X et
A est un diviseur ample, on ait

v(w—A)Z/Xw"—C(n)/Xw"_l/\cl(A).

Cette inégalité s’obtient toujours par la concentration de la masse, en utilisant
une famille d’équations de Monge-Ampere adaptée. Peut-étre, la constante opti-
male C(n) = n (qui semble nécessaire pour le résultat qu’on a en vue) pourrait
s’obtenir par les méthodes spectrales utilisées par L. Laeng (voir [33]).

Question. Pour beaucoup de probléemes en géométrie complexe, il serait tres utile
de disposer d’une version transcendante des inégalités de Morse holomorphes de
J.-P. Demailly.

Soit X une variété complexe compacte, et soit o une forme différentielle réelle
fermée de type (1,1) sur X. On note X (o, < 1) le sous—ensemble des x € X tel
que oy a au plus une valeur propre négative. Alors v(a) > fX(a <1) a”.

Une fois de plus, si {a} € HVY(X,R) N H?(X,Z), la réponse a cette question
découle des inégalités de Morse holomorphes (voir [2]).

La question précédente est également résolue dans [3] pour les variétés hy-
perkahleriennes. Considérons une variété hyperkahlerienne X, et une forme diffé-
rentielle fermée a de type (1,1) sur X, qui vérifie la condition intégrale de 1’énoncé
précédent. Alors il existe une suite () C H?(X, Q) telle que ||a—ay|| < 1/k. Des
résultats standard dans la théorie des variétés hyperkdhleriennes (voir le travail
de D. Huybrechts [25] et les références dans cet article) montrent qu’il existe une
famille XX — S telle que Xy = X, et pour une suite (si) convergent vers zéro, la
classe {ax} est de type (1,1) sur la fibre X;, . Le résultat est alors une conséquence
de la propriété de semi—continuité du volume, combinée avec les inégalités de Morse
holomorphes sur les fibres voisines.
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Troisiéeme partie
Courants associés aux courbes entieres

Dans cette partie, notre travail porte sur le comportement asymptotique des
courbes entieres Zariski dense. Les parties 3.2 et 3.2 constituent un résumé du
travail [50].

3.1 Préliminaires

Commencons par fixer une métrique kahlérienne w sur X, et soit ¢ : C — X
une courbe entiere Zariski dense. L’indicatrice de croissance de ¢ par rapport a w
est classiquement définie par

T dt ,
T(w,r):/ 7/ rw
0 A(t)

ot A(t) C C est le disque de rayon ¢. Si w est la forme de courbure d’un diviseur
hyperplan H, la théorie de Nevanlinna offre un équivalent asymptotique pour la
quantité T'(p, ), lorsque r — oo.

Soit H = (o = 0) la section canonique de O(H), et (2;) C C l’ensemble des
points ou ¢ o ¢ = 0 ; on note (v;) leurs multiplicités. Alors on a (voir [24], [55])

r 1 27 1
br1=2. w1 or Jy 8 e+ OO

Autrement dit, le terme principal de T'(p,r) compte les intersections de I'image
de ¢ avec H.

M. McQuillan associe & ¢ un courant positif fermé de la facon suivante: pour
tout réel positif r, considérons le courant de type (n — 1,n — 1) défini par

T dt *
0 TfA(t)‘P «

T(p,7)

(Trl¢l, @) :=

ol « est une forme de type (1,1), de classe C* sur X. Maintenant si (r) est une
suite qui tend vers l'infini, la famille de courants T}, [¢] est de masse uniformément
bornée, donc par précompacité, admet une limite faible, notée T[p]. C’est un
courant positif, et de plus, quitte & bien choisir la suite (rg), il sera fermé (cette
affirmation est une conséquence des résultats classiques d’Ahlfors et Nevanlinna).
Avant de présenter une propriété numérique de T'[¢], voici des exemples, dus a M.
Brunella (voir [4]).

(1) Si¢:Cr— P! x P! est définie par ¢(z) = (z,€?), alors T[p] = [co x P1].
(2) Si ¢ :C +— P! x P! est définie par ¢(z) = (€%, €*?), alors T[y] = [oo x P] +
[0 x P}] + [P x oo] + [P! x 0] (A une constante positive pres).
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Le résultat suivant est une version du premier théoreme fondamental dans la
théorie de Nevanlinna. Comme dans le chapitre précédent, on note & ’ensemble
de classes de cohomologie de courants positifs fermés de type (1,1).

3.1.1 Proposition ([50]) Soit X une variété kihlérienne compacte, et soit ¢ :
C — X wune courbe entiére Zariski dense. Si a € €, alors (T[¢], ) > 0.

Le cas ou « est la classe de Chern d’un fibré effectif est di a M. McQuillan, voir
[37].

Dans le paragraphe suivant, nous indiquons quelques conditions qui assurent
la positivité stricte dans 1'inégalité 3.1.1.

3.2 Multiplicités et nombres de Lelong généralisés de T'[¢]

Soit Y C X un sous-ensemble analytique, et T'[¢] le courant associé a la courbe
¢ : C— X. On dispose de deux invariants pour mesurer la singularité de T[] le
long de Y. D’une part on a le nombre de Lelong générique v(T[¢],y), et d’autre
part on a la multiplicité de McQuillan, définie par

de

1t(T[),Y) := 1 ! e 1 [ i
mult(T"[¢], )-—kil_)lilom(ZVg Og@‘i‘/o (loge — ¢y (p(rxe )))Jr%)

ol Yy est une fonction qui a des pdles logarithmiques d’ordre 1 sur Y, telle que
sa forme hessienne soit bornée inférieurement.

Exemple. Si 'ensemble Y est réduit a un point ¥ = yg, soit u : X = X
I'éclatement de X en yo, et soit E le diviseur exceptionnel de I'éclatement. Alors
on voit aisément que mult(T'[¢], yo) est égale & (T'[p],c1(F)), ou p: C— X est la
transformée stricte de la courbe ¢.

Le résultat suivant établit un rapport entre la multiplicité du courant T'[p] et
ses propriétés d’intersection.

3.2.1 Théoréeme ([50]). Soit X une variété kihlérienne compacte, et ¢ : C — X
une courbe entiére Zariski dense. Considérons un sous—ensemble analytique Y C
X, de codimension égale a p, tel que mult(T[¢],Y) > 0. Si a est une (1,1)-classe
nef, telle que v(a) +p > n, alors (T[¢], o) > 0.

Dans 1'énoncé précédent, v(a) désigne la dimension numérique de «, c’est-a-dire
le nombre entier maximal k tel que [, o Aw™™* > 0.

Exemple. La courbe z — (z,€?,e%*) tracée sur P! x P! x P! montre que le
théoreme 3.2.1 est optimal, dans le sens qu’on ne peut pas espérer obtenir un
énoncé de positivité numérique stricte sans ’hypotheése concernant v(a).

Briévement, la démonstration suit les étapes suivantes: tout d’abord, si {a}
est une classe nef, on montre l'existence d’une famille de courants T5 € {a + dw}
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dont les singularités sont analytiques, tels que vy (T5) > C§é T) On utilise
ensuite le fait que la courbe ¢ est Zariski dense, donc son image est en position
générale par rapport a tout ensemble analytique fermé de X. En particulier,
ceci s’applique pour les ensembles de niveau E.(Ts), pour tout ¢ > 0. Ainsi,
on peut employer les représentants singuliers Ty pour calculer I'intersection du
courant T[¢] avec la classe {a + dw} (on tient compte du fait que T[] est limite
faible de courants d’intégration sur des disques) et on déduit que (T'[¢], a+ dw) >

nfu(a) nfu(a)
Cé— 7 mult(T[p],Y). L'hypothése p + v(a) > n fait que 6 < 6~ »  lorsque 6
tend vers zéro, et ceci montre le théoreme.

Dans un contexte algébrique (et pour des ensembles Y de dimension zéro), on
signale que 'approche présentée ci-dessus a déja été utilisée par McQuillan dans
[39].

Si ’ensemble Y est réduit a un point, nous obtenons un énoncé plus complet.

3.2.2 Théoréme ([50]). Soit X une variété kihlérienne compacte, et p : C — X
une courbe entiére Zariski dense. S’il existe xg € X tel que mult(T[p], zo) > 0,
alors (T[¢], @) > 0 pour toute classe {a} € €, de dimension numérique positive.

On rappelle (voir [2]) qu’une classe pseudo—effective de dimension numérique nulle
est équivalente & un R-diviseur dont la dimension de Kodaira est zéro.

Remarque. Supposons qu’une variété projective non-uniréglée X soit munie
d’un feuilletage holomorphe F, et soit ¢ : C — X une courbe entiére Zariski
dense tangente & F. Par un théoréeme de Miyaoka [40], le fibré cotangent du
feuilletage est pseudo—effectif. Le théoreme 3.2.2, combiné avec l'inégalité tau-
tologique démontrée par McQuillan dans [39], montrent que dans l’analyse des
courbes entieres tangentes aux feuilletages holomorphes, on peut toujours sup-
poser que mult(7[¢], z) = 0, pour tout point z € X.

L’exemple (1) du paragraphe 3.1 montre que I’énoncé 3.2.2 devient faux si
on remplace dans ’hypothese la multiplicité par le nombre de Lelong. Dans cet
exemple, la différence entre les composantes de la courbe fait qu’elle “ressemble”
de plus en plus & la courbe algébrique [co x P!]. Nous obtenons un critére de
positivité de la classe du courant T[¢] moyennant une hypothése qui interdit un
tel comportement.

3.2.3 Théoréme ([50]). Soit X une variété kihlérienne compacte, et ¢ : C— X
une courbe entiére Zariski dense. Si v(T[p],x0) > 0, et si xyT[p] = 0 pour tout
ensemble analytique propre Y C X, alors (T[¢], ) > 0 pour toute classe nef {a},
non-nulle.

Considérons a présent un idéal cohérent Z C Ox. On introduit la notion de
nombre de Lelong généralisé du courant T[¢] par rapport a Z.

Définition. On appelle nombre de Lelong généralisé du courant T[p] par rapport
a l'ideal T la limite
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v(Tlpl, I) := lim (xeur . Tlel], 00 log(e” + €2¥7)).
e

Dans cette définition, 17 désigne une fonction congrue localement a 3 log(|f1]? +
... + | fx[?) modulo des fonctions de classe C*; les (f;) sont les générateurs locaux
de 7.

Pour un courant 7' quelconque, cette notion a été introduite et étudiée par
J.-P. Demailly dans [12], sous ’hypothése de semi-exhaustivité du support de T
par rapport a I’ensemble de zéros de Z. Dans le cas particulier du courant associé
a une courbe entiere, c’est la densité de Zariski de ¢ qui remplace cette hypothese.

Dans l'article [50], nous montrons que la quantité v(T[¢],Z) est bien définie,
(c’est-a-dire, elle ne dépend pas de la fonction iz choisie). Dans le cas ou l'idéal
T est associé a une sous-variété lisse Y C X, on calcule explicitement le nombre
v(T[¢], ).

Question. Au sujet de ces nombres, on voudrait proposer le probléme suivant.

Soit X une variété kahlérienne compacte, et soit ¢ : C — X une courbe entiére
Zariski dense. On suppose qu’il existe xg € X et §g > 0 tels que

(1) v(T[p],I) > §o pour tout faisceau cohérent T C I, .

(2) xyT[¢] = 0 pour tout ensemble analytique Y C X de codimension au moins
égale a 2.

Alors la classe {T[p]} contient un répresentant strictement positif.

3.3 Décomposition de Siu du courant T[y]

Considérons une courbe entiere ¢ : C — X, ainsi que sa dérivée projectivisée
¢ : Cr— P(Tx). Quitte & bien choisir la suite (rg) dans la définition de T[], la
limite faible de la suite de courants T}, [¢'] est fermée ; de plus, on a 7, (T[¢']) =
T|g],oun : P(Tx) — X est la projection canonique. Considérons la décomposition

de Siu pour les deux courants: T[p] = > \;[C;]+ R, et T[¢'] = Z A; [5]] + Ry
Par abus de langage, on dit que la famille de courbes (C;) est le support de la

“partie algébrique” du courant T'[p|. Le théoréme suivant clarifie le rapport entre
les parties algébriques de ¢ et ¢’, respectivement.

3.3.1 Théoréme ([50]) Les courbes 5j dans la partie algébrique de T[¢'] sont
soit des relevés canoniques des courbes dans la partie algébrique de T[p], avec les
mémes multiplicités, soit contenues dans les fibres de la projectionw : P(Tx ) — X.

Il serait tres intéressant d’avoir un résultat analogue pour les parties résiduelles
R, et R, respectivement.

Question. Concernant la partie algébrique de T[p], on voudrait proposer la
question suivante.
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Si la courbe C' est dans le support de la partie algébrique de T[p], alors le genre
géométrique de C est strictement inférieur a 2.

Dans le preprint [50], on résoud quelques cas particuliers de ce probléme.

3.3.2 Théoreme ([50]) Soit X une variété kihlérienne compacte, et soit ¢ : C —
X une courbe entiére. Considérons une courbe algébrique C, ainsi que sa relevée
canonique Cpy1. On suppose que @ c’est une courbe de Brody (max.cc |¢'(2)] < 1),
et qu’il existe 6 > 0 et A > 0 tels que pour tout € > 0 et tout r > r. on ait

1

*) T

T‘ dt . —
/ 7/ XV.(Cpy) © ¥[1] (z)|cp'(z)\2+6zdzdz > A>0.
0 A(t)

Alors le genre géométrique de C' est strictement inférieur a 2.

Notons que C est dans le support de la partie algébrique de T[] si la relation (*s)
est satisfaite avec 6 = 0. Pour § > 0, on n’a pas une interprétation aussi simple,

cependant (xs) signifie que C' C ¢(C), et que lorsque ¢ approche C, sa dérivée est
minorée.

Question. Pour finir, voici une version plus générale de la question précédente.

Soit X une variété kahlerienne compacte, et soit ¢ : C — X une courbe entiére
Zariski dense. SiY C X est un sous—ensemble analytique, tel que xy T[] # 0,
alors il existe une courbe entiére non-constante py : C—Y
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