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Homothéties,
a chercher dans ’action de Galois
sur des points de torsion

Soit A une variété abélienne de dimension g, définie sur un corps de nombres F
que l'on suppose plongé dans C. On note d le degré de F sur Q. Soit Ay, le
sous-groupe de torsion du groupe A(Q) (tous les points de torsion dans A(C) sont
algébriques sur F' car pour tout n € Z, n # 0, il n’y a qu'un nombre fini de points
de n-torsion). Pour tout premier p et tout entier n on a le sous-groupe A, des
points de p"-torsion dans A;,.. En regardant A(C), on voit que A,» est isomorphe
AZL[p"L% ... X L[p"Z (2g facteurs). Le module de Tate T),(A) = lim A~ est donc
un Z,-module libre de rang 2g et son groupe de Z,-automorphismes est isomorphe
a Glyy(Z,). Le centre de ce groupe d’automorphismes est formé des homothéties

Zy, plongées diagonalement dans Glyg(Z,).

Comme les coordonnées des points de torsion sont algébriques sur F, le groupe de
Galois Gp = G(Q/F) agit sur Ay et sur T,(A).

Dans [11] Lang a proposé la conjecture suivante :

Conjecture 1 (Lang). Soit A une variété abélienne définie sur F. Il existe un
entier ¢ > 1 avec la propriété suivante : pour tout point de n-torsion P de A le
sous-groupe des d € (Z/nZ)* tels que dP soit conjugué a P sur F est d’indice au
plus ¢ dans (Z/nZ)*.

Pour la suite on va raisonner en termes de représentations du groupe Galois. L’ac-
tion de G sur T,(A) donne lieu a la représentation suivante :

pp: Gr — Aut(T),(A)) ~ Glog(Zy)

On regarde également le produit de toutes les p,, avec la topologie produit sur

Hp Glag(Zy)
p: Gr — Aut([ [ T,(A)) = [ [ Glay(Zy).

Pour une variété abélienne A fixée, définie sur un corps F, notons c¢,(A, F') 'indice
de pp(Gr)NZ;, dans Z; et ¢, (A, F) Uindice de ([ ], pp)(Gr)N[ 1, Z, dans [ ], Z;.
La conjecture de Lang dit alors qu’il existe un entier ¢(A, F') tel que, pour tout
entier n, I'indice ¢, (A, F) est borné par ¢(A, F'), ce qui équivaut a ce que p(Gr)
contient un sous-groupe ouvert des homothéties Hp L,

Dans [3] Bogomolov montre que pp(G ) contient toujours un sous-groupe ouvert
des homothéties. Autrement dit, les indices ¢,(A, F') sont tous finis.

Serre a prouvé une version affaiblie de la conjecture de Lang ([19, cours 1985-86
(136), thm.2’, p.34] voir aussi [25]) :
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Théoreme 2. Soit A une variété abélienne, définie sur un corps de nombres F'.
Il eziste un entier c¢(A, F) > 1 tel que p,(Gr) contienne les homothéties qui sont
des puissances c(A, F')-iémes (en particulier tous les c,(A, F') divisent c¢(A, F)).

Dans le méme cours ([19, cours 1985-86 (136), thm. 1, p. 34]) Serre a démontré

Théoreme 3. Soit A une variété abélienne, définie sur un corps de nombres F.
Alors il existe une extension finie F' de F telle que les p, soient indépendantes sur
F' (c’est-a-dire Uhomomorphisme p(Gr) — [, po(Grr) est surjectif).

Ce qui manque maintenant pour prouver la conjecture de Lang est la

Conjecture 4. Pour toute variété abélienne A il existe un premier rationnel qy4,
dépendant de A, tel que pour tout p > qa limage p,(Gr) contienne toutes les
homothéties Zy (c’est a dire c,(A, F) = 1 pour tout p > qa).

D’autre part, on peut se demander s’il existe des bornes uniformes pour les indices
¢y(A, F). On fait la conjecture suivante et on I'étudie pour les cas particuliers des
variétés abéliennes a multiplication complexe et des courbes elliptiques.

Conjecture 5. (a) Pourp premier, g et d entiers, il existe un entier c,(g, d) tel
que pour toute variété abélienne A de dimension g, définie sur un corps F' de
degré d sur Q, les homothéties (Z;)Cp(g’d) sont contenues dans 'image p,(Gr)
(c’est-a-dire c,(A, F) divise c,(g,d)).

(b) Pour p assez grand on peut étre plus précis : pour tout entier g il existe un
entier c(g) vérifiant que pour tout corps de nombres F' il existe un premier
q(g, F) tel que pour tout p > q(g, F') Uindice c,(g,d) divise c(g).

Théoreme 6. Les conjectures 4 et 5 sont vraies pour les variétés abéliennes a
multiplication complexe. On peut choisir la constante c(g) de la partie (b) égal a

|Gly(F3)| < 3%°.
Ce théoreme est démontré dans le premier chapitre (théoreme 7).

Dans le cas des variétés abéliennes a multiplication complexe toutes les indices
(A, F) divisent [F': Q]-c(g) avec la constante ¢(g) = |Gla(F3)| qui ne dépend que
de la dimension g de A (ce qui donne la partie (a) de la conjecture 5). Pour tous les
premiers p non ramifiés dans F' I'indice ¢, (A, F) divise ¢(g) = |Gl2(F3)| (partie (b)
de la conjecture 5). Si la variété abélienne A a bonne réduction en p et si F' n’est
pas ramifié au-dessus de ce premier, alors p,(GF) contient toutes les homothéties
(conjecture 4). On peut en déduire le résultat global (], 73)°9 C p(Gp) avec
d(g) = [F : Q] - c(g) et on montre que I'image p(Gr) contient un sous-groupe
ouvert des homothéties (cor. 15).

L’exemple du paragraphe 1.3 prouve que le premier g4 dans la conjecture 4 dépend
réellement de A : pour tout entier g, il existe des variétés abéliennes (méme des
courbes elliptiques a multiplication complexe) telles que pour un p > ¢, l'image
pp(Gr) ne contient pas tout Z;.
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Dans le deuxieme chapitre on considere le cas d’une courbe elliptique E définie sur
un corps de nombres F' et sans multiplication complexe (Endg(E) = Z). On note d
le degré de F' sur Q et hp le nombre de classes de F'. Entre autre, on a les résultats
suivants :

Théoréme 18. Pour tout p > (48th)3(48th)2 qui n’est pas ramifié dans F, soit
pp(GF) contient les homothéties (Z;)m, soit le groupe E, des points de p-torsion
de E a un sous-groupe non trivial qui est rationnel sur F' et la courbe E a, par
rapport a une place v divisant p, potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec
un groupe formel dont le polygone de Newton a deux pentes mon nulles distinctes
(voir p.24).

En utilisant le résultat de Mazur [13] on en déduit le

Corollaire 61. Si la courbe elliptique E est définie sur Q, alors p,(Gq) contient
les homothéties (Z;)'* pour tout p > 163.

Cela démontre la partie (b) de la conjecture 5 pour des courbes elliptiques définies

sur Q.

Des résultats similaires a celui utilisé pour F' = Q sont vrais pour d’autre corps.
En particulier il y a des résultats de Momose ([15]) qui généralisent celui de Mazur
([13]) et impliquent que dans beaucoup de cas on devrait pouvoir borner les p pour
lesquels peut se produire le “mauvais cas” du théoreme 18.

48dhr)?

Théoréme 39. Si le premier p est plus grand que (48dh )% et non ramifié

dans F'(E3), alors l'image p,(Gr) contient les homothéties Z;.

Ce dernier théoreme donne une démonstration de la conjecture 4 pour les courbes
elliptiques.

Pour les démonstrations on distingue différents cas selon le type de réduction de
E par rapport aux places au-dessus de p. Lorsque, pour une place divisant p, la
courbe E a bonne réduction de hauteur 2, sans coude dans le polygone de Newton,
on se sert d'une généralisation d’un résultat de Fontaine ([7]) pour retrouver les
homothéties dans I'image (thm. 45).

Dans les autres cas on utilise le travail de Serre, surtout [18] : on généralise

légerement et remonte & p,(Gr) les résultats obtenus par Serre modulo p pour

trouver que

— soit p,(GF) contient un grand sous-groupe des homothéties

— soit une courbe F’, isogene a F et également définie sur F', posséde un point de
p-torsion P tel que le corps F'(P) est de degré au plus 48hp sur F

— soit le groupe F), a un sous-groupe non trivial qui est rationnel sur F' et la courbe
E a, par rapport a une place v divisant p, potentiellement bonne réduction de
hauteur 2 avec un polygone de Newton qui a deux pentes non nulles distinctes.

Lorsqu’on a une courbe elliptique £’ avec un point de p-torsion rationnel sur une
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extension de degré 48dhr sur Q le résultat [14] de Merel implique que p doit étre
inférieur & (48dhp)3(18dhr)*,

Finalement on a le théoreme 45 comme résultat auxiliaire. Ce théoreme généralise
un résultat de Fontaine ([7]). La démonstration du théoreme 45 suit essentiellement
des indications données par Fontaine pour la démonstration du résultat énoncé dans

[7]-

Théoreme 45. Soit F un groupe formel de hauteur 2, défini sur un corps local
K/Q, avec p > 2. On suppose que le polygone de Newton de F n’a qu’une seule
pente non nulle et que le degré de ramification e de K sur Q, est strictement plus
petit que p — 1 et divise p* — 1. Alors limage de la représentation de Galois p,
contient un sous-groupe d’indice e d’un sous-groupe de Cartan non déployé. En
particulier py(Gr) contient les homothéties (Zy)°.
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Who’s Who, CM

Who’s who, CM

Gk

G(K/K), le groupe de Galois absolu pour
un corps K quelconque

un premier rationnel

une variété abélienne a multiplication
complexe

la dimension de A

anneau des endomorphismes de A sur Q
le corps de nombres sur lequel A est défini

[F: Q]

le corps sur lequel A a bonne réduction [L:F]< 349”

2:Q) -

les points de p"-torsion dans A(Q) (ou c’est un (Z/p"Z)-mo-

dans A(Q,)) dule libre de rang 2g

le module de Tate un Z,-module libre de
rang 2g

le CM-type de A t: K'— End(A) ® Q

(7 ((K') N End(A))

le type reflex de (K', @)

sous-corps totalement réel de K [K: K% =2

plongements qui, restreints a K’, respecti- p.9

vement K, sont contenus dans ®, respec-

tivement W

I’espace tangent de A a l'origine

une application L* — K'* voir p. 10

Rrjo(Gm)

application T, — Tk définie par p. 10, [20, §7, p.510]

dety : L* — K™

Papplication (L ® Q,)" — (K’ ® Q)
donné par ¥

voir p. 11

une place de L au-dessus de p

le complété de L par rapport a w

L®Q,

les unités de L,,

lep UL,

un sous-groupe d’inertie

une courbe elliptique tordue par un ca-
ractere y

les représentations associés a F,



1 Les variétés abéliennes CM

On se donne une variété abélienne A, définie sur un corps de nombres F'. On note
d le degré de F' sur Q et on suppose F' plongé dans Q. La dimension de A sera
notée g. Pour tout corps K, on note G le groupe de Galois absolu G(K/K).

Soit Endg(A) 'anneau des endomorphismes de A sur Q. On dit que A a multipli-
cation complexe §'il existe un corps K’ qui est de degré 2¢g sur QQ et un plongement
v K — Q® Endg(A).

Pour tout premier rationnel p, 'ensemble des points de p-torsion dans A(Q) sera
noté A, et le module de Tate, T,(A). Alors la variété abélienne A donne lieu aux
représentations de Galois suivantes :

p: Gp— Aut([[, T,(A)) =[], Gly(Z,)
pp: Gp — Aut(T,(A)) ~ Glyy(Z,)

Théoréme 7. Soit A une variété abélienne, définie sur un corps de nombres F
et a multiplication compleze (sur Q). Alors l'image G = p(Gg) contient un sous-
groupe ouvert des homothéties ainsi que le sous-groupe ([],Zy)° avec ¢ divisant

|Aut(As)| - d < 3%°d.

Si F' n’est pas ramifié au dessus d’un premier p et A/F a bonne réduction pour les
places au dessus de p, alors p,(Gg) contient toutes les homothéties L.

On montre d’abord (thm. 10) que pour tout premier p € N, I'image p,(Gr) contient
les homothéties (Z;)¢. On trouvera ces homothéties dans le groupe engendré par
les images p,(1,), ou I, C G sont les sous-groupes d’inertie au-dessus de p. Cela
permettra de passer au produit G = Hp G, et de conclure que G contient les
homothéties (][, Z;)¢ (cor.15).

1.1 Préliminaires

Avant tout on se place sur I'extension L = F'(As) de F, car on a :

Lemme 8. Soit A une variété abélienne, définie sur un corps de nombres F'.
(a) Tous les endomorphismes de A (sur Q) sont définis sur L = F(A3)

(b) Si la variété A a potentiellement bonne réduction en une place, alors elle y
a bonne réduction sur L

Du corps L = F(A3) on sait que

(¢) le degré [L : F) divise Uordre |Aut(As)| < 3%°

(d) L’extension L/F est non ramifiée en dehors de 3 et les places de mauvaise
réduction de AJF.
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Remarque : Lorsque la variété A est a multiplication complexe, elle a potentielle-
ment bonne réduction partout [20, thm. 6, p.503].

On utilise le lemme suivant ([5, lemmaIV-2.1, p.46]) :

Lemme 9. Soit p un premier impair. Pour tout Z,-module libre B, le noyau
de ’application réduction-modulo-p : Aut(B) —— Aut(B/pB) ne contient aucun
élément d’ordre fini autre que [’identité.

Démonstration (lemme 8) :  (a) Tous les endomorphismes de A sont définis sur
une extension finie et galoisienne L' de L [21, 11-8.5. prop. 30, p.65]. Le groupe
G(L'/L) agit sur Endg(A). D’autre part, les points de 3-torsion Az forment un
Endg(A)-module et la théorie analytique montre que c’est un Endg(A)/3Endg(A)-
module fidele.

On obtient une suite
G(L'/L) — Aut(Endg(A4)) — Aut(Endg(A)/3Endg(A)) — Aut(End(As)).

Le groupe G(L'/L) agit trivialement sur les points de 3-torsion Aj, son image
dans Aut(Endg(A)) est donc contenue dans le noyau de 7. Mais d’apres le lemme
9 ce noyau contient comme seul élément d’ordre fini 'identité. On en déduit que
G(L'/L) agit trivialement sur Endg(A). C’est-a-dire tous ces endomorphismes sont
définis sur L.

(b)  Pour les places w de caractéristique résiduelle différente de 3 ¢’est un théoreme
de Raynaud [22, thm. 3.5, p.406] ou [1, cor.5.18, p.33] (il y a des résultats plus
précis de Zarhin et Silverberg [22]).

Soit maintenant w une place au-dessus de 3 et K le completé de L par rapport a
cette place. La variété abélienne A a bonne réduction sur la plus grande extension
non ramifié K, de K si et seulement si elle a bonne réduction sur K [20, thm. 1].
On sait que A a bonne réduction sur une extension finie et galoisienne K’ de K,,.
On regarde le modele de Néron A de A sur K et sa fibre spéciale A. Par la définition
de L, le groupe d'inertie I de K’ sur K, agit trivialement sur le schéma en groupes
de 3-torsion A; de A. Soit M le module de Dieudonné associé au 3-groupe Asx
[8, thm. 1, chap.III, §1.4, p.127], alors I agit aussi trivialement sur M/3M. En
utilisant le lemme 9 on déduit que I agit trivialement sur M ce qui implique qu’il
agit aussi trivialement sur Ase. Le résultat est alors donné par [6, §2.5, p.304].

(¢c) Comme le groupe de Galois G(F'(A3)/F) est un sous-groupe de Aut(A;) =
Glay(Z/37) son ordre divise |Aut(As)| < 3%°.

(d)  C’est le corollaire 2(b) de [20, p.497]. O

On aura besoin d'un certain nombre de notations concernant la multiplication
complexe : on rappelle que la variété A est dite avoir multiplication complexe s’il
existe un corps K’ de degré 2g sur Q et un morphisme ¢ : K’ — End(4) ® Q.
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L’anneau des endomorphismes de A contient I'image d’un ordre O = (=*(+(K") N
End(A)) de K’. La variété étant définie sur L, l'espace tangent ¢ de A a l'origine
est un L-espace vectoriel de dimension g. D’autre part, les endomorphismes de A
agissent sur t et donc K’ agit sur t. Sur C, cette action se diagonalise. Dans une
base adaptée tout k € K’ correspond alors a une matrice diagonale (k%) avec g
plongements ¢; : K’ <— C. Ces plongements ; sont distincts et pas deux sont
conjugués complexes [21, II §6.1, p.41]. Le couple (K', @) avec ® = {p1, ..., ¢4}
est le CM-type de A.

A tout CM-type (K’, ®) on associe un type réflexe (K, W) [21, IT §8.3,prop. 28,
p.62]. Soit M un corps galoisien sur Q qui contient K’, soient Sg les éléments de
G(M/Q) qui, restreints a K’ sont contenus dans ® et soit H le sous-groupe des
v € G(M/Q) tels que Egy~! = Sg. Alors le corps réflexe K est le corps fixe de
H dans M et W est I'ensemble des o € G(M/Q) avec o~! € Sg, restreint a K
[21, p.62]. Le corps réflexe K, comme le corps K’, est totalement complexe avec
un sous-corps K totalement réel, telle que 'extension K/K° est de degré 2. Les
Y; € U donnent tous les plongements de K° dans Q. Tout corps de définition de
A, sur lequel tous les endomorphismes de A sont définis, contient le corps reflex K
[21, II §8.5, prop. 30, p.65]. En particulier le corps L contient K (lemme 8(a)).

1.2 Le théoréme

Théoreme 10. Soit A encore notre variété abélienne, définie sur un corps de nom-
bres F et a multiplication compleve (sur Q). Soit L une extension finie de I sur
laquelle tous les endomorphismes de A soient définis et telle que A/L ait bonne
réduction partout.

Alors, pour tout premier p, Uindice (Z3 : pp,(Gr) NZ;) divise le degré ¢ de L sur
Q. Si le premier p est non ramifié dans L l'image p,(GL) de la représentation p,
contient tout 7 (c’est a dire toutes les homothéties).

Remarque : On peut prendre L = F(Ajs) (lemme 8). Les seuls premiers ramifiés
dans L = F(A3) sont 3, les premiers ramifiés dans F' et les premiers au-dessus
desquels A a mauvaise réduction sur F.

En fait notre démonstration donne un peu plus :

Proposition 11. Soit I, le sous-groupe de G engendré par les sous-groupes
d’inertie I, C Gp, w|p. Sous les hypothéses du théoréme 10 les homothéties 7,
(ou (Zy)® sl y a ramification) sont contenues dans l'image p,(I,) du sous-groupe
I, C Gy

Démonstration : L’espace tangent ¢t de A est a la fois un L-espace vectoriel de

dimension g et un K’-espace vectoriel de dimension § = @ Les actions de L

et de K’ commutent. Tout élément A de L donne un endomorphisme K’-linéaire
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de ¢t dont on peut calculer le déterminant sur K’. On note dety : L* — K™
I’application qui en résulte.

Lemme 12. L’application dety : L* — K™ est donnée par \ — Hwes\p AV ot Sy
est I’ensemble des plongements v : L — C qui, restreints a K, sont contenus dans

.

Démonstration : On va démontrer le lemme pour ¢t ®; M avec un corps M qui
contient L et K’ et qui est galoisien sur Q. Sur L le résultat en suit parce qu’on a
detM/K/ = detL/K, ONM/L-

L’action de K’ sur t®y M ~ MY est donnée par les g plongements ¢; de K’ dans M.
L’espace tangent t est isomorphe a la somme directe de g espaces t; de dimension
un sur M, ou K’ agit sur t; par ¢; : K’ — M. Chaque t; est aussi un K’-espace
vectoriel de dimension [M : Q]/2g.

Sur M, l'action de M sur le K'-espace vectoriel ¢; se diagonalise et est donnée, pour
tout A € M, par la matrice diagonale (A\%7) avec o; : M — Q tel que ol,, ) = ¢; -

7

En total, 'action de M sur le K'-espace vectoriel ¢ est alors donnée par les matrices
(AY)yes, avec Sy = {0 € G(M/Q) : 07| € §} et le déterminant est bien le
produit donné. O

Soit T, = Rro(Gy) (vesp. T = Rirjg(Gr)) le tore obtenu du groupe multi-
plicatif par restriction des scalaires de L a Q (resp. de K’ a Q). On définit le
morphisme W : T, — Tk par la propriété que pour toute Q-algebre B l'applica-
tion ¥ : (L ® B)* — (K'® B)* est donnée par A ® b [],cq, (AY ®b) (Vimage
de cette application est bien dans Tk, voir [20, pp.510,511]). En particulier on a
pour tout premier p € N un morphisme ¥, : (L ® Q,)" — (K'® Q,)* (comparer
20, pp. 510, 511]).

On revient aux représentations p, : D’apres le corollaire 2 de [20, p. 502}, lorsque
A a multiplication complexe, I'image de p, est contenue dans le groupe O des
éléments inversibles de O, = O ® Z,. Cette image est donc commutative et la
représentation p, passe au quotient : p, : Gal(L®’/L) — Aut(T,(A)).

Par la théorie du corps de classes, on en déduit une application des ideles G, (Ap)
dont I'image est contenue dans K,* = (K'®Q,)*. Le §7 de [20] décrit cette fonction
pp @ Gn(AL) — K" avec laquelle on travaille désormais. On veut montrer que
I'image de p, contient les homothéties, c’est a dire les unités rationnelles Z; C K *.
On considere Ly = (L ® Q,)* plongé dans G,,(Ar).

On note Uy, le groupe des unités de L,, et on regarde 'image du sous-groupe
U, = Hw|p Up, de Ly. Comme la variété A/ L est supposée d’avoir bonne réduction
partout, le corollaire 2 de [20, p. 513] dit qu’on a p, = 1/¥,, sur tout le sous-groupe

ULP = Hw|p ULw-
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Lemme 13. Si L/Q n’est pas ramifié au-dessus de p, alors 'image W,(Ur,) du
sous-groupe Ur, C L;j contient toutes les unités Z; de Q; C K’;.

Si p est ramifié dans L, on note e le plus petit multiple commun des indices de
ramification de p dans L. L’indice (Z, : W,(Uy,) N Z;) divise alors e et l'image
W, (Uy,) contient les puissances e-iemes (Zy)® des homothéties.

Démonstration : L’application W est liée a la norme Ny g : T, — Tg : si W est le
conjugué complexe de ¥ on a ¥- ¥ = N, /- Si K C L est le corps réflexe du type
(K’,®) on peut décomposer notre application en ¥ = Vo Np/k ol U Ty — Ty
est donné par (K ® B)* — (K'® B)* : @b+ [[ ey ¥ ®@b. Le corps K contient le
sous-corps totalement réel K et le tore Tiko peut étre considéré comme sous-tore
de Tk. Restreints & K° les p € ¥ donnent exactement tous les plongements de
K° dans Q, ce qui implique que, restreinte & Tko, Papplication U n'est autre que
la norme Ngo,q : Tgo — Tg.

On s’intéresse donc a l'application norme : Soit L un corps de nombres et p € N
un premier. Si wy, ..., w, sont les places de L au-dessus de p, alors L; = L;, X

. x Ly, est la p-composante dans les ideles de L. Si M est un sous-corps de L,
les ideles de M se plongent dans les ideles de L, leur p-composante s’écrit comme
My = Mg x...xMj, les w; étant les places de L restreintes a M. La norme Ny, p;
envoie Ly dans My, I'image de Uy, = [],,, U, est contenue dans Uy, =[], U, -

Lemme 14. Soit L/M une extension de corps de nombres. Si cette extension n’est
pas ramifiée au-dessus de p, alors NL/M(ULP) = U,

Si L/M est ramifié au-dessus de p soient vy, ..., v les places de M au-dessus
de p et soient w; 1, ..., w;, les places de L au-dessus de v;. Soient e;1, ..., €,
leurs degrés de ramification respectives et e; = pged (e; ;). Alors Uindice (U, :
NL/M(ULUZ_)) divise e;.

Démonstration : On considere d’abord les normes locales Ny, /v, @ Ur, — U, -
Entre L, et M, il y a un corps M, tel que M,,. /M, et non ramifié et L,,/M,, et to-
talement ramifié (le degré étant le degré de ramification e, de L,, sur M,). Le co-
rollaire [17, V-2, p. 90] dit que la norme Ny, /as, est surjectif sur les unités, d’apres
le corollaire 3 dans [17, XV-2, p.234] l'indice (Up,, : N, m,, (UL, )) divise ey .
Comme on a Ny, /v, = Nus,,,/m, © N, /a, on en déduit que (Uny, © N, a, (UL,))
divise €y, .

Pour toute place v de M, la norme Ny, /y; est le produit des normes Ny, /ar, (pour
tout w|v, [12, cor. 3, p. 39]) et donc (U, : Npjar(Uy,, )) divise le plus grand diviseur
commun des (Uy,, : Np,, s/, (U Lwij))' Ce dernier divise e;. O

Maintenant on sait que pour toute place v; divisant p dans K et sa restriction v?
a K° l'indice de NL/K(ULvi) dans Uk, , et a fortiori I'indice de NL/K(ULUZ,) N Uk,

dans Ugo , divise I'indice de ramification e;.
v

3



12 1 Les variétés abéliennes a multiplication complexe

Les indices e; divisent tous le degré [L : K| parce que pour tout v; ce degré est
égal a la somme Zwijm e;.j fi; [12, prop. 21, p. 24] et e; divise tous les e; ;. On note

€L/Kk = ppcm (ei)'

Restreint a U K9 I’application U est égal a la norme N K9/Qy- Comme avant, I'indice
(Zy; - Nkojq,(Uky)) divise le degré de ramification e, = egq/q, pour toute place v
divisant p. L'indice (Z; : Ngo/q,(Nr/x(Ur,) NUkg)) divise ez - €,. De nouveau
Vindice (Z, : Nkojo(Nr/x(Ur,) N Ukg)) divise le pged (erne,) (sur toutes les v
qui divisent p dans K°).

Comme on a ¥ = ¥ o Ny K et, restreint a K9 I'application U est égale a la norme,
Vindice (Z; : ¥,(Ur,) N Zy) divise (Z, : Ngojg(Nr/x(Ur,) N Ukg)) et I'indice

(Z - @, (UL,) NZ3) = (Z5 : pp(Up,) NZ;) divise ep k- exoyq ce qui divise $[L : Q].

q.e.d.

Corollaire 15. On peut passer du résultat local du théoreme 10 au résultat global
du théoréme T : sous les hypothéses du théoréme 7 l'image p(Gr) contient les
homothéties ([ [, Z,)¢ avec ¢ = [L : Q] divisant |Aut(A3)|-d. De plus p(Gr) contient
un sous-groupe ouvert des homothéties.

Démonstration : On fixe L = F(Aj3). Par le lemme 8 le degré [L : Q] divise
|Aut(As3)]| - d, tous les endomorphismes de A sont définis sur ce corps et A a bonne
réduction partout sur L. On sait alors que, sur L, les p, ne sont pas ramifiées en
dehors de p [20, thm.1, p.493]. La proposition 11 implique donc que pour tout
premier p et tout élément A € (Zy)¢ il existe un élément o € Gr tel que py(o) = A
et pq(a) = 1 pour tout ¢ # p. On peut conclure que, pour toute collection finie
p1, .-, ps de premiers, I'image [[;_, pp,(Gr) contient les homothéties []7_, (Z ).
Les applications p,, et donc p, sont continues. les groupes G, et p(Gp) sont com-
pacts. Comme tout élément = de [] (Z;)¢ est la limite d'une suite d’éléments
x; € HZZI(Z;)C, on sait que Iimage p(Gr) contient les homothéties [ (Zp)°.
L’image p(Gp) contient un sous-groupe ouvert des homothéties comme pour tout
premier p non ramifié dans L, donc pour presque tout p, 'image p,(I,) contient
tout Zy. U

1.3 Un exemple

Pour notre variété abélienne A, définie toujours sur le corps F', on pose g4 égal au
plus grand premier rationnel qui est ramifi¢é dans L = F(Aj3). Dans le théoreme
10 on a vu que pour tout p > g4 l'image p,(Gr) contient toutes les homothéties
Zy,. On donne maintenant un exemple qui montre que, méme pour g = 1 fixé, il
n’existe pas d’entier ¢ avec cette propriété et qui serait indépendant de A.

Soit E une courbe elliptique a multiplication complexe avec un ordre d’un corps
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imaginaire quadratique K'. Lorsque le nombre de classes hx de K’ est égal a 1 on
peut supposer que E est définie sur le corps K’ (voir ’exemple plus bas). On peut

alors considérer les représentations p, comme applications de G2 dans les unités
Uk, de K’ ® Q, [20, Cor. 2, p.502].

D’autre part on se donne un caractere x : G% — Aut(E) (C Ug;). On note E,
la courbe tordue par ce caractere et pX les représentations associées a la courbe
tordue F,.

Lemme 16. Les représentations associées a la courbe Ex sont donnés par pX =
pp - X' (la multiplication étant la multiplication dans U K1)

Démonstration : La courbe F et son twist £, sont liées par un isomorphisme
T : E, — E qui est défini sur une extension finie de K”. On peut choisir T tel que
pour tout 0 € Ggr on a x(0) =T o T ! (avec Y : E' - E: P, — (T(P)‘C’fl))").

Pour un P, € E, on a le diagramme commutatif suivant :

P, pp (o) pe
Y lTTo(T")loT"x(U)lT”
p x(@) " pp (o)1(P7)
Ce qui donne bien x (o)~ p,(0) = pX(o) pour tout o € G O

La courbe & laquelle on s’intéresse est la courbe F : 4%+ jy = 2 (avec j une racine
troisitme de I'unité). Elle a multiplication complexe par 1'ordre maximal de Q(j)
(donné par j : (z, y) — (jz, y)). Son discriminant est égal a —275 (24, p.483]).
Cette courbe a mauvaise réduction au-dessus de 3 uniquement. Les représentations
pp qui vont avec sont abéliennes et ramifiées en 3 et en p [20, thm. 1, p.493]. On
fixe m3 = j — 1 comme uniformisante de Q3(7)

Proposition 17. Soit p un premier qui est congruent a 1 modulo 3 et congruent
a 3 modulo 4. Alors on peut tordre la courbe E : y* + jy = x* par un caractére x,
tel que limage de la représentation py® ne contienne pas toutes les homothéties.

Démonstration : On note U, les unités de Q(j) ® Q,, considéré comme sous-groupe
des ideles G,,(Ag,,)) et on commence par regarder l'image de Uj par les p,. On a

Us = pg X UéZ) ou les racines sixiemes de 'unité pg sont les unités globales pg de
Q(j) et U = {u € Us : u =1 modn2}.

La représentation p3 est ramifié en 3 uniquement et triviale sur les unités globales
dans Us. Pour tout p # 3, Papplication p,|y, est un caractere n a valeurs dans fi6
(= pue NZ(j)) et indépendant de p [20, thm. 6, p.503].

Le corps Q(7) n’a pas d’extension abélienne non ramifiée non triviale. La courbe F
a mauvaise réduction en 3 uniquement et comme elle a multiplication complexe sur
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Q(7), les représentations p, sont abéliennes. On a donc p,(Ggj)) = pp(Up x Us).
Cette image est contenue dans U,. Pour tout p # 3 on sait p,|u, =7 et p,lu, = %
parce que E a bonne réduction en p [20, cor. 2, p.513]. De plus p, doit étre trivial
sur les unités globales g dans U, x Us (ce qui implique en particulier que 7 doit

étre 'identité sur pg C Us).

Maintenant on choisit un premier p = 1 mod 3, c’est a dire un premier qui se
décompose dans Q(j). On écrit p = py - p2 et U, = U,, x U,,. Si de plus on prend
p = 3 mod4, les composantes 2-primaires des groupes U,,, U,, et Us sont toutes
les trois isomorphes a 5. On regarde I'application p, : U,, X Up, x Uz — Up, x U,
sur ces composantes 2-primaires et fixe la base naturelle (eq, ez, e3) de Fy x Fy x Fs.
Sous cette base (x1, za, x3) — (1 +x3, T2+ x3) est la seule application linéaire qui
vérifie pplu, xuv,, = % et g C ker p,,.

Finalement on considere le caractere x, : Up, X Up, X Us — Fy x Fy X Fy — [y,
(ug, ug,uz) — (x1,x2,23) — 1 + 3. Cette application est triviale sur les unités
globales 6. D’apres le théoreme 5 de [2, chap. X, §2, p.103] il existe un caractere
globale x, : Gg(j) — {£1} C Aut(E) qui prolonge ce caractere. On tord la courbe
E par ce caractere pour obtenir une courbe E,, qui a mauvaise réduction en p;. La
représentation px” de cette courbe est donnée par pp? = i—’;. Elle est non ramifiée
en dehors de 3p et si on regarde comme avant les composantes 2-primaires dans
Iapplication py” : Uy, X U,, x U3 — U, X U,, on a maintenant (z, z2, x3)
(0, 1 + x5). L’image de pp” ne contient plus toutes les homothéties Ly, 0J






16 Who’s Who
Who’s who
Gk G(K/K), le groupe de Galois ab-
solu pour un corps K quelconque
P un premier rationnel p>T
F un corps de nombres
d [F: Q)
c le plus grand diviseur commun
des indices de ramification de F
au-dessus de p
0 le plus petit multiple commun des
indices de ramification de F' au-
dessus de p
Hp le corps de classes de Hilbert de
F
E une courbe elliptique sans multi- E est définie sur F', Endg(F) = Z
plication complexe
E(F) les points F-rationnels de £
Epn les points de p"-torsion dans c’est un (Z/p"Z)-module libre de
E(Q) rang 2
T,(E) le module de Tate un Z,-module libre de rang 2
Endg(E) anneau des endomorphismes de F
sur Q
v, U1, ..., U, les places de F' au-dessus de p
F,, le complété de I’ par rapport a v;
K; une extension de F), E aréduction semi-stable sur K,
p-20
€ le degré de ramification de K,/Q, p. 20
e ppem {e; }o,|p e|120, si p n’est pas ramifié dans
F alors e|12
I; le sous-groupe d’inertie de p-20
G(Qp/ Kj)
K une extension finie de Q, E/K a réduction semi-stable, le
degré de ramification de K sur F;,
divise 12, lemme 19, p. 19
k le corps résiduel de K
E/k la courbe réduite de E/K p.21
s une uniformisante de K
e le degré de ramification de K/Q, e < p_;1
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€1
Hd

Knra Kt

Ok, Og

el

LX/7 LX”

voir p. 24

le groupe des racines d-iemes de
I'unité

le corps K(mi) avec d premier &
p

la plus grande extension non
ramifié, respectivement modéré-
ment ramifieé, de K

I’anneau des entiers de K, respec-
tivement de la cloture algébrique
K

I'idéal maximale de Ok (resp. de
Ok)

le (pro-p-) groupe d’inertie dans
Gr

/1,

voir p. 21

L = F(E)

[L:F)
des droites dans £,

des droites dans T,(F)

un sous-groupe de Borel dans
Gly(F,)
voir pp. 44,45

Représentations et caracteres :

P

Pp
Pp
Xp

Oyt
X, X"

N X

=

:Gp — Aut(Hp T,) =~ Hp Gly(Z,)

: Gp — Aut(T,) ~ Gly(Z,)

voir p. 21

Ve

E/L a réduction semi-stable,
p-31

9]48, p. 31

Xj est stable par l'action du
groupe G, p.31

Y est stable par laction de G,
p-43

X est stable par I'action de G,
on a X;/pX; = X;, pp. 31,29

: Gp — Aut(E,) ~ Aut(T,/pT,) ~ Glo(Z/pZ)

-G — L,

= fpn—1 = F;n
:Grp — F), voir p.43
p(Gr) € Gla(Z,)

Pp(GF) N Z;

le groupe formel associé a E/K
la multiplication par p selon la loi
de groupe formel F

le caractere cyclotomique
caractere fondamental de niveau n (p.21)

p. 36

les homothéties contenues dans
I'image

p- 22



18 Who’s Who
E les points de torsion du groupe
F(m) p. 36
T le module de Tate de F(m)
M Endgz, (T)
M Endy, (T/pT)
G Gla(Z,)
G(n) {9 € Glb(Zy): g—1€p"M}
H(n) HNG(n)
m, H(n)/H(n+1) ~ H, C M, p.37
~ G(K(Ep) /K (Ey))
q PF = p?
J ¢p(Gx) C Auty, (E,) p.37
{id, 7} le groupe de Galois G(F,/F,)
Mid, M. voir p. 37
Tn un point d’ordre exacte p" p. 38
K, K(m,)



2 Les courbes elliptiques

Maintenant on regarde une courbe elliptique £ qui n’a pas multiplication complexe
(Endg(E) = Z). Comme avant on suppose que E est définie sur un corps de
nombres F'. On s’intéresse aux représentations

p:  Gp — Aw([], T,(E)) ~ [, Gla(Zy)
pp: Gp — Aut(T,(E)) ~ Gly(Z,)
op: Gp — Aut(E,) ~ Aut(T,(E)/pT,(E)) ~ Glo(Z/pZ).

On note d le degré [F': Q| et hp le nombre de classes de F'.

On traitera séparément différents cas et obtiendra des résultats légerement dif-
férents sous des hypotheses légerement différentes selon le cas (voir chap.2.3).
Comme résultat global on a

Théoréme 18. Pour tout p > (48dhyp)> ™% r)* qui n’est pas ramifié dans F, soit
pp(Gr) contient les homothéties (Z;)'?, soit le groupe de points de p-torsion E,
a un sous-groupe non trivial rationnel sur F' et la courbe E a, par rapport a une
place v divisant p, potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone
de Newton qui a deuz pentes non nulles distinctes (voir p.24).

voir théoreme 40 et la remarque qui s’en suit.

2.1 Le point de départ : la situation modulo p

On regarde la situation modulo p avant de remonter ces résultats a p,(Gp). Pour
I'étude de ¢,(Gr) on s’appuie essentiellement sur les travaux de Serre ([16] et
surtout [18]).

Avant de décrire les images des sous-groupes d’inertie, on veut s’assurer que F
ait réduction semi-stable par rapport a une place considérée. Fixons une place v
au-dessus de p > 3. Si E n’a pas réduction semi-stable par rapport a cette place
on agrandit le corps de base :

Lemme 19. Pour toute courbe elliptique E, définie sur un corps local F, de ca-
ractéristique résiduelle p > 3, il existe une extension K de F), telle que, sur K, la
courbe E a réduction semi-stable et le degré de ramification de K sur F, divise 12,
ou, plus précisément, ce degré divise soit 4 soit 6. Si E' a potentiellement mauvaise
réduction de type multiplicatif on peut choisir K tel que E soit isomorphe, sur K,
a une courbe de Tate Er.

Démonstration : Si F n’a pas réduction semi-stable, on fixe une équation de Weiers-
trafl minimale de la forme F : y? = 2% — 27c4x — 54cg. La courbe E a réduction
additive (non semi-stable), ce qui équivaut a v(A) > 0 et v(cyq) > 0 [23, chap. VII,

19
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§5, prop.5.1, p.180]. Comme l’équation est minimale on a soit v(A) < 12 soit
v(eyq) < 4 (23, chap. VII, ex.7.1, p. 186].

La formule A = cf‘;;f donne v(A) > min(3v(cy), 2v(cg)) et montre qu’on ne peut

pas avoir v(A) = 1, donc v(A) > 2. Soit 7 une uniformisante de F,. Si v(A) =
min(3v(cy), 2v(cg)) la courbe a bonne réduction sur le corps K = FU(TFUS)). Ce

corps est de degré divisant soit 6 soit 4 puisque soit 2, soit 3 divise v(A). Apres le
changement de variables x = 2y et Yy = W#y’ la nouvelle équation de F est

—v(A) —v(A) —
y? =23 — 2T cqx — Hdn 2 cg avec A = 7V BA,

Siv(A) est plus grand que min(3v(cy), 2v(cg)) on a néeessairement 3v(cq) = 2v(cg).
La courbe a réduction multiplicative sur le corps K’ = Fv(ﬂ'%@> et apres le chan-
gement de variables z = 2 et y = ﬂsv(%)y' [23, chap.III, §1, p.48,49]. La
courbe E est alors isomorphe a une courbe de Tate FEp. Cet isomorphisme est
défini sur une extension K de K’ qui est au plus quadratique et non ramifiée [23,
app. C, thm. 14.1, p. 357]. O

Pour la suite on fixe ce corps K qu’'on vient de trouver. Soient vy, ..., v, les
différentes places de F' divisant p et soit F), le complété de F' par rapport a une
de ces places v;. Si K n’a pas réduction semi-stable sur F, , on note Kj cette
extension trouvé dans le lemme 19 sur laquelle E a réduction semi-stable. On note
e; le degré de ramification de K sur Q, et e le plus petit multiple commun des e;
(correspondants aux v;|p). Le sous-groupe d’inertie de G(Q,/K;) sera noté I; et
considéré comme sous-groupe de Gp. Si 0 est le plus petit multiple commun des
indices de ramification de p dans F', le lemme 19 montre en particulier que e divise
120 et e divise 12 si p n’est pas ramifié dans F. Si E£/K; a mauvaise réduction on
suppose que E est une courbe de Tate.

Remarque : Pour chaque place v, on associe a F un groupe formel F et le polygone
de Newton de ce groupe formel [23, chap.IV]. Une fois que E a réduction semi-
stable au-dessus de v, ce groupe formel F, et donc son polygone de Newton, ne
change plus lorsqu’on agrandit le corps de base [23, prop. 5.4, p.181]. Ce groupe
formel et avec lui le polygone de Newton et le type de réduction semi-stable que
a F en une place v ne dépend pas du corps K : supposons que K’ est une autre
extension finie de F), sur laquelle E a réduction semi-stable. Alors K K’ est une
extension finie de K et de K’ et le type de réduction que a E/ g est égal au type
de réduction de E/k et au type de réduction de E/ k.

On fait les

Hypotheses globales. On se donne une courbe elliptique E définie sur un corps

de nombres F'. On suppose que E n’a multiplication complexe sur aucune extension
de F (End@(E) =7).

On choisit un premier rationnel p > 7. Pour tous les indices e; (voir ci-dessus)
on suppose e; < p%l et on suppose qu’il en existe un qui est plus petit que p;ﬁl. On
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note e = ppcm (e;).

En utilisant le §1 de [18] on décrit maintenant I'image des sous-groupes d’inertie
par ¢, pour ensuite préciser quel forme a ¢,(G ) en fonction du type de réduction
de E.

2.1.1 Bild der Trigheit

Serre considere dans [18] une courbe E définie sur un corps local K. 11 fait I'étude
de I'image du sous-groupe d’inertie I de G i sous 'application ¢, : Gx — Aut(E,),
en fonction du type de réduction de E/K.

Dans notre cas le corps K sera le corps déterminé dans le lemme 19. En particulier
E a réduction semi-stable sur K, donc soit bonne réduction de hauteur 1 ou 2,
soit mauvaise réduction de type multiplicatif. C’est une extension finie de Q,. Le
groupe de Galois Gi est isomorphe a un sous-groupe ouvert d’un sous-groupe de
décomposition de G . Le corps résiduel de K est appelé k et est une extension
finie de F,. On dénote par O l'anneau des entiers de K, celui de K par O et
par m, respectivement m, les idéaux maximaux. Lorsque la courbe FE est définie et
a bonne réduction sur K on note E/k la courbe réduite. Comme d’habitude, on
appelle I le sous-groupe d’inertie de G, le p-groupe d’inertie est I, et I; = I/I,
est le quotient qui est le groupe d’inertie modérée. L’indice de ramification de K
sur @, est noté e et est toujours supposé plus petit que p%l.

On note K,, la plus grande extension non ramifiée de K et K; la plus grande
extension modérément ramifiée. Pour tout d premier a p le corps K,, contient
les racines d-iemes de I'unité et si m est une uniformisante de K,,, alors K; est
engendré par les extensions K; = Km«(wé) avec d encore premier a p (comparer
[18, §1.3, p.263]).

Le groupe de Galois de K, sur K, s’identifie au groupe ug des racines d-iemes de
I'unité par un caractere 0: G(Ky/K,.) — pq qui, pour d = p™ — 1, s’identifie a
un caractere Opn_1: Iy — pyn g =~ Fy. dont le noyau est G(K;/Ky). On appelle ce
caractere 6,»_; caractere fondamental de niveau n (voir [18, §1.3]).

En fait les caracteres 0y (d toujours premier a p) parametrent le groupe de ca-
racteres Hom(/;, IF)) [18, §1.7]. Ils vont servir pour décrire Iimage de I sous la
représentation ¢,,.

Dans I’étude de 'image de ¢, on se sert de l'espace suivant (voir [18, §1.8]) : on
étend la valuation v de K & la cloture algébrique K. Son groupe de valeurs U(F*)
est égal & Q et on définit pour tout o € Q les ensembles m, = {r € K : v(z) > a}
et m¥ = {x € K :v(z) > a} ainsi que leur quotient V,, = m,/m}. Le quotient V,
est un espace vectoriel de dimension 1 sur le corps résiduel k de K. Le groupe de
Galois G agit sur V,, naturellement.
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Lemme 20. (a) Soit 0 € Gg. On note @ son image dans le groupe Gy. L’action
de o sur V,, est o—lincaire.

(b) Le sous-groupe d’inertie agit linéairement, le p-groupe I, agit trivialement

sur Vy. Sia =5 avec a, d € Z et p{ d alors l'action du groupe I, sur V, est

donnée par le caractére 05: I — g C k.
Démonstration : [18, §1.8, Prop.6 et 7, p. 268]
En outre on a les résultats suivants :

Lemme 21. (a) Le déterminant de la représentation p, est le caractére cycloto-
mique X,: Gp — Z,.

(b) Le groupe d’inertie I, agit sur les racines p-iémes de lunité p, par la puis-
sance e-iéme du caractére fondamental 8,_; (ot e est l'indice de ramification
de K sur Q,).

(¢) Sie est premier ap (en particulier si e < p), alors l'image du groupe d’inertie
I par le caractere cyclotomique x,,: G — Z;, contient la p-partie 1+ pZ,, de

7.

p

Démonstration : (a) [16, §1.2.2, p.I-4]

(b) [18, §1.8, Prop.8, p. 269

(c) L’extension Q,(up~)/Q, est totalement ramifiée, Q,(1,)/Q, est modérément
ramifiée, Q,(f1pe)/Qp(11,) totalement sauvagement ramifiée. Comme e est supposé
premier a p, ca implique que KNQ,(pp) = KNQ, (1) et la partie pro-p du groupe
d’inertie 1(Q,/Q,), est contenu dans le groupe d’inertie 1(Q,/K). Ce pro-p-groupe
est surjecté sur 1 + pZ, par le caractere cyclotomique. 0

On considere maintenant la courbe E définie sur le corps K et la représentation
¢p : G — Glo(F,).

Lemme 22. Si la courbe elliptique E/K a bonne réduction de hauteur 1 ou mau-
vaise réduction (de type multiplicatif), alors le F,-espace vectoriel et Galois-module
E, posséde un sous-espace propre, stable par action de G k. Dans ces cas-la, res-

treint a I, Uapplication p, s’écrit dans la forme <9§*1 ’{) par rapport a une base

convenable. Son image contient le sous-groupe (mz)e 1> (encore par rapport a une

base bien choisie). Ce groupe est un sous-groupe d’indice au plus e d’un demi-sous-
groupe de Cartan déployé. Son ordre est au moins p%l.

Démonstration : [18, §§1.11, 12, pp. 273, 277]

Une courbe E/K a bonne réduction de hauteur 2 si le groupe formel associé a
la courbe est de hauteur 2 (comparer [23, chapitre IV]). On notera F ce groupe

formel. Le passage a la courbe réduite £ donne une suite exacte

0— Ey(K) — E(K) — E(k) — 0.
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Le noyau E;(K) de la réduction est isomorphe & m, muni de la loi de groupe
définie par le groupe formel F. D’apres [23, VII-2, Prop. 2.2, p. 175] I'isomorphisme
E1(K) — m est donné par les applications suivantes :

E1<K) — m
(r.9) — =
z,y) — —
Y

t —1
«— t

ORROL
ol w(t) est une série formelle & coefficients dans O [23, p.175]. Comme E/K a
réduction semi-stable, une équation de Weierstrafl minimale de £// K reste minimale
sur toute extension K’ de K, le groupe formel F associé a E/K’ est le méme
que celui associé a E/K. Par conséquence, les applications données définissent
un isomorphisme E;(K) — m, avec sur m la loi de groupe définie par F. Si le
groupe formel F est de hauteur 2 il y a p? points de [p]-torsion dans m (ol [p]
est la multiplication par p selon la loi de groupe formel F), et tous les points
de p-torsion de la courbe E(K) sont contenus dans le noyau Ey(K) [9, thm.1,
chap.IV§2, p.107]. On peut identifier E, au noyau de la multiplication par [p]
dans m. En regardant les applications donnant Iisomorphisme entre E;(K) et m
on voit que 'action de Galois commute avec cet isomorphisme. Puisque K est
complet, les corps engendrés par les coordonnées des points de p-torsion dans E,
sont les mémes que ceux engendrés par les points de [p]-torsion dans m. On va dans
la suite confondre ces deux ensembles de points de p-torsion et 'appeler toujours

E,.
Si E/K a bonne réduction de hauteur 2, le Galois-module E), peut étre simple ou
avoir un sous-espace stable selon la forme du polygone de Newton. Concretement,
on considere la loi de groupe formel F donné par E et le polygone de Newton
associé a la multiplication par [p|. Ce polygone de Newton peut étre de la forme

ou de la forme
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i i w
1 p P’

Dans le deuxieme cas E, a un sous-espace stable par 'action de Gk [18, §1.10].

Remarque : Si p n’est pas ramifié dans K (i.e. e = 1) et £/K a bonne réduction de

hauteur 2, alors le polygone de Newton est toujours de la forme Jhk puisque la
valuation e; du p-ieme coefficient de [p|(X) ne peut pas étre plus petit que e = 1.

Lemme 23. Supposons que la courbe elliptique E/K a bonne réduction de hauteur

2 et qu’on a un polygone de Newton de la forme lﬁ . Alors E, se plonge dans le
k-espace vectoriel V,, avec o = pQL_l. Le p-groupe d’inertie I, opere trivialement sur
E,, le quotient 1 /1, = I, opére par le caractére 0;271: I, — F;z qut est la puissance
e-ieme du caractere fondamental de niveau 2.

Limage de I par ¢, est un sous-groupe d’indice au plus e d’un sous-groupe de
Cartan non déployé de Gly(F,). Son ordre divise p* — 1 et est au moins %.

Démonstration : (Comparer [18, §1.9, p.270]) Vu le polygone de Newton, on sait
que tous les éléments t € E, avec ¢ # 0 ont méme valuation v(t) = %5 = « [18,

1
§1.10, p.272]. Donc E, C m, et pour s,t € E, on a F(s,t) = s+t modm].
Cela entraine qu'on a un homomorphisme injectif qui plonge £, dans V,, et qui
commute avec 'action de G'g. On sait que l'action d’un élément ¢ € G sur V,
est g—linéaire (lemme 20) et on connait l'action de I sur V,. Notamment I agit
par le caractere 07, : I — F,. L’image de I sous ce caractere est un sous-groupe

de IF), dont 'indice est au plus e, son ordre est au moins I%. L’image ¢, (1) est
donc un sous-groupe d’'un sous-groupe de Cartan, non déployé puisque ¢, (1) est
cyclique d’ordre plus grand que p — 1. [l

Lemme 24. Supposons que le groupe formel F, associé a la courbe elliptique E | K
est de hauteur 2 et notons ey la valuation du p-ieme coefficient de la série formelle
correspondante a [p|. Si le polygone de Newton de la multiplication par [p] est de

la forme l&, alors I, a un sous-espace X (de dimension 1) dont les éléments

sont de valuation o = ep_fll. Les autres éléments de E, sont de valuation oy =

< ay. Le groupe d’inertie (modéré) agit sur X par la puissance (e — ey)-iéme

el
p(p—1) .
du caractére fondamental 0,1, sur E,/X il agit par la puissance e;-iéme du méme
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caractére. Par rapport a une base convenable ¢, restreint a I, est de la forme

0;:(151 *
o, )7
Démonstration : [18, §1.10, p. 272]

Lemme 25. Dans la situation du lemme 24 (E/K a bonne réduction de hauteur

2 avec un polygone de Newton de la forme g), si le degré de ramification e est
plus petit que p, Uordre de ¢,(I) (et celle de ¢,(GF)) est divisible par p.

Démonstration : L’image ¢,(I), qui est un sous-groupe de ¢,(Gr), est isomorphe
au sous-groupe d’inertie de G(K (E,)/K). On verra que I'indice de ramification de
K(E,) sur K, et donc l'ordre du groupe d’inertie I (g,)/k, est divisible par p. Pour
cela on regarde le polygone de Newton de F, qui est de la forme suivante :

€1 — """""""" ;

i i w
1 p p

2

D’apres [4] les points de p-torsion P de L qui ne sont pas contenus dans X sont
de valuation vk (P) = —2= (la droite X consiste de 0 et des p — 1 points @ de

p(p—1)
valuation vg(Q) = <. Ces points Q) correspondent au segment s; qui est de
pente —<=-. Au segment s, de pente —ﬁ, correspondent p(p — 1) points P

de valuation Iﬁ). Comme p ne divise pas e; (qui est plus petit que e), le degré
de ramification de K (E,) sur K doit étre divisible par p. La méme chose est vraie
pour 'ordre de ¢,(Gp), car ¢p(I) ~ Ix(g,)/x est un sous-groupe de ce groupe. [J

2.1.2 Sous-groupes de Gly(F,) et type de réduction de E

Utilisant le §2 de [18], on va maintenant préciser quels sous-groupes de Gly(F,)
peuvent apparaitre en tant qu’image de ¢,.

Lemme 26. Soit G un sous-groupe de Gly(F,). On suppose, soit que lordre de G
est divisible par p, soit que G contient un sous-groupe C' qui est soit un sous-groupe
d’ordre au moins 6 d’un demi-sous-groupe de Cartan déployé, soit un sous-groupe
d’ordre au moins 6(p — 1) d’un sous-groupe de Cartan non déployé, alors

— ou bien G contient Sly(FF,)
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— ou bien G est contenu dans un sous-groupe de Borel B

— ou bien G est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan

Si G ne contient pas Sly(IF,) et p divise l'ordre de G, alors G est contenu dans un
sous-groupe de Borel.

Démonstration : Lorsque 'ordre de G est divisible par p, le résultat est donné par
[18, prop. 15, p. 280].

Si l'ordre de G est premier a p, on regarde I'image H de G dans PGly(F,). Le §2.6

de [18] dit que dans ce cas il y a les trois possibilités suivantes :

— soit H est un groupe cyclique et G est contenu dans un sous-groupe de Cartan
de Gly(F))

— soit H est diédral et G est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de
Cartan

— soit H est isomorphe a A4, &4 ou 5. Les éléments de H sont alors d’ordre au

plus 5.
Le dernier cas ne peut pas se produire puisque par hypothese 'image de C' dans
PGIly(F,) contient un sous-groupe cyclique d’ordre au moins 6. U

Tenant compte des résultats sur I'image de I sous ¢, ce lemme s’applique notam-
ment a p,(Gr) :

Lemme 27. Sous les hypothéses globales (p. 20) le sous-groupe ¢,(Gr) de Gla(F),)

vérifie une des conditions suivantes :

— soit v,(Gr) contient Sly(FF,)

— soit il est contenu dans un sous-groupe de Borel B

— soit il est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé
mais pas dans un sous-groupe de Cartan

— soit il est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non déployé

Si la courbe E a potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone de

Newton de la forme g , alors soit w,(Gg) contient Sly(F,), soit il est contenu
dans un sous-groupe de Borel.

Démonstration : Sauf éventuellement dans le cas décrit dans le lemme 24 (bonne

réduction de hauteur 2 avec un polygone de Newton de la forme J.& ), les lemmes
22 et 23 garantissent l’existence d’un sous-groupe convenable pour appliquer le
lemme 26 (par les hypotheses globales on a p—j > 6 pour au moins une place

au-dessus de p, voir p. 20).

Si la courbe E a potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone

de Newton de la forme g (le cas du lemme 24) 'ordre du groupe ¢,(GF) est
divisible par p (lemme 25) et le lemme 26 implique que ¢,(GF) contient Sly(F,) ou
est contenu dans un sous-groupe de Borel. 0

Remarque : Si ¢,(Gr) est contenu dans le normalisateur d'un sous-groupe de Car-
tan déployé, alors il a un sous-groupe d’indice deux qui est contenu dans ce sous-
groupe de Cartan et donc aussi dans un sous-groupe de Borel.
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Lemme 28. Si ¢,(GF) contient Sly(F,), alors p,(Gr) contient Sly(Z,) et les ho-
mothéties (Zy)® avec c le plus grand diviseur commun des indices de ramification
de F' au-dessus de p.

Démonstration : Comme ¢,(Gp) contient Sly(F,), le lemme 3 de [16, IV-3.4, p.IV-
23] dit que p,(GF) contient Sly(Z,) = ker(det).

D’apres [16, 1.2.2, p.1-4], le déterminant de la représentation p, est le caractere
cyclotomique x, : Gp — Zj, donné par l'action du groupe de Galois G sur les
racines p-iemes de l'unité. L’indice de x,(Gr) dans Z, est au plus c. Cela implique
que (Z3)° € p,(Gr). .

Lemme 29. Soit C' un sous-groupe d’un sous-groupe de Cartan non déployé. On
suppose que l'image de C' dans PGly(F,) est d’ordre au moins 3. Alors C' n'est
pas contenu dans le normalisateur N(C') d’un sous-groupe de Cartan déployé, ni
dans un sous-groupe de Borel.

Démonstration : L’image d'un sous-groupe de Cartan non déployé dans PGly(F,)
est cyclique d’ordre p + 1 . L’image du normalisateur d’un sous-groupe de Cartan
déployé est diédrale. Il contient un sous-groupe cyclique d’ordre p—1, tous les autres
éléments sont d’ordre 2. L’'image de C” dans PGly(F,) est donc d’ordre divisant
p+ 1 et strictement plus grand que 2. Comme 2 est le seul diviseur commun entre
p+1et (p—1), le groupe C’ ne peut pas étre contenu dans N(C). L'intersection
entre un sous-groupe de Cartan et un sous-groupe de Borel B est forcément contenu
dans un sous-groupe de Cartan déployé puisque B fixe une droite. O

Lemme 30. Soit C' C Gly(F,) un sous-groupe d’ordre strictement plus grand que
2 d’un demi-sous-groupe de Cartan déployé. Un tel groupe n’est pas contenu dans
le normalisateur N(C') d’un sous-groupe de Cartan non déployé.

Démonstration : L'image de C” dans PGly(F,) est cyclique, son ordre divise p — 1
et est strictement plus grand que 2 alors que les éléments de I'image de N(C') dans
PGl,(F,) sont d’ordre divisant (p+1). Ca implique que C’ ne peut pas étre contenu
dans N(C). O

Revenons a notre courbe elliptique E, définie sur un corps de nombres F. Il y
a plusieurs places vy, ...,v, de F' au-dessus d’un premier p et E peut se réduire
différemment selon la place choisie. Pour chaque place v;[p on considere le groupe
d’inertie [; défini au début (p. 20).

Lemme 31. Supposons les hypothéses globales (p.20).

(a) Si p,(Gr) est contenu dans un sous-groupe de Borel, alors E, posséde un
sous-espace stable par l'action de Galois. Dans ce cas il ne peut pas y avoir
de place v, au-dessus de p, telle que, par rapport a cette place, E a poten-
tiellement bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone de Newton de la

forme m )
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(b) Si v,(GFr) est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan
déployé mais pas dans le sous-groupe de Cartan, alors potentiellement E a
bonne réduction de hauteur 1 ou mauvaise réduction de type multiplicatif par
rapport a toutes les places divisant p.

(c) Le cas que ¢,(GF) est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de
Cartan non déployé ne se produit que si E& a potentiellement bonne réduction

de hauteur 2 et le polygone de Newton est de la forme lﬁ pour toutes les
places au-dessus de p.

Démonstration : S’il existe une place une place v|p telle que E a potentiellement

bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone de Newton de la forme J,ﬁ ,
alors les lemmes 23 et 29 impliquent que ¢,(Gr) n’est pas contenu dans un sous-
groupe de Borel ni dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé (par
les hypotheses globales on a ”27_1 >2(p+1)).

Le lemme 25 implique que l'ordre de ¢,(GF) est divisible par p si E a potentiel-
lement bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone de Newton de la forme

g pour une place v|p. L’ordre du normalisateur d’un sous-groupe de Cartan
étant égal & 2(p* — 1) ou 2(p — 1)?, 'image ¢,(GF) ne peut pas étre contenue dans
un tel sous-groupe dans ce cas.

Finalement les lemmes 22 et 30 impliquent que £ a potentiellement bonne réduction
de hauteur 2 par rapport a toute place v|p si ¢,(Gr) est contenu dans le normali-
sateur d'un sous-groupe de Cartan non déployé (on a p;el > 2 par les hypotheses
globales). Comme on vient de voir, le polygone de Newton doit alors étre de la

forme Jh; . O

Lemme 32. Supposons que tous les indices e; (voir p.20) soient strictement plus
petits que ’%1. St ¢,(GF) est contenu dans le normalisateur N(C') d’un sous-groupe
de Cartan C, alors toutes les images p,(1;) (voir p. 20 pour les I;) sont contenues
dans ce sous-groupe de Cartan C.

Démonstration : Par rapport aux places divisant p, la courbe E ne peut pas avoir
potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone de Newton de la

forme l& parce que 'ordre de N(C') n’est pas divisible par p (lemme 25). Pour
la méme raison, si F a potentiellement bonne réduction de hauteur 1 ou mauvaise
réduction de type multiplicatif, le lemme 22 implique que ¢, (/;) est contenu dans
un demi-sous-groupe de Cartan déployé. Maintenant soient C’, C' et N les images
de ©,(I;), C, et N(C) dans PGly(F,). Les lemmes 22 et 23 impliquent que C” est
cyclique d’ordre strictement plus grand que 2 (on suppose e < %) Le groupe N
est diédral, tous ses éléments sont soit contenus dans C, soit d’ordre 2. Si o est un
générateur de C” il est contenu dans C parce que autrement il ne pourrait pas étre
d’ordre strictement plus grand que 2. Ca implique ¢,(1;) C C'. O
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2.2 Weitere Zutaten
2.2.1 Dies und das

On utilisera les résultats suivants, ainsi que des travaux de Fontaine ([7]) qui seront
explicités dans le chapitre 2.5.

Théoréeme 33 (Merel, [14]). Soit E une courbe elliptique, définie sur un corps
de nombres F de degré d > 1 sur Q. Si E(F) posséde un point d’ordre premier p,
on ap< 43

Théoréme 34 (Mazur, [13]). Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Si
E admet une p-isogénie rationnelle sur Q, alors le premier p est contenu dans
lensemble {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 37, 43, 67, 163}.

Théoréeme 35 (Zassenhaus, [10] §18.1.2.3, p.126). Soit N un sous-groupe
normal d’un groupe pro-fini G, tel que l'ordre de N est premier a l'ordre de G/N
(si N contient une partie pro-p non-triviale, alors la p-partie de G/N est triviale
et vice versa). Alors il existe dans G un complément de N et tous les compléments
sont conjugues.

2.2.2 Sous-groupes de Borel

Lemme 36. Soit E une courbe elliptique définie sur une extension finie K de Q,
qui est ramifié d’indice e < p. Si E/K a bonne réduction de hauteur 1, les points de
torsion qui sont contenus dans le noyau de la réduction E(K) — E(k) définissent
un sous-module X de rang 1 qui est un facteur directe de T,(E). Ce sous-module
X est stable par 'action de G, l'image p,(Gr) est contenue dans le sous-groupe
de Borel de Aut(T,(E)) qui correspond a la droite X. Si on choisit un premier
vecteur de base dans ce sous-module X, alors l'action du groupe d’inertie I C Gk
sur le module de Tate T,(E) est donnée par des matrices de la forme (X7 7) ot x,
est la restriction du caractere cyclotomique x, : Gk — Z,. Limage du caractere
cyclotomique x,(I) est d’indice au plus e dans Z;,.

Démonstration : Comme E a bonne réduction de hauteur 1, on a pour chaque
entier r € N une suite exacte

O — Xp'r' — Epr — Epr — 0 (1)

avec E, 'ensemble des points de p"-torsion dans F(K) ainsi que Epr sont les
points de p"-torsion de la courbe réduite F (Fp) et X, est le noyau, dans E,-, de
cette réduction. L’ordre de Epr est égal a p" et donc le méme est vrai pour X,
[23, thm. V.3.1, p. 137]. Pour tout r € N, l'action du groupe de Galois Gk laisse la
droite X, stable.
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En passant a la limite projective on obtient une suite exacte

0 = Tp(X) = T,(E) = T,(E) = 0 (2)

avec T)(X) = lim X,,. Puisque |X,| = p on peut choisir une base (e1, e2) de T),(E
tel que T,(X) = Z,e;. Par rapport a cette base 'image de Gy dans Aut(E,) ~
Gly(Z,) est contenue dans le sous-groupe de Borel (* 7).

Le sous-groupe I C Gy opere sur T,(X) et sur T,(E) ~ T,(E)/T,(X) par deux
caracteres xx et xy : I — Z,. Comme l'inertie I opere trivialement sur 7, p(E) le
caractere Yy doit étre trivial. D’autre part le déterminant de notre représentation
est égal au caractere cyclotomique x, (lemme 21(a)). On a donc xx = X, et
I'image de I est de la forme (X 7). D’apres le lemme 21 la p-partie 1 + pZ, de
Z., est contenue dans Xp(I). Le méme lemme nous dit que, modulo p, le caractere
cyclotomique x,|; est égal a €7, dont I'image est d’indice au plus e dans . On

en conclut que l'indice de x, (/) dans Z; est également au plus e. O

Maintenant on regarde le cas d’une courbe E qui a potentiellement mauvaise ré-
duction de type multiplicatif par rapport a une place v.

La situation est tout a fait analogue au cas de bonne réduction de hauteur 1 décrit
dans le lemme 36 :

Lemme 37. Soit E une courbe elliptique définie sur une extension finie K de Q,
qui est ramifié d’indice e < p. Si E/K est isomorphe a une courbe de Tate (et donc
a mauvaise réduction de type multiplicatif) les racines de l'unité pi,n contenues dans
E,n définissent un sous-module X de rang 1 qui est un facteur directe de T,(E).
Ce sous-module X est stable par l'action de Gg. Si on choisit un premier vecteur
de base dans ce sous-module X, alors l'action du groupe d’inertie I C Gg sur le
module de Tate T,(E) est donnée par des matrices de la forme (X ]) ot x, est la
restriction du caractére cyclotomique x, : Gx — Z,. L’indice de X, I) dans Z,, est
au plus e.

Démonstration : Si E,» dénote encore ’ensemble des points de p"-torsion et g,
les p"-iemes racines de 'unité, alors on a les suites exactes suivantes [16, A.1.2,
p.1V-31]

0— pipr = Eyr = ZJ/p"Z — 0

et
0= Ty(p) = Tp(E) = Zp — 0

qui prennent la place des suites (1) et (2) qu’on a lorsque E a bonne réduction de
hauteur 1 (p..29).

Le groupe de Galois Gk, et son sous-groupe d’inertie I en particulier, agit sur
les racines de l'unité par le caractere cyclotomique X, et trivialement sur Z/p"Z,
respectivement sur Z,. Les racines de I'unité forment un sous-espace stable par
I’action de Galois.
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L’image p,(Gk) est donc contenue dans le sous-groupe de Borel correspondant a la
droite T,(u) dans T,(E). Dans une base adaptée cette image est de la forme (** 7)
comme dans le cas de bonne réduction de hauteur 1. O

Remarque : On vient de voir que pour toute place v; de F', par rapport a la-
quelle £ a potentiellement bonne réduction de hauteur 1 ou mauvaise réduction
de type multiplicatif, I'image p,(Gk,) est contenue dans un sous-groupe de Bo-
rel de Gly(Z,) aussi bien que ¢,(Gk,) est contenu dans un sous-groupe de Borel
de Glo(F,) [18, §1.11(1), p.273]. Les sous-espaces propres correspondant aux ca-
ractere cyclotomique X, sont stables par ces groupes de Borel seront notés X;; et
Xj = X;/pX;.

2.2.3 Reéduction semi-stable

Lemme 38. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F.
Sur le corps L = F(E3) la courbe E a réduction semi-stable partout. Le degré
[L : F| divise 48 = |Gly(F3)|. Si E a potentiellement mauvaise réduction de type
multiplicatif, alors elle est isomorphe, sur L, a une courbe de Tate.

Démonstration : Si E a potentiellement bonne réduction en une place w, c’est le
lemme 8.

Supposons donc que E a potentiellement réduction multiplicative en une place w
de L et soit K le complété de L par rapport a w. Dans ce cas le j-invariant de
E est de valuation négative et la courbe E est un twist d'une courbe de Tate E,,
avec ¢ € K* [16, Al.1, p.IV-30]. Un twist d’une courbe elliptique E, correspond
a un caractere x : Gx — Aut(E,) = {£1}, si ce caractere est trivial, la courbe E
est isomorphe a £, sur K et elle a réduction semi-stable déja sur L [23, chap. X§2,
p. 284]. Le caracteére y est donné de la fagon suivante : il existe un isomorphisme
¢ . F — E,, défini sur une extension finie de K. A chaque ¢ € Gk on associe
I'automorphisme ®7 o ®~! de F,. On regarde 'action de cet automorphisme sur les
points de 3-torsion : si P € Eq(F) est un point de 3-torsion, sa préimage ®~!(P)
est un point de 3-torsion de E et, par définition de L, il est rationnel sur K, on a
(@~1(P))” = ®~!(P) pour tout 0 € Gg. Ca donne

1(0).P = @7(87(P)) = 8°((7'(P))7) = (®(27(P)))” = P”.

c’est a dire x(0) = —1 implique P? = —P pour tout les points de 3-torsion de E,,.
Regardons les points de 3-torsion de E, : d’apres [16, A1.2, p.IV-31] on a une suite
exacte de G g-modules

1 — pu3 — E3 — Z/3Z — 0,

G i agissant trivialement sur Z/3Z. Mais alors on ne peut pas avoir P = — P pour
un point P € FEj3 dont 'image dans Z/37Z est différent de 0. Ca veut dire que le
caractere x : Gx — {%1} doit étre trivial et £ est isomorphe a E, sur K déja. O
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2.3 Zu zeigen

On suppose toujours les

Hypotheses globales. On se donne une courbe elliptique E définie sur un corps
de nombres F'. On suppose que E n’a multiplication complexe sur aucune extension

de F' (Endg(E) = Z).

On choisit un premier rationnel p > 7. Pour tous les indices e; (voir p.20) on

suppose €; < 1%1 et on suppose qu’il en existe un qui est plus petit que 1%1_ On

note € = ppcm (e;).
On note d le degré [F': Q] et hp le nombre de classes de F.
Remarque : Tous les indices e; divisent 12d.

Une fois fixé un premier p > 7, on regarde les places au-dessus de p et le type de
réduction que a F par rapport a ces places. On traite séparément les cas suivants :

(a) il existe une place v|p par rapport a laquelle E a potentiellement bonne
réduction de hauteur 2 et le polygone de Newton associé est de la forme

I

(b) E a potentiellement bonne réduction de hauteur 1 ou mauvaise réduction de
type multiplicatif par rapport a toutes les places v|p

(c) il existe une place pour laquelle E a potentiellement bonne réduction de
hauteur 2 et dont le polygone de Newton a la forme l&

On obtient des résultats légerement différents sous des hypotheses légerement
différentes selon le cas :

Théoréme 39. Si le premier p est plus grand que (48dhp)> ™34 )* et non ramifié
dans L = F(E3), alors image p,(Gr) contient les homothéties 7.

Démonstration : On remarque d’abord que les hypotheses globales sont vérifiées
pour tout p > (48th)3(48th)2. Le lemme 27 implique que le groupe ¢,(Gr) peut
soit contenir Sly(F,), soit il est contenu dans un sous-groupe de Borel, dans le
normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé ou dans le normalisateur d’un
sous-groupe de Cartan non déployé. Dans le premier cas le résultat est donné par
le lemme 28. Dans le dernier cas la courbe E a potentiellement bonne réduction

de hauteur 2 au dessus de p et le polygone de Newton est de la forme J.k
(lemme 31). Le résultat sera alors établie par le théoreme 45. Lorsque ¢,(Gr) est
contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé et pas dans
un sous-groupe de Borel le résultat sera donné par le théoreme 60. Reste le cas
que ¢,(GF) est contenu dans un sous-groupe de Borel. Sur F(E3) la courbe E a
réduction semi-stable (lemme 38). Comme p est supposé non ramifié dans F'(Fs)
la courbe E ne peut pas avoir bonne réduction de hauteur 2 dans ce cas (lemme 31
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et la remarque p.24). Le théoreme 52 et le corollaire 53 donneront alors le résultat
souhaité.

Théoreme 40. Si les degrés de ramification e; des corps K; (voir p.20) vérifient
les hypothéses globales ci-dessus et divisent p?> — 1, alors il y a les possibilités sui-
vantes :

a) soit le sous-groupe 'H = Gr) NZ: des homothéties dans 'tmage est un
g pp D g
sous-groupe d’indice au plus e dans le groupe des homothéties.

(b) soit E, a un sous-groupe (non trivial) rationnel sur F' et ¢,(Gp) est contenu
dans un sous-groupe de Borel de Gly(F)).

Pour p > (48dhy)*™r)* e deuziéme cas peut se produire uniquement si E a
potentiellement bonne réduction de hauteur 2 par rapport a une place v divisant p

et le polygone de Newton associé est de la forme

Remarque : L’hypothése que les degrés de ramification e; divisent p*—1 est toujours
vérifié lorsque p n’est pas ramifié dans F' (remarque p. 36). C’est d’ailleurs dans le
lemme 49 que joue cette hypothese.

Démonstration : Comme dans le cas du théoreme 39, le groupe ¢,(Gr) peut soit
contenir Sly(F,), soit il est contenu dans un sous-groupe de Borel ou dans le nor-
malisateur d’un sous-groupe de Cartan, le premier cas étant réglé par le lemme 28.
Le dernier cas se traite également comme avant : si ¢,(Gr) est contenu dans le
normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non déployé le lemme 31 implique qu’on
pourra appliquer le théoreme 45 qui donnera le résultat. Autrement on appliquera
le théoreme 60.

Si finalement ¢,(GF) est contenu dans un sous-groupe de Borel, alors E a soit
potentiellement bonne réduction de hauteur 1, mauvaise réduction de type multi-
plicatif ou bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone de Newton de la forme

M. Lorsque par rapport a toute place divisant p la courbe E a potentielle-
ment bonne réduction de hauteur 1 ou mauvaise réduction de type multiplicatif
le résultat est donné par le théoreme 52 et le corollaire 53. Si par rapport a une
place divisant p la courbe E a potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec

un polygone de Newton de la forme M, alors soit ¢,(GF) contient Sly(FF,) et
pp(Gr) contient (Z7)¢ (lemme 28), soit ¢,(Gr) est contenu dans un sous-groupe
de Borel (lemme 27). Dans ce dernier cas le groupe E, a un sous-groupe rationnel
sur F.

Corollaire 41. Si la courbe elliptique E est définie sur Q, alors pour tout p > 163
limage py(Gq) contient les homothéties (Zy)°.

Cest le lemme 61

Théoreme 42. On suppose p > 2 et qu’il existe une place v; au-dessus de p
par rapport a laquelle la courbe elliptique E a potentiellement bonne réduction de
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hauteur 2 et telle que le polygone de Newton correspondant est de la forme J.k .
Si de plus Uindice de ramification e; est plus petit que p — 1 et divise p* — 1,
alors p,(Gp) contient un sous-groupe d’indice e; d’un sous-groupe de Cartan non
déployé. En particulier il contient les homothéties (Z;,)% .

voir chapitre 2.5, théoreme 45

Théoreme 43. Si les degrés de ramification e; (voir p. 20) vérifient les hypothéses
globales (p.20) et la courbe elliptique E/F(E3) n’a bonne réduction de hauteur 2
pour aucune place divisant p alors

(a) soit le sous-groupe H = p,(Gr) N Z; des homothéties dans l'image est un
sous-groupe d’indice au plus e dans le groupe des homothéties.

soit on trouve une courbe elliptique E', isogene a E et également définie

b it t be ellipti E’, isogéne a E et égal t défini
sur F', et un point de p-torsion P € Ez/> qui devient rationnel sur un corps
F(P) dont le degré vérifie [F(P) : F] < 48dhp. Ceci n'est possible que si
p < (48dhp)348dhr)?

Démonstration : Si la courbe E n’a potentiellement bonne réduction de hauteur 2
pour aucune place, alors ¢,(Gr) est soit contenu dans un sous-groupe de Borel ou
dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé, soit il contient Sly(F,)
(lemmes 27 et 31). Dans les deux derniers cas p,(Gr) contient les homothéties
(Zy)° (lemme 28 et théoreme 60). Dans le premier cas il y a les deux possibilités
énoncées dans le théoreme (théoreme 52).

Corollaire 44. Sous les hypotheses du théoréme 43 et pour tout p plus grand que
(48dhp)*U8he) | Limage p,(Gr) contient les homothéties (Z)°.

voir corollaire 53

Remarque : Le cas critique se trouve étre le cas que, par rapport a une place w
au-dessus de p, la courbe F ait bonne réduction de hauteur 2 avec un polygone de

Newton de la forme L& Dans ce cas-la, et seulement dans ce cas, c’est possible
que, d’'une part, p,(Gr) ne contient pas un grand sous-groupe des homothéties,
d’autre part, le groupe E, des points de p-torsion a un sous-groupe non trivial,
rationnel sur F', sans qu’il y ait un point de p-torsion rationnel sur une petite
extension de F' (voir chapitre 2.6.3).

Si w n’est pas ramifié, le polygone de Newton n’est jamais de la forme l& ([18,
§1.10, p.271], — thm. 39).

Lorsque E est définie déja sur Q, le groupe £, ne peut avoir un sous-groupe ra-
tionnel sur F' = Q que pour p < 163 (théoreme 34, — cor.41).

Il y a des résultats de Momose ([15]) qui généralisent celui de Mazur (thm.34) et
impliquent que, dans beaucoup de cas, on peut borner les p, pour lesquels peut se
produire ce “mauvais cas” (le cas (b) du théoreme 40).
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2.4 MapmpyT

On avait vu que I'image ¢,(Gr) peut soit contenir Sly(F,), soit elle est contenue
dans un sous-groupe de Borel, dans le normalisateur d'un sous-groupe de Car-
tan déployé ou dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non déployé de

GLy(F,) (lemme 27).

On sait déja que p,(Gr) contient les homothéties (Z;)¢ si ,(G ) contient Sly(IF,)
(lemme 28).

Lorsque ¢,(GF) est contenu dans le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan non
déployé la courbe E a potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec polygone

de Newton de la forme J.g a toutes les places au-dessus de p (lemme 31). Si w
est une telle place, ramifié de degré e divisant p? — 1, on utilisera une généralisation
d’un résultat de Fontaine ([7]) qui démontre que p,(I,) contient un sous-groupe
d’indice e d’un sous-groupe de Cartan non déployé et en particulier les homothéties
(Zy)¢ (thm. 45, chap.2.5).

Ensuite il y a le cas que ¢,(GF) est contenu dans un sous-groupe de Borel de
Gly(F,). Dans ce cas, au-dessus de p, la courbe £ peut avoir potentiellement bonne
réduction de hauteur 1, mauvaise réduction de type multiplicatif ou bonne réduc-

tion de hauteur 2, avec un polygone de Newton de la forme l& . Le chapitre 2.6.1
traite le cas que F a potentiellement bonne réduction de hauteur 1 ou mauvaise
réduction de type multiplicatif par rapport a toute place divisant p. On suit le
raisonnement de Serre ([18]) : soit on trouve deux sous-groupes d’inertie dont les
images par ¢, contiennent, par rapport a une méme base, les deux sous-groupes
<(F§3)e 1) et <1 (F;)e> et donc ¢, (G ) contient les homothéties (F%)®, soit E, ou une
courbe isogene a F/, a un point de p-torsion rationnel sur une extension M de F'.
On peut borner le degré de M sur F' par 48hp (lemme 57). En utilisant le résultat
de Merel ([14]) cela permet de borner les p pour lesquels ¢,(Gr) ne contient pas
les homothéties (IF;)€. Si ¢,(GFr) contient ces homothéties on peut les remonter a
pp(Gr) et conclure que p,(Gr) contient les homothéties (Z;)® (cor. 59).

Si ¢,(GF) est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé
et pas dans un sous-groupe de Borel on trouve deux sous-groupes d’inertie dont les
images par ¢, contiennent, par rapport a une meéme base, les deux sous-groupes

<(F;)e 1) et <1 (F;)e> et on peut remonter a p,(Gr) comme dans le cas avant
(théoreme 60).

Reste le cas, considéré dans le chapitre 2.6.3, que ¢,(GF) est contenu dans un sous-
groupe de Borel et que E a potentiellement bonne réduction de hauteur 2 avec un

polygone de Newton de la forme l& par rapport a une place au-dessus de p. En
général, on ne peut pas dire grand chose dans ce cas-la. Si la courbe F est définie
déja sur Q, le résultat de Mazur ([13]) dit que ¢,(Gg) ne peut pas étre contenu
dans un groupe de Borel pour p > 163 et [15] donne des résultats similaires pour
d’autre corps.
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2.5 Un sous-groupe de Cartan non déployé

On commence par traiter le cas de bonne réduction de hauteur 2 : on suppose
qu’on a une courbe elliptique E, définie sur un corps de nombres F' et qu’il existe
une place v de F' par rapport a laquelle ' a potentiellement bonne réduction de

hauteur 2 et telle que le polygone de Newton est de la forme Jhk (c’est le cas du
lemme 23). On considere la courbe E définie sur I'extension K de F, sur laquelle E
a réduction semi-stable (voir lemme 19). Le groupe formel /O associé a E est

de hauteur 2, avec un polygone de Newton de la forme lﬁ . Tous les points de
p"-torsion E,. C F(K) sont contenus dans le noyau de la réduction E(K) — E(E).
Ils correspondent aux points de torsion du groupe F(m). Si K/Q,, n’est pas ramifié,
I'article de Fontaine ([7]) décrit 'action de Galois sur les points de torsion d’un
groupe formel F/Ok. Si p est plus grand que 2 ces résultats restent vrais si £/Q,
est ramifié d’indice e plus petit que p — 1 et divisant p? — 1 :

On considere un groupe formel F/Of qui est de hauteur 2. On note maintenant
E,n 'ensemble des points de p"-torsion de F et T' son module de Tate (qui est un
Zy,-module libre de rang 2). Pour la représentation p, : Gx — Autg, (T') ~ Gly(Z,)
on a le résultat suivant :

Théoreme 45. Soit F un groupe formel de hauteur 2, défini sur un corps local
K/Q, avec p > 2. On suppose que le polygone de Newton de F est de la forme

et que le degré de ramification e de K sur Q, est strictement plus petit que
p—1 et divise p*> — 1. Alors l'image de la représentation de Galois p, contient un
sous-groupe d’indice e d’un sous-groupe de Cartan non déployé. Plus précisément,
ce sous-groupe est contenu dans [image du sous-groupe d’inertie I de Gy. En
particulier p,(Gr) contient les homothéties (Zy)°.

Remarque : Si p est plus grand que 5 et e divise 12 on a aussi e|(p® — 1) car p + 1
et p — 1 sont divisibles par 2 et I'un des deux est divisible par 3. En particulier
I'hypothese que e divise p? — 1 est vérifié si p est plus grand que 5 et n’est pas
ramifié dans le corps de définition F' de E (lemme 19).

Avant de commencer la démonstration on a besoin d'un certain nombre de dé-
finitions et de quelques lemmes (comparer [7]) : Si K(Fs) est 'extension de K
engendré par les points de torsion de F, alors I'image H de la représentation
pp : Gg — Autg (T) ~ Gly(Z,) est isomorphe au groupe de Galois G(K(Ey)/K)
et on va identifier ces deux groupes. Comme on ne s’intéresse que a l'image du
sous-groupe d’inertie I C G i on peut remplacer K par sa plus grande extension
non ramifié dans K (F.,) et on suppose K (E )/ K totalement ramifié pour la suite.
L’algebre des Z,-endomorphismes de 1" (respectivement des F,-endomorphismes de
E, ~ T/pT) sera noté M (respectivement M). Sur G = Gly(Z,) on a la filtration
donné par les sous-groupes G(n) = {g € Gla(Z,) : g—1 € p"M}. Les sous-groupes
H(n) = HNG(n) de 'image H sont les groupes de Galois de K(E)/K(Epm).
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Le groupe G/G(1) s’identifie & G = Gly(IF,) et le quotient H/H (1) est isomorphe
a 'image de la représentation ¢, : G(Q,/K) — Auty,(E,) ~ Gly(F,). Clest le
groupe de Galois G(K(E,)/K).

On écrit p? (= p"%) = q. L’algebre M des F,-endomorphismes de E, contient le

corps [y, son groupe multiplicatif F;, est un sous-groupe de Auty,(F,). Le sous-
groupe d’inertie I de G(K(E,)/K) agit sur E, par la puissance e-ieme du caractere
fondamental : 07 ; : [ — FF; (lemme 23).

L’'image du groupe de Galois G(K(E,)/K) dans Autg,(£,) sera noté .J. Comme
K(E,)/K est supposé totalement ramifié, le groupe .J est un sous-groupe de F},
qui lui, est un sous-groupe de Cartan non déployé de Gly(F,). L’indice de J dans
F; est e (voir lemme 23).

Pour tout n > 1, le groupe G/G(n + 1) opere par conjugaison sur G(n)/G(n + 1),
le noyau de cette opération contenant le sous-groupe G(1)/G(n + 1). Cela fait de
G(n)/G(n+1) un Gly(F,)-module et a fortiori un IF;-module, ainsi qu’un J-module.
Le groupe H(n)/H(n + 1) est un sous-J-module de G(n)/G(n + 1).

L'espace M des Fp-endomorphismes de E), est également un Fi-, et puis un J-
module, 'action étant donné par conjugaison. Finalement on a un F}-isomorphis-
me entre G(n)/G(n + 1) et M, donné par I'application qui envoie g € G(n) sur
(9—1)/p" € M. Cet isomorphisme fait de G(K (Epyn+1)/ K (Epn)) = H(n)/H(n+1)

un sous-J-module de M qu’on note H,,.

Si le groupe de Galois de F, sur FF,, est donné par {id, 7}, 'algebre des F,-endomor-
phismes M du F,-espace vectoriel £, se décompose en somme directe M= Mg,®
M, ott My est I'algebre des endomorphismes [Fy-linéaires, son supplémentaire M,
est formé des endomorphismes 7-linéaires de ). C’est a dire F} agit trivialement
sur Mid, sur A € MT un élément € € IF; agit par € : A — exe ! = 7P\, L'ordre de
J est plus grand que p + 1 puisqu’on a supposé e < p — 1. Ca implique que, aussi
restreint a J, le caractere 7 est différent de 'identité. C’est a dire, aussi en tant
que J-module, I'espace M se décompose en somme directe M = My & M, avec
deux sous-J-modules Mld et M bien définis, distincts et non triviales.

Pour la suite on doit supposer que 'indice de ramification e = ek g, divise ¢ —1 =
(p—1)(p+1). Dans ce cas 'extension K(E,)/K est de degré 2, son groupe de

Galois J est égal a (IF;)° et d’indice e dans F;.

Lemme 46. Si l'indice de ramification e divise ¢ — 1, alors pour tout n > 1, le
J-module G(K(Epn+1)/K(Eyn)) ~ H, C M contient la partie triviale M;q de M.

Démonstration : D’abord on remarque que, si on voit tous les H, comme sous-
espaces de M, on a pour tout n > 1 que H,, est contenu dans Hn+1 Ceci est vrai
parce que 1’élévation a la puissance p-ieme définit, par passage au quotient, un
isomorphisme entre G(n)/G(n+1) et G(n+1)/G(n+2) et donc un plongement de
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H, dans H,, (rappelons qu’on a supposé p > 2). Si on identifie tous ces groupes
a (des sous-groupes @e) M, cet isomorphisme devient 'identité. Le groupe H,, est
donc contenu dans H, et il suffit de montrer le lemme pour H;.

Au lieu de regarder les extensions K (E,») on commence par étudier les extensions
suivantes : Pour tout n > 1 on choisit un point 7,, € E,» dont I'ordre est exactement
p". De plus on choisit les m, de fagon compatible : [p|m,41 = m, (ici [p] est la
multiplication par p selon la loi de groupe formel F). On considéere les extensions
K, = K(m,) engendré par ces points.

Lemme 47. Tout élément m € E,, C m d’ordre exactement p" est de valuation

() = gty

Démonstration : On regarde la série formelle
[p)(X) = ZaiXi = X(Z a1 X")
i=1 i=0

qui donne la multiplication par p (selon la loi de groupe formelle F). Le polygone
de Newton de cette multiplication par p est supposé d’étre de la forme

Il n’a qu’une seule pente négative, a savoir —q_% entre i = 1 et i = ¢. Selon [4] on

a donc exactement ¢ — 1 racines m de valuation v(mw) = 7 et ce sont les seules
racines de valuation positive, donc dans notre cas les seuls points m # 0 d’ordre p.

Ce qui donne le résultat pour n = 1.

Un point 7,,,; d’ordre exactement p™*! est une racine d’une série formelle f, (X) =

7n—[p](X) avec un point 7, dont I'ordre est exactement p". Le polygone de Newton
d’une telle série est de la forme
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U(Wn) I

l l
p q

Par le méme raisonnement que avant, cette série f, (X) a ¢ racines, toutes de
valuation @. Par récurrence on obtient alors la formule v(m,) = W pour
tout point m, € E,» d’ordre exactement p". 0

Comme on avait supposé K(FE.,)/K totalement ramifiée, le groupe de Galois J =
G(K(E,)/K) est égal a son sous-groupe d’inertie J. Il est un sous-groupe de F} et

d’ordre ©1. On a K(E,) = K.

Lemme 48. Pour tout n > 1 lextension K, 1/K, est galoisienne, totalement
ramifiée et de groupe de Galois isomorphe (en tant que groupe) a E,. L’élément
T, est une uniformisante de K,.

Démonstration : Si 7 est un élément de Gk, on regarde le point 7(m,41) —, Tnt1.
C’est un point de p-torsion puisque 7 fixe [p|m,.1 = m,. Cest a dire, tous les
conjugués de m, 4 sont donnés par m,1; +x a avec un point a € E, et ils sont tous
contenus dans K,. L’extension K, 1/K, est galoisienne et on a un morphisme
G(Knt1/K,) — E, qui est injectif car Iaction d'un 7 € G(K,41/K,,) sur K,
est completement déterminée par son action sur m,.;. Ca donne ¢ comme borne
supérieure de [K, 41 : K,]. Mais ce degré ne peut pas étre plus petit que ¢, puisque
les valuations satisfont v (m,11) = %"UK(Wn). Le degré de ramification de K, 1/K,
est égal a ¢ et aussi égal au degré [K,4; : K,,|. Le morphisme G(K,4+1/K,) — E,
est un isomorphisme et on a vk, (m,) = 1. O

Lemme 49. Pour tout n > 0, le groupe de Galois G(K,41/K,) n'a qu'un seul
nombre de ramification, i.e. il existe un j tel que G(K,11/K,) = G(Kn1/Kn)j—1
et G(Ky41/Ky); = {id}. Si lindice de ramification e divise ¢ — 1, on a j = ¢".

Démonstration : On commence avec G(K;/K) = J. On avait supposé J = Jy,
reste a montrer que J; = {id}. D’apres le lemme 23, tout 7 € J agit comme F-
automorphisme de F, (par 'intermédiaire du caractere ¢, : I — Fy). Pour tout
T # 1d, ¢a implique que 1 # %7;1) € Iy, c’est a dire %ﬁll) ¢ Uj, et 7 ¢ J; (comparer
[17, IV§2 p. 74]).

Pour n > 1 on vient de voir que pour tout élément id # 7 € G(K,11/K,), il y
a un point 0 # a € E, tel que 7(my41) = Tpy1 +7 a = F(Tpt1, a), ce qui donne
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UKn+1(T(7Tn+1) = Tnt1) = UKn+1(:F(7Tn+17 a) — Tpi1) = UKn+l(a) = qn('m)
(Remarquer que K,,;1/K est totalement ramifié, ce qui d’apres [17, 187, prop. 18,
p. 30] implique que I'uniformisante 7,1 de K, engendre Ok, , en tant que Og-
algebre). Tous les éléments 7 sont donc contenus dans le groupe de ramification
G(Kn11/Ky)gn—1, le groupe de ramification G(K,,41/K,, )4 est réduite a I'identité.

O

Lemme 50. Si Ky est galoisien sur K, le groupe de Galois G(Ko/Ky) est un
quotient de Hy qui est isomorphe a M,;q en tant que J-module.

Démonstration : Lorsque K est galoisien sur K le groupe de Galois G(K(E,2)/K>)
est stable sous 'action de J et G(K3/K;) est le quotient des J-modules H; et
G(K(E,)/K>).

Comme K,/K; n’a quun seul nombre de ramification on a
G(Kz/ K1) = G(Ky/K1)g-1 = G(K2/K)-1 N G(Ky/Ky)

et

{id} = G(K/K1)g = G(K/K) N G(K,/KY)
ce qui donne G(K3/K),—1 2 G(K3/K;) et G(K3/K), = {id}. De méme, 'exten-
sion K3 /K a zéro comme seul nombre de ramification. La numérotation supérieure
est alors égale a la numérotation inférieure et on a

{1d} = G(K1/K)1 = G(K2/ K)1G(Ky/ Kq) [ G(K2/Ky),

donc G(K3/K), € G(K2/Ky) et les groupes de ramification de K/ K sont {id} =
G(K/K)y C G(Ko/K)gr = G/ Ky) = .. = G(Ea/ K1 G/ ),

Le groupe J = G(K3/K)o/G(K2/K), agit sur
G(Ky/Ky) = G(K2/K)q-1/G(Ky/K),

par conjugaison. La proposition 9 de [17, chap.IV§2, p.77] explicite cette action.
En particulier J = G(K3/K)o/G(K>/K), agit par des puissances (¢ — 1)-iemes
sur G(Ky/K),-1/G(Ks/K),. Comme 'ordre de J divise ¢ — 1, on voit que J agit
trivialement et le J-module G(K,/K), qui est d’ordre ¢, est isomorphe & M;y. O

Lorsque K,/ K n’est pas galoisien, I'extension K (E,2)/K; peut étre de degré p* ou
de degré p*. Si elle est de degré p* le groupe de Galois H; est égal & M et contient
forcément tout M,,.

Supposons alors que K»/K n’est pas galoisien et que K(E,2)/K; est de degré p*.

Si K5 n’est pas galoisien sur K, le groupe de Galois $) = G(K(E,2)/K>) est un sous-
groupe d’ordre p de Hy = G(K (E,2)/K;) qui n’est pas normal dans G(K (E,2)/K).
Il y a donc des éléments o € G(K(E,2)/K) qui ne fixent pas §) et, pour tout tel o,
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le point 7§ est également d’ordre exacte p? et Pextension K¢ = K (79) a les mémes
propriétés que Ko.

On regarde les sous-groupes de ramification de H; : des groupes G(K,/Ky) = Hy/$
et G(Kg/K,) = H,/$° on sait quils n’ont qu'un seul nombre de ramification, qui
est g—1 a chaque fois (lemme 49). Puisqu’il n’y a qu'un seul nombre de ramification,
les numérotations inférieure et supérieure sont égales.

Si HY sont les groupes de ramification de K (FE,2)/K;, on a G(Ky/K,)" = H/$/H
donc Hi9/$H = {id} et Hq C 9. Parelllement on a Hq C $7 ce qui implique
H} € HnH” = {id}.

Pour v = ¢ —1on a |H{ '$/9| = p?, ordre de H{ " est au moins p.

Supposons que Izlq_l soit d’ordre p3, c’est a dire, c’est le groupe H; tout en-
tier et 'extension K(E,2)/K; n’a également qu'un seul nombre de ramification.
On a H1 = qu 1 = G(K(Ep2)/K)q_1 N H1 et Hl,q = G(K(EPQ)/K)q N H1 =
{id}. Ca donne H, C G(K(E,2)/K), 1/G(K(E,)/K), et la proposition 9 de [17,
chap. IV§2, p. 77] implique que .J agit sur H; par des puissances (¢ — 1)-iémes, donc
trivialement. Ceci n’est pas possible puisque par hypothese J n’agit pas triviale-
ment sur 9 C ﬁl.

On sait alors que H{ ™" doit étre d’ordre p? et 'extension K (E,2)/K; a un deuxieme
nombre de ramification : {id} = H! C HI ' = = H‘IJrl C HY = Hy, ou, en
numérotation inférieure {id} = Hl,ﬁﬂ - Hl,ﬁ = ... =H, o1 © Hio = H, avec
deux indices 3 et a. En partant de la numerotatlon mferleure la proposition 9
de [17, Chap IV§2, p.77] permet de déterminer I'action de J sur H, a/Hl at1 €t
sur ﬁq = Hq 1/Hq = ng/HlﬁJrl Sur Hla/Hl at1 le groupe J agit par des
puissances a-iemes, sur Hy g = Hy 3/Hy .1 il agit par des puissances [-iemes.
Maintenant, soit # est un multiple de 'ordre de J et J agit trivialement sur ﬁm,
soit I'action de J est non triviale sur tout H; 5. Dans le premier cas, le sous-.J-
module H, 3 de H, est égal & M. Dans le deuxieme cas J doit agir trivialement
sur ﬁl,a/ﬁ1,a+1 et a est un multiple de 'ordre de J . Mais l'indice de ramification
3 satisfait la formule f = a+p(¢g—1—a) =p(g—1) —a(p—1) [17, p.80], c’est a
dire (8 est aussi un multiple de 'ordre de J; une contradiction.

Dans tous les cas on trouve que H, C M contient le sous-J-module M;;. Comme
remarqué au début (p.37), ¢a suffit pour conclure que M, est contenu dans H,
pour tout n. 0

On a maintenant tout ce qu’il faut pour démontrer le théoreme 45 :

Démonstration : Rappelons qu'on veut montrer que le groupe H = p,(Gk) C
Gly(Z,) contient les puissances e-iemes d'un sous-groupe de Cartan non déployé.
On sait que le lemme est vraie modulo p, plus précisément on a (F;)® C (F})® =
J=H/H(1) C ¢,(Gr) (lemme 23).
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Comme le noyau H(1) de la réduction est un pro-p-groupe alors que l'ordre de J
est premier a p, on peut remonter J dans H C Autz, (T) (thm. 35).

On a donc une action de J sur 7'. Comme J est un sous-groupe de F7, ses éléments
se diagonalisent simultanément. Comme il y a dans J des éléments A ¢ F, qui ont
deux valeurs propres distinctes, cette action définit deux droites (espaces propres)

Dy et Dy dans Zp X L.

Ces deux droites définissent un sous-groupe de Cartan (non déployé) C' C Gly(Z,)
dont on va démontrer que sa puissance e-ieme est contenue dans H.

Ce sous-groupe C'® modulo son sous-groupe C(1) des éléments congruent a 'identité
modulo p est notre J de départ. Comme on a vu au début, le groupe J = C¢/C(1) =
H/H(1) se plonge dans H. Il reste & montrer qu’on a C(1) C H(1). Pour cela on
va se servir des algebres de Lie h(1), cet ¢(1) de H(1), C et C(1) respectivement.

Sur tous ces groupes, ainsi que sur leurs algebres de Lie, agit .JJ par automorphismes
intérieurs. Sur C, et puis aussi sur ¢, cette action est triviale puisque C' est le
centralisateur d’un tore contenant J.

Lemme 51. L’algébre de Lie ¢(1) est contenue dans h(1).

Démonstration : Les deux algebres en question sont contenues dans l’espace des
endomorphismes g(1) = pMy(Z,,) ot My(Z,,) sont les 2 x 2-matrices sur Z,. Dans cet
espace d’endomorphismes Z,-linéaires il y a le sous-espace 9,4 des endomorphismes
qui commutent a 'action de F} et son complément M. Car 'action de J sur ¢(1)
est triviale, cette algebre doit étre contenue dans la partie p9t;; de pMs(Z,).

Maintenant on regarde h(1)Np9t,y. Dans le lemme 46 on a vue que Hy, = H(1)/H(2),
et donc aussi h(1)/h(2), contient tout M;s. C'est & dire on a (h(1) NpMig) /pMig =
M;q. Avec le lemme de Nakayama ca implique §(1) N pMiq = pMiq, done ¢(1) C
PMig € H(1). [

Comme log et exp convergent sur C(1) et ¢(1) ce résultat sur les algebres de Lie
oblige aussi C'(1) C H(1). Prise ensemble avec la section C¢/C(1) = J — H g¢a
prouve C° C H. Comme le sous-groupe de Cartan C' contient les homothéties, on
trouve (Z;)° € H C p,(Gk). O

2.6 Un sous-groupe de Borel

On considere maintenant le cas que ¢,(Gp) est contenu dans un sous-groupe de
Borel B ou dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé. Dans ce
deuxieme cas, si p,(Gr) n'est pas déja contenu dans un sous-groupe de Borel il a
un sous-groupe d’indice 2 qui l'est.
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2.6.1 Un sous-groupe de Borel et tout va bien

En premier on regarde le cas que ¢,(Gr) est contenu dans un sous-groupe de Borel
et que E a, soit potentiellement bonne réduction de hauteur 1, soit potentiellement
mauvaise réduction de type multiplicatif pour toute place v au-dessus de p. On
exclut le cas du lemme 24.

\ 7’ . /
Par rapport a une base convenable, ¢, (G ) s’écrit sous la forme (X x*”> avec deux

caracteres x', x": Gp — F; dont le produit (le déterminant de la matrice) est le
caractere cyclotomique x,: Gr — Fy.

Pour la suite on aura besoin d’un corps sur lequel la courbe F a réduction semi-
stable partout. Pour ¢a on va travailler sur le corps de base agrandi L = F(FEj)
(voir lemme 38). On note ¢ le degré de L = F(Ej3) sur F.

Théoreme 52. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F.
On suppose toujours les hypotheses globales (p. 20). Si E n’a potentiellement bonne
réduction de hauteur 2 pour aucune place v au-dessus de p et si l'image p,(GF)
dans Aut(E,) ~ Gly(F,) est contenue dans un sous-groupe de Borel B, alors I'une
des deux assertions suivantes est vraie :

(a) La courbe E, ou une courbe isogene a E, a un point de p-torsion rationnel
sur un corps dont le degré sur F divise Ohp.

(b) L’image p,(Gp) contient, par rapport & une base convenable, deur sous-
groupes (%) C (Z;I) et (14) C (12;)) tels que lindice de S dans Z;
divise e. En particulier p,(Gr) contient les homothéties (Z;)®.

Corollaire 53. Sous les hypothéses du théoréme 52 et pour tout p > (ddhr)? (8dhr)?
image py(Gr) contient les homothéties (Zy)°.

Démonstration : Le résultat de Merel (théoréeme 33) implique que le cas (a) du
théoreme 52 se produit uniquement si p < (6dhp)30r 2 d

Démonstration (théoreme 52) : L'image ¢,(Gr) est contenu dans un sous-groupe
de Borel B. Soit Y C E, la droite stable par notre sous-groupe de Borel B et soit
(y, *) une base de E, avec y € Y. Selon cette base I'action de ¢,(Gr) est donnée

. / \
par des matrices de la forme (X x*”> avec deux caracteres x', X" : Gp — T},

Lemme 54. Restreint a Gy, les caractéres x' et X" sont mon ramifiés en toute
place w ne divisant pas p.

Démonstration : Si w est une place en dessus d'un premier [ # p ou E a bonne
réduction, alors la représentation p, n’est pas ramifié en @ [20, thm. 1, p. 493] et il
en est de méme pour x’ et x”.

Si F a mauvaise réduction (semi-stable) en w, alors le modele de Tate [16, IV A1.2,
IV-31] donne une suite exacte

0— p, — E, —Z/pZ — 0
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Le groupe de Galois G, agit trivialement sur Z/pZ et pour toute place w en dehors
de p, le groupe d’inertie I agit trivialement sur p,. Ca veut dire que, par rapport
a une base adaptée, 'image de I dans Aut(E,) ~ Gly(FF,) ne contient que des
matrices de la forme (1 1) et est d’ordre divisant p. On en déduit que 'image de
I par les caracteres X' et x” est triviale (comparer [18, §5.4, p. 307]). 0

Lemme 55. Si, sous les hypothéses du théoréeme 52 les deux caracteres x' et x”,
restreints a G, sont ramifiés au-dessus de p, alors p,(Gp) contient les homothéties
(F3)e. Si, restreint @ G, l'un des deux caractéres n'est pas ramifié, alors soit la
courbe E, soit une courbe isogene a E, a un point de p-torsion rationnel sur un
corps Ly, dont le degré [L, : F] divise 0hp.

Démonstration : On utilise les sous-groupes ¢,(1;) de gpp(G F) ou les I; sont les
groupes d’inertie définis au début (p.20). On rappelle qu’on dénote X les espaces
propres correspondant au caractere cyclotomique sur I; (voir p.31). Lorsqu’on a
besoin que les caracteéres x’ et x” soient non ramifiés en dehors de p, on restreint

les applications a G. Le lemme 55 suivra des deux lemmes suivants.

Lemme 56. Supposons les hypothéses du théoréme 52. Alors, soit l'un des deux
caracteres X' et X", restreint a Gr, est non ramifié aussi au-dessus de p, soit on
peut trouver deuxr sous-groupes d’inertie Iy et Iy tels que X, =Y #+ X, (voir
p.31) et une base de E, par rapport a laquelle I'image p,(Gr) contient les deux

sous-groupes ((]F;)e 1) et (1 ([F';)e).

Démonstration : Le groupe ¢,(GF) est contenu dans un sous-groupe de Borel B
fixant une droite ¥ dans E,. C’est a dire, il y a, dans £, une droite Y, stable par
I’action de gop(G F), OU encore, tout vecteur y € Y est vecteur propre pour tout
o€ (pp(Gp)

Fixons un sous-groupe I;. Sur I; on a les deux caracteres 1 et 6 - D’apres le

lemme 22 on a dans E, I'espace propre X correspondant au Caractere 9 7, et un
espace propre correspondant au caractere 1

La droite Y peut soit étre égal a la droite X;, au quel cas on a ¢, (I;)|y = 0, 1(1;),
soit la droite Y est différente de X Dans ce cas Y est espace propre correspondant

au caractere 1 et ¢,(/;) s’écrit comme <1 epj_1> dans la base (Y, X,).

Si pour toute place v, la droite X est égal 4 Y, alors le caractére X" restreint a
(GG, est non ramifié aussi au—dessus de p, pareillement le caractére x’, restreint a
G, est non ramifié, si X est différent de Y pour toute place ;.

Il reste a considérer le cas, qu'on a une place v; telle que X 1 = Y et une place vy
avec Xy # Y. Dans ce cas on sait déja que, selon la base (Y, X5), le groupe ¢, (/2)

contient le sous-groupe (1 (F3)° )
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Soit & le groupe engendré par ¢, (1) et ¢,(I3). Comme les deux caracteres x’ et x”
sont ramifiés, & modulo sa p-partie est le groupe () x (IF;)°. Ce dernier groupe
est d’ordre premier a p alors que le noyau de la réduction & — (%) x (IF5)* est
un p-groupe. En utilisant le théoréme de Zassenhaus (thm. 35) on peut remonter
(F5)et x (Fy)*® dans &. C'est a dire, on trouve dans & deux éléments o, et oy
qui sont d’ordre |(F})|, respectivement ()|, qui commutent et qui sont tels
que x'(01) = x"(02) = 1. Ces deux éléments sont diagonalisables comme ils ont
chacun deux valeurs propres distincts (I'un étant égal a 1). Puisqu’ils commutent ils
sont diagonalisables simultanément et ils engendrent, selon une méme base, deux

sous-groupes <(]F;)81 1) et (1 (F;)e2> de & C ¢, (Gr). O

Lemme 57. Si le caractére x', restreint a G, n'est pas ramifié, alors I’extension
F\//F qui lui correspond est de degré divisant hp. La courbe E posséde un point
de p-torsion rationnel sur F\,. Si le caractére x", restreint a G, est non ramifié,
c’est F\n |F qui est de degré divisant Shgp. Dans ce cas la courbe E' = E/Y a un
point de p-torsion rationnel sur Fyu.

Démonstration : Si le caractere x” n’est pas ramifié, I'extension L,» de L qui lui
correspond est non ramifiée et cyclique. Plus que ca, x” est un caractere cyclique
de F. L'extension F,» de F' qui lui correspond est cyclique. Le groupe de Galois
H = G(L,»/L) est un sous-groupe du groupe G = G(F\»/F), les deux étant des
sous-groupes du groupe cyclique F. Dans F\», il y a une sous-extension maximale
non ramifiée (aussi a 'infini) F\» ,,, de F' (le corps F\ ., est contenu dans le petit
corps de classes de Hilbert Hp de F et le degré [F\»,, : F] divise le nombre
de classes hp). Le groupe de Galois U = G(Fy»/Fy ) est le plus petit sous-
groupe de GG qui contient toutes les images sous y” des sous-groupes d’inertie. Le
caractere étant non-ramifié au-dessus de L, pour tout sous-groupe d’inertie /; de
Gronax'(I;) =x"(I;/(I; NGL)) C G(L/F). C'est a dire 'ordre de x"(/;) divise
d = [L : F]. Comme U est un sous-groupe d’un groupe cyclique, engendré par
des sous-groupes d’ordre divisant J, on a |U||d. Le degré de F\» sur F' divise donc
Ohp. D’autre coté, F\» est le corps sur lequel deviennent rationnels une partie des
points de p-torsion de la courbe E' = E/ X. Cette courbe E’, qui est isogene a F,
a un point de p-torsion rationnel sur F\», le degré de F,» sur F' divise hpd. Si le
caractere Y’ n’est pas ramifié, la courbe E a un point de p-torsion rationnel sur
F\/, qui, par le méme raisonnement est alors de degré divisant dhp sur F. U

Avec ce dernier lemme le lemme 55 est également démontré.

Lemme 58. Soit & un sous-groupe de Gla(Z,) qui est contenu dans un ITwahori.
C’est a dire, modulo p, le groupe & est contenu dans un sous-groupe de Borel qui

. / A
s’écrit sous la forme | X x*” avec deux caracteres x', x": & — Fy. On suppose

que, modulo sa pro-p-partie, & contient (IF; X ]F;)‘O avec 0 < 10 < p—1. De plus on
suppose que & contient deux éléments g, et go qui ont chacun une valeur propre \;
qui engendre topologiquement (Z;)*O et une valeur propre é€gal a 1. Finalement on
suppose que X'(g1 mod p) et x"(go modp) sont des générateurs de (IFy)* alors que

X'(g2 mod p) = x"(¢1 modp) = 1.
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On peut alors trouver une base de Z, x Z, par rapport a laquelle & contient les

deux sous-groupes ((Z;)m 1) et (1 (zz)© ) En particulier & contient les homothéties
(Z3)*°.

Démonstration : On décompose g; en sa partie p-primaire g;, avec ¢;, = 1 modp
dans Z et une partie ¢ d’ordre fini, premier & p.

Le noyau de la projection & — F} X F7 est un pro-p-groupe tandis que I'image est
d’ordre premier a p. Ca permet d’appliquer le théoreme de Zassenhaus (théoréme
35) : on peut remonter I'image de cette projection dans & et tous les compléments
de son noyau sont conjugués.

D’abord on regarde la préimage § de (IF; x ;) dans & et la suite
1 —ker — 9 — (F), xF)° — 1.

Le groupe (I, x 7)™ a les deux générateurs 6, = (G, 1) et 62 = (1, ) qui com-
mutent. Le théoreme [10, p.126] permet maintenant de trouver, dans ), deux
éléments o; et oo qui sont des antécédents de 71 et g9, de méme ordre que (FZ)‘O,
et qui commutent. Comme les o; ont deux valeurs propres distinctes (I'une étant
congruent 1 modulo p, 'autre pas), ils sont diagonalisables, comme ils commutent
ils sont diagonalisables simultanément. On a donc une base (X;, X5) de Z, x Z,
selon laquelle o; et o5 sont diagonales.

Ensuite on regarde la préimage $); de (F;)* x 1 dans & et la suite
I —ker — 9 — (F)°x1—1

Le théoreme [10, p.126] nous dit que tous les compléments de ker dans $); sont
conjugués. Donc en particulier, g; est conjugué a un élément ¢, dont la partie QY’ )

d’ordre premier a p est une puissance de oy.

De méme on trouve un élément g, dont la partie gg” ) dordre |(IF;)*°| est une puis-
sance de os.

Les éléments ¢; ont chacun deux valeurs propres distinctes (I'une étant égal a 1),
ce qui permet de les diagonaliser. Les vecteurs propres de leurs parties premier a
p sont X; et X5, donc les deux éléments g, et go € & sont diagonales par rapport

*

a la base (X, X3) et ils engendrent les sous-groupes <(Zp)m 1) et (1 (Z;);o) O

Corollaire 59. On suppose toujours les hypotheses du théoréme 52. Si les deux ca-
ractéres X' et X" (voir p.43), restreints a Gp,, sont ramifiés, alors l'image p,(Gr)
dans Aut(T,(E)) ~ Gly(Z,) contient, par rapport a une méme base, les sous-

groupes <(Z§3)e 1) et (1 (Z5)° ) En particulier p,(Gr) contient les homothéties ().

Démonstration : Par hypothese le groupe p,(Gr) est contenu dans un Iwahori.
Si, restreint a G, les deux caractéres x’ et x” sont ramifiés, on a vu (lemme 56)
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que p,(Gr) modulo p contient les sous-groupes (GFZ)E 1) et (1 (F;)e>- De plus il

existent alors deux places vy et vy telles que X 1= Y # )~(2 (ou XZ C E, sont encore

les droites correspondantes aux valeurs propres fs_,, voir p. 31).

Comme on suppose que E a potentiellement bonne réduction de hauteur 1 ou
mauvaise réduction de type multiplicatif en p, pour chaque place v;, on a une droite
X; < T,(E) qui est stable sous I'action du groupe G, car p,(Gk,) est contenu
dans un sous-groupe de Borel. Cette droite est le noyau de la réduction modulo
p si E a bonne réduction de hauteur 1 (lemme 36 ou [18, §1.11(1)]). Lorsque E a
mauvaise réduction, alors la droite X; consiste des racines de l'unité 7,(x) dans
T,(E) (lemme 37). On a X; = X;/pX; (voir p.31).

Par rapport a la base (X3, X5), I'image p,([;) est de la forme <(ZZ)61 ’1‘>, I'image

pp(I2) est de la forme <i (Z3)°2 ) (lemmes 36 et 37). Si y; et x2 sont a chaque fois les

caracteres sur la diagonale, on a x;(I;) = (Z;)* car, restreint a [}, le caractere y;
est égal au caractere cyclotomique. Ca implique qu’on a les éléments g; nécessaires
pour appliquer le lemme 58. On trouve (Z)¢ C p,(Gr). q.e.d.

2.6.2 Le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé

Théoreme 60. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F. On
suppose toujours les hypotheses globales (p. 20). Si l'image ¢,(Gg) est contenu dans
le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé mais pas dans un sous-groupe
de Cartan (donc pas dans un sous-groupe de Borel non plus) de Aut(E,) ~ Gly(F,),
alors cette image contient les homothéties (F;)® et p,(Gr) contient les homothéties

(Z3)°.

Démonstration : Lorsque ¢,(GF) est contenu dans le normalisateur N(C') d’un
sous-groupe de Cartan C' la courbe E a potentiellement bonne réduction de hau-
teur 1 ou mauvaise réduction de type multiplicatif pour toutes les places divisant
p (lemme 31(b)). Fixons une place v = v; et le sous-groupe d’inertie I = I; cor-
respondant (voir p. 20). L’image ¢, (I) est contenue dans le sous-groupe de Cartan

C' (lemme 32). Par rapport a une base convenable il s’écrit de la forme (GF;)E 1)

(lemme 22, la base est celle donné par les deux droites définissant C'). Comme
©,(GF) n'est pas contenu dans le sous-groupe de Cartan C, il contient un élément
qui échange les deux droites définissant le sous-groupe de Cartan déployé C'. C’est-
a-dire il existe un élément o € Gp tel que ¢,(0) échange ces deux droites et
0, (I7) = (1 (F;)e> (toujours par rapport a la base correspondant a C'). Ce qui

prouve que ¢,(Gr) contient les homothéties ()<

Le groupe ¢,(Gr) = pp,(Gr) modp est contenu dans le normalisateur N(C') d'un
sous-groupe de Cartan C. L’image p,(Gr) contient donc un sous-groupe & qui est



48 2 Les courbes elliptiques

d’indice 2 et dont I'image modulo p est contenu dans le sous-groupe de Cartan C'.
En particulier, & est contenu dans un Iwahori et il contient les images p,(I) et
pp(17). A ce groupe & s’applique le lemme 58 : comme dans le cas du corollaire

59 il existe une base par rapport a laquelle p,(I) est de la forme <(Z;)e T) et

pp(17) est de la forme (i (Z;)e> (lemmes 36 et 37), ce qui implique qu’on a bien les

éléments g; et g nécessaires pour appliquer le lemme 58. Ce lemme 58 implique
que & C p,(Gr) contient les homothéties (Z;)°. O

2.6.3 Das Letzte in Kiirze

Le dernier cas a traiter est le cas que la courbe E a potentiellement bonne réduction

de hauteur 2 avec un polygone de Newton de la forme l& par rapport a une
place v divisant p. C’est la cas du lemme 24.

La situation est la suivante : on a une place v au-dessus de p tel que le corps K
correspondant (voir lemme 19) est ramifié de degré e < p. La courbe E//K a bonne
réduction de hauteur 2, le polygone de Newton associé au groupe formel F de

E est de la forme l& . On a alors dans £, une droite X , stable par l'action
de D = Gk. Si on choisit un premier vecteur de base dans X, I'image du sous-
1

€1
0,1

coeflicient de la série formelle correspondante a [p], voir lemme 24).

groupe d’inertie I C Gk est de la forme bp1 (e est la valuation du p-ieme

Lemme 61. Soit E une courbe elliptique sans multiplication complere (Endg(E) =
Z) qui est définie sur Q (F' = Q). Si p,(Gq) ne contient pas les homothéties (Z;)°,
alors p est au plus 163.

Démonstration : Pour F' = Q tout p > 163 satisfait les hypotheses globales (p.20,
les e; sont au plus 12, p.20). Si 'image ¢,(Gg) n'est pas contenue dans un sous-
groupe de Borel, elle est soit contenue dans le normalisateur d’un sous-groupe de
Cartan (et pas dans un sous-groupe de Cartan), soit elle contient le groupe Sly(F,)
(lemme 27). Dans les deux cas, p,(Gg) contient les homothéties (Z;)® (lemmes 28,

31 et théoremes 45 et 60). Un groupe de Borel laisse stable un sous-espace Y de
E,. Si p,(GF) est contenu dans un sous-groupe de Borel, cet espace Y est un sous-
groupe de E, qui est rationnel sur F. Il définit une isogénie £ — E/Y rationnel
sur F.

Si E est définie sur F' = Q, le théoreme 34 dit que 'existence d’'une telle isogénie
implique p < 163. U

Des résultats similaire a celui utilisé ici ([13]) sont vrais pour d’autre corps. En
particulier il y a des résultats de Momose ([15]) qui généralisent celui de Mazur
([13]) et impliquent que dans beaucoup de cas on devrait pouvoir borner les p pour
lesquels peut se produire ce “mauvais cas” du théoreme 18.
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