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Etude de quelques E.D.P. non linéaires dans L! avec
des conditions générales sur le bord

Résumé : L’objectif de ce travail est ’étude de divers problémes d’équations
aux dérivées partielles non linéaires du type hyperbolique et d’autres du type
elliptique-parabolique faisant intervenir un opérateur en forme divergentielle du
type Leray-Lions. Ces équations sont d’une facon générale mal posées dans le
cadre de solutions faibles (i.e. au sens des distributions), car en général on n’a
pas 'unicité. Des formulations plus appropriées ont alors vu le jour : les solutions
appelées SOLA, les solutions entropiques et les solutions renormalisées. Cette
theése composée de cing chapitres, présente des résultats d’existence et d’unicité
de solutions entropiques et renormalisées pour quatre problémes non linéaires du
type mentionnés ci-dessus. Aprés un bref exposé de définitions et résultats néces-
saires a la suite du travail, nous prouvons au chapitre 2 I'existence et I'unicité de
la solution entropique pour un probléme elliptique du type diffusion-convection
avec des conditions non linéaires sur le bord. Ces conditions englobent en par-
ticulier les conditions usuelles. Dans le méme axe, au chapitre 3, 'existence et
I'unicité de la solution entropique d’un probléme parabolique avec absorption
dépendant de la variable d’espace sont démontrés. Le chapitre 4 a pour but de
présenter un résultat d’existence de solutions renormalisées pour un probléme de
Stefan non linéaire. Le dernier résultat, présenté au chapitre 5, est I'existence et
I'unicité de la solution entropique d’un probléme de lois de conservation scalaires
avec des conditions non linéaires sur le bord.

Mots clés : problémes elliptique-parabolique-hyperbolique, conditions non li-

néaires au bord, semigroupes non linéaires, opérateur accrétif, capacité, dédou-
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Notations

Q : ouvert de RV

0f) : frontiére topologique de €2

= (21, -+ ,zy) : point générique de RY

dx = dxidxy - - - dry : mesure de Lebesgue sur €2

do : mesure de surface sur 0€2, notée parfois HV !

Q :(0,7)xQ, t e (0,7), t variable du temps, T > 0
Y :(0,T) x 092

7 : normale unitaire extérieure a (2

Du : gradient de u

Supp(f) : support d’une fonction f

[t f : max(f,0), max(—f,0)

fANg fVvyg:inf(f g), sup(f,9g)

p-cap(B, Q) : p-capacité de 'ensemble B relativement a (2

D(Q),D(Q), ... : espace des fonctions différentiables et a support compact dans
Q @, -
D (Q ),D (Q), ... : espace des fonctions positives de D(2), D(Q), ..
Ck(2),C*(Q) : espace des fonctions k-fois contintiment différentiables dans 2, Q
( ), Co(Q) : espace des fonctions continues nulles au bord dans €, @
M,(2) : espace des mesures de Radon bornées
My(Q) : espace des mesures de Radon bornées ne chargeant pas les ensembles
de capacités nulles
LP(Q) : espace des fonctions de puissance p-éme intégrables sur (2 pour la mesure

o |1flly = (Jolf(@)Pd)? 1
W(Q) = {u € L*(Q), Du e (L")} Jullp = (lully + [ Dull?)?
W,y P (Q) : adhérence de D(Q) dans WhP(Q)

W=17(Q) : espace dual de W, (Q)

WP (09) : espace des traces des fonctions W'?(Q)

W%’pl(ﬁQ) : espace dual de Wi’p((?Q)

Si X est un espace de Banach

LP(0,T; X) = {f : (0,T) — X mesurable; [ || f(t)|[%dt < oo}

L=(0,T;X) ={f :(0,T) — X mesurable; ess-sup;c o7 || f(?)]|x < oo}

C*([0,T]; X) : espace des fonctions k-fois continiiment différentiables de [0, 7] — X
D([0,T]; X) : espace des fonctions continiiment différentiables & support compact
dans [0, 7]
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Introduction Générale

Les équations aux dérivées partielles permettent d’aborder d’un point de vue
mathématique des phénomeénes observés, par exemple dans les domaines de la
physique et de la chimie. Les situations dépendant du temps se traduisent plus
particuliérement par des équations d’évolution tenant compte d’éventuelles inter-
actions entre objets et événements.

Les travaux présentés dans cette thése concernent quelques équations aux dé-
rivées partielles du type hyperbolique et d’autres du type elliptique-parabolique
faisant intervenir 'opérateur divergentiel “Au = —div a(u, Du)”, otta : RxRY —
RY est un champ vérifiant des hypothéses du type Leray-Lions.

La préoccupation premiére du mathématicien confronté a une équation aux
dérivées partielles est de lui donner un sens dans des espaces fonctionnels appro-
priés et d’y démontrer 'existence et 1'unicité de la solution.

Ilustrons tout d’abord quelques difficultés qui peuvent apparaitre lors de
I’étude de ces équations en considérant les problémes modéles suivants : du type
elliptique-parabolique dégénéré

b(u), —div a(u, Du) = f sur Q:=(0,7) x
(EP) < b(u)(0,-) = b(ug) sur
u=0 sur ¥ :=(0,T) x 09,

ot Q est un ouvert borné de RV, b: R — R est une fonction continue croissante
avec b(0) = 0, (ug, f) € L*(Q) x LP (0, T; W=7 (Q)), et des problémes du type
hyperbolique
(H) { uy +div o(u) =0 sur (0,7) x RY
u(0, ) = ug sur RY,

ot p € CH(R;RY) et ug € L>®(RY) sont données.

Ces équations sont d'une fagon générale mal posées dans le cadre des solutions
faibles (c’est-a-dire des solutions au sens de distributions). L’existence et 1'unicité
de la solution faible du probléme elliptique (£) (cas ou b = 0), ainsi que sa version
parabolique (P) (b = Id) et lorsque la donnée f est une mesure bornée, a été
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étudié par L. BOCCARDO ET T. GALLOUET [26]. Pour le probléme elliptique (£)
la solution faible est dans les espaces de Sobolev Wl’q(Q) pour tout 1 < ¢ < (p 1)

(ceci lorsque p > 2 — +, afin que les espaces en question soient blen deﬁms) et

la solution faible du probleme parabolique (P) est, pour p > 2 — = +17 dans les

espaces L1(0, T; W,*(2)) pour tout ¢ < (13—13\(7#. Cependant ces formulations
faibles sont trop faibles car en général on n’a pas l'unicité de solutions (voir les
travaux de J. SERRIN [73|, PH. BENILAN ET F. BouHssIS [17] et A. PRIGNET
[70])-

L’existence et I'unicité de solutions faibles des problémes non linéaires dégénérés
du type (E P) ont intéressé également de nombreux auteurs parmi lesquels on peut
citer sans aucune exhaustivité : H-W. ALT ET S. LUCKHAUS [2], F. SIMONDON
[74], PH. BENILAN [15], J. CARRILLO [35], PH. BENILAN ET P. WITTBOLD
[21], G. GAGNEUX ET M. MADAUNE-TORT [46], F. OTTO [65], etc... De tels
problémes interviennent en effet dans la modélisation des écoulements de fluides
(newtoniens et non-newtoniens) a travers un milieu poreux (cf. G. GAGNEUX ET
M. MADAUNE-TORT [47]). La difficulté principale dans leur résolution provient
de la dégénérescence (des "plats") de la fonction b, correspondant en physique
aux zones saturées ou seches du milieu. Il en résulte une absence de régularité en
temps des solutions ne permettant pas de prouver l'existence et méme 'unicité
des solutions faibles du probléme dégénéré (EP). L’objectif premier recherché
alors est de dégager des hypothéses sur les données afin d’établir 'existence et
I'unicité des solutions. Il a été prouvé par H.-W. ALT ET S. LUCKHAUS |[2] et PH.
BENILAN ET P. WITTBOLD [21] que de telles solutions existent si les données f
et ug satisfont la condition d’énergie :

B(ug) € LY(Q) et f e LY(Q)N LY (0, T; W17 (Q)),

ou B(z) = [;rdb(r), et le champ a satisfait la condition, dite de structure,
suivante :

b(r) = b(s) => a(r,§) = a(s,§).
La non unicité des solutions faibles du probléme (H) est une difficulté clas-
sique. L’exemple type est celui de ’équation de Burgers

ut—i—(%) t>0, zeR

u(0,x) = uo(x) z € R,
ot pour up(x) = =1 si < 0,up(x) = 1 si > 0, un petit calcul montre que les
fonctions u et v, définies par u(t,r) = uo(z) et v(t,v) = —1siz < —t, v(t,x) = 7

si —t < x <t v(t,x) = 1siz >t sont deux solutions faibles du probléme
précédent. La notion de solution faible ne suffit donc pas & déterminer la solution
physiquement observée car elle n’est pas unique. Il apparait alors nécessaire de
trouver un critére d’origine physique qui permet de sélectionner parmi toutes les
solutions faibles la solution physiquement admissible. La juste notion de solution
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est celle dite entropique. Si ug € L®(RY), on dit que u € L>®((0,T) x RY) est
une solution entropique de (H) si Vk € R, et pour toute fonction ¢ € C'°([0,7") x
RY), ¢ > 0on a

/OT /RN |u—k|¢t+/0T /RN sign(u — k) (p(u) —gp(k‘)).ng_’_/RN lup — k|6(0) > 0.

En supposant le flux ¢ localement lipschitzien, S.N. KRUZHKOV [51]| a démontré
'existence et I'unicité d’une telle solution entropique pour le probléme (H). L’idée
pour prouver l'existence est d’approcher la loi de conservation scalaire par une
équation comportant un peu de diffusion. D’un point de vue physique, si on
prend en compte en plus des phénoménes d’échange les phénoménes de diffusion,
le nouveau probléme nous ameéne & un probléme du type

uey + div o(u.) = eAu.  sur (0,7) x RY
u.(0,-) = ug sur RY,

ou € est un paramétre d’autant plus petit que 'importance des phénomeénes de
diffusion est faible. Ce n’est que parce que € est jugé assez petit que la diffusion
est négligée et que le probléme (H) est considéré. Pour les résultats d’existence,
d’unicité et de compacité de la solution u., on renvoie le lecteur aux ouvrages de
A. BRESSAN [30], J. MALEK et al [56] et D. SERRE [72]. Ceci concerne des lois
de conservation posées sur tout I’espace RY. D’autre part, on peut légitimement
se poser la question de I'existence de solutions dans le cas des domaines bornés
Q2 C R¥. Une des difficultés essentielles des lois de conservation en domaine borné
est la maniere dont les conditions au bord doivent étre prises en compte. L’article
pionnier sur le sujet vient de C. BARDOS, A.Y. LE Roux ET J.-C. NEDELEC
[13] lorsque la donnée initiale ug € BV (2) et la donnée de Dirichlet u, est de
classe C2. Les auteurs assurent l'existence et I'unicité de la solution entropique
dans la classe L>(Q) N BV (Q). En effet, imposer a la solution d’étre BV permet
de définir une fonction ~u, trace de la solution entropique sur le bord, et de
donner un sens & la condition de bord formulée de la maniére suivante : pour
tout k compris entre yu et ug on a

sign(yu — ug)(p(yu) — @(k)) -n >0 p.p. sur X, (0.1)

ou 7 est la normale unitaire extérieure a 2. Cette condition est couramment
appelée BLN, en référence aux trois auteurs qui ’ont introduite. Le résultat a été
ensuite amélioré par F. OTTO [64] (on pourra & ce propos se reporter a 'ouvrage,
trés détaillé, de J. MALEK et al [56]), ou les termes de bord sont inclus dans
une formulation purement intégrale qui donne existence et unicité de la solution
entropique pour des données uniquement bornées. Cette solution entropique est
formulée comme étant une fonction bornée sur () vérifiant

~ [ Hw o+ Q) Do < [ o o) + L [ Hlua b0
Q Q by
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pour tout ¢ € C([0,T) x RY), ¢ > 0, k € R et toute paire d’entropies au bord
(H,Q). Récemment, R. BURGER, H. FRID ET K.H. KARLSEN [34] ont étudié
le probléme de lois de conservation avec une condition de Neumann sur le bord.
L’existence et 'unicité de la solution entropique ont été établis sous la condition
que le flux ¢ € C? et que 'ensemble {&; k+(¢'(€) = 0} soit de mesure nulle pour
tout (x,¢) € R x RY. Cette hypothése, introduite auparavant par A. VASSEUR
[75], est utilisée dans la perspective particuliére de définir la fonction yu, trace de
la solution entropique, et de formuler la condition de bord de la maniére suivante :

o(yu)-n=0 p.p.sur X.

Le probléme de non unicité des solutions des problémes elliptiques et pa-
raboliques se pose également lorsque les données sont peu réguliéres (fonctions
intégrables ou mesures). Des formulations, plus appropriées que le cadre habituel
des solutions faibles, ont alors vu le jour, avec 'espoir d’arriver & une définition
de solutions qui permettrait d’obtenir I'unicité. Trois notions de solutions ont été
adoptées : les solutions appelées SOLA (solutions obtenues comme limite d’ap-
proximation) utilisées par A. DALL’AGLIO [39], les solutions entropiques au sens
de PH. BENILAN, L. BocCARDO, T. GALLOUET, R. GARIEPY, M. PIERRE
ET J.-L. VAZQUEZ [16] et enfin les solutions renormalisées ayant pour origine
I'article de R. DIPERNA ET P.L. LIONS [41] sur les équations de Boltzmann.
Par exemple, pour le probléme elliptique (£) la solution entropique u est une
fonction mesurable sur ) vérifiant

Ti(u) € WyP(Q) Vk >0
a(u, Du) - DTy(u — ¢ /ka u— ) Vo e WLr(Q),

Q
ot Ty, est la fonction troncature au niveau k définie par Ty (2) = min(k, max(z, —k)).
Il faut souligner que parallélement & cette définition, F. MURAT [61, 62] a déve-
loppé le concept de solutions renormalisées pour le probléme elliptique, et s’est
avéré, pour de nombreux problémes d’ailleurs, équivalent a celui de solutions en-
tropiques, et les deux ménent a une unique solution. Ces solutions renormalisées
vérifient

Ti(u) € Wy (9Q), Jim e |DulP =0 Vk >0
(e.) <lu|< +

| atw.Dw)- D)) = | fs(e

pour tout ¢ € I/VO1 () et toute fonction réguliére S a support compact. En 1996,
une notion de solutions renormalisées a été introduite par J. CARRILLO ET P.
WITTBOLD [37] pour le probléme dégénéré (EP). Ces solutions vérifient

b(u) € LHNQ), Ti(u) € LP(0,T; W, P(€)), lim |DulP =0 Vk >0
h=00 J{h<|u|<h+k}

/ & / r)drdb(r /Q a(u, Du) - D(h(u)€) = /Q Fh(u)¢



Introduction générale 17

pour tout £ € D([0,T) x Q) et h € CH(R). Ils démontrent d’ailleurs I'unicité de
telles solutions sans supposer la condition d’énergie et la condition de structure
rappelées ci-dessus. Pour I'établir, ils s’appuient sur la méthode de dédoublement
de variables de S.N. KRUZHKOV [51] et adoptent des techniques d’inégalités en-
tropiques des problémes hyperboliques au probléme elliptique-parabolique (EP)
(voir J. CARRILLO [36]). L’existence a été, quant a elle, établie plus tard par
K. AMMAR ET P. WITTBOLD [5] avec une preuve qui repose sur une méthode
d’approximation en deux étapes par des perturbations strictement monotones,
combinée avec la méthode de dédoublement de variables de S.N. KRUZHKOV.

Cette thése, qui est composée de cing chapitres, présente des résultats d’exis-
tence et d’unicité de solutions entropiques ou renormalisées pour quatre pro-
blémes non linéaires du type mentionnés ci-dessus. Nous allons présenter ici d’'une
maniére détaillée le contenu de chacun d’eux.

Le CHAPITRE 1 est entiérement consacré a I'exposé des définitions et résul-
tats nécessaires a la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques
résultats de base sur les espaces de Sobolev et les capacités variationnelles. Ces
derniéres sont utilisées en particulier pour introduire les différents concepts de
solutions entropiques aux Chapitres 2 et 3. Des propriétés sur les opérateurs mul-
tivoques et les bonnes solutions sont également rappelées en ce chapitre. On verra
réguliérement, dans cette thése, des liens entre la théorie des opérateurs, accrétifs
en particulier, I’approche par les bonnes solutions et ’approche par les solutions
entropiques ou renormalisées.

Le CHAPITRE 2 est consacré a l'étude des équations elliptiques du type
diffusion-convection : —div a(u, Du) = f, ot @ : R x RY — RY est un champ
vérifiant les hypothéses du type Leray-Lions suivantes :

(H;)- monotonie en £ € RY :

(a(r,€) —a(r,n)) - (§—n) =0 VreR, v, neRY
(Hy)- coercivité : 3Ag > 0, p > 1 tels que
(a(r,€) —a(r,0)) - € > Xo[¢f Vr € R, V€ € RY
(H3)- condition de croissance : 3 A : Rt — R continue, croissante telle que
la(r, Ol S AN+ [E]7Y) ¥r e R, VE e RY
(Hy)- 3 C : R x R — R continue telle que
la(r, &) —a(s, &) < C(r, s)|r — s|(1+ |€]”") Vr,s e R, V€ € RV,

Un exemple type d’application satisfaisant ces hypothéses est a(r, &) = |£[P~%¢ +
F(r), ou F : R — RY est lipschitzienne. Notons que dans tout ce travail, a est
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supposé vérifier ces hypothéses (Hy)-(Hy).

Malgré la diversité des problémes elliptiques étudiés, la plupart d’eux se li-
mite & une condition de Dirichlet ou de Neumann sur le bord. Cependant pour
les problémes mathématiques issus de la modélisation de problémes concrets en
mécanique comme les modeéles d’écoulement a plusieurs phases en milieu poreux
(voir G. GAGNEUX ET M. MADAUNE-TORT [47]), des conditions au bord plus
générales et mémes non linéaires s’imposent. Dans cet esprit, une notion de so-
lution entropique a été introduite par F. ANDREU et al [10] pour le probléme

—div a(z, Du) = f dans Q
{ —a(x,Du)-n € B(u) sur 05,
ou f € L'Y(Q) et B est un graphe maximal monotone dans R? avec 0 € (3(0).
Sous des hypothéses supplémentaires sur a ou [, les auteurs montrent que ce

probléme admet une unique solution entropique vérifiant : u € 7;,1;]” (Q)*, Jwe
LY (09) telle que w(z) € B(u(x)) p.p. z € 0N et

/Qa(u, Du) - DTi(u — ¢) < /Qka(u —¢) — /asz wTi(u — @) (0.2)

pour tout ¢ € WHP(Q) telle que ¢(z) € D(B) p.p. x € 9N. Récemment, une
généralisation aux conditions de bord du type —a(-, Du) - n + 5(u) > ¢ avec
Y € LY(09Q) a été proposée par K. AMMAR ET P. WITTBOLD [6] et K. AMMAR,
F. ANDREU ET J. TOLEDO [4]. Dans notre travail, nous avons élargi cette notion
de solutions a un cadre plus général en prenant en compte une dépendance de a
enuet Jenx:

u —div a(u, Du) = f dans €
(E)(f) { —a(u, Du) -n € B(x,u) sur IR,

ot B(x,-) = dj(z,-) avec j € Jo(9Q)P. Notons que ce probléme englobe en parti-
culier la condition de Dirichlet, la condition de Neumann et les conditions au bord
du type obstacle. Les dépendances de a en u et § en = font apparaitre des mesures
(voir Définition 2.4.1). Ainsi la fonction w apparaissant dans l'inégalité (0.2) est
remplacée par une mesure p ne chargeant pas les ensembles de capacités nulles
dont la partie réguliere vérifie p,(x) € 0j(x, u(x)) + 01y _(2) s @) (w(2)) P-p. T €
0%), ot v, et v_ sont des fonctions quasi semi-continue inférieurement et supé-
rieurement, respectivement, liées a la fonctionnelle j (cf. Lemme 2.2.1). Tandis

AT P(Q) := {u : Q — R mesurable; Ty (u) € WHP(Q) et I(uy), € WHP(Q) telle que u,, — u
p.p. dans Q, DTy (u,) — DTy (u) fortement dans L*(2) pour tout k& > 0, et Jv : 92 — R
mesurable telle que (y(uy)),, converge p.p. dans 02 vers v}.

PT0(09) = {j : 90 x R — [0, 40c] mesurable en z € 99, convexe s.c.i. en r € R avec
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que sa partie singuliére est liée a la solution entropique u par : @ =y, ,_ u:/ =
p.p. sur 0L, ou u est le représentant quasi-continu de la fonction u (cf. Défi-
nition 1.2.2). Un obstacle majeur a 'obtention du résultat d’existence pour les
solutions entropiques provient de la difficulté d’obtenir des estimations L* par
les méthodes classiques pour cause de I'apparition du terme a(u, 0) lors de I'usage
de I'hypothése (H3). Pour pallier a cet inconvénient, on commence par étudier le
probléme perturbé suivant :

u—div a(u, Du) = f dans €
—a(u, Du) -n € f(z,u) +0¥(u) sur 09,

pour lequel on montre I'existence de solutions faibles. Ici W est une fonction paire
et monotone sur R*. Puis en une deuxiéme étape, en choisissant une perturbation
bi-monotone, en passant a la limite avec § vers zéro dans le probléme précédent
on conclut a I'existence de solutions entropiques. L’unicité de la solution entro-
pique est déduite d’un résultat de comparaison entre une solution entropique
quelconque et une solution entropique construite précédemment par approxima-
tion.

Dans le méme axe, un autre probléme étudié dans le CHAPITRE 3 est le cas
avec absorption :

up — div a(u, Du) + B(-,u) 3 f  sur @
(P)(uo, f) § u(0,-) =ug sur 2
u =0 sur 2,

ou B(z,-) = dj(x,-) avec j € Jo(Q), f € LY(Q) et ug € L'(Q). La version station-
naire de P(uo, f) (dans le cas de 'opérateur Au = —div a(x, Du)) a été étudiée
par P. WITTBOLD [78]. L’étude du probléme parabolique en revanche, s’est avérée
difficile pour cause de difficultés liées a la dépendance en x du graphe [, et est res-
tée ouverte depuis. Inspirés par les techniques du chapitre précédent, nous avons
pu introduire une notion de solution entropique au probléme P(ug, f) (cf. Défini-
tion 3.3.1) et prouver son existence et unicité. L’approche adoptée pour prouver
I’existence des solutions entropiques s’appuie sur une méthode d’approximation
en deux étapes. En effet, par la théorie générale des semigroupes non linéaires,
on montre d’abord I'existence de solutions faibles du probléme

ug — div a(u, Du) + Br(-,u) + Ymn(u) = f sur Q

u(0, ) = uo sur

u=0 sur X,
ou [y est la régularisée de Yosida du graphe [ et 1y, , (1) = %r* — %r‘, m,n € N*.
Puis on montre comment 1’étude de ce probléme approché et perturbé permet,
lorsque A — 0, ensuite m,n — oo, d’atteindre une solution entropique du pro-
bléme (P)(ug, f). Un résultat d’injection d’espaces intervenants dans notre étude
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(cf. Lemme 3.2.4) est 'outil clef pour la définition de solutions entropiques. Si-
gnalons au passage que cette démarche fait apparaitre une hypothése suffisante
et acceptable sur la donnée initiale qui assure que le probléme soit bien posé (cf.
Théoréme 3.3.1). L’unicité de la solution entropique est prouvée a l'aide de la
méthode de dédoublement de variables de S.N. KRUZHKOV [51].

L’objet du CHAPITRE 4 est de présenter un résultat d’existence de solutions
renormalisées pour le probléme de Stefan :

B(u), — div a(u, Du) 3 f sur Q,

oll u est assujettie & vérifier la condition initiale G(u)(t = 0) 3 by sur €2, et la
condition de Dirichlet : v = 0 sur X. Ici # est un graphe maximal monotone
dans R? avec 0 € $(0), f € LY(Q) et by € L'(2). Nombreux travaux ont été
dédiés aux questions d’existence et d’unicité de solutions faibles ou renormalisées
pour ce type de problémes, citons par exemple les travaux de H-W. ALT ET
S. LuckHAUS [2], X. XU [79], D. BLANCHARD ET G. FRANCFORT [24], D.
BERDA [22], N. IGBIDA ET J.M. URBANO [48], K. AMMAR ET P. WITTBOLD
[5], D. BLANCHARD ET A. PORRETTA [25] et N. IGBIDA ET P. WITTBOLD [49],

c... On notera au passage le travail de F. ANDREU et al [8, 9| sur le probléme
de Stefan avec des conditions dynamiques au bord. En ce qui nous concerne,
on s’est intéressé a l'existence de solutions renormalisées définies comme suit :
u: Q@ — R mesurable telle que Tj(u) € LP(0,T; WyP(Q)) pour tout k > 0 et il
existe b € L'(Q) telle que b € B3(u) p.p. dans Q, vérifiant ©

/ft/ S'(6y ' ( drdxdt—/g / S'(B5Y(r))drdx
+ /Q a(u, Du) - D(S"(w)§) = /Q £8'(u)é

pour tout S € W2*(R) avec S’ a support compact, et tout & € C>([0,T) x Q)
telle que S'(u)€ € LP(0,T; W,7(Q)), et de plus,

lim (a(u, Du) — a(u,0)) - Du = 0.

I=00 J{i<jul <2t}

Le probléme étudié ici fait suite a 'article de D. BLANCHARD ET A. POR-
RETTA [25] ot il est question de 'existence et de 'unicité de la solution renormali-
sée d'un probléme de méme type que le notre : 3(u),—div a(z, Du)+div ¢(u) 3 f,
¢ : R — RY étant une fonction lipschitzienne. Les auteurs démontrent 1’existence
de solutions renormalisées pour des graphes dont le graphe réciproque est continu
et 'unicité pour des graphes monotones quelconques. La nouveauté de notre

“Ici 3, ! désigne la section minimale du graphe 5.
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travail réside dans le résultat d’existence ot on s’affranchit de cette condition
supplémentaire sur le graphe. En effet, la méthode employée pour prouver 'exis-
tence des solutions renormalisées fait appel aux techniques de D. BLANCHARD
ET A. PORRETTA [25] et K. AMMAR ET P. WITTBOLD [5]. On commence en
un premier temps par prouver, grace a la théorie des semigroupes non linéaires,
I’existence de solutions faibles du probléme

Br(u), — div a(u, Du) + ¢ (u) > f sur @
(Sk) & Be(u)(t =0) > bf sur )
u=20 sur X,

ou B(r) = B(r) + zr, k > 0 et ¢ est une fonction strictement croissante. La
méthode de dédoublement de variables de S.N. KRUZHKOV [51] combinée avec
les techniques de D. BLANCHARD ET A. PORRETTA [25] permet d’obtenir des
estimations a priori sur la suite de solutions (ug), du probléme précédent et de
passer a la limite avec k vers l'infini. En un deuxiéme temps, en faisant tendre 1
de maniére monotone vers zéro, I’existence de solutions renormalisées est établie.

Le dernier probléme, présenté au CHAPITRE 5, concerne les lois de conserva-
tion scalaires. Les équations hyperboliques sont omniprésentes en mécanique des
fluides : dés qu’une quantité est conservée, un bilan donne souvent une équation
aux dérivées partielles hyperbolique vérifiée par cette quantité. La forme mathé-
matique de base est le probléme (H ). Toutefois, il reste que dans bien des études
de phénoménes physiques, le domaine physique est borné. Ce qui se produit sur
le bord doit étre pris en compte et une des difficultés essentielles est de com-
prendre de quelle maniére. Cependant, comme signalé plus haut, les résultats
d’existence et d’unicité de solutions entropiques n’existent que pour des condi-
tions de Dirichlet et récemment pour une condition de Neumann. Dans ce travail,
nous élargissons le cadre de solutions entropiques au probléme :

u +div o(u) = f sur @
(LCS) ¢ u(0,-) =uy sur )
plu)-neflu)  sur 3,

ot ¢ : R — RY est une fonction lipschitzienne, f € Ll(Q),foT | f(@®)|ldt < oo,
up € L=(Q)NLY(Q) et B est un graphe maximal monotone dans R? avec 0 € 3(0).
Notons que ce probléme englobe en particulier la condition de Dirichlet homogéne
(8 = {0} xR) et la condition de Neumann (5 = R x {0}). La difficulté rencontrée
lors de I'étude du probléme (LC'S) est la considération des conditions aux limites
imposées a la solution sur le bord, d’ou la nécessité de définir une notion de
traces pour une solution entropique du probléme (LC'S). Cette derniére que nous
définissons comme étant une fonction u € L*>°(Q)) vérifiant I'inégalité entropique :

(u — k)i + div(sign™(u — k)(p(u) — p(k))) < sign™(u — k) f dans D'(Q) Yk € R
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et telle que

ess—lim/ lu(t, z) —up(z)| =0
Q

t—0

et les traces? YV, (u) et v - n(u) existent (cf. Proposition 5.2.1) et vérifient :
(YWepn(u), v - n(w)) € Bo V) p.p.sur 3,

ot 3 est une sorte de "projection" du graphe (3 sur le graphe de la fonction ¢ - 7
(cf. (5.9)). Par exemple, le graphe [ correspondant a 8 = {0} x R est (voir FIG.
5.1)

5= 1{(2,0(2) - m); sign(=)(p(=) — (k) -1 > 0 VK € [ A 0,2V O]},

On se rend donc bien compte que 'on retrouve la condition BLN (0.1). D’autre
part, le résultat d’existence de traces de la fonction V,,.,(u) est dit a E. YU PANOV
[68] et n’est démontré, & ce jour, que pour Q = RT x RV~! et nous nous placerons
désormais dans ce cas. Notons que la généralisation des résultats de E.Yu. Panov
au cas d'une frontiére courbée suffisamment réguliére est en cours, aussi nous
nous attendons a ce que la formulation de la condition de bord suggérée dans ce
chapitre soit valable pour une classe plus générale de domaines (et méme pour
des conditions au bord du type §(z,-) + g avec g € L>®(X)).

La démarche suivie pour prouver l’existence des solutions entropiques requiert
'existence des solutions entropiques (cf. Théoréme 5.3.1) du probléme station-
naire correspondant :

u+div o(u) = f dans
o(u) -n € B(u) sur  OfL.

Ainsi en utilisant quelques outils de la théorie des semigroupes non linéaires, on
montre I'existence d’une unique bonne solution du probléme de Cauchy corres-
pondant au probléme stationnaire précédent, et a ’aide d’estimations a priori et
des passages a la limite on montre que cette bonne solution coincide avec une
solution entropique du probléme (LC'S). L’unicité de la solution entropique dé-
coule en comparant deux solutions en dehors d’'un compact puis, par passage a
la limite sur les fonctions tests, en utilisant le résultat d’existence de traces de
E.Yu Panov, la comparaison de deux solutions entropiques est déduite.

i Vi (2) == sign(z)Varpaz,ovz(¢(-) - 1), c’est-a-dire la variation de la fonction ¢ - 7.



Chapitre 1

Rappels et notations générales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats
utilisés tout au long de ce travail. Le chapitre est organisé comme suit : en premier
lieu, nous rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces de Sobolev
et les espaces LP(0,T; X). La Section 2 a pour objet d’examiner et de présenter
quelques résultats sur les capacités variationnelles, qui joueront un role essentiel
dans les Chapitres 2 et 3. Dans la Section 3, nous donnons quelques définitions
et résultats sur les opérateurs multivoques et sur la théorie des bonnes solutions.
Enfin, la derniére section rappelle le théoréme de Minty-Browder.

1.1 Espaces fonctionnels

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans 1’étude des équations
aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques. Leur compréhension est donc
une étape nécessaire avant d’aborder les équations en question. Nous reprenons
dans cette section certains énoncés de O. KAVIAN [50] et de H. BREZIS [33] sur
le sujet, pour une présentation plus compléte des espaces de Sobolev, on pourra
consulter I'ouvrage de R.A. ADAMS [1].

Par la suite, Q est un ouvert borné régulier de R™. On désigne par D(2) 'espace
des fonctions de classe C*° a support compact dans 2. Pour 1 < p < oo, on note
LP(Q2) lespace défini par

Q) ={u:Q2—=R mesurable;/ |ulP < oo}
Q

Jull, = ( [ 1up)?.

L>(Q) = {u: Q — R mesurable; ess-sup|u| < oo}
Q

muni de la norme

et pour p = oo, on note
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que ’on munit de la norme

[ulloc = ess-suplul.
Q
L’espace de Sobolev W1?(Q) est défini par

Wl’p(Q) ={u e LP(Q); Jg1, - ,gn € Lp(Q),/gigo = —/ugpzi Yo € D(Q)},
Q Q

muni de la norme )
lullip = (lully + [ Dullp)?
sip < oo, et
[[u][1,00 = max([|ulos, [ Dul|so)

si p = 00. On note pour 1 < p < 0o

———WhP(Q)
Wy (Q) = D(Q) :
On désigne par W12 (Q), p/ = ]%, 1 < p < oo Pespace dual de Wy (Q) que

I'on peut caractériser comme suit : F € W17 (Q), alors il existe fo, f1,--- , fx €
LP(Q) telles que

N
8¢ 1,p
)= [ 5o+ 3 [ g v W) et 1F) = g Wil
A présent rappelons quelques propriétés de base de ces espaces. Commengons par
le critére de compacité de Fréchet-Kolmogorov.

Théoréme de Fréchet-Kolmogorov : Soient Q un ouvert de RY et w C .
Soit F un sous-ensemble borné de LP(2) avec 1 < p < co. On suppose que

Ve >0, 36 >0, § < dist(w, RN\Q) tel que
1fC+h) = f)lir@) <& Vh e RN avec |h| <6 et Vf € F.

Alors F\, est relativement compact dans LP(w).

Résultat de densité : On suppose Q2 de classe C*. Soit u € WP(Q) avec
1 < p < oo. Alors il existe une suite (uy), € C(RN) telle que u,q — u dans
Whr(Q).

Théoréme de Rellich-Kondrachov : On suppose Q de classe Ct. Sip < N,
alors

1
WP(Q) C LIY(Q) Vg € [1,p*], ot — =

*

1
N

=R
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avec injection compacte. En particulier W'P(Q) C LP(Q) avec injection compacte
pour tout p.

Voici quelques inégalités trés utiles portant sur les normes de Sobolev.

Inégalité de Poincaré : Soient 1 < p < oo et  un ouvert borné de RY. Alors
il existe une constante C' telle que pour tout u € WP () on ait

[ull, < ClDull,-

En particulier, || Du), est une norme équivalente o celle de W, *(Q).

Inégalité de Poincaré-Wirtinger : Soient 1 < p < oo et 2 un ouvert borné,
connexe et lipschitzien de RYN. Alors il existe une constante C telle que pour tout
u e W (Q) on ait

lu —all, < CllDullp,

RTES ‘QL' Jo u(x)de.
Traces des fonctions W1?(Q)

On peut mentionner le résultat suivant sur les traces des fonctions W1P(Q).

Théoréme 1.1.1. Soient Q un owvert régulier de RN et 1 < p < oo. Alors
il existe un opérateur linéaire continu T : WHP(Q) — LP(0R), appelé opérateur
trace, tel que

7 WP(Q) — LP(0Q) est compact.

Pour 1 <p < o0 (% —1—7% = 1) on définit I’espace vectoriel W (0£2) comme suit :
W P(09) = {7(u); u € W(Q)}
que I'on munit de la norme

£, p = inftllullp; () = £}

Les premiéres propriétés les plus remarquables et utiles & notre exposé sont les
suivantes :

e Siue Whr(Q), alors 7: WhP(Q) — Wi’p(am est linéaire surjectif et

Ir(@)ll5,,, < Cllulli, Yu e WH(Q).

1
e Comme ( est régulier, toute fonction u € W (9Q) est la trace d’une fonction
ueWyP(G), ie. Ujpo = u, ou G est un ouvert de RY contenant .
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Sur les questions concernant les espaces traces, voir par exemple C.B.JR. MOR-
REY [60], J. NECAS [63], J.L. LIONS ET E. MAGENES [54] et J. DRONIOU [43].

Les espaces LP(0,T; X)
Dans cette section, on présente briévement quelques résultats utiles sur les

espaces de fonctions a valeurs dans un espace de Banach. Ici et dans toute la
suite X désigne un espace de Banach et T' > 0. On définit les espaces suivants :

C([0,7]; X) ={u:[0,T] — X continue},

T
LP(0,7;X) ={u:(0,T) - X mesurablea;/ |lu(t)||xdt < oo}, 1 <p< oo
0

muni de la norme

Q=

T
oo = ([ lut®l3)".
et
L*(0,7;X) ={u:(0,T) — X mesurable; 3C > 0 |[u(t)||x < C p.p. t}
muni de la norme
lull oo 0,7,x) = Inf{C > 0; ||Ju(t)||x < C p.p. t}.

Remarque 1.1.1. Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T;X) est un espace de Banach
et C([0,T); X) est dense dans LP(0,T;X). Si 1 < p < oo et si X est réflexif,
alors LP(0,T; X)) est réflexif (¢f. H. BREZIS [32] et J. DRONIOU [42]). O

Théoréme de Egorov : Si f, : (0,T7) — X est une suite de fonctions qui
converge presque partout vers f, alors Ve > 0 il existe un ensemble mesurable
A, C (0,7T) tel que |Ac| < e et fr, — [ uniformément sur (0,T)\ A..

Un autre résultat de base de la théorie d’intégration est le théoréme de Vitali,
qui repose sur la définition suivante :

Définition 1.1.1. Soit 1 < p < oo. On dit qu’une suite de fonctions (f,), de
LP(0,T; X) est p-équi-intégrable si elle vérifie la condition suivante :
Ve > 0,30 > 0 tel que Vn > 1,YA C (0,T) mesurable avec |A| < 0, on ait

[ Isegt <=
A

2Voir par exemple J. DRONIOU [42] sur les questions de mesurabilité.
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Remarque 1.1.2. Une fonction f € LP(0,T;X) est p-équi-intégrable (cf. J.
DRONIOU [42]). O

Théoréme de Vitali : Soit 1 < p < co. Si (fn)n est une suite de LP(0,T; X)
convergeant presque partout vers f, alors

fa — f dans LP(0,T; X) si, et seulement si (f,), est p-équi-intégrable.

Autour du dual de L*(0,7; X)

Désignons par X* le dual de X, et intéressons nous a la caractérisation des
fonctionnelles linéaires continues sur LP(0,7; X). Rappelons qu'une application
¥ (0,T) — X* est dite faiblement * mesurable (notée parfois w*-mesurable) si
l'application t — (x,1(t)) est mesurable pour tout x € X.

Muni de cette définition, on peut énoncer le

Théoréme 1.1.2. /38, Theorem 1.5.4] Soit 1 < p < oo, alors pour tout ' €
(LP(0,T; X)) il existe une fonction ¢ : (0,T) — X* telle que

Y est faiblement x mesurable

L’application t +— ||1(t)|| . est mesurable et appartient a L¥ (0, T)

I'(f) = f0T<f(t),1p(t))dt pour tout f € LP(0,T; X)

TN = Il Nl

Inversement, toute fonction 1 : (0,T) — X* w*-mesurable pour laquelle il existe
g € LP(0,T) telle que ||0(t)||x- < g(t) p.p. t € (0,T), induit, par la troisiéme
propriété, une fonctionnelle linéaire continue I' sur LP(0,T; X), de norme infé-
rieure ou égale a ||g||, .

Le théoréeme précédent donne une bonne caractérisation des fonctionnelles li-
néaires continues sur LP(0,7; X); cependant une structure vectorielle fait dé-
faut, dans le sens que si 1,1y sont associées a I'1,I's, 11 + Y9 peut ne pas
convenir & I'y + I's. Cela est due notamment au fait que la mesurabilité de
t — ||P1(t)]], [1b2(t)|| ne garantit pas la mesurabilité de t — ||11(t) + wo(2)]|.
Pour y remédier, on procéde comme suit :

Soit 1 < ¢ < 0o. On note par L£4(0, T, w*—X*) l'espace des fonctions ¢ : (0,7) —
X* faiblement * mesurables pour lesquelles il existe g € L(0,T") telle que

1(8)]

x+ < g(t) pour presque tout t € (0,7).
Considérons dans £9(0, T, w*— X*) la relation d’équivalence ~, définie par

Y1 ~1hy & pour tout z € X, (x,¢1(t)) = (x,¢2(t)) p.p. t € (0, 7).
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Soit L9(0, T; w*— X*) I'espace quotient induit par ~ . On définit la norme d’une
classe [¢)] comme

[ 1] (g = inf{lgllg,

ou l'infimum est pris sur toutes les fonctions g € L(0,7T) pour lesquelles il existe
une certaine ¥y € [¢] telle que [|1)o()||x+ < g(t) pour presque tout t.

Proposition 1.1.1. Soit 1 < g < oco. Alors lespace L1(0,T;w*—X*) muni de
la norme ||| [ - ] ||| est un espace de Banach.

Soit 1 < p < oo (& 4+ 1 =1) et soit 'application
p p

T:L070,T;w—X*) — (LP(0,T;X))"

0 . I[y] definie par Z[$)(f) = / (F(t). o))t

ot ¢y € [¢].
A Taide de I'application Z, le Théoréme 1.1.2 se formule alors comme suit :

Théoréme 1.1.3. /38, Theorem 1.5.5] Soit 1 < p < oo, alors lapplication
linéaire I est un isomorphisme isométrique sur (LP(0,T; X)), et pour tout )] €
LP(0, T;w*— X*) il existe g € [Y] telle que la fonction t — |[tho(t)]
mesurable et appartient a LP (0,T), et ||| [¢] ||l = || [[1o(-)]

X est

X* pl_

Cas ou X est séparable

Lorsque X est séparable, la construction précédente se simplifie considérable-
ment grace au lemme suivant :

Lemme 1.1.1. /0, Lemme 1] Soient X un espace de Banach séparable et 1 :
(0,7) — X* une fonction w*-mesurable. Alors la fonction t — ||1)(t)]
mesurable.

X* est

En effet, grace a ce lemme, 'espace L(0,T; w*— X*) se définit tout simplement
comme

T
LU0, T;w*— X*):={¢: (0,T) - X* w"-mesurable; / |19 (t)||%-dt < oo}
0

que I'on munit de la norme

Q=

T
(| Lago. 70 x+) = (/0 [ ()||%.dt) <.
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1.2 Capacités variationnelles

Un outil efficace pour étudier finement les propriétés des fonctions de So-
bolev est fourni par la notion de capacité. Cette derniére permet de mesurer
les ensembles plus finement que la mesure de Lebesgue et ainsi de voir que les
fonctions dans les espaces de Sobolev sont définies mieux que presque partout.
Elle permet donc d’établir, de maniére trés précise, des énoncés en théorie des
équations aux dérivées partielles. Il existe plusieurs types de capacités. Dans nos
travaux, nous avons choisi la capacité de Sobolev, appelée également, capacité
variationnelle. Pour plus de détails, nous renvoyons par exemple aux ouvrages
de W.P. ZIEMER [80], L. EVANS ET R.F. GARIEPY [44] et J. MALY ET W.P.
ZIEMER [57].

Définition 1.2.1. Soit K un compact de RY et 1 < p < N. La p-capacité de
I’ensemble K est définie par

poap() = inf{ [ |oF+ Do 6 € C2(®Y), 621 sur K},
RN
La p-capacité d’un ouvert O est définie par

p-cap(0) = sup  p-cap(K),
K compact, KCO

puis celle d’un borélien B par

- B) = inf - :
peap(B) = inf _ pcap(O)
Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité a craindre, nous écrirons simplement cap(K)
au lieu de p-cap(K).

Exemples

1. La 2-capacité d’'un point dans R? est nulle. En général la 2-capacité d'un
sous-ensemble de R de dimension (N — 2) est nulle.

2. La p-capacité d’un ensemble dénombrable de RY est nulle si p < N.
D’autres exemples sont cités dans 'article de J. FREHSE [45] et les références des
ouvrages qui s’y trouvent.

La quasi-continuité
Par analogie a la théorie de mesure, on dit qu'une propriété P(x) a lieu quasi-

partout sur €2 (ou pour quasi tout = € ), si elle est vérifiée sur le complémentaire
d’un ensemble de capacité nulle. On notera P(x) q.p. = € €.
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Définition 1.2.2. Soit u: Q2 — R.
e u est quasi-continue si pour tout € > 0, il existe un ouvert O C € avec
cap(0) < e tel que la restriction de u a Q\O soit continue.
o On appelle représentant quasi-continu de u € WIP(Q) tout élément quasi-
continu v de WHP(Q) vérifiant v =u p.p. sur Q.

Un résultat qui aide a la compréhension de la notion de capacité est donné par la
proposition ci-dessous. Celle-ci énonce que deux fonctions peuvent différer sur un
ensemble de capacité nulle tout en correspondant au méme élément de WP (Q).

Proposition 1.2.1. Soient O C Q un ouvert et u € W?(Q). Alors
uo € Wol’p(Q) si, et seulement si w =0 q.p. sur Q\O,
ou U est le représentant quasi-continu de wu.

Pour la preuve, on renvoie par exemple a 'ouvrage de L. EVANS ET R.F. GA-
RIEPY [44].

Remarque 1.2.1. On peut aussi prouver que si u,v € Wol’p(Q) etu = v presque
partout, alors leurs représentants quasi-continus coincident en dehors d’un en-
semble de capacité nulle : c’est en ce sens que ['on peut dire que "les fonctions
de Wol’p(Q) sont définies mieux que presque partout” (des ensembles peuvent étre
de mesure de Lebesgue nulle, mais de capacité non nulle). O

1.3 Opérateurs multivoques et théorie des bonnes
solutions

Une application A : X — P(X) est dite opérateur multivoque, son domaine
effectif est donné par

D(A)={r e X; A(x) # 0}
et son image est définie par
R(A)={ye X; Jr e X,y € A(x)}.

Si pour tout © € D(A), A(x) est réduit & un élément, on parle d’opérateur uni-
voque. Par convention, on identifie 'opérateur A avec son graphe dans X x X,

noté G(A) = {(z,y) € X x X; y € A(z)}.

Intéressons-nous a des classes particulieres d’opérateurs non linéaires.
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Définition 1.3.1. Soit A un opérateur multivoque de X .
o A est accrétif dans X si

Voo > 07 V(ﬂf,’y), ('%Jg) €A HI‘ - '%HX < HJ? - i’—l-Oé(y - g)”X

Autrement dit, A est accrétif si l'opérateur univoque (I + OéA)_l : R(I +
aA) — X est une contraction.

o A est m-accrétif dans X si
A est accrétif et vérifie R(I +aA) =X VYa > 0.

St de plus X est réticulé, alors
o A est T-accrétif dans X si

Vo> 0, V(x,y), (Z,9) € A |[(z = 2)"|lx < Iz -2+ aly — )" llx
o A est m-T-accrétif dans X si
A est T-accrétif et vérifie R(I +aA) =X Va > 0.

Pour donner une autre caractérisation des opérateurs accrétifs dans L*(Q) intro-
duisons les applications suivantes :

1 si r<0
sign(r) : =< [-1,1] si r=0
-1 st r>0

et

0 st r<0
sign®(r):=¢ [0,1] si r=0
1 si r>0.

Proposition 1.3.1. Soit A un opérateur dans L'((2).
o A est accrétif si, et seulement si

V(u,v), (v, v") € A, Ik € L>(Q) avec k € sign(u—u') t.q. / k(v—v") > 0.
Q
o A est T-accrétif si, et seulement si
V(u,v), (u',0v") € A, I € L=(Q) avec k € signt (u—u’) t.q. / k(v—v") > 0.
Q

Un résultat que l'on utilisera dans ce travail est le suivant :
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Proposition 1.3.2. Soit A un opérateur dans L*() tel que
o A est T-accrétif
o R(I+ «aA) est dense dans L*(Q) Va > 0.
Alors la fermeture A de A dans L*(Q) est un opérateur m-T-accrétif dans L*(Q).

Graphes monotones dans R?

Soit [ une application multivoque dans X = R, on identifie § et son graphe et
on parle alors de graphe.

On dit que S est monotone si

V(u,v), (v, v)e B (u—u)(v—1")>0.

Le graphe 3 est mazimal monotone si (3 est monotone et vérifie : V3 monotone

tel que B C 3 on ait g = .
Les graphes que nous considérons dans ce travail sont des sous-différentiels des
applications j appartenant a 1’ensemble

Jo(©2) = {j: QxR —[0,00]; j(-,7) mesurable Vr € R, j(x,-) convexe,
semi continue inférieurement telle que j(x,0) = 0 p.p. z € Q}.
A un graphe §(z,-) = dj(z,-) on peut associer pour presque tout z les graphes

suivants :

B(z,r*) = inf B(x,]r, +o0[)
B(x,r~) =sup f(x,] — oo, r|)

et
inf B(x,r) sir>0
Bz, r) = 0 sir=20
sup f(x,r) sir <0,
avec les conventions usuelles inf ) = +oo et sup ) = —oo0.

On désigne par 3 la régularisée de Yosida de 3, définie par

Balr,) = LA — (I +AB(x,))™") pop. .

Observons que [, est lipschitzienne, que pour presque tout z |Bx(z,7)| Tajo
|8%(x, )| Vr € D(B(z,-)) et que By = Jjy, ol

gala,r) = {1/ @2N)|r = s + j(z, 5)}.
Les bonnes solutions

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

(CP)(uo, f) { o) iuuf d
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ol A est un opérateur non linéaire multivoque dans X, vy € X et f € L*(0,7T; X).
Une notion de solutions pour le probléme (C'P)(uy, f) est celle introduite par PH.
BENILAN [15]. Soit € > 0, on choisit une subdivision (¢;);,7 = 1,--- ,1, de (0,7)
vérifiant

O=to<ti<--- <ty <T

t,—t 1 <c¢ VZ:]_,,Z

T—t <e.

On approche la fonction f par la fonction f° constante par morceaux, définie par
fe(t) = fesur [tiq,t; pour i =1,--- [, on ff € X et vérifient

l t;
1F(8) = fillx < e

L’ensemble de ces données est appelé une e-discrétisation du probléme (C'P)(ug, f),
et se note D% (to, -+ ,ti; f5, -+, ff;uo). On considére le probléme de Cauchy dis-
crétisé en temps

U/?_uiil .
———— 4+ Au; > ff Vi=1,---,1

(P.) t; —tia A3 fr e
u(0) = uyg,

équivalent a

{ u; € ( ( —tic)A) Uiy + (= i) f7) Vi=1,00
u(0) =

On remarque immédiatement que ce probléme discrétisé peut se résoudre si R(+
aA) = X pour a > 0 suffisamment petit, et de maniére unique si (I + «A)~" est
univoque pour « petit.
On appelle solution e-approchée du probléme (P.) la fonction u® constante par
morceaux, définie par :

[Outl] - X
ut ot — ui pour t €]t 1,t] i=1,---,1
0 — uf(0).

Enfin, on espére que, lorsque € — 0, les solutions vont converger en un sens a
définir vers une fonction u qui sera solution du probléme de Cauchy (C'P)(uq, f).

Définition 1.3.2. On appelle bonne solution du probleme de Cauchy (C'P)(ug, f)

toute fonction u € C([0,T]; X) avec u(0) = ug et vérifiant pour tout € > 0, il

existe une e-discrétisation D5 (to, - -+ ,ti; f5, -+, f7;uo) et une solution e-approchée
u® du probleme (P.) telles que sup ||u (1) —u(t)|ly <e.

0<t<ty
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Le théoréme suivant nous fournit une classe d’opérateurs pour lesquels la méthode
décrite précédemment, appelée méthode des semigroupes, permet d’obtenir une
bonne solution pour le probléme (CP)(uy, f).

Théoréme 1.3.1. Soit A un opérateur m-accrétif dans X, alors pour tout

Uy € (A)H.”X et toute fonction f € L'(0,T;X), il existe une unique bonne
solution u du probleme (C'P)(ug, f). Plus précisément, pour tout ¢ > 0 et toute

e-discrétisation DS (to, - -+ ,ti; f5,-++, [Fiwo), la solution e-approchée u® du pro-
bleme (P.) existe et on a sup |u°(t) —u(t)|y — 0 lorsque € — 0.
0<t<t;

Pour un exposé sur les bonnes solutions, le lecteur peut consulter les travaux de
PH. BENILAN [15, 19].

Remarque 1.3.1. Soit A un opérateur accrétif dans X tel que R(I + aA) =

X Ya > 0. Alors pour tout ug € D(A)”.HX et toute fonction f € L'(0,T;X), il
existe une unique bonne solution du probléme de Cauchy (CP)(uq, f). O

On a le théoréme suivant de PH. BENILAN [15] fournissant une caractérisation
des bonnes solutions et un résultat de comparaison lorsque A est m-accrétif.

Théoréme 1.3.2. [15] Soit A un opérateur m-accrétif dans X. Soient uy €

D(A)H'”X et f € LY 0,T;X). Alors
1- Une fonction u € C([0,T]; X) vérifiant u(0) = ug est une bonne solution
de (CP)(ug, f) si, et seulement siV0 < s <t <T

lu(®) = zllx < llu(s) — llx +/ [u(r) — 2, f(7) —ylodr V(z,y) € A

A —
ol le crochet [m’y]+ = )\hm+ Hx + yHX H.I'“X
—0

2- Si u est une bonne solution de (CP)(ug, f) et v est une bonne solution de
(C'P)(vo, g), ot vy € (A)H'”X et g € LY(0,T; X), alorsV0 <t <T on a

[ut) = v(®)]x < [luo — vollx + /0 1f(T) = g(7)l[xdr.

Remarque 1.3.2. On en déduit en particulier ['unicité pour les bonnes solutions,
ainst que la propriété de dépendance continue par rapport aux données pour les
opérateurs m-accrétif. O

Remarque 1.3.3. Les Théorémes 1.5.1 et 1.3.2 restent valables si A est m-T -
accrétif. O
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1.4 Théoréme de Minty-Browder

Soit A : X — X* un opérateur non linéaire, éventuellement multivoque. Un
des outils important dans la résolution de Au > f est le théoréme de Minty-
Browder suivant :

Théoréme 1.4.1. [53] Soit A un opérateur vérifiant
— A est borné
— A est hémi-continu, i.e. l'application

t — (A(u+ tv),w) est continue Yu,v,w € X
— A est monotone, i.e. (Au— Av,u—wv) >0 Vu,v e X

(Au, u)

[lul| x
Alors A est surjectif, i.e. Vf € X* il existe u € X tel que Au > f. Si de plus, A

est strictement monotone, alors u est unique.

— A est coercif, i.e. — 400 lorsque ||u||x — +oo.

Remarque 1.4.1. [31] Le théoréme de Minty-Browder reste vrai si l’'on remplace
Uhypothése de monotonie par la Propriété (M) : on dit que A satisfait la Propriété
(M) si pour toute suite (uy,), € X et u € X vérifiants

U, — u dans X, Au, — x dans X* avec limsup(Au,, u, — u) < {x,u),

n—oo

on a Au = x. O
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Chapitre 2

Solution entropique d’un probléme
elliptique avec des conditions non
linéaires sur le bord

2.1 Introduction
Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme elliptique suivant :

u — div a(u, Du) = f dans 2
(E)(f) { _<a(u’ Du)’ 77> € ﬁ(x,u) sur 897

ot 2 est un domaine borné de RY de frontiére lipschitzienne 92, 7 est la normale
unitaire extérieure a 2, f € LY(Q), et pour p.p. z € 99, B(x,) = dj(x,-), ou
j € Jo(002)2, et le champ a : R x RY — R satisfait les hypothéses du type
Leray-Lions (Hy)-(Hy) énoncées a 'introduction générale.

Le cas d'un graphe (u) et d’'un champ a(x, Du) a été étudié par F. ANDREU et
al [10] et K. AMMAR, F. ANDREU ET J. TOLEDO [4]. Sous I'une des hypothéses
[ est fermé, ou a est régulier, les auteurs ont défini une solution entropique et
prouvé son existence et unicité. Dans ce chapitre, on montre ’existence et I'unicité
de la solution entropique du probléme (F)(f) dans le cas de graphes dépendants
de x et de champs dépendants de u. Le plan est le suivant : A la Section 2, nous
rappelons quelques résultats et outils préparatoires pour la présentation de nos
résultats. A la section qui suit, on étudie le probléme (E)(f) par des méthodes
variationnelles. Pour ce faire, on introduit un opérateur As associé au probléme

aRappelons que Jp(99) := {j : 90 x R — [0, +00] mesurable en z € I, convexe s.c.i. en
r € R avec j(-,0) = 0}.



38 Solution entropique d’un probléme elliptique avec ...

perturbé suivant :

u — div a(u, Du) = f dans
(Es)(f) { —(a(u, Du),ny € f(z,u) +0(u) sur 09,

et on montre que cet opérateur est T-accrétif & domaine dense dans L'(Q) et
vérifie R(I 4+ aAs) D L*>(2) pour tout a > 0 (cf. Théoréme 2.3.1). Dans la
Section 4, on définit la notion de solution entropique dont on montre ’existence
et I'unicité, en caractérisant Popérateur A, limite de I'opérateur As dans L'(Q)
(cf. Théoréme 2.4.1). A la Section 5, on étend nos résultats & un probléme avec des
conditions plus générales sur le bord. Enfin on termine le chapitre par quelques
remarques et problémes ouverts.

2.2 Préliminaires

Pour exposer nos résultats, on rappelle en premier lieu ’énoncé de divers
résultats dont on va faire usage dans ce chapitre.
Dans la suite M, (0€2) désigne 'ensemble des mesures de Radon sur 0f2 & variation
totale bornée, et

Mo (09) = {u € My(09); p(B) =0 pour tout B tel que cap(B) = 0}.

La décomposition de Radon-Nikodym d’une mesure p € M,;(952) relativement a
la mesure de Lebesgue do sur 0f) sera notée par
p= prdo + fis.

Etant donnée une fonctionnelle j € Jy(0€2), on définit

T WoPOQ) N L20Q) — [0, 00]

u — Jj(,u)do.
)

Soit J l'extension de J sur WioP(G) N L®(G) définie de la maniére suivante :

j(u) = / j(-,7(u))do pour tout u € W, ?(G), ou 7(u) désigne la trace de u.
o0
La fermeture de D(J) dans Wy”(G) est un convexe bilatéral P et se caractérise

donc d’aprés H. ATTOUCH ET C. PICARD [11] de la fagon suivante :

Lemme 2.2.1. [11, Théoréeme 3.7] 1l existe d’uniques (dans le sens q.p.) fonc-
tions vy,v_ quasi-S.c.i. et quasi-s.c.s., respectivement, telles que

D(T)

PUn ensemble C est dit un convexe bilatéral si il est un convexe fermé de W, *(§2) vérifiant
u,weC=uNw,uVweC.

=

7P ={u e Wﬁ”’(aQ); v-(z) < a(x) < yye(x) ¢.p. sur 0N}
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De plus, v_(z) = inf 4,(x) = lim1<i%£ tg(x) et yo(x) = sup,(z) ¢.p. x € 0N

pour toute suite (uy), dense dans D(T).

Quant & la caractérisation du sous-différentiel de 7, qui est défini par

1 1 .7
y € 0T () { u € W7(@9) NL¥(00), pe W (90) + (L~ (29))"
et J(w) > T (u) + (u,w — u) Yw € W»*(9Q) N L>*(090),
ou (-,-) désigne le produit de dualité entre W (02) N L*>(0N2) et son dual,
est donnée par le lemme suivant qui s’établit essentiellement en regroupant les
résultats de G. BOUCHITTE |28, Proposition 20| et de H. ATTOUCH ET C. PI-
CARD |[11].

Lemme 2.2.2. /28, Proposition 20] Soit p € My(0%2), alors

)
()6 (2, u(x)) + 011y _ (2)ys (@) () p.p. € OQ
ME@](U)<:>{ i e surad G w00,

ow pour un intervalle donné [a,b], I,y désigne la fonctionnelle convexe et s.c.i.
sur R définie par 0 sur [a,b], et +oo ailleurs.

2.3 Approche variationnelle

L’approche variationnelle classique nécessite des estimations L sur les solu-
tions, difficile a obtenir directement dans notre probléme a cause de ’apparition
du terme a(u, 0) lors de 'usage de I'hypothése (Hsz). Pour pallier a cette difficulté,
on redéfinit en premier lieu la fonction A, qui apparait dans ’hypothése (Hj), en

k, 0
une fonction 1 paire et monotone sur R telle que |aé} (}C)) | — 0 lorsque k — oo,
en posant
w(r) := sup{A(|z]), |z|la(z,0)|} pour r > 0.

|2|<r

On ajoute ensuite le terme de pénalisation d¢)(u) sur le bord pour un § fixé. Ceci
nous permettra de compenser le terme a(u,0) en choisissant k assez grand de

sorte que |“$k0) | < 6. Ainsi, le probléme auquel on est confronté est le suivant :
u—div a(u, Du) = f dans €
(Es)(f)

—a(u, Du) -n € B(x,u) +0p(u) sur O

Pour commencer, & ce dernier probléme on associe un opérateur As défini comme
suit :
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(u, f) € As si, et seulement si u € WP(Q) N L>®(Q), f € L' () et 8'il existe une
mesure p € M(09) vérifiant

/LT(‘T) < 8](*737 u(x)) + aI['y,(x),er(:v)] (u($)) p.p. € 99

et pour tout ¢ € WHP(Q) N L>®(Q2) on a

/Qaw,Du) D=0+ [ wu)(u—o) < /Qf(u—fb) - /mw— Py

et
=7y pS —p.p.sur 09, u=7vy_ p, —Dp.p.sur 0. (2.1)

Remarque 2.3.1. On verra plus tard (voir l’équation (2.14) ci-dessous) que la

mesure p € My(02) N (Wﬁi’pl(aQ) + (L>(00))"), et donc |u| ne charge pas les
ensembles de capacités nulles. Du fait que |us| < |u|, il vient aussi que |us| ne
charge pas les ensembles de capacités nulles. Par conséquent, la condition (2.1)
a bien un sens. O

Maintenant, on est en mesure de donner notre premier résultat.

Théoréme 2.3.1. Lopérateur As est T-accrétif a domaine dense dans L'()
et vérifie L>(Q) C R(I + aAs) pour tout o > 0.

La preuve du Théoréme 2.3.1 est divisée en 3 propositions.

Proposition 2.3.1. L’opérateur As est T-accrétif dans L*(Q), i.e.

[w-vr< [-9 (2:2)

des que

feu+ Asu et g € v+ Asv. (2.3)
Preuve. Soit T} la fonction troncature au niveau k définie par Ty(z) =
min(k, max(z, —k)). Considérons les fonctions tests ¢ = u — LT (u —v)" et

¢2 = v+ Ty (u—v)" dans les problémes (2.3) successivement, on obtient aprés
avoir sommé les deux inégalités :

1 +, 1 ) — BN Tl — o)
E/{(u_v)+<k}(a(u,Du)—a(v,Dv)) D(u—v)" + k(s/m(w( ) — (v)) Tl )

S%/Q(f_u_ngv)T’“(u_”)+—%(/aQTk(a_@Vdm—/89Tk(ﬁ—@)+du2).

(2.4)
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Notons I, respectivement [, les deux intégrales dans le terme de gauche de
I'inégalité (2.4). En utilisant les hypothéses (H;) et (Hy), on a
1

L > —/ (a(u, Dv) — a(v, Dv)) - D(u —v)*
B J ot <y

—Ck _
z2 (14 |Dv|” 1)]D(u—v)+|.

{(u—v)* <k}
D’ou liin iglf I; > 0. Notons que les propriétés des mesures p; et s nous garan-

tissent que le terme entre parenthéses dans le terme de droite de l'inégalité (2.4)
est positif. En effet, pour s’en apercevoir, il suffit de le décomposer comme suit :

| Btu=0)ms o)+ [ Tl =0ty = [ T =)
o2 15)9) o2

—/ Ti(v- — @)du;1+/ Tk(ﬂ_V—)dﬂs_,m
oN 0N

qui est clairement positif grace aux propriétés des fonctions 7, /_.
Or I, > 0 (grace a la monotonie de 1), donc le passage a la limite avec k dans
I'inégalité (2.4) donne

lim1 (u—v)Tk(u—v)+ < lim% Q(f—g)Tk(u—v)+ < /Q(f—g)i

=0k Jq k—0

c’est-a-dire U'inégalité (2.2) est vérifiée. |

Proposition 2.3.2. L’opérateur As vérifie L*(Q)) C R(I + aAs) Ya > 0.

Preuve. Notons qu’il n’est pas restreignant de supposer a = 1. Pour prouver
le résultat on approche le probléme

u—div a(u, Du) = f dans Q

—a(u, Du) -n € f(x,u) + 0¢(u) sur O

par les problémes

Ti(uy) — div a(Ty(uy), Duy) = f dans Q

—a(Ti(uy), Duy) - n = Ba(w,up) + 611 (P(uy)) sur 09,
ou k> |fll, +1, k satisfait \aqi’(“,;(;)\ < 0, 1 > max{k,y(k)} et pour p.p. x € 9N
Ba(x, ) désigne la régularisée de Yosida de [3(z, -).

Considérons l'opérateur Agy : WHP(Q) — (WLP(Q))" défini par

(Asrti; &) — / Ti(u) + / a(Tiw).Du)- Do+ [ o+ [ Tiw)o

o0

pour tout ¢ € WHP(Q). Ici, (-,-) désigne le produit de dualité entre WP(Q) et
son dual (W1P(Q))".
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Lemma 2.3.1. L’opérateur A est borné, coercif et vérifie la Propriété (M).

Preuve. La preuve est classique (cf. par exemple J.L. LIONS [53]). |

Par le Lemme 2.3.1 et le théoréme de Minty-Browder, pour tout f € (WH(Q))"
il existe uy € W'P(Q) telle que pour tout ¢ € WP(Q) on ait

(Asaun — frun — @) < 0. (2.5)

Soit la fonction test ¢ = uy — pf(uy — k) dans l'inégalité (2.5), ou pf(-) est
I’approximation du signg (-) définie comme suit :
1 st r>¢
pr(r) = %r si 0<r<e
0 s r<QO.

L’hypothése (Hs) implique

1
[t —on)+2 [ afiw),0) D
Q € Jk<ur<k+e}

/pr:(uA—k)—(S/mpj(uA— /mpa ux = k) un).

(2.6)

Notons du fait que I > k£ on a

1
)—/ a(Ti(uy), Du)\‘ < ‘/dw /
€ J{k<uy<k+e}

()\k)

_ ‘/m/o oo + 1), 0)dr do|

(uy— k)

" a(Ty(er + k), 0)dr> ‘

— ’ / signgd (uy — k)a(k,0) da’ lorsque ¢ — 0.
o0
(2.7)
D’ou

o Ja(k,0)]
1 f=- T -D T
im in /{}< 1), 0) - Dur 2 =70y /a{} p ()

> 5 /a ). 28)

En passant a la limite dans I'inégalité (2.6) avec € vers zéro, on obtient

/{M}Tl(m—ks/{W}f—ks/gu—k)*.
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Comme k > |||, 1.

t/ (Ti(up) — k)" <0 VI>Ek.
{U)\>k}
D’ou

Ti(uy) <k p.p.sur {uy>k}.

On conclut alors que uy < k p.p. sur 2. D’'une maniére analogue, en choisissant la
fonction test p- (-) qui approche la fonction sign™(+), on montre que uy > —k p.p.
sur 2. Par conséquent, en convenant de noter C' toute constante indépendante
de A\, on a

[ullo < C. (2.9)

En considérant la fonction test ¢ = 0 dans I'inégalité (2.5), on obtient aprés avoir
utilisé ’hypothése (Hs), la formule de Gauss-Green et I'estimation (2.9)

M/ummg/jm+a (2.10)
Q Q

A T’aide des estimations (2.9) et (2.10), il vient que la suite (uy), est bornée dans
WhP(Q) et admet donc une sous-suite, notée encore (uy )., telle que

uy — u faiblement dans W'*(Q) lorsque A — 0.
Grace au théoréme de Rellich-Kondrachov et au Théoréme 1.1.1 on a
uy — u dans LP(Q) lorsque A — 0

et
uy — u dans LP(0Q) lorsque A — 0.

On peut supposer aussi que uy — u p.p. sur . Par conséquent, par I'estimation
(2.9) on a
Jull o < C.

En considérant la fonction test ¢ = uy — $T(uy) dans l'inégalité (2.5) et en
passant a la limite avec k — 0, on a

[+ [ T <c (211)
o0 o9
En passant a une sous-suite si nécessaire, on conclut

Ba(-,uy) = p faiblement * dans M,(99) lorsque A — 0.

Notons que pour tout ¥ > X > 0, on a pour p.p. z € 9Q |Bx(z,7)| > |Bu(x,r)| Vr €

R. Ainsi, par I'inégalité (2.11), 18, (-, up)| < C, et en passant a la limite avec
o0
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successivement A — 0, v — 0, on obtient/ 16, (-, u)| < C’puis/ 18°C-,u)| < C.
20 R
Par ailleurs, grace aux estimations (2.9) et (2.10) et a ’hypothese (H3), (a(uy, Duy)),

. / N . . . . -, .
est bornée dans (Lp (Q)) , et donc, quitte a extraire une sous-suite si nécessaire,

converge faiblement vers x dans (Lp’(Q))N lorsque A — 0. A l'aide de I'argument
classique de pseudo-monotonie, on va montrer que div a(u, Du) n’est rien d’autre
que div y. Pour cela, il suffit de s’assurer que

lim sup/ a(uy, Duy) - D(uy —u) = 0. (2.12)
A—0 Q

En considérant la fonction test ¢ = uy — (uy — u)* dans l'inégalité (2.5), on a
/a(u,\,Du,\) D(uy — u)*
Q
< [ =uwm=w* =5 [ nee)m =0 [ e -0’
< /(f —up)(uy —u)" — 5/ T((un))(un —w)™ = [ Ba(y —uy)(un —u)™,
Q o9 o9

ot l'on a utilisé le fait que By(-, u) ) (uy —u)™ > 0.
Ayant en esprit que la suite (uy ), est bornée dans L>(052), il vient

[(ux —u) ¥, < C et (uy —u)" — 0 p.p. lorsque A — 0.
Notons que
ﬂ)x('? _u;) 2 B)\('7 _ui) Z 60('7 _ui) sur {u)\ 2 U}
Or B, —u™) € LY(99), d'ou Ba(s, —uy ) (uy — u)™ — 0. Par conséquent
o9

lim sup/ a(uy, Duy) - D(uy —u)* < 0, et de la méme maniére on montre que

A—0 Q
limsup/ a(uy, Duy) - D(—(uy —u)~) < 0. On conclut alors

A—0 Q

limsup/ a(uy, Duy) - D(uy — u) <0,
A—0 Q

qui grace a la monotonie de a entraine la limite (2.12).
Pour tout ¢ € C.(RY) on peut passer a la limite dans I'inégalité (2.5) et il vient

/ a(u, Du)D(u—¢) 45 | (u)(u—) < / (f—u)(u—)~ / (i—d)dp. (2.13)
Q o0 Q

o0

Par densité, cette inégalité reste vraie pour tout ¢ € WP(Q)NL>(€2). On conclut
alors

/ a(u, Du) - Do+ 5 [ b(u)é = / f-wo— [ ddp (214
Q o0 Q o0
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pour tout ¢ € WhHP(Q) N L>(Q).

Il nous reste a caractériser la mesure p obtenue. Par I’équation (2.14), on déduit
que u € My(092) N (Wﬁi’p/(aﬂ) + (L*>(09Q))") et que |p| ne charge pas les
ensembles de capacités nulles. En procédant comme G. BOUCHITTE |28, 29| et
P. WITTBOLD [78], nous allons montrer que u € .7 (u). Rappelons que 3, = 97
et que pour p.p. x € I et pour tout r € R, jr(x,r) T j(x,r) lorsque A | 0. Par
la définition du sous-différentiel, il en découle pour tout v > A > 0 et p.p. z € 02

j(ZL‘,T’) Z jA(I7T)
> iz, ua(z)) + Oz, ur(2))(r — ua(2))
> Ju(x,un(x)) 4+ Ojx(z, uxn(z))(r —upr(z)) Vr € R.

Ainsi,
/ i€ = / GoCow) + [ Oda(ua)(€ —un) VE € WIP(09) N L®(09).
o9 o9 09

Ayant en esprit que uy — u p.p. sur  lorsque A — 0, grace au lemme de Fatou
et au théoréme de la convergence monotone, en passant a la limite en premier
avec A — 0 ensuite avec v — 0, on obtient pour tout £ € C.(09)

/BQJ'(-,S) > /BQj(.,u)Jrliminf m@(.’m)(g_m)

A—0

> / j(w) +liminf [ By(,ua)(§ — w) +lminf [ Bi(- ua)(u — uy)
90 A—0 90 A—0 90

2/89j(~,u)—|—/é)ﬂ(g—u)du+li&njélf [ Ble—w). @15)

En utilisant la limite (2.12), la monotonie de A, les estimations L*™ sur uy et la
convergence presque partout de uy vers u, on obtient de 'inégalité (2.5)

liminf [ Ba(, un)(u — uy)

> lim (f—uk)(u—ux)%—limsup/ a(uy, Duy) - D(uy — )
A—0 Q A—0 Q
+0 /l\irrtl) ((uy) — ¥(u))(uy —u) + 5/l\irr(1) (u)(uy — u)
—vJoq —vJon
> 0.

Par conséquent, a I'aide de I'inégalité (2.15) on conclut que
J(E) = T(u) + (., & —u) V€ Ce(00).

Mais le fait que p € Mo(0€2) entraine que 'inégalité précédente reste vraie aussi

pour tout £ € Wﬁ’p(aﬁ) N L>®(092), d’ou p € 0T (u). Pour conclure la preuve de
la Proposition 2.3.2 il suffit d’appliquer le Lemme 2.2.2. [
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Proposition 2.3.3. L’opérateur As est a domaine dense dans L'().
Preuve. Nous allons montrer que L*®(2) C D(A(;)”'Hl. Soient a« > 0 et f €
L>(Q). Posons g := (I + aAs) " f, alors (ua, L(f — ua)) € As. En considérant
la fonction test ¢ = 0 dans la définition de 'opérateur As, on obtient en utilisant
les hypothéses (Hs) et (Hs), la monotonie de v, la décomposition de la mesure
Lo €t les estimations L sur u,

)\0/ |Du, [P < l/(f—uw)uoé—(S w(ua)ua—/ ﬁadua—/a(ua,O)-Dua
Q a Jo o0 o0 Q
1
< —/(f—ua)ua—l—C'
& Ja
1
S _C,+C7
a

ou C,C” sont des constantes indépendantes de a. Grace a 'hypothése (H3) et
cette derniére estimation il est facile de voir que

a/ |a(te, Duy)| — 0 lorsque a — 0.
Q

D’autre part, en considérant les fonctions test u, + ¢ et u, — ¢ avec ¢ € D()
dans la définition de 'opérateur As, on a

lir% Ua = / fé pour tout ¢ € D(Q). (2.16)
=0 Jo Q

Puisque (uq)s est bornée dans L>(), il existe une sous-suite (u,, ), telle que
Uq, — u faiblement dans LP(Q), ce qui implique d’aprés (2.16) que u = f. Or
luall, < I]l,, d'ot uo — f dans L¥(Q). Par conséquent, f € D(4y) et la
preuve est compléte. |

En mettant bout a bout les preuves des trois propositions précédentes, le Théo-
reme 2.3.1 s’ensuit.

2.4 Existence et unicité de la solution entropique

Cette section est consacrée a ’existence et 'unicité de la solution entropique
du probléme (E)(f), pour des données f € L'(2). Pour cela, on passe a la limite
avec 0 — 0 pour se débarrasser du terme de pénalisation ajouté.

Afin d’introduire la notion de solution entropique du probléme (E)(f), on définit
les espaces suivants, similaires & ceux introduit dans PH. BENILAN et al [16] et
F. ANDREU et al [10]. D’abord on note

T(Q) = {u : Q — R mesurable; Ty(u) € W'?(Q) pour tout k > 0}.



2.4 Existence et unicité de la solution entropique 47

Il a été prouvé par PH. BENILAN et al [16, Lemma 2.1| que pour tout u € 7 11(Q),
il existe une unique fonction mesurable w : 2 — R telle que

DTk(u) = WX {|lw|<k} Vk > 0. (217)

De plus, si u € WH(Q), alors w = Du dans le sens faible usuel. La dérivée Du
d’une fonction u € 71 () est définie comme étant une fonction vérifiant (2.17).
On note T;7"(R2) le sous-espace de T7(Q) constitué des fonctions u qui peuvent
étre approchées par des fonctions (ug)s € WP(Q) telles que :

- Uus — u p.p. sur €2

- DT (us) — DTy(u) faiblement dans L'(Q2) pour tout k > 0

- il existe une fonction mesurable v : 9Q — R telle que (7(us)); converge p.p. sur
0f) vers v. La fonction v est appelée la trace de u, et est notée indifféremment
7(u) ou u. Clairement, on a

WP (Q) C T, (Q) € TH(Q).

Notons que la définition de 'espace T,.* (Q2) de [16, 10] suppose la convergence
forte des gradients de la suite (T (us))s au lieu de la convergence faible.

Le concept de solutions entropiques pour les problémes avec des conditions non
linéaires sur le bord a été introduit par F. ANDREU et al [10] pour le probléme

—div a(z,Du) = f  dans Q
—a(z,Du) -n € f(u) sur  ON.

En s’inspirant de leur définition, on définit la solution entropique pour notre
probléme (E)(f) comme suit :

Définition 2.4.1. Une fonction u € T,-7(Q) est une solution entropique du
probleme (E)(f) s’il existe une mesure pu € Mo(02) vérifiant

pr(x) € 0j(x, u(x)) + 0y (), (2 (u(T)) p.p. € 0N (2.18)
et pour tout ¢ € WP(Q) N L>(Q) on a

(f — )Tl — ) — / Tu(a — &)dp

o0

/Q a(u, Du) - DT(u — &) < /

Q
et
U=, pf—p.p. surof, w=r_ p, —p.p. suroQ. (2.19)

Remarque 2.4.1. Notons que chaque intégrale dans la définition précédente est
bien définie. En effet, la premiere intégrale doit étre comprise comme [, a(Ti(u), DT;(u))-
DTy (u—¢), oul > k+ ||@|.. Puisque p € WP(QNL=(Q), on au—¢ € T,,"(Q)
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(¢f. [10, Theorem 3.1)). Ainsi Tj.(u — ¢) € WIP(Q) N L>(Q) et admet une trace
qui a un représentant quasi-continu, et donc la derniére intégrale dans la défini-
tion précédente est bien définie. Enfin, notons aussi que la condition (2.19) a un
Sens. O

On définit maintenant 'opérateur A par :

u, f € LY(Q) et

(u, f —u) € A'si, et seulement si { w est une solution entropique de (E)(f).

Par la suite, on va utiliser la notation A,, ,, respectivement v,, ,,, au lieu de Ay,
respectivement ¢, ott ¥, (u) = Sth(ut) — Lp(u™), m,n € N*.

Théoréme 2.4.1. L'opérateur A est m-accrétif a domaine dense dans L*(Q) et
A =liminf A,, ,,, ou Uopérateur liminf A,, ,, est défini par

m,n— 00 m,n—00

(z,y) € liminf A4, ,, &

m,n— 00

tel que (z,y) = lm (Zpn, Ymn)-

pour tout m > 0,n > 0 il existe (T n, Ymn) € Amn
m,n— 00
Comme conséquence immédiate

Corollaire 2.4.1. Pour tout f € L'(Q) il existe une unique solution entropique
du probléme (E)(f).

Preuve du Théoréme 2.4.1. La preuve se fera en plusieurs étapes.
ETAPE 1 : Estimations a priori

Soit f € L*(€2). On approche f par fo,, = (fAm)V(—n) € L>(Q), croissante
en m, décroissante en n et || fo ||, < || f|l;. Par le Théoreme 2.3.1, f,, € R(I+
Ay et il existe u,y, , € WHP(Q)NL®(Q) et une mesure p,,,, € Mo (9Q) vérifiant

(ttmn), (2) € OJ (2, (1)) + Oy (@) 1. (@) (Um0 () P-p- @ € O,

et pour tout ¢ € WHP(Q) N L>(Q) on a

/Qa<um,n7 Dum,n) : D<um,n - (b) + wm,n(um,n)(um,n - ¢)

[2/9]

S /Q(fm,n - um,n)(um,n - ¢) - /BQ(am,n - gb)dﬂlm,n (22())

et

&;/7; = V+/- (Mm,n)j/f — p.p. sur 0f2.



2.4 Existence et unicité de la solution entropique 49

Ici et dans toute la suite, on notera le représentant quasi-continu de w,, , par ty, ,
au lieu de Uy, . Fixons & > 0. En considérant la fonction test ., — Th(tmn)
dans l'inégalité (2.20) et en utilisant I’hypothése (Hs), on obtient

1 1 _
o [ DT+ e | Dol )0li) = 5 [ Telimn)ti,)
S /QTk(um,n>(fm,n - um,n) - /(99 Tk('am,n)dﬂm,n - /Qa(um,n, 0) . DTkz(um,n)

(2.21)

Par le théoréeme de Gauss-Green et I'hypothése (Hj), il vient, en convenant de
noter C' toute constante indépendante de m, n,

T (um,n)
< ‘// a(r,0)dr - ndo
20 Jo
Tk (um,n)
/ / A(r|)drdo
22 Jo
C.

Ainsi, par I'inégalité (2.21) et en utilisant la monotonie de v, on conclut que

’ / a(”m,na O) ' DTk(um,n)
Q

IN

< (2.22)

X / DTy ()" < C. (2.23)
Q

Par conséquent, (T (um,n)),,,, est bornée dans WhP(Q) et aprés extraction d’une
sous-suite si nécessaire, on peut supposer que Tk(tupy, ) — vy dans WP(Q) et
Ty (tmn) — v dans LP(Q2) lorsque m,n — oo. D’autre part, on peut aussi sup-
poser que DTy (ty,,) — g faiblement dans (LP(2))" lorsque m,n — oo.

Par la suite on a besoin de la convergence forte de u,, , dans L'(Q). Rappelons que
|twmnll, < [If]l;- Puisque A,, , est T-accrétif dans L(Q), en utilisant la monotonie
de fin €t Ymp, on a pour tout m > m' et tout n > ', wpyy < U < Uy D-P-
sur (). Par conséquent,

U T Lny  UmplptmT,,u dans Ll(Q). (2.24)

Ici, et dans la suite, on note T,,, respectivement |,,, pour désigner la convergence
d’une suite qui est monotone croissante, respectivement monotone décroissante,
en n.

Gréce a la convergence (2.24), on conclut que vy = Ti(u) et g = DT (u). Ainsi,
Ty.(u) € WHP(Q) pour tout k > 0. Par conséquent, u € 71P(Q).

D’autre part, on peut montrer, comme dans F. ANDREU et al [10, Proof of
Theorem 4.2], que (7(tm,n)),,, converge p.p. sur 0S). Ainsi, u € TP (Q).

ETAPE 2 : Existence d’une mesure
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On va montrer que la suite (ftm n)m,n converge fortement vers une mesure p dans
My(99). Soit la fonction u)), ,, vérifiant pour tout ¢ € WP(Q) N L>(Q)

m,

1

1 ~
/ a(ud ., Dud ) - Do+ — [ dudi)e — = | wwds)e
Q m Jaq n Joa

- / o — ) — [ Bl ). (2.25)
Q o0

A

m,n

On sait d’aprés la Proposition 2.3.2 que ||8x(+, up, ,,) ||, est uniformément bornée

en \, ainsi A\(-,u,,) = fimn faiblement x dans M,(99) lorsque A — 0. Par

conséquent

.. A
||:U’m,n||_/\/lb(8Q) S 111}1_}1(1]1f ||ﬂ>\(7 um,n)HMb(ag) S O?

et on déduit, aprés extraction d’une sous suite si nécessaire, que
* .
fom.n — p faiblement * dans M, (02) lorsque m,n — oo.

Pour établir la convergence forte de la mesure fi, ,,, on a besoin du lemme de
comparaison suivant :

Lemme 2.4.1. Supposons m

Vv
3
N
Vv
3
s
s
@

A
um,ﬁ

et
ﬁ)\('7u:\n,ﬁ) < ﬁ)\(Wuﬁz,n) < 5)\('7u7)7:1,n> pb.p. sur oQ.

Preuve. La preuve de ce lemme est standard (voir [3, 5]). En effet, consi-

dérons la fonction test ¢ = Tj(u), A )" dans Péquation (2.25) et ¢ =

1 n Umn
+ ) . . .
iTi(upy, . —up, )" dans I'équation correspondant a la solution uj, . En passant
a la limite dans la somme des deux équations résultantes avec [ — 0, on obtient

Uy, < Uy, ppeosur Q et Bi(-up,,) < B up,,) pp. sur 9Q. D'une maniére

m,n —

analogue on montre les autres inégalités, d’ou le résultat. |

Notons que le Lemme 2.4.1 reste valable pour les parties positives et négatives,
ie.
:i:ﬁ)\(-,u?,m)i < j:ﬁ,\(~,uﬁm)i < j:ﬂ,\(-,ui‘;w)i p.p. sur Of2.

On obtient alors
iu;tn,ﬁ S j:l%:’tmn S iufj?:L,n’

et aussi les mémes inégalités de comparaison pour les parties réguliéres et singu-
lieres. Il en ressort que p;f,, T b dans M, (9€2) lorsque m — oo. En effet, soit
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b 2 B(02) — [0, 00| définie par g} (A) = lim 4} (A) < oo, ot B(0N2) désigne
I’ensemble des boréliens de 0f). On a alors

n

[ = Har | = sup (b — 15 ) (E)
7 Ms(09) (E3)i=1,n€B(0) ; '

n

= > [HhalB) = il (B)]

=1
— 1, (09) — 11} (99)

— 0 lorsque m — oo,

ou le suprémum est pris sur toutes les partitions finies de 0€2. Les mémes méthodes
peuvent étre appliquées pour montrer que —i, , Tm—oo —f;, dans M;(08) et
aussi £uF |, oo £uF, et ceci conclut la preuve de la convergence forte de la suite
de mesures (fm.n)m.n-

ETAPE 3 : Argument de pseudo-monotonie

Rappelons que u,, , satisfait, pour tout p € W?(Q) N L>(9Q),
1 N 1 _ N
&(Umm, Dum,n) ’ D(,O +— w(um,n)gp - w(um,n)@ + (,Dd,umm
Q m Jao n Joq a0

_ /Q Fovn — )0 (2.26)

Grace a I'hypothése (Hj) et a lestimation (2.23), (a(Tk(tmmn); DTk (tmn)))mn
est bornée dans (Lp/(Q))N et donc, quitte & extraire une sous-suite si néces-

saire, converge faiblement dans (Lpl(Q))N vers xj. Grace a I'argument de pseudo-
monotonie, on va identifier div xj et div a(T%(u), DTy (u)). Pour ce faire, définis-
sons pour [ < k, 'intégrale suivante :

] = /Q [a(Tk(um,n), DTk(umm))—a(Tk(um/,n/), DTk(Um’,n’))} -DTZ(Tk(um,n)—Tk(um/,n/)),
(2.27)

qui peut étre décomposée comme
/ [a(um,ny Dum,n) - a(um’,n’7 Dum’,n’)] ' Dﬂ (um,n - Um’,n’)
{|u7’n,n|<k7‘um/,n’|<k}

+ / [a(um,rw Dum,n) - a(Tk(um’,n’>7 0>:| ' DE(“m,n - Tk(um/,n’>)
{Iu"h'ﬂ|<k7|um/,n'|2k}

+ / [a(Tk (um,n)7 0) - a(um’,n’a Dum’,n’)} : DT‘l (Tk(um,n) - um’,n’)
{lwm,n| 2kl 0 |<k}

= [1 +IQ+[3
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On veut passer a la limite dans chacun de ces termes, avec m’,n’ — oo, m,n — 0o
et ensuite avec [ — 0. Le terme [; peut étre écrit comme

/ [CL Um,n, Dum n) a(um’,n’a Dum’,n’)] ' DT‘l(um,n - um’,n’)

/ [a<um,n7 Dum,n) - a(um’,n/a Dum’,n’)] : DT‘I (um,n - um’,n/)
{

[, <KWy s >k}

/ [a(umm,a Dumm,) - a(um’,n’a Dum/,n’)] : DT‘Z (um,n - um’,n’)
{lum,n|>k,|u,, ’ o<k}

/ [a(um,na Dum,n) - a(um’,n’a Dum’,n’)] : D,I} (um,n - um’,n’)
IUmn|>k |t |2k}

m’',n

— I} - I

Choisissons la fonction test T} (s, , — Ums ) dans 'équation (2.26) et Tj(wp v —
Umn) dans celle correspondant a la solution u,, ,/, additionnons les deux équa-

tions et utilisons le fait que wp, n, Upy y — © P.p. SUr Q, frun, frww — f dans
1 1

L), tmony tms e — g fortement dans M, (99) et que/ |—(ut )—=v(u, )

90 m ’ n ’

est bornée uniformément en m,n, on aura

lim lim hm A L'—0.

[—0 m,n—o0 m/,n’—oo

Gréce aux hypothéses (H;) et (Hy), a l'inégalité de Holder et a Iestimation (2.23),

112 Z / [CL(um,n; Dum’,n’) - CL(um’,n’a Dum’,n’)} ' Dﬂ<um,n - um’,n’)
{|um n|<k ‘u ’ /|>k2}

> - / ’a(um,na Dum’,n/) - a(um’,n/a Dum’,n’) |D(um,n - um’,rﬂ)‘
F1

1/p'
= [/ 27 O(|um7n|’ |um’,n’|>p |Um,n - um’,n’|p (1+ |Dum’,n’|p>}
Fi1

X [/ ’D(um,n - um’,n’)|p
Fi1
> —Cl,

1/p

ot Fi = {|tummn| < k|t w| < 2K, |t — Uy | < I} et C est une constante
indépendante de m,n,m’,n’ et [, d’ou

lim lim hm 12 > 0.

1—0 m,n—oo m/,n'—oo
Par les mémes méthodes,

lim lim hm [3 > 0.

[—0 m,n—o0 m/ ,n'—oo
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Reste a évaluer lim lim  lim [ f, pour cela définissons la fonction h; par

1—0 m,n—oo m/ ,n'—oo

Alors le terme I est égal a

/ [a(um,m Dt ) = a(Ut ot Dum’,n/)} - DT (hi(tmn) — P (Ut )

Q

- / [a(um,rm Dum,n) - a<um’,n’7 Dum’,n’)} : D,—Tl(_hk(um’,n’»
{‘UW7"|<k7|um/,n/‘2k}

- / [a(um,fw Dum,n) - a(”m/,nU Dum’,n’)} : DT’l(hk(um,n»
{‘/U“m7n|2k7|um/ n/‘<k}
=: Kl — K2 — Kg. (228)

L’é¢tude du terme K est identique a celle de I7. En effet, en utilisant T} (hy, (wmn)—
hi(tUpy 7)) comme fonction test dans les inégalités correspondants aux deux so-
lutions t, , €t U,y v, on montre, comme dans I}, que

lim lim lim K;=0.

[—0 m,n—o0 m/ ,n’—oo
Notons qu’en considérant la fonction test 7;(hy(up, »)) dans I'équation (2.26), par
les mémes techniques que (2.22), il s’ensuit

/ DTy (B ()P < IC, (2.29)

ol C' est une constante indépendante de m,n et [. Par 'inégalité de Holder

’K2’ S - ’CL(um,nuDum,n) _a(um’,n’uDum/,n’>’|Dﬂ(hk(um’,n’>>’
2

S |:/ |af(um,na Dum,n) - a(um’,n’; Dum’m’)lp
{lum,n‘<k7|um/ n/‘<2k}

/

] 1/p'

1/p

X [/Q\DTz(hk(um’,n/))‘p ,

ot Fo := {|tumun| <k, |tm n| >k, |hk(tpy /)| < 1}. Par suite, ’hypothése (Hj) et
les estimations (2.23) et (2.29) impliquent

lim lim lim Ky=0.

[—0 m,n—o0 m/,n’—oo
D’une maniére analogue, lim lim lim K3 = 0. En combinant toutes ces
l—0 m,n—o0 m/,n’—oo
limites dans I’équation (2.28), on a lim lim  lim I} = 0, et on conclut que
l

—0 m,n—o0 m’,n'—oo

lim lim lim I; <0.

[—0 m,n—o0 m/ n'—oo
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Pour le terme I, remarquons que

IQ - / [a(um,ny Dum,n) - a(um,nv 0)} : Dﬂ(um,n - Tk(um’,n’>>
{lum n|<k|up,s 12k}
+/ [CL(um,n; O) - a(Tk (um’,n’)u O)] : Dﬂ (um,n - Tk (um’,n’>)
(i <Kol |20}
= 121 + 122.
L’hypothése (Hy), U'inégalité de Holder et Iestimation (2.23) impliquent

|I22| < /]__ C(|um,n|: |um’,n’|)|Tk(um,n) - Tk(um’,n’>||DTk(um,n)|
3

/
AL/

C [/ |Tk(um,n) - Tk(“m’,n’) ’p )
{|Tk(’U‘m,n)_Tk(um/,n/)|<l}

IN

ott Fs = {|tmn| <k, |Upr | < 2k, | T (tmn) — Ti(tms )| < 1}, et donc

lim lim  lim I3 =0,

[—0 m,n—o0 m/ ,n'—oo

L’hypotheése (H;) nous assure que I; > 0. D’autre part

Maintenant, en considérant la fonction test T (U n) — Tk—1(Um.n) dans I'équation
(2.26), la monotonie de v, ’hypothése (Hj) et la convergence presque partout de
Up,n Vers u lorsque m,n — oo, impliquent que la limite dans le terme de gauche
de l'inégalité précédente est négative, ainsi lim lim  lim I} = 0.

[—0 m,n—o0 m/ ,n'—oo
Les mémes techniques peuvent étre appliquées pour le terme I3. Ainsi, en com-
binant toutes ces limites, il vient enfin

lim lim lim [ <0. (2.30)

[—0 m,n—o00 m/ ,n'—oo

A Taide de cette limite, on va montrer que div a(Ty(u),Tx(u)) = div xx. Pour
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cela soit p € WHP(Q). En utilisant la limite (2.30), on a

Q/Xk'DSO
0

> lim lim lim

l—0 m,n—o00 m/,n’—oo

N (T4 ). DTelt) - D{Titm) = Tt ) + )
{ITk (wm,n) =Tk (s ) I<U}
UTk (wm,n) = Tg (Ut 1)1 21}
* / (Tt )y DTt ) - DTt ) = Telthm) + 2)
{I T (um,n) =Tk (U )| <U}

+/ a(Tk<um’,n’)7 DTkz(um’,n’)) . Dg&
{ITk (um,n) =Tk ()21}

m’,n

= Jl + JQ + Jg + J4. (231)

Considérons le terme J;. Grace a 'hypothése (Hp) et au fait que DT (wp, ) —

DTy (u) faiblement dans (LP(Q))" et que Ty (umn) — Tk(u) p.p. sur Q lorsque
m,n — 00, on a

lim lim lim J;

[—0 m,n—o0 m/,n’—oo

> lim lim a(Ty(tmn), D(Ti(uw) — @) - D(T(tmn) — Tr(w) + ¢)

=0 mn=00 ST ()~ T (u)| <1}

> / o(Ti(u), D(Tu(w) — ¢)) - Dep.

N
)

Traitons le terme J. Comme a(Ty (U pn); DTk(Umn)) est bornée dans (L7 ()
I'inégalité de Holder appliquée & J, donne

1/p

el [ Dep
{|Tk (um,n)_Tk (um/‘n/)‘Zl}

Comme Ty (tpmn) — Ti(uw) p.p. sur €, alors par le théoréme de la convergence
dominée

lim lim lim Jy= 0.

[—0 m,n—o0 m/,n’—oo
De la méme maniére

lim lim lim Jy;=0.

[—0 m,n—o00 m/ ,n'—oo
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Aussi, on remarque que le terme J3 peut étre décomposé comme suit :

/ a(Tk (um’,n’)v DTk(um’,n’>) : D(Tk(um’,n’) — Tk (u) + 90)
{‘Tk(umyn)ka(um’,n’)|<l}

"—/ a(Tk(um/,n/), DTk(um/,n/)) : D(Tk(u) — Tk(umm))
Tk (uim,n) =T (s )| <1}

= Jy+ Ji
Par I'hypothése (H;) et le théoréme de la convergence dominée, on a

lim lim  lim J;

l—0 m,n—oo m/ ,n'—oo

> lim lim lim

[—0 m,n—o0 m/,n’—oo

/ (T (s 1), D(Tio(u) = ) - D(Ti () = Tio(w) + )
(T (i n) =T (1) 1<L}

> [ alfi(w. D - ¢) - Dy.
Q

D’autre part, puisque a(T(wm/ ), DTk (U n)) = X faiblement dans (Lp/(Q))N

et DTy (tmn) — DTy (u) faiblement dans (LP(Q2))" lorsque m,n — oo, on a

lim lim  lim J§=0.
[—0 m,n—o0 m/,n'—oo

Le bilan de toutes ces limites dans I'inégalité (2.31) fournit alors

2 / Yi Do > 2 / a(Ty(w), D(Ti(w) — ¢)) - Dy (2.32)

pour tout ¢ € WP(Q).

Prenons ¢ de la forme a(, ou ¢ € D(Q) et o € R, divisons cette derniére inégalité
par a > 0, respectivement o < 0, passons & la limite avec a | 0, respectivement
a 10, il vient

/ X+ DC = / a(Ti(u), DTy (u)) - D¢
Q Q

pour tout ¢ € D(R), et le résultat s’ensuit.
ETAPE 4 : Passage a la limite dans I'équation (2.26)

Soit la fonction test ¢ = S(uy,,, — ¢) dans 'équation (2.26), ou S € P := {p €
CH(R); p(0) =0, 0 <p’' <1, Supp(p’) est compact} et ¢ € WHP(Q) N L>(), et
définissons [ := ||¢|| . +max{|z|, z € Supp(S’)}. Considérons la premiére intégrale
et utilisons 'hypothése de monotonie sur a, il en ressort

/Q@(“m,na D(tmp)) - DS(tmn — @)
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_ /Q (Ti(tmn)s DT (ttmn)) - DS (ttn — &)

= | (4T}, DTiCw) = a(Ti (1), DTi))
D(Ty(tmn) = Ty(1))S (thnn — )
[ 0T ), DTi10)) - DTS (i = )
+ [ lTitna). D) DTi(t) = Ti0)S (1~ )
~ [ (T (t), DTit0)) - DS’ (10— 0
| aTi(tn), DTi(tn)) - DT0)S (0~ )

Q

+ /Q (Tt DT (0)) - DTt ) — Ty(1))S (e — )

v

- / a(Ti () DTyt ) - DSS (s — ). (2.33)

Puisque S (. —¢) — S (u—¢) p.p. sur Q, DTj(tp,,) — DT(u) faiblement dans
(LP( )N, Ti(tmn) — Ti(w) p.p. sur Q et a(Ti(wmn), DTi(tmn)) — x; faiblement
dans (L”'(Q))N lorsque m,n — oo, on obtient aprés passage a la limite dans
I'inégalité (2.33)

lim CL(’I} (um,n)7 Dﬂ(um,n)) ’ Ds(umﬂl - qb)

m,n—0o0 [

> /QXl - DTy(u)S (u — ¢) — /QXI - D¢S (u— ¢)
Q
Par conséquent,

lim a(Um s D) - DS (U — @) > / a(u, Du) - DS(u— ¢).  (2.34)
m,n—o0 [ Q
Par le théoreme de la convergence dominée
i [ (= ) S = ) = [ (F=w)Sa=0).  (239)
Q

mn—oo [

D’autre part, observons que

[ )8, = 0) = [ ) S, — )
o0 o0
— o |t = oS = 0) = [ () = 90— 0
oN o0

b [ 9@, 9~ [ $(0)8Gh, o) (2.36)
o0 n Joa
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Les deux premiéres intégrales de (2.36) sont positives alors que les deux derniéres
tendent vers zéro lorsque m,n — oo, ce qui entraine que

i (- [ o800 =9 - % [ )80, - 9) 20, (237

m,n—o0 "1 |50 n

Il reste & montrer que p vérifie (2.18), (2.19) et que

i [ (i = i = [ S )i (2.39)

m,n—o0 [50)

On sait que
(tmm), € 0J (s Umpn) + 0Ly 4, (Ump) P-p- sur 0.

Or Uy, — u p.p. sur 0Q et [|(pmn), — /LTHLl(m) < Ntmn = 1l py 900 — 0 lorsque
m,n — oo, donc

pr € 07 (-, u) + OIp_ 4, (u) p.p. sur 05

D’autre part, on a

/a = T )T =0 et / (1 = i)t~ = O,

o0
ce qui est équivalent &

am,n = V+/- (/lm,n):/_ — p.p. sur o092.

Or u est finie quasi-partout sur 0 et, de plus, (fmn), — ps fortement dans
M, (09) lorsque m,n — oo, d’ott en passant a la limite

[ = wdnt =0 et [ oo~ a)du; =0,
o0

o0
ce qui est équivalent a

+/~

="y~ pg'" —p.p. sur 0N

Comme Uy, ,, — u p.p. sur 052 et fi,,, — p fortement dans M,(052), (2.38) est
vérifice. Finalement, en collectant toutes les limites (2.34)-(2.38), il vient

[ atw.Dw-DStw-0)+ [ S@-ddu< [ (F-wStu-0
Q o9 Q

pour tout ¢ € WH(Q) N L>=(Q). En approchant T}, par S € P, on obtient
I'inégalité entropique désirée. Ainsi on a montré que, pour tout f € L*(),
(I + App)~'f converge dans L'(€) vers une solution entropique de (E)(f), d’ou
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liminf A4,,,, C A. L’autre inclusion sera démontrée au cours de 'étape suivante.

m,n— 00

ETAPE 5 : Accrétivité de 'opérateur A

Pour prouver 'accrétivité de A, il suffit de montrer que

L=< [1r-a, (2.39)

des que f e w+ Aw et g € v+ Av.
Soient w,y, , = (I + Amvn)_lf et vy = (I + Am,n)_lg. Notons que

w= lim wy,,ev= lim v,, dans L'(Q).
m,n— 00 m,n— o0

En effet, considérons ¢1 = wy, , et ¢o = T (Wi —Ty(w)), 001 > |[wypl  +h+1,
comme fonctions test dans les inégalités correspondants aux solutions w et wy, ,
respectivement, additionnons les deux inégalités résultantes et passons a la limite
avec h — 0 et [ — oo, ensuite avec m,n — oo, on obtient le résultat.

D’autre part, on a montré & la Proposition 2.3.1 que 'opérateur A,, ,, est accrétif,
d’ou

Q

Or / lw —v| < / |w — W] + / | Wi — Vmon| + / |Um.n — v, et I'inégalité
Q 0 Q Q

(2.39) en découle immeédiatement.
ETAPE 6 : Densité de D(A) dans L'(Q)

Il suffit de montrer que L>®(Q) C D(.A)H.”l. Soit u € L*(£2) et soient g, , et
Uq, a > 0 telles que

Uy + @A U, DU et g + @ Aug 3 u, (2.40)

De la preuve de la densité de D(A,,,) dans L'(Q) (cf. Proposition 2.3.3), on a,
pour tout m,n € N*,

(67

ug, . — u dans L'(Q) lorsque a — 0.

Montrons que

upy , — uq dans L'(€) lorsque m,n — oo.

Pour ce faire, prenons Tj(uj, ,, — ua), respectivement uy, ., comme fonction test

dans les formulations des problémes définis par (2.40), additionnons les deux
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inégalités résultantes et divisons le résultat par [ > 0, on obtient

1/9( (U s Dty ) = (e, Dug)) - DT (u, , — uq)

l
1 1

o,+ a,—
+o ¢( W Ti(ug, = ua) — o ¢( DTi(ug,  — ta)
1 1
<= | e ST —
= a/{;(um,n uOé)l l(umn uOé)
1 . . 1 . -
5 [ T - G, - 7 [ Tl - e @241
L Joaa ’ "l Jaa ’

Les hypothéses (Hy) et (Hy) impliquent

1
1 [ a0 D) = ol Dua)) - DT, )
Q

! / (a(u®, . Dus,. ) — a(tig, Dul,,.)) - DTS, — t1a)

——/C (gl s Dt o = el (1 + [ Dug, [ D (g, — w0)]

— 0 lorsque [ — 0,

v

IV

ou F = {[ua| < lup,, [l + 1} 0 {Jup,, — ual < I} D’autre part, les deux
derniéres intégrales dans le terme de gauche de 'inégalité (2.41) sont négatives.

En effet, ces intégrales peuvent étre décomposées comme suit : — Ti(ag, ,, —
oN

) (12 — (tta)s) — / Tin = ()5 + /8 T = B)d); ¢

/ Ti( g, ,, —v+)d(pa) s —/ T3 (T, ,, —7v-)d(}ta)5 , qui sont clairement négatives
o0 o0
par les propriétés des mesures et de ~,,_. Ainsi, en passant a la limite dans

l'inégalité (2.41) avec I — 0, on a

= ol < o [ ot [ sl

Par conséquent, |ug, , — ua||, — 0 lorsque m,n — oo. Enfin, comme

e —ully < |lua —up, o ll, + llug,,, — ull, — 0 lorsque o — 0 et m,n — oo,
on en déduit que u € D(A)” h |

Remarque 2.4.2. On n’a pas pu montrer le principe de comparaison des so-
lutions entropiques sans utiliser la méthode d’approximation. Il s’agit la d’une
question ouverte. O



2.5 Cas de conditions plus générales sur le bord 61

2.5 Cas de conditions plus générales sur le bord

Avec la méme approche que précédemment, on peut résoudre le probléme
suivant
u—div a(u, Du) = f dans €
(E)(J.9) { —(a(u, Du),n) € B(z,u)+g sur o9,

ou f e L' (N),g e LYIQ) et pour p.p. z € IN B(x,-) = dj(x,), ou j € To(9).
Les solutions entropiques sont définies comme suit :

Définition 2.5.1. Une fonction mesurable u : 2 — R est une solution entropique
de (E)(f,g) siu e T,7P(Q) et s’il existe une mesure pn € Mo(0Q) vérifiant

#r(x> S a](l‘, u(x)) + al[’y-(:ﬁ),'y+(x)] (U(IL‘)) ppxE 09
telle que pour tout ¢ € WHP(Q) N L>(Q) et k > 0 on ait

ng<u—¢>+/ Tk<@—¢>dug/g<f—u>7’k<u—¢>

o0

/Qa(u,Du) -DTk(u—qﬁ)Jr/

o0

et

+/-

U="Yy/— pg'~ — p.p. sur €.

On a le résultat suivant d’existence et d’unicité de la solution entropique et le
principe de contraction :

Théoréme 2.5.1. Pour tout f € L*(Q) et g € LY (99Q), il existe une unique
solution entropique du probléeme (E)(f,g).

De plus, siuq, respectivement us, est solution entropique du probleme (E)(f1,g1),
respectivement de (E)(fs, g2), alors

/Iul—uQIS/Ifl—sz/ 01— gol.
Q Q o0

2.6 Remarques et problémes ouverts

1)- L’hypothése (H,) n’est pas optimale. En effet, il est suffisant de suppo-
ser, par exemple, que a satisfait une certaine continuité Holdérienne et une
hypothése de croissance en r (cf. B. ANDREIANOV ET F. BOUHSSIS [7]).
En revanche, la motivation premiére de ce travail n’étant pas d’étudier les
hypothéses les moins restrictives sur a mais de se focaliser sur les condi-
tions non linéaires sur le bord et quel concept de solutions sera adapté au
probléme elliptique (E)(f).
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2)- Par la théorie générale des semigroupes non linéaires, il est possible de
résoudre, au sens de bonnes solutions, le probléme d’évolution suivant :

d
d—?+Au:f, w(0) = ug

pour tout ug € L'(Q) et f € L'(0,T; L'(Q)), correspondant au probléme

w — div a(u, Du) = f sur @
u(0,+) = ug sur €
—(a(u, Du),n) € B(x,u) sur X.

Naturellement il convient de voir dans quel sens ces bonnes solutions résolvent-
elles notre probléme. Pour I'heure, on n’a pas pu répondre a cette question,
néanmoins une étape dans la compréhension des difficultés est donnée au
chapitre suivant, qui est consacré a I’étude du probléme :

w, — div a(u, Du) + B(-,u) 3 f  sur Q
(P)(uo, f) § w(0,-) = ug sur

u=0 sur 2.

3)- Une autre question intéressante est d’étudier I'existence et 'unicité de
solutions du probléme suivant :

(u) —div a(u, Du) = f dans Q
(S)(uo, f) { Za(u,Du) -0 € B(-,u) sur 09,

oll v est un graphe maximal monotone dans R?.

Le cas linéaire ot a(u, Du) = Du et avec la condition au bord u, +f(u) 3 0
sur 0f) a été étudié par PH. BENILAN, M.G. CRANDALL ET P. SACKS
[20]. Dans ce cas, quelques conditions supplémentaires sur les graphes 3
et v ont été nécessaires pour obtenir 'existence et 'unicité des solutions.
Les conditions qui intervenaient principalement sont : D(y) N D(3) # 0 et
D(+) 1 31(0) £ 0.

Récemment F. ANDREU et al [8] ont étudié le probléme

v(u) —div a(x, Du) 5 ¢ dans
a(x,Du)-n+ B(u) 3¢ sur 0N,

ou ¢ € LY(Q) et ¢ € L*(9R). Tls prouvent, sous des conditions supplémen-
taires sur les graphes, l'existence et 'unicité de solutions faibles et entro-
piques pour ce dernier probléme.



Chapitre 3

Solution entropique d’un probléme
parabolique avec absorption

3.1 Introduction
Dans ce travail, on s’intéresse au probléme d’évolution suivant :

up — div a(u, Du) + B(,u) 3 f  sur Q:=(0,T) x Q
(P)(uo, f) ¢ u(0,-) =wug sur Q
u=0 sur ¥ :=(0,T) x 09,

ot 2 est un ouvert borné de RM(N > 1) a frontiére lipschitzienne, T > 0,
B(x,) =9dj(x,") p.p-z € Q,0uj: AxR — [0, +00] mesurable en x € (2, convexe
s.ci.enr € Ravec j(+,0) =0, f € LYQ),up € L*(Q) et a : R x RV — RY est
un champ vérifiant les hypothéses (H;)-(Hy4) énoncées a U'introduction générale.
La version stationnaire de P(uy, f), avec a(u, Du) remplacé par a(z, Du), a été
étudiée par P. WITTBOLD 78], ot elle montre I'existence d’une unique solution
généralisée (cf. [78, Definition 2.6]). L’étude du probléme parabolique en revanche,
s’est avérée difficile pour cause de difficultés liées a la dépendance en x du graphe
0, et est restée ouverte depuis. Dans ce chapitre, nous attaquons 1’étude du pro-
bléme (P)(uo, f) en s’inspirant des techniques du chapitre précédent.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la Section 2 on donne quelques résultats
qui nous permettent d’affirmer que le probléme de Cauchy

w+ Ay, 3 f, w(0) = ug

admet une unique bonne solution, ot opérateur A,  est défini par (u, f) € A)), ,
si, et seulement si u € WyP(Q) N L=(Q), f € LY(Q) et pour tout ¢ € WyP(Q) N
L>(Q) on a

[ atwpu)-D=o)+ [ Bw=0)+ [ b= < [ fu-o
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ol Yyun(r) = %TJF — %7"_, r € R, m,n fixés, et pour p.p. z € Q fBi(x,-) est

la régularisée de Yosida du graphe ((z,-). Le recours aux perturbations permet
de dégager des estimations sur les solutions. Puis on va montrer que, lorsque
[ € L¥(Q) et ug € L>®(R), cette bonne solution est une solution faible du
probléme

Uy — div CL(U, DU) + B/\,)\('v ’LL) + wm,n(u) = f sur Q
(Paaman)(uo, f) § w(0,+) = ug sur €

u =0 sur X,

ou B, (r) = Ba(rt) + B,(—=r7). On note (P ymn)(uo, f) le probléme obtenu en
remplacant dans le probléme précédent [y, par 3,,. L’étape qui suit consiste
alors a passer a la limite avec A — 0 et & montrer 'existence de solutions faibles
pour le probléme

ug — div a(u, Du) + B(-,u) + Ymn(u) 3 f  sur Q
(Prn)(uo, f) § u(0,+) = ug sur €2

u=20 sur .

Ce passage a la limite nécessite une régularité de la donnée initiale (cf. Proposition
3.2.2). A ce dernier probléme, on associera un opérateur A,, , défini par :

(u, f) € Apop si, et seulement si u € Wy P(Q) N L®(Q), f € L'(Q) et 81l existe
une mesure p € My(Q) vérifiant . (x) € 0j(z,u(x)) + O (2)74 () (u(x)) P-P-
z € Q et pour tout ¢ € WyP(2) N L=(Q) on a

[ atw D) D=0+ [ =) < [ f—o) = [ @i

et

0= pil”

ou u est le représentant quasi-continu de u et v, ,_ sont des fonctions quasi semi
continues inférieurement et supérieurement, respectivement, liées a la fonction-
nelle j (cf. Lemme 3.2.1).

Puis par passage a la limite dans (Pp,)(uy, , frn), 00 fron et ug, . sont des
approximations bi-monotones (cf. Lemme 3.3.1) de f et wug respectivement, on
montre I'existence de solutions, dites entropiques, du probléme initial (P)(uo, f)
pour f € L*(Q) et une donnée initiale ug réguliére.

A la Section 4, on montre 'unicité de la solution entropique en s’appuyant sur une
méthode d’approximation. L’approche directe étant difficile & mettre en oeuvre
pour l'instant.

On termine le chapitre par un Annexe ou on donnera quelques résultats, utilisés
dans les étapes précédentes, sur le probléme

— p.p. sur €2,

u+ Au+ Bu > f,
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oun A = A_OH'”L1 est la fermeture de 'opérateur Ao défini sur D(Ay) = {h €
WyP(Q) N L®(Q); —div a(h, Dh) € L®(Q)} par Agu := —div a(u, Du), et B est
l'opérateur défini sur L'(Q) par

w € Bu < w,u € LYQ),w(z) € dj(x,u(x)) p.p. v € Q.

On notera que A est un opérateur m-T-accrétif dans L'(€). On montre aussi
dans le méme Annexe un résultat d’injection d’espaces intervenants dans notre
probléme (cf. Lemme 3.2.4) et qui joue un role clef pour la définition des solutions
faibles et entropiques.

3.2 Existence de solutions faibles

Comme K. AMMAR ET P. WITTBOLD |[5], on peut montrer que 'opérateur

A;\n,nH'”Ll est m-T-accrétif dans L'(Q) et a domaine dense dans L'(), ce qui
nous assure, par la théorie des semigroupes non linéaires, I’existence d’'une unique
bonne solution u € C([0,T]; L'(€)) du probléme de Cauchy :

w4+ A, w3 f, w(0) = ug, (3.1)
correspondant au probléme d’évolution
Uy — div a(u, DU) + ﬂ/\,/\('a U) + wm,n(u) = f sur Q
(PA,)\,m,n)(u()’ f) U(O, ) = Up sur §2

u=0>0 sur 2.

La question qui se pose est : est-ce que cette bonne solution est une solution faible
du probléme (P xm.n)(uo, f) au sens suivant :

Définition 3.2.1. Une fonction mesurable u : Q — R est une solution faible de
(P)\,/\,m,n)(u07 f) stu € O([Oa T]7 Ll(Q)) N Lp(oa T7 W()LP(Q)) N LOO(Q) et Ué?”iﬁ@

= [ = wio s [ atin D) Do+ [ vuaun)o
< /Qf¢ - /QBA,A(HUA)Qb (3.2)
pour tout ¢ € LP(0,T; Wy P (Q))NL>®(Q) avec ¢ € LP (0, T; W1 (Q)) et ¢(T) = 0.

La réponse est oui. En effet,

Proposition 3.2.1. Soient f € L>(Q) et ug € L>®(Q2). Alors la bonne solution
du probléeme de Cauchy (3.1) est une solution faible de (Pyxm.n)(uo, f)-
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Preuve. Considérons le probléme discrétisé en temps suivant :

U, _uzl A €

—+ A7, uB c

ti —ti Ji
avec :
el=tog<ti<---<ty<Ttelsquet;,—t, 1 <eVi=1---letT -t <e¢

U
5 / 1£(8) = flldt < = avee || £l ooy < 1 ooy pOUT tout i = 1, 1
i=1 Yti-1

l T
i Z(tz - ti—l)”ff”Lw(Q) = /0 1f (2, ')HL‘X’(Q)dt'

=1

Pour tout ff € L®(), il existe uS € W, " () N L>(Q) vérifiant
us — ug
| G=rtos [ atwi.pu)- Do+ [ wnatuito= [ fio= [ Aatu)
Q i Ui—1
(3.

pour tout ¢ € VVO1 P(Q) N L>(2). On note u. la fonction constante par morceaux
définie par u.(t) = u pour tout ¢ €]t;_1,t;], u.(0) = ug. Par la théorie générale
des semigroupes non linéaires, u. converge dans L>(0,T’; L*(€)) vers la bonne so-
lution u du probléme de Cauchy (3.1). D’autre part, toujours d’apres les résultats
du cas stationnaire, on a pour tout i I’estimation suivante :

(3.3)

4 oo < Noll o + Dt = ti-0)l1f5 1l + Cr

Jj=1

ot Cy,, est une constante dépendant de m et n. Ainsi,
Hua”Loc(Q) < C(HfHLoo(Q)> HUOHLOO(Q)’m» n). (3.4)

Soit la fonction ((r) = § [qui vérifie ((r) — ((7) < (r — 7)r|, en choisissant la
fonction test ¢ = ui dans I’équation (3.3) et en sommant sur ¢ = 1,--- 1, on
obtient aprés avoir utilisé ’hypothése (Hs), le théoréme de Gauss-Green et la
monotonie de la fonction vy, ,,

/Q (1)) + Do /Q Dl < /Q fos + /Q )

Or u. est uniformément bornée en ¢, et ug € L'(2), d’oi1, en convenant de noter
C toute constante indépendante de ¢,

/ DuP < C.
Q



3.2 Existence de solutions faibles 67

D’ou l'estimation uniforme en ¢

HUEHLP 0,T;WEP(Q)) < C. (3.5)
( 0" ()

Il existe une fonction mesurable u telle que, pour une sous-suite encore notée
(Ue)e, 0N &
u, — u faiblement dans LP(0,T; W, *(Q)).

t—t
Soit la fonction u.(t) = u; | + #(uf —wui_y) pourt € [ty ti],i=1,--- 1
i —tiz1
Elle est continue, affine par morceaux, et vérifie pour tout ¢t €Jt;_1,;], (u:):(t) =
ué — ué R
tlitl_l et U, — u dans L>=(0,T; L*(2)). D’ou
i bi—1

u e C([0,T]; LY(Q)).

En choisissant la fonction test ¢ = £7Tx(uf) dans I'équation (3.3), en intégrant
sur (0,7") et en passant & la limite avec £k — 0, on obtient

/ Bur(u)l < C
Q

Grace a lestimation (3.4) et au fait que u. — u p.p. sur ) on a

Bl ue) = Bra(-,w) dans LH(Q) lorsque e — 0.

D’autre part, (a(u., Du.)). est bornée dans (L (Q))V, donc, quitte & extraire
une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que a(u., Du.) converge faiblement
dans (LP'(Q))" vers x lorsque € — 0. Montrons que div a(u, Du) = div . Pour
cela il suffit de montrer

lim sup/ a(ue, Duc) - D(us —u) <0, (3.6)
e—0 Q
et d’utiliser ensuite I'argument classique de monotonie. En considérant dans
I'équation (3.3) la fonction test (u — u) et en sommant sur ¢ = 1,---,[, on
obtient

/Q a(u., Du.) - D(u. — u)

< /Q foluss — ) — /Q (e — ) Ban(-rae) — /Q Y (1) (0 — )

) /OT«%)t ) s (o — )
< /fa(ua—U)—/(U —u)Baa(, /¢mn U — u)
/|ua—u| /lug—U| / (ue, ue — ),
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ou l'on a utilisé la formule d’intégration par parties de H-W. ALT ET S. LUCK-
HAUS [2] et la monotonie de )\ et ¢, . On a, grace au théoréme de la conver-
gence dominée, limsup [ a(ue, Du.) - D(u. —u) < 0, ce qui prouve (3.6).

e—0

Q
Soient maintenant ¢ € D(Q) et « € R. On a

e—0

a/x-ng > lima/a(us,Due)-ng
Q Q

> lim sup/ a(ue, Dug) - D(uz — u + ag)
Q

e—0

e—0

limsup | a(u., D(u — a)) - D(u: —u+ ag
a [ a(u, D(u— ap)) - Do.

En divisant par a > 0, respectivement par o < 0, et en passant a la limite avec
a — 0, on obtient div a(u, Du) = div x dans D'(Q).

En passant a la limite avec ¢ — 0 dans I’équation de départ, on obtient une
solution faible uy, , du probléme (Px xmn)(uo, f). |

Remarque 3.2.1. [ convient de retenir la propriété suivante :@ si u est so-
lution faible de (Pxxmn)(vo, f), alors —u est solution faible du probleme u; +
div a(u, Du)+Bx(, u)+omn(u) = f, ot a(r,§) = —a(—r, =), Ba(-;7) = =Br(-, —7),
¢m,n(r) = _¢m,n(_r) et f=—f. O

En vue de définir rigoureusement la notion de solutions faibles du probléme
(Ppn)(ug, f) on rappelle briévement quelques résultats utiles a la suite de l'ex-
posé. Etant donnée une fonctionnelle j € J5(2), on définit

T WP Q) NL=Q) — [0,00]
U — J(-, u)dx.
Les deux résultats qui suivent, analogues aux Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, donnent
quelques propriétés de 7.

Lemme 3.2.1. [11, Théoreme 3.7] 1l existe d’uniques (dans le sens q.p.) fonc-
tions vy et y_ quasi-s.c.i. et quasi-s.c.s., respectivement, telles que

WII-HLP = {u e WP(Q); y_(x) < a(z) < vi(x) qp. sur Q).

De plus, v_(z) = infa,(z) = limlgglg Ug(x) et v4(z) = supt,(x) ¢.p. v € Q

pour toute suite (uy), dense dans D(T).
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Lemme 3.2.2. /28, Proposition 20] Soit i € My(2), alors

ur($) € j(ZL‘,U(ZE)) + a[[v_(m),w+(x)](u($)) p.p. T € Q
p€0J(u) = { et w=v_ p; —pp. surQ, u=-~yy pui—p.p. sur,

ou pour un intervalle donné [a,b], I, désigne la fonctionnelle convexe et s.c.i.
sur R définie par 0 sur [a,b], et +00 ailleurs.

Comme le dual de Cy(Q2) s’identifie & My(€2), et comme Cy(2) est séparable,
d’aprés la Section 1.1 on peut définir

T
LY0, T; w=My()) := {u: (0,T) — My(Q) w*-mesurable; / | ()| my ) dt < 00}
0

On pose aussi
LY0, 7w~ My(Q)) = { € L'(0, Ts '~ My(Q); u(t) € Mo(9)}.
On définit la notion de solutions faibles du probléme (P, ,,)(uo, f) comme suit :

Définition 3.2.2. Une fonction mesurable u : Q — R est dite solution faible
de (Ppn)(ug, f) siu € C([0,T); LY(Q)) N LP(0, T; Wy P(Q)) N L>(Q) et s'il existe
une mesure i € L§(0, T; w*—M,(Q)) telle que

pr(t) € 07 (-, u(t)) + 011y yp(n(u(t)) p.p. sur Q pour presque tout t

de sorte que pour tout ¢ € LP(0,T; W, "(Q)) N L>2(Q) on ait

- /Q (= o)y + /Q a(u, Du) - D6+ /Q Urn(W)$ < /Q fo— /Q &(t)du(t)dt

et

+/~

W(t) = vy4/— p'~(t) — p.p. sur Q pour presque tout t.

Ici et dans la suite, u(t) désigne le représentant quasi-continu de wu(t).

L’exemple suivant en dimension 1 montre que le deuxiéme terme apparaissant
dans la caractérisation de la partie réguliére de la mesure est nécessaire.

Exemple 3.2.1. Ecrivons Q = {r;, i € N*}. Soient R := {r; Ji € N* tel que |[r—
ri| <1/272} et f € LY(Q) avec f < 0. Considérons le probléme suivant posé sur
Q=(0,1)
ut_u$a:+ﬁ('7u>9f sur Q
(I)q u(0,-) =wug sur €2
u=0 sur .,
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ott B(+,7) = 9j(-,r) avec j(z,1) = xr(2)j1(r), et

()_ oo st or<0
JT=Y0 s r>o0.

Pour ce j, on a clairement
D(J)" = {u e W;P(0,1); 0 < ii(z) < 400 q.p. z € (0,1)},

c’est-a-dire y_ = 0 et v, = +00. Rappelons qu’en dimension un d’espace, il n’y
a pas d’ensemble de capacité nulle et par suite, la fonction u est continue. Le
principe de contraction implique que u(t) < f(¢t) < 0 p.p. sur . D’autre part
u(t) € D(J )" implique u(t) > 0 q.p. sur Q pour presque tout t. Par conséquent
u = 0 est la seule solution du probléme (). Alors, d’aprés la définition de solutions
faibles, il existe une mesure telle que p = f dans D'(Q), ce qui implique que la
mesure p est réguliére. Mais remarquons que 'on ne peut pas se contenter de
wr(t) € 95(-,u(t)) p.p. t, car alors pour tout x € (0,1)\R, on a f(t) = p,(t) =0
pour presque tout ¢, ce qui contredit ’hypothése. L’ajout du terme 01 ;o0 (u(t))
est donc nécessaire.

L’exemple qui suit montre que la partie singuliére de la mesure est aussi indis-
pensable.

Exemple 3.2.2. Soient Q = (—2,2) et f € L'(Q) N L>(Q) définie par
[0 e (~2,0)
fle) = { —1—(z—2)* sinon.
Soit la fonctionnelle j € Jo(©2) donnée par

() = 0 r € (=2,0)etr <0, ouxe(0,2)etr>0
ASELR A TS ailleurs,

et considérons le probléme suivant

ut_u:px_'_a](au)af sur Q

(I7) ¢ u(0,-) = uyg sur

u =0 sur .
On peut montrer que ce dernier probléme admet une solution u dont la mesure
correspondante vérifie

pr(t) € 07 (-, u(t)) + 011y _ () yp(n(u(t)) p.p. sur © pour presque tout ¢,

ou

7_(@:{0 six e (0,2

—o0o  six €] —2,0]

@-{0 sire-20
T 400 si xz €]0, 2],

- p-p- sur ) pour presque tout t.

et u(t) = v4/- s
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Remarque 3.2.2. Dans le cas ou le graphe 3 ne dépend pas de x, la mesure
1 n’apparait pas dans la définition de solutions faibles. En effet, l'opérateur T'-
accrétif Ay, défini précédemment, vérifie R(I + Ag) = LY(Q) et le principe du
magimum : ||J0(u)||ee < ||ulls pour tout u € L®(Q), p > 0, et d’apres le
résultat de M. BEYE [23, Proposition 4.1/, si 3 ne dépend pas de x, 'opérateur

A_OH'”L1 + B est m-T-accrétif dans L'(Q), et a fortiori la mesure p n’apparaitra
pas dans la définition de solutions. O

Le passage a la limite dans (P xm.n)(uo, f) nécessite quelques hypothéses sup-
plémentaires. Pour les introduire nous avons besoin de quelques notations et
définitions. Par B on désigne l'opérateur défini sur L'(f2) par

w € Bu < w,u € LY(Q), w(z) € dj(x,u(x)) p.p. v € Q.
Soit B, l'opérateur associé¢ a jy, ou ji(x,r) = in]fR{l/(Q)\)V —s* +j(z,5)} (ie.
s€

'analogue de B avec j remplacé par jy). On note A; := liminf A + B,, c’est une

A—0

extension m-T-accrétive de 'opérateur A + B (cf. Théoréme 3.5.1).

Nous avons également besoin de rappeler les notions de sous et sur-solutions.

Définition 3.2.3. [14] Soit A un opérateur m-T-accrétif dans L* (). On dit que
v est une sous-solution (respectivement une sur-solution) du probléeme y € Av si,
et seulement si il existe un oo > 0 tel que

v < J;‘(v + oy) (respectivement v > J;‘(v + oy)) pour 0 < g < g,
ot J;“ désigne la résolvante de l’opérateur A.
Introduisons les ensembles suivants :

] +/- _ .
Cy = {u € L°(): Jyy/—,v € L=(Q) avec £ v™/~ est sous/sur-solution de }

(A+ By)(£v*/7) 2 y4 - tels que —v™ <u <ot
et

o soren. i/, v € L®(S2) avec vt/ est sous/sur-solution de
C:= {u € L=(); Aj(Evt/ ) 2y, - tels que —v” <u <ot '

Il est immédiat de voir que I'ensemble C est stable par le sup et que C, C C.
L’intéret de I’ensemble C vient de la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. Soient f € L>(Q) etug € C. Alors le probleme (P, ,,)(uo, f)
admet une solution faible.
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Preuve. La preuve se fera en plusieurs étapes :
ETAPE 1 : Principe de contraction dans L'(€2)

Soient u; et uy deux solutions faibles de (P,,.)(uo1, f1) €t (Pon)(uoz, f2) res-
pectivement. En considérant la fonction test %Tk(ul — uy) dans les inégalités
correspondants aux deux solutions et en les sommant, on obtient :

wTuz q 1
/ / —Tk Ydr 4+ — ? / (a(uy, Duy) — a(ug, Dusy)) - DTi(uy — us)
u Q

01 —U02

L ) = ) T = )
< /Q (Fr = )Tl —ws) — 7 /Q Ty () — () (dpua(£) — dpio(2)).
Notons que la derniére intégrale peut étre décomposée comme suit :
[ Titr = wa)na ) = () + [ Tato = ma(t)dut (0
Q Q

= [ Ttan) - v )utatt) ~ [ T = a0+ [ Tl -2 )duz 0
Q Q Q &

qui est clairement positive par les propriétés des mesures et des fonctions vy, _.
En utilisant les hypothéses (H;) et (Hy) et la monotonie de ¢y, ,, on obtient apreés
passage a la limite avec kK — 0

/|U1—U2| /|U01—U02|</|f1 f2l

pour presque tout t.
ETAPE 2 : Estimations a priori et convergences

Soient A, v > 0, et uy , la solution du probléme (P, .)(uo, f). Par 'inégalité
(3.4), on a l'estimation suivante uniforme en \ et v,

HUA,VHLOO(Q) < C. (38)

En considérant la fonction test ¢ = u,, dans I'inégalité (3.2) et en utilisant la
formule d’intégration par parties, les hypothéses (Hsy) et (Hs), le théoréme de
Gauss-Green, la monotonie de t,, ,, et 'estimation (3.8), on déduit

/ ‘Duk,u|p S Cu
Q
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ot C est une constante indépendante de A et v. Ainsi, la suite (uy, ), est bornée
dans LP(0,T; W, (Q)).

Maintenant pour pouvoir passer a la limite avec A\, — 0 dans le probléme
(Pxymn), on va montrer que uy, converge fortement dans L'(Q), et cela en
s’appuyant sur la monotonie de cette suite en A et v. Soient A > A > 0, > 0. En
considérant la fonction test pf(ux, — uz,),e > 0 (pf(-) est une approximation
du signg (+)) dans les inégalités correspondants aux solutions u Aws Uy, et en les
additionnant, on obtient aprés avoir utilisé la formule d’intégration par parties

(ux,p—uz ,)(t)
/ / p? (r)dr + / (a(usy. Dus,) — afus . Dus.,)) - Dp (ux, — u3,)
QJo Q
+ / <5/\,V('a u)\,u) - /85\71/('7 UXV))p:(U)\y - U’X,V)
Q

4 / (s (t) — Y (t13.,))F (12 — 05.,)
Q
< 0.

En utilisant les hypothéses (H;) et (Hy), il est clair que

e—0

lim inf/ (a(uxy, Duy,) — alus,, Dus ) - Dpt(uy, — us,) > 0.
Q

Ainsi en passant a la limite avec € et en négligeant tous les termes positifs, on
obtient

/(wm,n(u)\,u) - wm,n<u5\7y))+ <0.
Q
Or ¢, est strictement croissante, d’ou

uyy, < uy, p-p.sur Q.

De méme, on peut montrer que pour tout v > 7 > 0, et tout A > 0 on a uy, >
uy 5 p-p- sur Q. L'estimation (3.8) implique, grace au théoréme de la convergence
monotone, que

Uny Ly oy Touw et uy, T, usg Ly u dans LY(Q).

Par un procédé diagonal, on peut trouver une fonction v(\) telle que uy, :=
Uxp(xn) — u dans LY(Q). Quitte & extraire une sous-suite si nécessaire, on déduit

uy — u faiblement dans LP(0,T; Wy (2)),

uy — u dans C([0, T]; L(£2))

et
uy — u p.p. sur Q.
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ETAPE 3 : Existence d’une mesure

Rappelons que la fonction u) vérifie

—/Q(ux—uo)gbt+/Qa(uA,DuA)-D¢+/Q@/Jm,n(ux)§§/Qf¢—/Qﬁx,x(wux)ﬁb-
(3.9)

En choisissant dans l'inégalité (3.9) la fonction test 7% (uy) et en utilisant I’hy-
pothése (Hs) et la formule d’intégration par parties de Alt-Luckhaus, on déduit
que

ur(t) 1 1 ]
T D(r)dr + ,0) - DTy(un) + = | Ban(un)Th
/Q/NO k: k(r)dr k/Qa(uA ) () k/QﬁM(uA) (1)
< %/Qka(u,\)—%/me,n(uA)Tk(u/\),

Par la monotonie de la fonction 9y, ,, et le théoréme de Gauss-Green, on déduit,
aprés passage a la limite avec £ — 0, que

/ |ﬂ)\<',U)\)‘ < C>
Q

ou C est une constante indépendante de A. Ainsi (Gy(-,uy))x est bornée dans
M,(Q). D’autres informations sur 3y sont données par le lemme suivant :

Lemme 3.2.3. La suite (0)\)x vérifie les propriétés suivantes :
(Ba(+,up))x est bornée dans L™=(0,T; My(Q)),

Br(-,uy) — p faiblement dans LY (0,T; W17 (Q))
et
€ Ly(0,T;w' = My(9)).
Preuve. Notons tout d’abord que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Upn(r) = —=rt —=r" = —r4+ (==  =(—— =)rt+ —r=: gpn(r)+ —r.
m n m m n m n n n
On a ug € Cy, donc Jy,v € L>®(Q) telles que ug < v*, avec v* sous-solution de
(A+ By)(v") 2 yy. On a alors v+ < JA*Br (vt +ny, ) == w
La fonction w € D(A 4 B,) est solution du probléme

Lw — div a(w, Dw) + Br(-,w) + Gmp(w) = 20T + 44 + ¢pn(w) dans
w =0 sur  O€.
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Soit vy une solution du probléme stationnaire suivant :

%U)\ —div a(vy, Dvy) + Br(-,00) + Gmn(va) =g dans
vy =20 sur  0f),

ot g € L*>() est choisie de sorte que g > rnax{%ifr + Yy + Gmn(w), || fll o}
On peut montrer que [|vx|[ ) < C' et

Ba(-,va) € (L(Q) + WH(Q)) N My(Q) = WH(Q) N My (),
de plus

182C o)l 0y < C et 1B(5 0a) | agy (@) < € (unif. en A).

On affirme aussi que vy > ug. En effet, en comparant les deux solutions vy et w,
on a

/Q (w—uvy)" < n/Q [%v* + s + Gmn(w) —g] "

Par le choix de g, on obtient vy > w > v™ > uy. D’ou le résultat.
D’autre part, on remarque que v, est aussi solution de

vt — div a(vy, Dvy) + Ba(-,0n) + Ymn(va) =g sur @
(1)< vx(0,-) = vy sur €2

vy =0 sur .

Considérons dans (P m.n)(uo, f) et dans (I) la fonction test pf(uy — vy), addi-
tionnons les deux inégalités résultantes, on obtient aprés avoir négligé les termes

positifs
ux—vy)(t) uo—vx
/ / ps d’f’ - / / ps

/Q (a(ur, Du) — (v, Duy)) - Dlux — v3)*p(u — 03)
AL UN) — O e (UN — Uy 2 (un —wy). (3.10
+/Q</3< ) = Ba(er0n))p? (1 — 03) < /Q(f 9P (ur — v). (3.10)
Gréace aux hypotheses (Hy) et (Hy)

lim iglf/(a(u,\, Duy) — a(vy, Dvy)) - D(uy — va) T pl(uy — vy) > 0.
E— Q
En passant a la limite dans I'inégalité (3.10) avec £ — 0, on obtient

/Q(u,\ — o)) + /Q(uo —uy) "+ /Q(M" ux) = Ba(502)) X uy >} < 0.
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Ce qui implique
ux(t) < wva(t) p.p.sur Q p.p.t

et donc
Ba(-,un(t)) < Ba(-,va(t)) p.p. sur Q p.p. t.

De la méme maniére, en raisonnant sur la sur-solution, on montre que wu,(t) >
—uy(t) sur © p.p. t. Ainsi, en passant en norme || - HMb(Q), on a

(Ba(+, up)) est bornée dans L>(0,T; M,(£2)). (3.11)

Quitte a décomposer ((r) = B(-,r") + (-, —r~), on peut supposer 3 nul sur le
demi-axe négatif. Soit ¢ € LP(0,T; W,(Q)) N L=(Q). On a

\[ﬁ@@wﬂs wawmm

- A<&uwxw>

C| ¢||Lp(o,T;W01”’(Q)) ’

c’est-a-dire que la fonctionnelle linéaire
6 € DO.TW@) LX) ~ [ 08w
Q

est continue pour la norme de LP(0,T; W, " (Q)) sur un sous-espace dense dans
LP(0,T; W,?(€)). Elle posséde donc une extension unique Fy € L (0, T; W~ (Q))
avec || Fy|| orw-1e () < C. Quitte & extraire une sous-suite si nécessaire, on
peut supposer que Fy — F dans L (0, T; W~ (Q)). On a

A—0

0 S hm/@ﬁ,\(,uA)qﬁ
T

= lim (Fx(t), o(1))

A—0 0

- A<mw¢@>

pour tout ¢ € LP(0,T; Wy*(Q)) N L=(Q), ¢ > 0. En prenant ¢ sous la forme x¢,
avec & € Dy (0,T) et £ € Wy P() N L®(R), € >0, on déduit

(F(t),&) >0 pour presque tout t,
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ce qui implique que F'(t) est une forme linéaire positive sur D(£2). C’est donc une
mesure de Radon pour presque tout ¢, que I'on notera par la suite pu(t).
D’autre part, pour tout x € D, (0,7) et ( € D(2) on a

T T
/ / wCdu(t)dt = / OGNS E——
0 Q 0

Ainsi pu(t) € W= (Q) N My(Q) € Mo(Q) pour presque tout t (cf. L. Boc-
CARDO, T. GALLOUET ET L. ORSINA [27, Theorem 2.1]).

D’autre part, Pespace L>(0,T; M(Q2)) est un sous-espace de (L'(0,T; Cy(2)))"
~ L0, T; w*—= M,y(Q)) (cf. Section 1.1), et ce dernier étant un sous-espace de
L0, T; w*—M,(2)). Ainsi, modulo une sous-suite, on a

Ba(-,uy) = p dans L®(0, T w*— M, (Q)),
€ LH0, T w'= My(92))
avec u(t) € My(2) pour presque tout t, ¢’est-a-dire
p € Li(0, T;w'—My(Q))

qui, d’aprés le lemme ci-dessous, s’injecte dans (LP(O,T; Wy (Q) N L°°(Q)> :
D’aprés équation, u, + p € LP (0, T; W= (Q)) 4+ LY(Q), donc

w, pe (DT (@) N L¥(@)

Lemme 3.2.4. On a .
(i) L'injection de L0, T;w*—My(Q)) dans (LP(O,T; Whr(Q) N LOO(Q)) .
(ii) Cette injection est continue par rapport auz topologies fortes des espaces

de départ et d’arrivée.

Pour ne pas alourdir ’exposé, on différe la preuve de ce lemme a la fin du chapitre.
ETAPE 4 : Argument de pseudo-monotonie

Gréce aux estimations précédentes sur uy, on déduit que (a(uy, Duy))y est bornée
dans (L¥(Q))N, et donc, quitte & extraire une sous-suite si nécessaire, on peut
supposer que a(uy, Duy) converge faiblement vers y dans (LP(Q))Y. Comme
précédemment, identifions div y et div a(u, Du). Pour ce faire, montrons que

lim sup/ a(uy, Duy) - D(uy —u) = 0. (3.12)
Q

A—0
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On a
lim [ a(uy, Duy) - D(uy —u) = lim [ a(uy, Duy) - Duy — / x - Du
= /1\1{)1(1] /fu,\—u /wan,\UA—wmn()

il o [
—}\Elg)[/cgﬁx(',ux)ux—/QUdﬂ]

= }\11)% (11_12)_<[3_[4)_([5_[6)
Il est clair que /l\irr(l) I =0.
Grace a la monotonie de la fonction v, , et la convergence presque partout de
uy (pour une certaine sous-suite au moins) on a

liml, = lim [ /Q (W (13) = U (1)) (03— 1) - o (1)t — W)

A—0 A—0

> hm/ wm,n(u)\)'u’ - wm,n<u>u)\ = 0.
La formule d’intégration par parties de Alt-Luckhaus implique, grace aux esti-
mations L sur uy et au fait que uy,, u, € (LP(0,T; Wy P(R2)) N LOO(Q))* et que
uy converge vers u dans C([0,T]; L'(Q)), que

1 1
tim(h = 1) = Jim 5 [ (AT =) =5 [ AT =) =0
Or (3, est monotone, d’ou
s 1)
~ lim ( / (B ) — (e ) (1 — ) + By 0) (s — ) + B, un s — /Q )

> hm/@ (i = ) + o) = [ udy

car A(-,u) — B, u) dans LY(Q), uy — w dans LY(Q), [lux —ull, < C et
Ba(-, 1) — p faiblement dans L (0, T; W~ (Q)). En combinant ces limites, on
déduit

limsup/ a(uy, Duy) - D(uy — u) < 0.
A—0 Q
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La limite (3.12) se déduit alors grace a la monotonie de a.
ETAPE 5 : Caractérisation de la mesure p

En s’appuyant sur le Lemme 3.2.2, on va caractériser la mesure p en montrant
que p(t) € 0J (u(t)) pour presque tout ¢t. Notons que 3y = 0jy, ou jy € Jo(9),
et que pour p.p. x € et pour tout r € R j\(z,7) T j(z,7) lorsque A | 0. Ainsi,
par la définition du sous-différentiel, pour tout o > A > 0 et p.p. x € €2 et pour
presque tout ¢,

Jalz,r)
jk(l" U)\(t, x)) + 8j/\($,u,\(t,:13))<7“ - U)\(t, :L‘))
Jo(x,ur(t, z)) + Oja(z, ur(t, z))(r — ux(t,x)) Vr € R.

ja,r)

AVARAVARAY

Soient & € WyP(Q) N L®(Q) et ¢ € L(0,7T). En multipliant par ¢ I'inégalité
précédente et en intégrant sur €2, ensuite sur (0,7"), on déduit,

[ <[ [0~ [atumo] = [ ¢ [ meumoie-uo

En passant a la limite avec A — 0 ensuite avec ¢ — 0, et en utilisant le fait que
uy — u p.p. sur @ lorsque A — 0 et que / O ur) (€ —u) — / ¢(& —w)dp,
Q Q

on déduit

/OTc[/Qj(.,é)—/Qj(.,u(t))} > /Qg(f—u)d,u(t)+lir/\nﬁié1f/Qgﬁ/\(.ju/\)(u_u/\)‘

(3.13)
Admettons pour le moment que 'on a
lim inf/ COA(sun)(u —uy) > 0. (3.14)
A—0 Q
Il vient alors de I'inégalité (3.13)
T
| @ =g~ [ €~ wauw]cwi=o v e x.1)
0
Ce qui implique
T (&) — T (u(t)) — (u(t),§ —u(t)) > 0 pour presque tout ¢ (3.15)

pour tout & € WyP(Q) N L=(Q). On déduit alors de l'inégalité (3.15) que ju(t) €
0J (u(t)) pour presque tout t. D’ou la caractérisation de la mesure p en utilisant
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le Lemme 3.2.2. Montrons a présent I'inégalité (3.14). En choisissant la fonction
test (uy —u)( dans I'inégalité (3.9), on obtient, en utilisant la monotonie de ¥, ,,

//gﬁA ) (1= ) /fu—uAC—l-/ oy, Duy) - D{1s — u)C

T /Q G (0) (13— w)¢
+/Qut(uA —u)( + /Q(UA,t — ug)(ur — u)C.

Grace aux estimations L™ sur u) et u, la convergence presque partout de u) vers
u dans @, la convergence faible de u, vers u dans LP(0,T VVO1 P(Q)), la limite
(3.12) et la formule d’intégration par parties, il n’y a plus de problémes pour
passer a la limite dans les termes de 'inégalité précédente.

Enfin, du passage a la limite en A dans le probleme (P ,(x)m.n) (%o, f), il vient
que u est solution faible du probléme (P, ,,)(uo, f) au sens de la Définition 3.2.2.
]

3.3 Existence de solutions entropiques

On va montrer dans cette section comment I’étude du probléme perturbé
(Ppn)(uo, f) permet, lorsque m,n — oo, d’atteindre une solution entropique du

probléme (P)(ug, f) pour des données f € L'(Q) et

”'”Ll(Q)

up € {v € Wy (Q) N Lo(Q); - (x) < 0(x) < 74(x) a.p. v € Q}

Définition 3.3.1. Une fonction mesurable u : () — R est une solution entro-

pique de P(uqg, f) siu € C([0,T]; L*(Q)) et
Ti(u) € LP(0,T; Wy P(Q)) pour tout k > 0
et s’il existe une mesure p € L{(0, T; w*— M,y(Q)) vérifiant
pr(t) € 07 (-, u(t)) + 011y (yyp(n(u(t)) p.p. sur Q pour presque tout t
et pour tout ¢ € Wy (Q) NL®(Q) et £ € DL[0,T) on a

. / ' / £ / " To(r — ¢)drdadt + / ' / cau, Du) - DTy (u — ¢)dadt
/ /ka u — ¢)&dxdt — / /ng du(t)dt

a(t) = v4/- pl/=(t) — p.p. sur Q pour presque tout t.

et
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Remarque 3.3.1. Notons que chaque intégrale dans la définition précédente est
bien définie. En effet, |fuuo(t) Ti(r — ¢)dr| < Eklu(t) — uol € LY(Q). Le deuzieme

terme a vrai dire doit étre compris comme / ¢a(T)(u), DTy (w)) - DTy.(u — @), ot
Q

1> k+||¢|l... La derniére intégrale est bien définie car Ti(u(t) — ¢) € WyP(Q)N
L*>(Q) et admet un représentant quasi-continu pour presque tout t. Enfin, notons
aussi que la derniére condition dans la définition précédente a bien un sens car
w(t) € My(2) pour presque tout t. O

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 3.3.1. Le probleme P(uy, f) admet une solution entropique pour f €

LYQ) et ug € {v € WyP(Q) N L>(Q);7-(z) < B(x) < 74 (x) ¢p. x € D}

H'”LI(Q)

Remarque 3.3.2. Rappelons que les résultats de la section précédente sont va-
lables pour f € L>®(Q) et ug € C. Nous allons montrer que le Théoréeme 3.3.1

est vrai pour ug € @”'”Ll, qui d’apres le Théoreme 3.5.1 (cf. Annexe) contient
[l 2
{v € We"(Q) N L=(Q);7-(2) < 8() < 74(a) gp. x € Q) . 0

Mais avant cela montrons le lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Soit E,F deux sous-ensembles de L'(Q2) tels que E est dense
dans F, pour || - ||, et E est stable par le sup. Alors il existe une approximation
bi-monotone de tout élément de I par des éléments de E, i.e. pour tout e € F,
il existe (€mp)mn C E et (en)n C L) telles que emn Tmooo €n Inooo € dans
LY(Q).

Preuve. On choisit une suite (ex), C E qui converge vers e € F dans L*(Q),
p.p. sur €, et telle que |ey| < h € L'(Q). On pose

€Emn = SUp €.
n<k<m

Alors |eyn| < h et ey, est croissante en m, donc elle a une limite e, € L*(Q),
et le,| < h. De la méme maniére, on trouve que €, |, ..o €, dans L'(Q). Enfin,
e, = e, car pour presque tout x € Q |e,,n(x) —e(x)| < sup,,«;, |ex(z) —e(z)| — 0
lorsque n — oo, grace a la convergence presque partout de ey,. [ |

Preuve du Théoréme 3.3.1. Nous ferons la preuve en plusieurs étapes :

ETAPE 1 : Estimations a priori
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Soient f € LY(Q) et uy € ¢t par le Lemme 3.3, 1, on peut approcher f et
up par des suites bi-monotones (fin)mn C L(Q) et (4l )mn C C. D’apres
la Proposition 3.2.2, il existe ty,, € LP(0,T; W, *(Q)) N L‘X’(Q) et une mesure
tmn € L0, T; w*— My(Q2)) vérifiant

(), (t) € OF (-, Umm(t)) + 011y ()7y ()] (Umn(t)) poOur presque tout t
et pour tout ¢ € LP(0,T; Wol’p(Q)) N L>(Q) on a

/OT/Q(UMv")t(bJF/OT/Qa(um,naDum,n)-D¢+/OT/me,n(um7n)¢
/OT/QfmynQb_/OT/Qé(t)dum’n(t)dt (3.16)

/() = Vaj— () T/ (t) — p.p. sur Q pour presque tout ¢.

Fixons k > 0. Soit la fonction test ¢ = Tj(u,y, ) dans 'inégalité (3.16), en utilisant
I'hypothése (Hs), la monotonie de ), , et la formule d’intégration par parties on
obtient

umn(t)

faénwmumm—lfummxwwmﬁwi/awwﬂ»anmw

Q

et

(3.17)

Par la formule de Gauss-Green, on a

T(um,n)
‘/a(um7n,0)-DTk(um7n)‘ < ‘/ div / ) a(r,0)drdzdt|
Q Q 0

Tk(um,n)
‘// a(r,0)dr - ndodt|
=Jo
0

Par ailleurs, l'intégrale / Ty (T ) (t)dptm o (t) est positive car elle se décompose
Q

IA

en trois termes positifs :

/ﬂwmmmwmﬂﬂﬁ/ﬂWﬂWMMﬂﬂi/ﬂWWWmﬁﬂﬂCﬂ&
Q Q

Q
De l'inégalité (3.17) on obtient donc

umn(t
/ / F)dr + X / DTy ()P < Ck, (3.19)
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ou C' est une constante indépendante de m et n. Ainsi (DT}, (umn))mn est bornée
dans (LP(Q))N. On déduit alors que (Ti (tm.n))m.n est bornée dans LP(0, T; Wy *(Q)),
et ainsi Ty (tp.,) — vx faiblement (modulo une sous-suite) dans L?(0, T; W, 7(Q))
lorsque m,n — oo. On déduit aussi de (3.19), en prenant le suprémum sur |0, 7'[,
que (Up.pn)mn est bornée dans L>(0,T; L'(Q)).

ETAPE 2 : Convergence forte des suites (tm.n)mn €t (fmn)m.n

Soit uy, ,, une solution faible du probléme (Pxmn) (S, ., fmn). D’aprés la Sec-

tion 2, on sait que up),, — Un, fortement dans L'(Q) et que Bx(-, uy),,,) ™/~ =

(i faiblement  dans L>(0, T; w= M(2)) lorsque A — 0. On va étudier main-
tenant la convergence forte de la suite de mesures et de la suite de solutions. Pour
cela, on va commencer par montrer le lemme de comparaison suivant :

Lemme 3.3.2. Soient m > m, n > n, alors

< umn < Umn p.p. sur )

)\ n —
et
/6>\('7ui\n7ﬁ) < B u, ) < B mn) p.p. sur Q.

Preuve. La preuve de ce lemme est analogue a 'Etape 1 de la preuve de
la Proposition 3.2.2, il suffira de prendre dans les inégalités correspondants aux

solutions uy, ,, et up, ,,, les fonctions test pf(u),,, — up, ) et pf(upy,» —up,,,). W

m,n
Le lemme reste vrai pour les parties positives et négatives, i.e.
+(up,7)" < £y ,)T < £(ug,)* pp.sur Q

et
0\ )" < B up, )T < B u,)T pop.sur Q.

On déduit alors, aprés passage a la hmlte avec A — 0, que
iuiﬁ < :I:u,inyn < j:u%n p.p. sur Q.

Ce qui implique par le théoréme de la convergence monotone que
= 1 4uF dans L'(Q) lorsque m — oo.

De la méme maniére, on montre que +u’ | £u* dans L'(Q) lorsque n — oo.

D’autre part, en choisissant la fonction test p(uy,, — up,,) (p<(-) est une ap-
proximation du signg(-)) dans les inégalités correspondants aux solutions uf‘ﬁ’n et
u) . en passant a la limite avec ¢ — 0 et en négligeant les termes positifs, on a

/m (i) /lfmn fmn|+/|umn— Wl
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Ce qui implique pour tout ¢ € L'(0,T; Cy(Q2)) avec 0 < ¢ < 1 que

/oT/QSO(ﬂA(.’u%’" = O tmn) / / (s, 0)” 4 Bal ) 7)
[ 0= fal+ [ o=t

Apres passage a la limite avec A — 0 on déduit pour tout 0 < ¢ <1

T T
/ / Pty = i) + / / P~ bt + At )
0 Q 0 Q
[ 1= ol [ = b
Q Q

D’ou
T T
+ S — T
| W3O = g+ [ W) = 150 Ol

/Q|f'rh,n_fm,n|+/Q|u?ﬁ,n_u9n,n|

Par conséquent, +4, |, T, £p7 fortement dans L'(0, T w*= M, (). De la méme
maniére, on montre que +uF |, +u* dans L1(0, T; w*— M,(9)).
On conclut alors que

Umn T m—ooo dn—oo U fortement dans LI(Q)7

P Tm—oolnooo p¢ fortement dans L0, Ty w*— My())
et
w(t) € My(€2) pour presque tout t.

Grace au Lemme 3.2.4, on déduit aussi une convergence forte de la suite de me-
SUres (o )mn dans (Lp(o, T, W (Q)) N LOO(Q)) .

ETAPE 3 : (Upn)mn est une suite de Cauchy dans C([0, T]; L*(€2))

Soient m > m/, n > n’. Considérons dans les inégalités vérifiées par les
solutions ty, , et u, v la fonction test pe(wmn — Unrn),€ > 0 (pe(-) est une ap-
proximation du signg(-)), on obtient aprés avoir sommeé les deux inégalités, utilisé
le lemme d’intégration par parties, les hypothéses (H;) et (Hy), la monotonie de
Vm.n et passé a la limite avec € — 0

/Q i (£) — e (8)] < /Q o = ot + / i, —
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pour presque tout t. Or f, n, fowrr — f dans L}(Q) et ugm,ugn,m/ — g dans

LY(9), donc (tpmpn)mn est une suite de Cauchy dans C([0, T]; L' (2)) et converge
vers u € C([0,T]; L'(Q)).

ETAPE 4 : Argument de pseudo-monotonie

Puisque (Tj(tmn))mn st bornée dans LP(0, T; W, *(Q)), grace a I'hypothése
(H3), (a(Tk(wmmn); DTk(tmn)))mn est bornée dans (L”/(Q))N et, quitte a extraire
une sous-suite si nécessaire, converge faiblement dans (Lp'(Q))N vers Yy lorsque
m,n — 00. On va montrer, via I’argument de pseudo-monotonie, que div x; =
div a(Ty(u), DTi(u)). Pour ce faire, on utilise la méthode de régularisation de
Landes. Rappelons ici sa définition et quelques-unes de ses propriétés. Pour plus
de détails, consulter larticle de R. LANDES [52]. Soient v > 0 et (u!Y), une suite
telle que

ul € WyP(Q) N L>(Q)

HUSHLOO(Q) <k

u® — Ty (ug) p-p. sur Q lorsque v — oo
%HUBHW&,IJ(Q) — 0 lorsque v — 0.

Alors, pour k,v > 0, la régularisée de Landes (T%(u)), est I'unique solution du
probléme

% =v((Ty(u) — (Tk(u)),) sur @
(T3 (1)), (0,-) = ud sur ().

Elle vérifie notamment
(Ti(w)), € LP(0, T; WyP () N L¥(Q),

O(Ti(u))y
ot

quitte a passer a une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que

€ LP(0,T; Wy (Q)) N L™(Q),

(Tis(w)), — Ti(u) fortement dans LP(0,T; W, 7(Q)) et p.p. sur Q,

(T (u)),(t) = Ti(u)(t) p.p. sur  pour presque tout ¢

et
”(Tk<u>)VHLoo(Q) <k Vv>N0.

Soient hy(r) = (I+1—|r)* A1, €N, I > ket x € D,[0,T). Montrons que

lim sup lim sup /Q Ka( Uy Dt )+ DRy (W) (Th(Umn) — (Tr(w)),)) < 0.

V—00 m,n—0o0
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Considérons la fonction test xhy(tmn)(Tk(tmn) — (Tk(w)),) dans 'inégalité (3.16)
et passons a la limite dans chacun des termes.

On peut montrer exactement de la méme maniére que K. AMMAR ET P. WITT-
BOLD [5, Proof of Theorem 2.4] que

liminf lim ((Umn) s> KR (U ) (Th (U ) — (Th(w)),)) > 0. (3.20)

V—00 m,n—o0 0

Il est clair que

lim lim EWmn (Wmn ) Pt (W) (The (Ui ) — (T (w)),) =0 (3.21)

vV—00 m,n—00 Q

lim lim K frnni (Wmn ) (T (Unn) — (T(w)),) = 0. (3.22)

v—00mn—00 Jo

Reste a traiter le terme lim  lim K (U (8)) (T (T () — (T3 (@) ) () ) d o (£) .

v—00mn—00 Jo

Pour ce faire, décomposons le comme suit :

/Q i (@, (8)) (T (i (1)) — (T(@) (1)) () (dptn,n (t) — dpa(t))dt
+ /Q K (T (8)) (T (@, (t)) — (T3(@)),, (8))dpa(t)dt =: T) + Io.

Grace a la convergence forte de g, ,, vers p dans L'(0,T;w*— M,(Q)) lorsque
m,n — 00, on a

|| < 2K |6 oo || i — M“Ll(O,T;Mb(Q)) — 0.

D’autre part, 'intégrale I, s’écrit comme

/Q (i (0)) (T (G (1)) — Te(@)(0))dp(t)
- /Q (i (8)) (T (8)(8) — (Th()), (0)) dia(t)dt = I} + I3,

Grace a la convergence quasi-partout de w,,(t) vers u(t) pour presque tout t
on a

m,n—00 m,n—0o0

im I'=0 et lim IZ— /Q e () (To () — (T (), ) dpu(2) .

Puisque (Tx(u)),(t) — Ti(u)(t) q.p. sur Q pour presque tout ¢ lorsque v — oo, il
s'ensuit lim lim I3 = 0. Dot

V—00 m,n—00

lim lim KR (T (0)) (T (T, (1)) — (T (@) (1)) dppmnn (B)dt = 0. (3.23)

v—oom,n—oo Jo
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En tenant compte des limites (3.20)-(3.23), on déduit que

V—00 m,n—00

limsuplimsup/Qma(umﬂn,Dumm)-D(hl(um,n)(Tk(um,n)—(Tk(u))y)) <0, (3.24)

ce qui peut étre réécrit comme suit :

V—00 m,n—o0

lim sup lim sup (/ KR (W n)a(Un s Dtimn) = D(Ti(tmn) — (T (w)),)
Q

+f B t2) (Tit) — (T()), )0t Ditr ) - Dt )
{l<|um,n|<l+l}
<0.

Par le choix de la fonction h; et [ > k on obtient

/ ﬁh;(um,n)Tk<um,n)a(um,n; Dum,n) : Dum,n
{l<‘um,n‘<l+1}

= —/ kka(tm n, Dmp) - DU, .
{I<|um,n|<l4+1}

En choisissant dans I'inégalité (3.16) la fonction test ¢ (), ott ¢y (r) = signy(r)(|r|—
[)* A1, on obtient

l—oo m,n

lim sup sup/ KA (U s DU ) - Dty < 0.
{l<‘um,n|<l+1}
En tenant compte de
/ KRy (W) (W g0y D) - DTg (U ) = 0
{Jum,n|>k}
et des limites suivantes

lim sup lim sup/ KN (W) (Te (1))@ (s Dtin ) = Dty
v—00  mn—00 J{I<|um,n|<l+1}

< 0 (par Gauss-Green)

et

lim sup lim sup/ /ihz(um,n)&(um,n, Dum,n) - D(Ty(u)),
{‘um,n‘zk}

_ / khy(w)Xis1 - D(Ti(w)), = 0,
{Ju|>k}

il en résulte de la limite (3.24) que

lim sup lim sup/Qma(Tk(umm), DTy(tmpn)) - D(Te(wmn) — (Th(u)),) < 0. (3.25)

V—00 m,n—0o0
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A T’aide de cette limite, montrons que
div xx = div a(Tx(u), DTy (u)) Vk > 0.
Pour £ € D4 (Q), « € R, on a

a/ﬁxk~D§
Q

= lim | aka(Tk(ummn)s DTi(tmy)) - DE

n—oo Q

lim sup lim sup /Q £a(Ts (W), DTk (wmn)) - D(Te(tmn) — (Ti(w)), + af)

v—00  m,n—oo

v

v

V—00 m,n—00

> /Q (T (u), D[Ty(u) — ag]) - DE.

lim sup lim sup /Q/m(Tk(Um,n), D[(Ty(u)), — «f]) - D<Tk(um,n> — (T (u)), + 045)

En divisant par a > 0, respectivement o < 0, et en passant a la limite avec
a — 0, on obtient div x; = div a(Ty(u), DTk (u)) Vk > 0.

ETAPE 5 : Passage  la limite dans I’équation

Considérons la fonction test ¢ = &S(umn — ¢) dans (3.16), o S € P =
{p € CY(R), p(0) =0, 0 <p' <1, Supp(p) compact}, ¢ € Wol’p(Q) N L>(Q)
et £ € D1[0,T), définissons [ := [|¢||, + max{|z|,z € Supp(S’)} et passons a la
limite dans chacun des termes. Par le théoréme de la convergence dominée

lim (fnn = Umn)S (U — @)E = / —u)S(u— )& (3.26)

m,n—oo

lim 1 wh Sy — @) — l/ Uy S (U — @) = 0. (3.27)
Q

m,n—o0 M, Q ’ n

La formule d’intégration par parties implique

T Um n(t)
/ <(um,n)t7 gS(um,n - / ft / d?"dl’dt,
0 ud,

et le théoréme de la convergence dominée & nouveau nous assure que

lim /{t/ S(r — ¢)drdxdt = /é}/ ¢)drdzxdt. (3.28)

Sous I'hypothése (H4) on a

/ @(ttmms Dt ) - DS (1t — &)
Q
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_ /Q a(Ty(tnn)s DTyt n)) - DS (it — )

= /Q (a(Tl(um’n),DTl(Um,n))—a(ﬂ(um,n)7Dﬂ(u))>

D(Tl(um,n) - Tl(u))sl(um,n - ¢>
" / (Tt ), DTi(ttgu)) - DT (0)S (tr0 — )

Q
+ / A(Ti(ttun), DTy(11)) - D(Ti(tte) — To(10))S (g — )
- /Q a(Tl(um,N>a DTZ(Umn)) : D¢S,(um,n —9)

/Q a(Ti(ttrs ), DT (t0)) - DT ()t — )

Vv

+ [ (T, DT) - Dl(TiCtm) = Telw)S (tm — 0
Q
- /Q (Tt ), DT (1)) - DSt — ). (3.20)

Comme S (U n—¢) — S (u—¢) p.p. sur Q, DT} (tp, ) — DT;(u) faiblement dans
(LP( QNN Ty(umn) — Ti(u) p.p. sur Q et a(Ty(wmn), DTi(tumn)) — x; faiblement
dans (L¥(Q))" lorsque m,n — oo, on obtient aprés passage a la limite dans
(3.29) avec m,n — oo

mn—oo fo

> /K)Xk-DE(u)S’(u—QS)—/QXZ'beS/(U—(b)
= /QXI'DS(U_¢>‘

Par conséquent,

lim a(Upm s D) - DS (U — @) > / a(u, Du) - DS(u — ¢).  (3.30)
m;n—oo Jo Q

Grace a la convergence forte p,, , — p dans L*(0, T; w=My(Q)) et wy, . (t) — u(t)
q.p. sur €2 pour presque tout ¢, on a

lim [ €8 (@mn(t) — B)dpimn(t)dt = /Q £S(alt) — B)du(t)dt.

mn—oo fn

D’autre part, la convergence presque partout de u,,, et la convergence forte des
mesures [, , préservent la méme caractérisation des mesures pour presque tout
t, c’est-a-dire, puisque

(Hmn), (8) € 05 (s tm,n (1)) + 011y ()1 () (Umn (1)) P-p- 2,
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et Uy, — u fortement dans LY(Q) et (pm,y), (t) — pr(t) fortement dans L*(Q)
p.p. t, la méme caractérisation s’ensuit pour p,.(t).

De la méme maniere, Upn(t) = v4/- (umyn):/f(t) — p.p. sur Q p.p. t, ce qui
implique aussi @(t) = v4 /- ,uj/_(t) — p.p. sur Q p.p. t.

Enfin, en tenant compte des limites (3.26)-(3.30), et en prenant S € P une
certaine approximation de T}, on déduit I'existence de solutions entropiques du

probléme (P)(ug, f) pour tout f € LY(Q) et ug € ¢l La Remarque 3.3.2
achéve alors la preuve. ]

3.4 Unicité de la solution entropique

L’unicité de la solution entropique est une conséquence immédiate du théo-
réme suivant :

Théoréme 3.4.1. Soientu et v deux solutions entropiques des probléemes (P)(uo, f)
et (P)(vo, g) respectivement. Alors elles vérifient

/ lu(t) — v(t)] < / |ug — o +/ \f —g| presque partout t € (0,T).
Q Q Q

La preuve de ce théoréme est basée sur les deux propositions suivantes :

Proposition 3.4.1. Soient wu,, et v,, des solutions faibles respectives des
problemes

Ut + Ayt D frnm, u(0) = ud et U+ Apma¥ D G, v(0) =00

m,n m,n*

Alors elles vérifient le principe de contraction suivant :

[ Wona® = 0 < [ W= a8l + [ 1o = gl
Q Q Q

presque partout t € (0,T).

Preuve. La preuve est immédiate d’aprés la Section 3 et la théorie générale
des semigroupes non linéaires (cf. [15, 19]), en effet, rappelons qu’a l'origine une
solution faible wu,,, est aussi la bonne solution du probléme de Cauchy u; +
Apntt 3 finn, u(0) = u?,w € C et que l'opérateur A,,,, est m-T-accrétif dans
LY(9). |

Proposition 3.4.2. Soient u une solution entropique de (P)(ug, f) €t Upn une
solution faible de (Pp,,)(ul, ., fmn). Alors

m,n’

Mm |t (t) = u(@)|| 1) =0 pour presque tout t.

m,n— 00
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Preuve. La preuve repose sur un dédoublement de variables en temps. Soient
t,s € [0,7] et considérons um n, fmn, en fonction de (¢,x) et u, f en fonction
de (s, ). Soient kK € D,[0,T) et (p;); une suite régularisante telle que Supp(p;) C
[—%, 0]. On considére dans la formulation faible de u,y, ,, la fonction test %Tk (U —
u)pi(t — s)k(t), on intégre en s € [0,77]; et dans la formulation entropique de u
on prend ¢ = Uy, et & = %pl(t — $)k(t), et on l'intégre en ¢, on obtient aprés
avoir sommé les deux inégalités résultantes et utilisé la formule d’intégration par
parties :

1 Um,n(t) 1 U(S)
_ / ) (pm)% / Ty(r — u)dr — / . “(pl)sE / Ty (1 — U )dr
[OvT] xQ u?n,n [O7T] xQ uo

1
+ - / (a(u, Du) — a(tp,p, Dumn)) - DTy (u — U ) o1k
k [0,T]2 %
1 / 1 1
+ - —u;n——u;n Ty (U — w)p1K
k [O,T]Qxﬂ(m Ton T )
1 . . 1 N N
s [ )~ aoreda(s) — [ T0(6) ()1
(0,71 % (0,7
1
gE / (f = o) Tie(w — ) pr&. (3.31)
[0,7]2 %2
Notons ces intégrales respectivement par Ji, - - - , J;. Nous allons passer a la limite

dans (3.31) avec k — 0, | — oo ensuite avec m,n — oo.
Grace aux hypothéses (Hy) et (Hy) il en découle

1
liminf J3 > liminf — / (a(u, Du) — a(tpm,p, Du)) - D(u — U ) ik
k=0 h=0 {[u—ttm,n| <k}

1
> — liminf —C(|u]y [umn]) |t = wmn] (1 + [ Dul?) | D(u — tmn)|prk
F=0 Jlju—umnl<k} ¥

> 0.

D’ou
lim liminf J5 > 0. (3.32)

l—oco k—O0

Par la monotonie de la fonction ¥, ,, on voit bien que

1 1 1
J42—/ —ut — )T (U gy — w) i =2 Jj.
k Jorzxe (m n ) Tliim, o !
Or
L. , 1 n 1 _
lim lim || < — [ u"k+— [ u"k,
l—o0 k—0 m Q n Q
d’ou

1 1
lim lim Jy > —— [ w™r — —/ UK. (3.33)
l—o00 k—0 m Q n Q
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D’autre part, on décompose les intégrales J5 et Jg comme dans (3.18) et on a

lim lim J5 + Js > 0, (3.34)

l—00 k—0

et par le théoréeme de la convergence dominée

T
lim lim J; < / / |f — frnlk- (3.35)
0o Ja

l—o00 k—0

Reste & traiter le terme J; + J5. D’abord il est facile de voir que
fim i+ Je = [ gl )~ )
k—0 [0 T]ZXQ
[ o ] = = )
[0,T)>xQ
[ (oo = il = = ).
[0,T)2xQ

On sait que pour uy), ,, € L>(Q) il existe (u, ), € Wy P () telle que ug, , — up

m,n

dans L'(£2) lorsque q — 00. En utilisant le fait que (p;)(t — s), = —(p)(t — ), et
que Supp(p;) C [—%,0] on déduit que

T
lim i+ Jy > / / Yor(— )l — ul,,| — / / R (O)pr(— )y, — ul,,
k—0 0 Q ’

/ PrRe|t — U
[0,T)2x0
=. K1 + KQ + Kg.

T
Il est clair que lim Ky =0 et que hm K; = / / kel — Up,pn|. Pour passer
0 JQ

q—»OO

a la limite dans K7 on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Siu est solution entropique de (P)(uo, f) alors elle vérifie
= [[aluot+ [ cOmo—ol+ [ smtu—oxcantiar < | fsigniu— )¢

pour tout ¢ € WyP(Q) et ¢ € DL[0,T).

Preuve. Il suffit de considérer £ = %Q avec ( € D,[0,T) dans l'inégalité
entropique correspondant a la solution u et de passer a la limite avec £ — 0 en
utilisant les hypothéses (Hy) et (Hy). |
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T
Revenons maintenant au terme K. Définissons la fonction ¢;(s) = / pi(—r)drk(0)

= 1;1 fs.2) pi(—r)drk(0). En considérant dans le lemme précédent ¢ = uf, , et

E=¢ € D+ [0,T"), on remarque que

K- | % JACEIE)
o Ja ] )
> /Q¢l(0)|uo —ud | — /Ol/ﬂfsign(u —ud, )+ /Ol /Qsign(u —ud, ) oidp(t)dt

Le théoréeme de la convergence dominée permet de conclure que lim K; >

l,q—o0

/ #(0)|ug — up, .| en tenant compte du fait ¢;(0) = x(0). Ainsi on a
Q

lim lim J; + J5 > / K(0)|uo — up, | — / Ke|t — Uy - (3.36)
Q Q

l—o0 k—0

En combinant toutes les limites (3.32)-(3.36), on en déduit

1 1
/K(O)luo—u?nﬂ\—//@t]u—um7n|§/|f—fm,n\/§——/u+/§——/u_fi
Q Q Q m.Jgq nJjg

pour tout k € D[0,T).

Par un argument classique (cf. [36]), on a

) =) < [ o=l 4 [ 1 = al = = f
Q Q

presque partout t € (0,7). Le passage a la limite avec m,n — oo nous assure
alors le résultat désiré. |

Maintenant, on est en mesure de prouver le Théoréme 3.4.1.

Preuve du Théoréme 3.4.1. Soient u et v deux solutions entropiques de
P(ug, f) et P(vg,g) respectivement. D’aprés la Proposition 3.4.2, on sait que
u(t) = lm  py,(t) dans L1(Q) p.p. tet v(t) = lm v,,(t) dans LY(Q) p.p. t,

)

OU Uy, TeSPECtivement vy, ,, est une solution faible de (Pmﬁn)(ugm, fm.n), r€Spec-
. 0 0 0 . .

tivement de (Pr,n)(Vn,p Gmin)s &V€C finn, G U, €6 vy, ,, des approximations
bi-monotones de f, g, ug et vy respectivement. D’aprés la Proposition 3.4.1, les

solutions faibles vérifient

[ na® = 01 < [ 108 =81+ [ 1o = Gl D0
Q Q Q
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D’autre part,

J 1) = 0O = [ 10 = 0]+ () = 0 0]+ o) = o) -

et frn = f, gma — g dans LY(Q) et ud, , — ug, vY,,, — v dans L'(Q2) lorsque

m,n — oo, d’ott, par le théoréme de la convergence dominée

Am@—wmzzyWﬂm+Lu—m

pour presque tout t. Ce qui finit la preuve. |

3.5 Annexe

3.5.1 Quelques résultats sur le probléme stationnaire

Dans cette section, on étudie le probléme

u+ Au+ Bu > f, (3.37)

ou A = A_OH'”L1 est la fermeture de l'opérateur Ay défini sur D(Ag) =
Wy (Q) N L2(Q); —div a(h, Dh) € L™(Q)} par Ag(u) := —div a(u, Du). B est
I'opérateur dans L'(Q2) défini par

w € Bu < w,u € L'(Q),w(z) € dj(z,u(zx)) p.p. x €.

On notera que A est m-T-accrétif dans L'(€2).

Dans des travaux antérieures, P. WITTBOLD [77, 78] a étudié le probléme (3.37)
dans le cas ou A(u) = div a(z, Du) (qui est un opérateur m-complétement ac-
crétif). Elle a montré qu’en général 'opérateur A+ B n’est pas m-complétement
accrétif, par contre il admet toujours une extension A; m-complétement accrétive
dans L'(2). L’idée consistait a approcher le probléme (3.37) par les problémes

uy + Auy + Ba(-,un) = f,

et & montrer que A, = lir/r\liioan + B,, ou B, désigne 'opérateur associé a

Jalz,r) = inﬂ%{l/(?A)\r — 5>+ j(z,5)}, est une extension m-complétement accré-
s€

tive dans L'(Q) de 'opérateur A + B.

En s’appuyant sur les mémes idées, on étend ses résultats a notre contexte en
montrant qu’il existe une extension m-T-accrétive A; de l'opérateur A + B.
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Théoréme 3.5.1. On a
1- Aj = lﬂf\ll%an—i_B’\ est une extension m-T-accrétive de A+ B dans L*(9).

De plus, si u € D(A;) N L>®(Q) et f € Aju, alors il existe une mesure
p € Mo(S2) dont la partie réguliere pi, € 0j(-,u) 4+ Oy (). () (w) p.p. sur
Q et vérifie

u—div a(u, Du) +pu= f+u dans D'(Q)

et
at/~ = V4/- ,uj/_ — p.p. sur §.
2- On a®
M =
Il
= {ueWp"(QNL=(Q); j(u) € LI(Q)}
Il 1
= {u e W) N L*(Q); 7_(x) < i(z) < 7e(x) ¢p.xeQ} 7
et

mwllg(g) c aH-IIL1(Q)7
ou l’on rappelle que

o soren. /oy v € L®(2) avec £ v/~ est sous/sur-solution de
€= {u € L) Aj(Fvt ) 2y, tels que —v™ <u <ot '

Preuve. Pour le premier résultat, il suffit d’adapter les techniques contenues
dans [77, 78|. Pour le second point, on peut montrer de la méme maniére que P.
WITTBOLD |[77]| que ZA?(.AJ-) = D(A) N D(B). Prouvons maintenant la deuxiéme
égalité. Etant donnée u € lA)(A) ND(B)NL>®(Q) on aus := (I +5A)'u €
L) NWyP(Q), |Juslloo < |ulloo et us — u dans L'(Q) lorsque § — 0. Or Agus
est borné dans L'(2) (car Agus < Agu et u € D(A)), dot

o [ 1Dust < [ Aaus s < gl sl < C:
Q Q

Par conséquent, (us)s est bornée dans W, () et u € W, (Q).

D’autre part, u € D(B)NL™(Q), alors [, (-, u) < ||ull]|07°(-, w)||1. D'ott D(A)N
D(B)NL=(Q) C {u € WyP(Q)NL=(Q); j(-,u) € L' (Q)}.

Réciproquement, soit v € W, ”(Q) N L>(Q) avec j(-,u) € L'(Q) et considérons
usy = (I +0A+6By) 'u. On a

usx — 0div a(usx, Dusy) + 0 (x, us\) = u dans D'(Q). (3.38)

aRappelons (cf. par exemple [19]) qu’étant donné un opérateur A, le domaine généralisé
de A est défini par D(A) := {u;|ula < oo}, ou |ulg = inf{M € [0,+o0]; il existe v, €
Auy, tel que uy, — u, ||vn|| < M}. Si A est m-accrétif, alors |u|4 = sup ||Axul| = ;\irr%) [lAxwl].
A>0 —
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On déduit de cette équation que usy € L>®(Q) avec |[usy]lo < [|[¢]lco, €t que
Ba(-yus ) € L°(R2). Par suite usy € D(Ap) et

5/ |Dus [P < C' (unif. en 0, \). (3.39)
Q

Nous allons prouver que us := limugs, converge vers la fonction u. Pour cela,
>\ b

choisissons dans 1'équation (3.38) la fonction test us ) — u, on obtient

/(u(;’)\—U)Q—l-(S/a(U57)\,DU57)\)'D(U57)\—u) gé/ﬁ)\(-,U57A)(u—U5,)\). (3.40)
Q 0 0

En utilisant les hypothéses (H;) et (Hs), et I'estimation (3.39) on a

5/ a(usy, Dusy) - D(usy —u) > 5/ a(usx, Du) - D(us\ — u)
Q

_<Q/Q ‘Q(U&A’Du)‘p/)ﬁé(/ﬂ |D(usx — u)!?)%

>
N 1
> —C’(/ |Du(g7,\|p>p 2p5p<5/ |DU57,\|p+|Du|p>p
Q Q
> —C¢
— 0 lorsque 0 — 0 unif. en .

D’autre part

5/ Ba(es usp) (u—us ) < 5/ Ja(u) < 5/ j(-,u) — 0 lorsque § — 0 unif. en A.
Q Q Q

Par conséquent, du passage a la limite en § dans l'inégalité (3.40) il vient

|us — ul|3 = /l\ir% |lusx — ull3 — 0 lorsque § — 0.

D’ou us — u dans L'(Q) lorsque § — 0, ce qui prouve I'inclusion.

La derniére égalité est une conséquence du Lemme 3.2.1. Il nous reste a vérifier
que D(A;) C C. Soit u € D(A;) N L>(Q). Il existe y € L>°(R) telle que Aju > v,
d’ott Aj(uV0) <yVo0,ie u' est sous-solution de A;(u*) 3 y*. De la méme
maniére, on montre qu'il existe y_ € L>®(Q) telle que —u~ est sur-solution de
A;(—u~) >y~ et on a bien sir —u~ <u <u'. D’ou le résultat. |

3.5.2 Preuve du Lemme 3.2.4

Dans cette partie on montre le Lemme 3.2.4 dont on rappelle d’abord 1’énoncé.
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Lemme 3.5.1. On a .
(i) L’injection de L{(0,T;w*—My(2)) dans (LP(O,T; WyP(Q) N LOO(Q))
(11) Cette injection est continue par rapport aux topologies fortes des espaces

de départ et d’arrivée.

Preuve. (i) Notons que 'on peut approcher tout ¢ € LP(0, T; Wy (Q))NL®(Q)
par des fonctions ¢ € C(Q) en norme LP(0,T; W, () N L®(Q). Pour montrer
que tout élément p € LY(0, T; w*—My(Q)) peut étre identifié & une fonctionnelle
continue sur LP(0, T; W, 7(Q)) N L>®°(Q), il suffit de montrer que

Ve >0, 3k >0 tel que Vo € C(Q) N LP(0,T; WhHP(Q2)) N L=(Q)
avee [|plloe < M, HSOHLP(O,T;W(}»P(Q)) < K on ait ‘fQ pdu| <.

Plagons-nous dans le cas ou u est positive. Le cas général se traite en décomposant
= p"—p. Comme u(t) € My(f2), ¥e > 0,30 > 0 tel que cap(F) < § entraine
w(t)(E) < e. Montrons que l'on peut majorer ¢ en fonction de § de maniere
mesurable en ¢ € (0,7).

Montrons que ce d peut étre choisi d’'une maniére uniforme en ¢ en dehors d’un
compact de mesure aussi petite que 'on veut. Plus exactement, on va montrer
que pour tout v > 0, il existe un compact K C (0,7") avec |(0,7)\K| < v et une
fonction 7 continue tels que

sup  u(t)(E) < w(0) Vt € K.
cap(E)<s

Comme pu(t) € My(f2), elle peut étre représentée comme p,.(t) + ps(t), o la
partie réguliére p1,(t) € LY(Q) et la partie singuliere ju,(t) € W5 (Q) N M, (Q)
(cf. BOCCARDO, GALLOUET ET ORSINA [27]); de plus, la w*-mesurabilité de
t — u(t) entraine la w*-mesurabilité de ¢ — (. (t), us(t)), grace a la continuité
des applications p — i, et p — pis.

On a aussi

sup p((E) < swp [0 d(®)+ sup [ pdun(t) = 71(6) + 71(9),
cap(E)<s YeDr peD;

ou

Dy :={y € L*(Q2); 0 <9 <1, cap(Suppy)) < 20}

et
Di = {p e Wy"(Q); 0< v <1, [|@llyin < 26}

Notons que 7£(d) + 7£(0) < u(t)(2) < oo pour presque tout ¢. De plus, pour

)
presque tout t € (0,7, 7£(0) — 0 et 7L(d) — 0 lorsque 6 — 0.
D’autre part, pour tout 6 > 0, il existe deux familles dénombrables (ix)r C
C(2) N Dj et (gr)r C C(Q) N Dj telles que (¢, est dense dans Dj pour la
topologie de la convergence presque partout et (o) est dense dans Dj pour la
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norme de W, ?(Q). Ainsi, dans les définitions de 7% et 7% on peut prendre le su-
prémum sur ces familles dénombrables de 1 € C(Q) et ¢ € C(€2) respectivement.
La w*-mesurabilité de ¢ — (u,(t), us(t)) permet de conclure a la mesurabilité de
t+— (wh(5), 7L(d)) pour tout d.

Considérons I'enveloppe concave de 7l := 7 + 7%, sur [0, cap(Q)], i.e. la fonction
définie par

7 () := min{n’'(§); 7'concave ' > 7§ sur [0, cap(Q)]}.

Cette derniere vérifie 7*(§) — 0 lorsque 6 — 0. En effet, soit € > 0. On sait qu’il
existe p > 0 tel que V§ < p on a m(d) < 5. On sait aussi que m(d) < pu(2)(£2). Soit
la fonction affine par morceaux définie par 7'(8) := u(t)(Q2) si 6 > p,7'(0) = 5 et
7’ est linéaire sur [0, p]. On a bien 7’ concave et 7/(§) > 7w§(d). De plus, Ip; tel
que 7'(8) < e V§ < p1. Or 0 < 7t(0) < 7'(d), ce qui fournit le résultat.

Comme 7} est monotone en §, son enveloppe concave est définie par des valeurs
dans un ensemble dénombrable de points (dx)x, commun pour presque tout t €
(0,T). Puisque t — 7}(d)) est mesurable sur (0,7, on conclut que ¢ — 7 est
également mesurable de (0,7) a valeurs dans C(]0, cap(Q2)]).

On peut alors appliquer le théoréme de Lusin pour conclure qu’a tout v > 0 on
peut associer une fonction continue 7* : [0,7] — C([0,cap(€2)]) et un compact
K C (0,7) tels que |(0,T)/K| < v et w'(§) = 7*(¢)() Vt € K. Comme pour tout
ticK

7" (@) =7 DE)] < |7(0) — 7 ()| + |7'(8) — 7' (8)
< t

sup | (8) — 7'(6)] + |
sejo,cap(Q)]

|
(8) =7 (3)],

la fonction 7* (-, ) (7*(¢,6) = 7*(t)(5)) est continue sur K x [0, cap(€2)]. A présent,
considérons la fonction 7(J) = sup 7*(¢)(J), qui est bien continue car 7*(-,-) est
teK

continue, et on a

7(0) = 7)< [sup7*(t)(6) —sup 7*(t)(9)|

< fg}glﬂ*(t)(é)—ﬂ*(t)@l-

Par conséquent 7(5) — 7(0) = 0 lorsque § — 0. Soit l'enveloppe concave de
7, que l'on notera m (notez que cette fois-ci m ne dépend que de §). Comme
précédemment, on montre que 7(d) — 0 lorsque § — 0. Ainsi

sup  wp(t)(E) < mh(6) < 7'(8) < m(d) Vt € K.
cap(E)<s

D’autre part, grace au fait que ||u(t)||am,@ € L'(0,T), il existe une fonction
7:(0,T) — R* telle que 7(v) — 0 lorsque v — 0 et

sup / 16(8) Ly < 7).

AC(0,T),|Al<v
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Pour finir la preuve, rappelons les deux lemmes suivants :

Lemme 3.5.2. [/4, Lemma 1] Soit o > 0. Alors il existe une constante C' > 0
telle que

cap{z € Q; ¢(z) > a} < g/ |Do|Pdr Yo € WyP(Q).
a? Jq

Lemme 3.5.3. [71] Soient m une fonction concave, f une fonction mesurable
et E C Q mesurable, alors on a l'inégalité

/E w(f(2))de < \waﬁ / F()dz).

Poursuivons notre preuve du lemme. Soit ¢ € C(Q) N LP(0,T; W, *(Q)) N L®(Q)
avec [loll, < M et [l 1 rawir(ey < #- En utilisant les deux lemmes préceé-
dents, on déduit

!/ pdu| < I/ /sodu(t)dt\+\// pdp(t)dt|
Q 01)/K Jo K (o plta)<a)

+}// pdp(t)dt|
K J{z; p(t,x)>a}

Il (e) + allilsoran + el [ [ dutar
K J{z; p(t,x)>a}

IN

IN

Mﬁ(v)—i—C’a—i—M/Kw(g—;/Q|DS0(t)|p)
< Mﬁ(u)—i—Ca—i—Mmr(S—;/o /Q‘DSO(t)VD)
< Mﬁ(y)+0a+MC7T(S—;Hp)-

Choisissons v > 0 de sorte que 7(v) < 337 et @ > 0 tel que a < 35 puis enfin &

¢ KP) < 35, alors
| / pdp| < e.
Q
D’ou le résultat de (4).

oP 3Mc’
(ii) Prenons une suite pup — p fortement dans L0, T;w*— M,y(2)) lorsque
k — oo. Alors on a ||ue(8)||my) — 11(t) || a0 dans LH(0,T); 7 peut donc
étre choisie commune pour tout k.
Montrons que la fonction 7 et 'ensemble K utilisés dans (i) peuvent également
étre choisis communs pour tous les k € N. En effet, d’aprés le théoréme de Ego-
rov, pour tout v > 0 il existe un compact Ky C (0,7") tel que |(0,7T) \ Ko| < v/4

tel que 7T(
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et ||p(t) — p(t)|| m, ) — 0 uniformément en ¢ € K.

Soit 7 la fonction continue définie sur [0,1] (il suffit de prendre o < 1 et
de raisonner sur [0, 1] au lieu de [0, cap(€?)]) de limite nulle en zéro telle que
wre(t)(E) < mp(0) pour tout E C 2 avec cap(E) < § et tout t € Kj avec
1(0,T) \ K| < v/2k+2

On note 7, la fonction associée a p, i.e. telle que pu(t)(EF) < m(d) pour tout
E C Q avec cap(F) < 0 et tout t € K, avec |(0,T) \ Ko| < v/4. Soit 0 > 0,
prenons d,, satisfaisant 7., (0 ) < 6/2. D’autre part, il existe n € N* tel que pour
tout k > n et t € Ko, ||pn(t) — p(t) || am,) < 0/2, et d1,...,0, tels que m(d) < 0
pour k = 1,...,n. Finalement, en posant 6 = min{d..,d1,...,d,}, on a pour tout

k€N,

sup  sup ux(t)(E) <46 pour tout t € Ko N Ku N ( ﬂ Ky).

keN cap(E)<d keN
Il s’ensuit qu’il existe une fonction 7 sur [0, 1] telle que w(4) — 0 lorsque 6 — 0,
et un ensemble K C (0,7) tel que [(0,7) \ K| < v de sorte que pour tout t € K
et pour tout K € N, sup pi(t)(E) < 7(0).

cap(E)<s

Maintenant on prend ¢ € LP(0,T; Wy () N L=(Q) N C(Q) de norme 1 et on
raisonne comme ci-dessus pour trouver

\/@d(uk—u)\ < / /\sol dlpx — p|(t)dt
Q 0,1T)/K JQ
T / / ol dlp — i ()t
K J{z; |p(tx)|<a}
T / / ol dlp — il ()t
K J{z; |o(t,x)|>a}

< 2l () + alln — ll o1t
Hele [ [ s — i (1)t
K J{z; |p(tz)|>a}
< 20) + allm = nlworane +2 [ 75 [ Deor)

< 2%(w) + ol — pllo o + 2em(-5 / / De(t)]?)

< 27(v) + ol — pll 2o @) T QCW(Q )-

Enfin on choisit v assez petit, puis a assez grand, puis k assez grand pour conclure
que

/ odpy, — / @dp uniformément sur les bornés de  LP(0, T; W, P (Q2)) N L>¥(Q).
Q Q



Chapitre 4

Solution renormalisée d’un
probléme de Stefan non linéaire

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de donner un résultat d’existence de solutions
renormalisées pour le probléme de Stefan suivant :

(B(u)), — div a(u, Du) > f  sur Q := (0,7) x Q
(5)(bo, f) § Bu)(t =0) > by sur €
u=>0 sur X := (0,7) x 09,

ot © est un ouvert borné de R¥(N > 1), T" > 0, 3 est un graphe maximal
monotone dans R? contenant (0,0), f € L'(Q), by € L'(Q) et a : R x RN — RY
est un champ vérifiant les hypothéses du type Leray-Lions (H1)-(H4) énoncées a
I'introduction générale.

L’existence de solutions dans L' pour le probléme (S)(by, f) lorsque 3 est une
fonction continue et croissante a été établie par K. AMMAR ET P. WITTBOLD
[5], 'unicité de la solution a été auparavant prouvée par J. CARRILLO ET P.
WITTBOLD [37]. Lorsque a(u, Du) est remplacé par a(z, Du) — ¢(u), avec ¢ Lip-
schitz, ce probléme été étudié par D. BLANCHARD ET A. PORRETTA [25]. Ils
montrent 1'unicité de la solution renormalisée pour un graphe monotone quel-
conque et I'existence pour un graphe dont le graphe réciproque est une fonction
continue. La principale nouveauté du travail que nous présentons ici vient du fait
que, contrairement & D. BLANCHARD ET A. PORRETTA [25|, nous n’imposons
aucune condition sur le graphe ( pour montrer l'existence de solutions renor-
malisées. Nous combinerons pour cela les techniques de D. BLANCHARD ET A.
PORRETTA 25| et 'approche développée par K. AMMAR ET P. WITTBOLD |[5].

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section suivante, en s’appuyant sur
la théorie générale des semigroupes non linéaires, on montre pour des données
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bornées 'existence de solutions faibles pour le probléme approché et perturbé
suivant :

(300) i o, Du) +0(0) 2 /s Q
(Se) (b, 1)) (U)(t 0) > bg sur €2
=0 sur I,

avec Oi(r) = B(r) + ¢r, T € R, k>0, b € Bk(uo) uk — uy dans LY(Q), ot uy
est une fonction mesurable telle que ug € 871(by), et 1 est une fonction continue
strictement croissante.

On montre également que ces solutions faibles convergent lorsque k tend vers
I'infini vers les solutions faibles du probléme perturbé suivant :

(B(w)), = div a(u, Du) +¢(u) 3 f  sur Q
t=

(S)(bo, £, 1) ( )(t=0) 3 by sur
=0 sur X.

Ce passage a la limite est en partie assuré par la Proposition 4.2 ci-dessous, qui
nous permet grace a la perturbation ¢ de récupérer la convergence presque par-
tout de la suite de solutions du probléme précédent.

Dans la Section 3, nous choisissons une suite de perturbations (¢, )mn, crois-
sante en m et décroissante en n, nous approchons également les données f et by
par des approximations bi-monotones et nous montrons que les solutions faibles
du probléme (S)(bo, f, ¥mn) convergent lorsque m,n — oo vers des solutions de
(5)(bo, f), que 'on appellera renormalisées. Un lemme de comparaison de solu-
tions (cf. Lemme 4.3.1) jouera un role clef lors de ce passage a la limite.

Avant d’entamer I’étude, il est utile de rappeler deux lemmes, que I’on invoquera a
plusieurs reprises, fournissant une formule d’intégration par parties, généralisant
les formules déja prouvées (cf. H'W. ALT ET S. LUCKHAUS [2], F. OTTO [65] et
J. CARRILLO ET P. WITTBOLD |[37]).

Lemme 4.1.1. [22] Soient 3 un graphe mazimal monotone dans R? avec 0 €
B(0), u € LP(0,T; WyP(Q)), b € LYQ) avec b(t,x) € B(u(t,z)) p.p. (t,z) € Q,
bo, up € L*(Q) avec by(x) € B(up(x)) p.p. v € Q. Soit G € L (0,T; W1 (Q)) +
LY Q). On suppose que

[0-me= [ aa veep.o)x0)
Q 0

Alors
b(t) T
t —w)o 8 (r)drdzdt = G,p(u —w
454}@( Yo 571 (r)drdudt A< p(u — w)E)dt

pour tout p € WH(R), p croissante avec p(0) = 0, et pour tout w € Wy (Q)N D(3).
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Lemme 4.1.2. /25, Lemma 2.1] Soit F : R* — R une fonction continue telle
que A — F'(X\ u) est croissante et lipschitzienne continue Yu € R, et soit 5 un
graphe mazimal monotone dans R?. On pose G(\, p) = f’\(%F(r, w))3°(r)dr.
Soient w € LY(Q), wo € LY(2), b € LY (Q) et by € L' (Q) telles que b € B(w) p.p.
sur @ et by € B(wy) p.p. sur .

Alors pour tout z tel que F(w,z) € L*(Q),G(w,z) € LY (Q), F(wy,2) € L=(Q)
et G(wy,z) € L'(2), on a

/OT/Q(b— bo)%(f% /j*h F(w(z,7), 2(x))dr) dadt

T 1 t+h 1 t+h
< / /ft(b—/ F(w,z)dr——/ G(w, z)dr)dzdt
0 Jo h J; h J,

+/Q§(O)(boF(wo,z) — G(wo,z))dx

pour tout £ € WH(Q) avec € >0 et £(T) = 0.

4.2 Existence de solutions faibles

En utilisant ’approche des semigroupes non linéaires, on montre dans cette
section que, pour f € L>®(Q) et by € L>(£2), il existe des solutions faibles du pro-
bléme approché et perturbé (Si)(bf, f, 1) et qu’elles convergent vers des solutions
faibles du probléme (S)(by, f,1) que 'on définit comme suit :

Définition 4.2.1. Soient f € L>®(Q) et by € L>*(2). Une fonction mesurable
u: Q — R est une solution faible de (S)(bo, f,v) si u € LP(0, T, Wy*(Q)) N
L>®(Q), be L®(Q), be p(u) et pour tout £ € C([0,T) x Q) on a

_/Q(b—bo)gt+/Qa(u,Du)-Dg+/Qw(u)€=/Qf§-

Dans une premiére étape, on peut établir le résultat suivant dont la preuve découle
en adaptant les mémes arguments que K. AMMAR ET P. WITTBOLD [5] et PH.
BENILAN ET P. WITTBOLD [21].

Proposition 4.2.1. Soient 3 un graphe mazimal monotone dans R? tel que
0 € 5(0) ety : R — R une fonction continue, strictement croissante et surjective.
Alors Uopérateur
1p 0o 1
v T Cue WyP(2) N Le(Q), b, € LH(Q)
A= {(bk’ div a(u, Du) + ¢ (u)); br € Br(u) et div a(u, Du) € L>®(Q)

satisfait les propriétés suivantes :
o A% est m-accrétif dans L(2)
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o R(I+adj)=L>(Q) Va>0
[

. D(Agk) = {u e LY(Q); u(x) € R(B) p.p. x € Q}.

"”Ll

—
Comme Agk est m-accrétif dans LY(Q) et Ag C 11211 iélf Aﬂ, ou I'opérateur

Az est défini de la méme maniére que Agk en remplacant [ par 3, alors par la
théorie générale des semigroupes non linéaires, on déduit grace a la Proposition
4.2.1 lexistence d’une unique bonne solution b, € C([0,T]; L*(2)) du probléme
de Cauchy suivant :

(bi), + A% (be) > f, be(0) = bE. (4.1)

Si by — by dans L*(€2), alors la bonne solution by, de (4.1) converge dans C([0, T; L(Q))
vers la bonne solution b du probléme de Cauchy

b + A5 (b) > f, B(0) > by

Le théoréme suivant précise dans quel sens la bonne solution résout notre pro-
bléme.

Théoréme 4.2.1. Soient f € L™(Q) et by € L>®(Q2). Soit by, la bonne solution du
probleme de Cauchy (4.1). Alors uy est une solution faible du probléeme perturbé
(S)(BE, f,4)) et converge lorsque k — oo wers une solution faible du probleme

(S>(b0>f,¢)

Avant de démontrer ce dernier théoréme, énoncons le résultat suivant qui as-
sure la convergence presque partout de la suite de solutions (uy), du probléme
(Sy)(bE, f,1) sans aucune hypothése supplémentaire sur le graphe [3.

Proposition 4.2.2. Soient f € L*(Q), b, b, € LY(Q), k, 1 > 0 et up(t, ), w(s, )
t,s € [0,T] des solutions faibles des problemes (Si)(bE, f, ), (S))(bh, f,v), res-
pectivement, et by(t,x) € B(uk(t,z)), bi(s,z) € Blwl(s,x)) p.p. sur Q. On dé-
compose b, = by1 + %uk, b1 € Blug) et by = by + %ul, by € B(w). De méme
b = 0py + fug, by = 0y + up, b, € Buf), b)) € Bluh) p.p. sur Q. Alors

T
/ /5 (ks — bus] — B2, — bua]) —/ /53 (b — bia| — 1891 — o)
1
- 7 & (Jue —wl — Jug —wl) — fs (Jur — w| — |uh — wk))

T

+ / (Xt — Xtuncuny) (@t Dug) — alus, Duy)) - D
OT
0

@

@
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T
/0 /Q(f(t’ .%‘) - f<87x))(X{uk>ul} = X{ur<ui} + X{uk:ul})§
pour tout € € C°([0,T)° x Q) telle que £ > 0.

La preuve de cette proposition s’appuie essentiellement sur les idées développées
par D. BLANCHARD ET A. PORRETTA |25, Proposition 4.2].

Preuve.  Soit la fonction ns(r) = $75(r),d > 0, qui est une approximation
du signgy(-). Soient z € W, P(Q) N L®(Q) et £ € C°([0,T) x Q) telle que & > 0.
Considérons la fonction

erlt.) = 76(t0) [ mlun(ria) ()

vérifiant en particulier (¢5); € L®(Q) et @, € L®(Q) N LP(0,T; W, *(Q)), car
ns(uy — z) € LP(0,T; Wy P(2)) et 1} est a support compact, et
on — ns(up — 2)€ fortement dans LP(0,T; W, 7(Q))

et
on — ns(up — 2)¢ faiblement * dans L*°(Q) lorsque h — 0.

Soit uy(t, x) une solution faible du probléme (Sy)(bE, f, 1), et considérons la fonc-
tion test ¢y (t, z). On a

- /Q (b — D) (on)e + /Q a(up, Dug) - Dy + /Q lur)on < /Q fon  (42)

Grace aux précédentes convergences de la suite (¢p)n, le seul probléme lors du
passage a la limite avec h dans l'inégalité précédente se pose dans le premier
terme. Pour cela, appliquons le Lemme 4.1.2 :

/ /bk—b (o) > / /gt bt / m(uk(T 7) — 2(x))dr |
e ——/Hh/ B — =)
- [ so)[phustat — =) - / Belrym(r — 2)dr].
En faisant tendre k vers zéro, on obtient
- [ [oc-te = - [ [ afnmtn ) - / " utetr - 2]
/5 b (uf — 2) / Bu(rmh(r = 2)dr .
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Du passage a la limite avec h dans U'inégalité (4.2) il vient

/ /ft brms(ur, — 2) — /Uk(t)ﬁ (r)ms(r — z)dr]
/f 515775 —2) / Br(r)ms( T—Z)dr]

+/0 /Qa(uk.,Duk)- (ms (ur — 2)§) / /1/)%7]5“1@—2’)5
[ [t~ (43

pour tout & € C2([0,7T) x ) positive.

Soit ¢ € C°(9) telle que 0 < ¢ < 1. On remplace dans (4.3) z par w;(s, z) —6¢(x),
on prend £ = £(t, s, ) et on intégre U'inégalité (4.3) par rapport a s. On refait
les mémes opérations pour la solution (s, x), on additionne les deux inégalités
résultantes et on obtient aprés avoir fait les décompositions des fonctions by, by, b
et bl

/ / & bk ans(uk — w4+ 0¢) — / 5<ﬁ (r)ns(r —w + 5C)dr} (=: 1)
/ / ft ukm up —up + 0¢) — / " irn(g(r —u + 5C)dr] (=: 1)

_/ §j¢=0 [52,1776(2/8 —u +0¢) — / ’ B(rns(r —w +6C)dr] (= I3)
Q up—0¢

~ [ Gualpubntb — w00 [ fer—wrion] (=0
Q u

15Ck

_ /T/ & = buans(ur — w + 6¢) + /UkJrJC B )ms(u — v+ 6C)dr] (=: I5)

uy

up+9¢ 1
/ / & — Uma up — g +6¢) + / jrng(uk — 7+ 6Q)dr] (=: Is)

uk+9¢
- / §|s:0[ — bﬁlﬁé(ulg — uf) +0¢) + / B (r)nf(u — 7 + 5§)dr] (= I)

!
0

up+6¢ 1
/ Els=o] uo%( —ub + 0C) + /l jrng(uk —r+0C)dr] (=:Is)

0

+/ /(a(uk, Duy) — a(uy, Dwy)) - Dns(ug — uy + 0¢)§E (=:1Iy)

/ / (1) — () s — s+ O (= L)
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< / [0 = st —u+i0e h) @)

pour tout ¢ € C=(Q) telle que 0 < ¢ < 1, et pour tout & € C=([0,7)* x Q)
positive.

Par la suite, on notera ¢; : i = 1, -+, p,, les points de [—2n, 2n| dont I'image par
[ est un intervalle. Pour alléger I’écriture, on utilisera les notations

Pn
/Xﬂf”l{v;éci}7 /Xufnl{v:ci} au lieu de /X{v;éci,‘v’i—l,~-~7pn}7 Z/X{v—ci}-
=1

Etudions le passage a la limite en & vers zéro dans chaque terme de I'inégalité
(4.4). 11 est clair que

n&(uk — W + 5C) - X{uk>ul} - X{uk<ul} + CX{uk:ul} 10rsque 6 - 0 (45>

et que

st —2) — [ B0 Yt = 2)dr] < sup B - inf 5). (46)

r=2mn

Lors du passage a la limite avec d dans les termes I; — Ig on a besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.2.1.

Uk

lim B2(r)ns(r — uy + 6¢)dr

6—0 ul_éc

= [5(“00({%:1”} — B(uw) X fup<w}y + B(UZ)X{%M[}] X, {uye:}

+ [CZX{chi} + (Cbi + (1= Obi) X fu>ery — @X{uk<0i}} XUPr g = ;)
ou 6(0’5) = [Z)b_ZL L= ]-7 P

Preuve. En effet lorsque u; # ¢; Vi = 1,--- | p,, on a, en utilisant la formule
de la moyenne

Uk

(r)ns(r — uy + 6¢)dr
u;—06¢

1 u u—(1+¢)d w=6¢ 1
= [CE uz_égﬁ(?)dr]X{uFul} - [ /u k 0+ /u gﬁ(r)dr}x{%<w}

1—(14¢)6

w1 u+(1-¢)d | Uk
—i—[/ —ﬂ(r)dr—i—/ gﬂ(r)dr—i-/ ) O}X{upul}.
u 1

=8¢ 0 u w+(1-¢
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Lorsque w; = ¢;, i =1,-++ ,pp, on a B(u;) = [Q,b_l] et
Uk

N B2(r)ns(r — uy + 6¢)dr

1 ci 0 ¢;—0(14¢) 1 c;i—0C 0
= [5 B (T)d?”} X{ur=c;} — [/ 0+ 5/ B (T)d?“} X{ur<ci}

c;—0¢ U, i—0(14+¢)

1 [ 0 ¢ +6(1-C) 0 1 [uk
—l—[g B°(r)dr + g/c B°(r)dr + S/c )O}X{upci}.

c;—0C i+6(1—<
[

Revenons a la preuve de la Proposition 4.2.2. En utilisant (4.5), (4.6) et le lemme
précédent, on obtient

lim ]1
0—0

T
= —/O /QXﬂffﬂul#Ci}gt [(bk,l - ﬁ(ul))X{uk>ul} - (bkz,l — ﬁ(ul))X{uk<ul}
+C(b1 = B(ur)) X =y
T
_/ /QXUf:H{ul:cZ'}gt |:(bk,1 - CZ - (1 — C)bi)X{uk>ul} - (bk,l — Z)X{uk<ul}
0

+C (k1 — Z)X{Ukzul}} :
Lorsque u; =¢;, 1 =1,---,p,, on peut montrer que

(bk,l — (b — (1 - <)b_i)X{uk>ul} + (b1 — Z)X{uk:u,} — (bra — Q)X{uk@l}
= (bka — )¢+ (ko — ) (1 =€) = (bra — b) X <)
= (bg1 — Q)JFC + (b1 — b_i)+(1 — Q)+ (bkg — bi)~
= bt = Bl + (1= O [(brr — )" + by — b)) (4.7)

Par conséquent,
T
(lsin(l) L = _/ / Xupm, {u=c;} St [‘bkvl — bi|¢ + (1 = ¢)((br,1 — b))+ (bea — b))
— 0 Q
T
—/ / megl{u#ci}ﬁt!bm — by (4.8)
0 J@Q

et

lim ]3 = —
6—0

T
— _
/QXufnl{ulzci}fnzo |b2,1 - MC + (1 - C)((bg,l - bi) + (52,1 - Q) )

S— o—

O

Xopn, furestSie=olbry — bral. (4.9)
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En procédant de la méme maniere on obtient les limites suivantes :

T
. 1
liml, = — gt [_(uk - ul)(X{uk>ul} = X{up<u} + CX{uk=ul})]
6—0 0 Q k
T 1
0 J@Q
et
. Loy
(lgli}’(l) Iy = — o §|t:0 [E(UO - ul)(X{u’5>ul} - X{u’5<ul} + CX{ué“:ul})
1
=~ [ il — . (4.11)
Q
Des calculs analogues aux précédents impliquent les limites des termes I5 — I :
iy s =

T

S—
S~

Xufgl{ukzci}fs [(_bl,l + Cb_z + (1 - C)@)X{w&w} + (bl,l - E)X{Uz&m}}

XU?21 {uk:Ci}€S<<_bl,1 + b_1>X{uk:ul}

|
S
S~

Xern {uste}Es [(—b“ + Bwe)) X fuy>uy + (b1 — B<uk))x{%<uz}}

megl{uk;éci}gsC(_bl,l + ﬁ(uk))X{wc:w}

!

|
c\C\qC\
S— — —

Xurr, fup=ci}6s [|bl,1 = b+ (1= Q) ((bs = bia) ™+ (b — bz,l)_)}

T
/ Xﬂfﬁl{uk;ﬁci}fswl,l — bral, (4.12)
Q

|
S—

T 1
limly = — o=k — i, 4.13
I A R (113)

—0

i = = [ X a0 [ = I+ (0= = 10" + (=) )

- / Xﬂf’;l{ukfci}é\szoyb?,l - bk,1| (4.14)
Q
et

. 1 !
(1513(1)[8 = —/Q§|8_07|uk—u0. (4.15)
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Examinons maintenant la limite du terme Iy. Remarquons tout d’abord que ce
terme peut étre décomposé en somme de deux intégrales

1 T T
5 /0 /0 /{6c<uk—uz<a(1—<>} §laluy, Duy) = alw, D)) - D(wg = w)
T T
- 0 Duy) — D)) - D
—l—/o /0 /Qﬁa(u;g w4 6C) (a(ug, Duy) — a(uy, Dwy)) - D€

= I+ I3

Les hypothéses (Hy) et (Hy) impliquent

1
[91 = —/ / &(a(ug, Dug) — a(uy, Dw;)) - D(ug — w)
[0,712 J{6¢<up—u;<6(1-¢)}

> / / ¢(a(un, Dw) — a(us, Dwy)) - D, — w)
0,72 J{6¢<up—u;<6(1—¢)}
> / / EC (upy un)uy — w] (1 + | D™ Dy — )|
[0,7)2 J{5¢<up—u;<5(1—¢)}
]_ _
= 7/ / €0 (ug, w) (1 + | D[P~ D (g — ).
0,712 J {5¢<up—u;<5(1—C)}

D’ou (lsin% I; > 0. D’autre part

§—0

T
lim [2 = /0 /Q(X{uk>uz} — X{up<w} + CX{uk:ul})(CL(uk7 Duk) — a(ul, Dul)) . DE
T
= /0 /Q(X{uk>uz} - X{uk<ul})(a(uk, Duk) — a(ul, Dul)) . Dt.

Par conséquent,

6—0

T
lim Iy > / /(X{uk>uz} — X{up<u}) (@(ug, Dug) — a(w, Duy)) - DE. (4.16)
0 JQ

Il est facile de voir que I'on a par le théoréme de la convergence dominée

T
(15111(1) IlO = /0 /QW(Uk) - w<ul>)(X{uk>ul} - X{uk<ul})€ (417)

et

T
(1511% Iy = /0 /Q(f(t7x) - f(sv x))(X{uk>ul} — X{up<u} + CX{uk:ul})f' (418)
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En résumé, en combinant toutes les limites (4.8)-(4.18), on obtient, aprés passage
a la limite avec 0 — 0 dans l'inégalité (4.4), I'inégalité suivante, notée (¢, &)

T
—/ /Xﬂf"l{ul;ﬁci}gtwk,l —bi1| - /QXﬂfnl{ul;éci}ftzowg,l — bia|
/0
/T
/ Xupnl{uk cz}€|8 0 [|bl 1 b |C + (1 - C)((ﬁ - b21)+ + (b_, - b?,l)_ﬂ
T
-
T
-
T
+
0
T
L

/0 /Q(f<t7 l’) - f<87 x))(X{uk>ul} — X{up<u} + CX{uk:ul})g I(C7 5)

| urme I = B0+ (1= O(ka =B+ (b = b))

\

meuﬂ&owm BIC+ (1= Q)b — B) "+ (0, — b))

Uk—UZ|—/ /ﬁlto o — il

o, e € | = BilG + (1= (b = bia) ™+ (B = b))

@

&

> =

@\Q\

O

X, fugesys |01 — br —/ /X{uk;ﬁcz}fls olbly — bi1|

f%uk—uﬂ—/ /§|so Ué|

X{uk>ul} X{uk<ul})( (uk‘v Duk) - CL(U/Z, DUl)) : Df

( l))(X{Uk>Uz} - X{“k<“l})€

@\@\@\@\

pour tout ¢ € C°(Q) telle que 0 < ¢ < 1 et tout & € C([0,T)? x Q) positive.
En prenant ¢ = 0, puis ¢ = 1 (en fait une suite dans C2°(Q2) qui I'approche),
alors en considérant U'inégalité I(1, &) 4+ 1(0, (1 — ¢)&), il vient

T
_/ / Xuf&{ul:ci}(@f)t [(bk,1 — z)—&- — (bea — b_l)—j
o Jo

— +
- /Q XUfil{uz:q}Wé)\t:o [(bg,l - Z)Jr - (bg,l —b;) }

T
— + _
—/ /Xufnl{upa}ft[(bk,l—bz') + (b — bi) }
0 JQ

J— + -
- /Q XUfgl{ul:ci}§|t:0 [(bg,l - bl) + (bg,l - Q) i|
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T
a / / XU?&{uk:Ci}(wg)s [(b_l B bu)—i_ - (z N bl}l)—q
0 JQ

R IEO I (S AR O

- / [ om0 = ) + (5= 0]
0 JQ

XUP’Ll{uk cl}f\s 0 [(b bl 1) (bZ - bg),l)_]
T
-

T
T
T

“
[

/0 /Q (F(2) = £(52)) (Chue o) — Xtumcan + X )E (4.19)

@\
S~

Xz, furstesy el Okt = bua| = / / X, (ursteyEle=ol b1 — bual

Xren qugte;ySslbrn — bl — / / Xewn, furteyEls=0lbra — b1

i |uk—ul|—/ /fto Juf — w

s !Uk—ul\—/ﬂs o ur — ug)

S

@\@\@\@\@\

X{uk>ul} X{uk<ul})( (U/k,DUk) - a(uluDul)) : D§

( l))(X{Uk>Ul} - X{Uk<uz})§

pour tout &, ¢ € C°([0,T) x [0,T) x Q) avec £ >0et 0 < ¢ < 1.

Notons que la fonction ¢ apparait seulement dans les termes des dérivées en
temps, alors un argument d’approximation nous incite & prendre dans I'inégalité
(4.19) une fonction (¢, s,x) € L>=((0,T)? x Q) telle que ¢, p, € L>((0,T)* x )
avec 0 < ¢ < 1. Soit la fonction

1 t+h 1 s+h . 5
Phs = g/ E/ T 2776 bk (7,2)) — (b — ;) + Bj(bz,l(Qam)))}deT,
t s

ou B;(r) = (r — b, ) —(r— b_)Jr et Bi(r) = (b; — 7")+ (b; — r)". Constatons que
B; est croissante, B; est décroissante, et que c’est les fonctions By(by.,) et B;(by1)
qui apparaissent dans les termes de dérivées en temps de l'inégalité (4.19). Le
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choix de la fonction ¢, 5 est motivé par le fait que
T
[ e Sign(By ) = (B~ b) + By (b)) Bu(b ) dodeds
0 JQ

T
— [ [ X Bibua)sign(Bybu) = (5 = by) + B0 (s )iédodtds
0 JQ
et que sur 'ensemble {u;(s,z) = ¢;} on a

Bj(r)sign(B;(r) — (b — b;) + B;(bi1)) = dygsign(r — bia) X q,<r<hy

ol 0;; désigne le symbole de Kronecker. Plus précisément, ce choix de la fonction
©n.s nous permet de récupérer la fonction |bg; — by 1| dans les termes en dérivées
de l'inégalité (4.19) suivant le schéma suivant :

Remplagons dans l'inégalité (4.19) ¢ par ¢, 5, et passons a la limite dans chacun
des termes avec h,0 — 0. A nouveau le Lemme 4.1.2 est utilisable ici et on
montre de la méme maniére que D. BLANCHARD ET A. PORRETTA |25, Proof
of Proposition 4.2, Step 3| que

T
. . . + _— +
gghggf(—A Aﬁ@ﬂm;@@%&%“mj_@)_%%J—@)}

—+
- /QXUf"l{uFCi}(SDh,éf)t:o[(bg,l - Z)Jr - (52,1 - bi) ])

T b1
Z—/Q/Mﬁwwmé/ sign(r — bu,0)X b <<y @
0 Q -

b1

b
Q 1 -

bi1

En tenant compte de cette derniére limite et du fait que

b1 _
/ sign(r — bl,l)X{ﬁg«gb_i}dr + [(bry — bi)+ + (bea — b))~ ] = |br1 — bual,

b1

il vient

T
i it (-~ | /Q Yo ureny (0156, [(Bon — b — (b — )]
0

6—0 h—0

—+
- /Q XUf;”l{w=cz~}(90h,6f)\t=0{(bz,l - Q)Jr - (bg,l - bi) }

T
— + _
_/ / Xufgl{ul:()i}gt |:<bk71 - bl) + (bk,l - Z) ]
0 JQ

=+

~ [ o umo [0 = B (88, — ) 7))
Q
T
> —/ / & l1oky — il — |0p — bial]-
0 JQ
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D’une maniére analogue, on traite le terme avec la dérivée en s. Par conséquent,
le passage a la limite avec h,d — 0 dans 'inégalité (4.19) (¢ étant remplacée par

¢n,s) implique

T T
- / / Elbrg — bual — [0, — bual] — / / E[lbig — bial — 167y — bra
0 J@ 0 JQ
- 7§t[|uk — | — |ug — Ul” - Efsﬂuk —w| = fug — ul”
0 JQ 0 J@Q

T
T / / (Xt — Yoz (@(ts Dtg) — alur, Du)) - DE
0 Q

]

+/0 /Q(w(uk) — () (Xqur>w} — Xup<u})§

T
S/O /Q(f(t, z) = f(8,2)) (Xgu>uy = Xue<u} T Xfur=u})§ (4.20)

pour tout & € C([0,T)* x Q) avec & > 0. Ce qui finit la preuve de la Proposition
4.2.2. |

A présent, nous sommes en mesure de donner la preuve du Théoréeme 4.2.1.

Preuve du Théoréme 4.2.1. Soient ¢ >0, tp=0<t; <---<t, < T, t; —
t;

tig <eT—t, <eff -, fi € L%Q) avec Z/ 1£(£) = f{lldt < & pour
i ti—1

tout i = 1,---,v. Par la Proposition 4.2.1, il existe u;. € Wy (Q) N L>®(Q)
solution du probléme discrétisé

b 1.e b 1—1.e .
te RIS div a(Up,ie, Dupie) + ¥ (unie) = fi dans D'(€). (4.21)

b — 11
On pose pour ¢ €]t;_1,t;]
uk’g-j(t) = uk,i,&
bk’g(t> — bk,i,é
o) =

et up-(0) = uf, bp(0) = b telle que b € By (uf).
Définissons la fonction

/Oz(p o ﬁk_l)o(r)dr si re W

400 sinon,

ounpeP ={qge C®R); 0<q <1, Supp(¢’) compact}. Notons que (b’; est
convexe, semi continue inférieurement, propre et vérifie 8¢’; = pof3; ', ce qui nous
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assure que p(v) € 8¢’; (b) pour tout b € [i(v). Par les propriétés de la fonction
(b’; on a
(bk,i,a - bk,i—l,e)p(uk,i,a) Z ¢’;(bk,i,a) - ¢’;(bk,z‘—1,a)-

Multiplions maintenant ’équation (4.21) par la fonction p(uy.; - ), on obtient aprés
avoir intégré sur [t;_1,t;) X , sommé sur i = 1,--- v et utilisé 'hypothése (Hs)
et la formule de Gauss-Green

| Sh(ouc) + 20 /Q |Dup.f? + /Q P(ne)plne) < /Q Pt + [ dhieh),
Or

OA(8E) = / "o B0 (r)dr < (5O (08) < Bhp(ud),

car les fonctions p et (3, ')° sont croissantes, d’oti en choisissant (p;); € P telle
que pi(r) — p(¥(r)) lorsque I — oo, on obtient

/Q lupe)p((une) < /Q Fop((ue)) + / Bp(i (k).

Mais / bip((uf)) < / bop(¥(ug)), car b — by et ub — ug dans L'(Q) lorsque
Q Q
k — oo, d’ou
19 (ure)l o) < € (4.22)

et
[tk el poo(g) < € (uniformément en € et k). (4.23)

On pose maintenant ¢x(z) = / (3.1)°(r)dr. Comme précédemment, par les

propriétés du sous-différentiel,

(bkie — bric1.e)Ukic > Ou(bric) — Gr(briz1e)

pour tout ug ;. € 0P (by,i ). En multipliant 'équation (4.21) par uy,; ., on obtient
aprés avoir intégré sur [t;_q,t;) X £, sommé sur i = 1,--- , v et utilisé ’hypothése
(H») et la formule de Gauss-Green

[ ontvemy +x /Q Dug.l? + /Q Bl e < /Q Fune+ [ out).

En conséquence, par la monotonie de 1,

Ao /Q | Duye|” < ||f6||LP’(O,T;W—17P’(Q))||uk,6||Lp(0,T;Wol’p(Q)) + /Q(|bO| + 1)luo).

Par suite
||uk’5||LP(O7T;W01’p(Q)) S C (424)
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On peut extraire une sous-suite, notée encore (ug.)., telle que uy . — wuy, faible-
ment dans LP(0, T; Wy (Q)) lorsque € — 0. Gréace a I'hypothése (Hs), (a(ug.e, Dug.))e
est bornée dans (L”'(Q))", donc, quitte & extraire une sous-suite si nécessaire,
converge lorsque € — 0 vers x, et par 'argument de pseudo-monotonie, il est
facile d’identifier div a(uy, Dug) et div x,. Finalement, tous les éléments sont en
notre possession pour montrer que uy, est une solution faible de (Sy)(b, £, ).

La deuxiéme étape de la preuve consiste a passer a la limite en k vers 'infini dans
le probléme (Sy)(bE, f,1). Des estimations précédentes, on déduit en particulier
que

“uk“Loo(Q) <C (4.25)

et
||uk||Lp(oyT;W01’p(Q)) < 07 (426)

ou C' est une constante indépendante de k. Quitte a extraire une sous-suite si
nécessaire, que ’on notera (uy)g, on déduit de l'estimation (4.26)

uj, — u faiblement dans LP(0,T; Wy *(Q)) lorsque k — oo.

Pour le passage a la limite dans le probléme (S)(bE, f, 1) avec k — oo, on aura
besoin de la convergence forte de la suite de solutions (u), dans L'(Q), qui
s’établit a I’aide de la Proposition 4.2.2 ci-dessus. En effet, soit p(r) € C°(—1,1)
avec 0 < p <1, p(r) = p(—r) et définissons p,(r) = pp(pr). En remplacant dans
l'inégalité (4.2) la fonction & par ¢(t)p,(t — s), ot ¢ € C([0,T")) avec ¢ > 0, il
vient

T
_/ /Q<90:0p)t(|bk,l — b — |b271 - bl,1|) (=:J1)
0

T
_/ / (gopp)s(‘bl,l - bk,l’ - ‘bloﬂ - bk,l’) (:Z JQ)

T 1
/ 7 (@op)e (lux = w] = lug — w]) (=: J3)
0 JQ
T 1 l
/ /E #p)s (= tal = I = ] (= 1)
0 Q
T
+/0 /Q — () Xfueswy — Xusu )90y (=1 J5)

< / (F(5.2) = F(5,2) Uy — Yioncu))@0p. (=2 Jo)  (4.27)
0 Q
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En tenant compte du fait que p,(t — s), = —p,(t — s), on a

T
htdy = - / / culbrs — bualp(t — 3)
0 Q
_ /Q P(0)pp(—)BLy — by | — /Q o)) lbrn — B4,

Par la théorie générale des semigroupes non linéaires, by 1, b1 — bdans C([0, T]; L' (2))
lorsque k,l — oo, alors

T
lim / / 90t|bk,1 — bl,l‘pp<t — 8) =0.
k’,l‘)OO 0 Q

D’autre part

/Q PO —)B, — b < /Q o(O)pp(—8) B0, — B, ] + /Q o(0)p(—5) By — b

— 0 lorsque k,l — oo et p — .

Le terme / @(t)pp(t)|bey — b4 se traite de la méme maniére. Par conséquent,
Q

p—0o0 k,l—o0
Puisque ug, u; € L*(Q), alors

lim lim Js+ .J; = 0. (4.29)

p—o00 k,l—o0
Enfin, il est clair que

lim lim Jg = 0. (4.30)

p—o0 k,l—0c0

En combinant les limites (4.28)-(4.30) dans l'inégalité (4.27), on aura

i i [ /Q [ (un(t, 7)) — Dun(s, ) lppy < 0.

p—oo k,l—o0

En particulier, pour £ =1, on a

i i | /Q [ (un(t, 7)) — Y(un(s, ) lppy < 0.

p—o00 k,l—o0
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En considérant ¢ telle que ¢ = 1 sur [7,0], ot 0 < 7 < 6 < T, on obtient

| 6 [ 1ttt a)) — vte.o)

k,l—o0

< lim lim/o /Q!w(uk(t,x))—w(ul(t,x))wp

p—oo k,l—o00

< g ([ ] wteo) - oo

p—o0 k,l—o00

_|_/OT/Q|@/)(ul(s,:E))—¢(Ul(t7$))|§ppp>

< 0.

En choisissant @ = @y, 5, 00 Yy 0 (1) = 207 =197 m, n fixés (vérifiant (¢, , (1) —

Ymn(s)] > mh — s]) il s’ensuit

6
lim//|uk—ul|:O Vo<t<0<T.
kl—oo J_ Q

Or (uy), est bornée dans L=(Q) et uy — u faiblement dans L?(0,T; W, (Q)),
d’ou

up — u fortement dans L'(Q) lorsque k — oo.
Gréace a 'hypothése (Hs), (a(ug, Duy))y est bornée dans (Lp/(Q))N, donc, quitte
a extraire une sous-suite si nécessaire, converge faiblement dans (Lpl(Q))N vers x
lorsque £ — oo, et par 'argument de pseudo-monotonie & nouveau, il est facile

d’identifier div y et div a(u, Du).
D’autre part, par la théorie générale des semigroupes non linéaires,

b, — b dans C([0,T]; L*(2)).

Au final, on peut facilement passer a la limite dans le probléme (Sy)(bE, f, Vm.n)
avec k — oo. En effet, en choisissant la fonction test £ € C°([0,T) x ), on a
clairement, grace aux convergences précédentes,

. /Q b bo)e, + /Q o(us, Du) - DE + /Q b ()€ = /Q e,

ce qui achéve la preuve du Théoréme 4.2.1. [ |
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4.3 Existence de solutions renormalisées

Cette section est consacrée a l'existence de solutions renormalisées du pro-

bleme (S)(by, f) pour des données f € L*(Q) et by € L'(Q).

Définition 4.3.1. Une fonction mesurable u : Q — R est une solution renor-
malisée du probléme (S)(by, f) si

Ty (u) € LP(0,T; Wy P () pour tout k > 0

et s’il existe b € LY(Q) telle que b € B(u) p.p. dans Q, vérifiant
b bo
—/ @t/ (S’oﬁl)o(r)drd:cdt—/@(())/ (8" 0 B~ (r)drdx
Q 0 Q 0

+/Qa(u,Du)-D(cpS'(u))d:Edt:/QfS'(u)god:Edt

pour tout S € W2*(R) avec S" a support compact, et tout p € C=([0,T) x Q)
telle que S'(u)p € LP(0,T; Wy (Q)), et, si de plus,

lim (a(u, Du) — a(u,0)) - Du = 0. (4.31)

oo Ju<ul<any
Remarque 4.3.1. Notons que les intégrales ci-dessus sont bien définies. En
effet, dans la premiére intégrale, on a |f0b(S’ o B~ 1(r)dr| < |IS"]||b] et b €
LY Q). Le méme raisonnement est a appliquer pour la deuxiéme intégrale avec
bo € LY (). Le troisieme terme doit étre compris comme

| atw DTiw) - DS (Tiw) (432)
QN{lu|<k}

pour k > 0 tel que Supp(S’) C [—k,k]. En effet, si Supp(S") C [k, k|, alors
S'(u) = S"(Tx(u)) et S"(u) = 0 p.p. sur {|u| > k}. Grice a Uhypothése (Hs),
a(u, DTy (uw)) X {jul<k} € (LPI(Q))N, ainsi Uintégrale (4.32) est bien définie. Notons
aussi que lintégrale (4.32) est indépendante du choix de k tel que Supp(S’) C
[—k,k]. En effet, on a DTi(u) = DTy(u) p.p. sur {|u] < kA h}. De la méme
maniére, on montre que l'intégrale (4.31) est bien définie. O

A présent nous sommes en mesure d’énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 4.3.1. Soient f € L'(Q) et by € L'(Q). Alors il existe une solution
renormalisée du probléme (S)(bo, f).

Notons que 'unicité de b € [(u), ot u est une solution renormalisée du pro-
bléme (S)(bo, f), peut étre prouvée de la méme maniére que D. BLANCHARD ET
A. PORRETTA |25, Theorem 4.1| sans aucune hypothése supplémentaire sur le

graphe 3 :
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Théoréme 4.3.2. Pour i = 1,2 soient f; € LY(Q),by; € L'(Q). Soit u; une
solution renormalisée du probleme (S)(bo;, f;). Alors

| a6y = ate))” < /Q (= R+ [ (o= o)”

pour presque tout t € (0,T).
La preuve du Théoréme 4.3.1 nécessite le lemme suivant :

Lemme 4.3.1. Soient by,by € L=(Q), f, f € L>®(Q),,1 des fonctions stric-
tement croissantes, et u, U des solutions faibles de (S)(bo, f,v), (S)(i)o, 1, @2), res-
pectivement.

Si by < by, p.p. surQ, f < f p.p. surQ, et 12(7’) < (r) pour tout r € R, alors

u<u p.p. sur@.

Preuve. 1l suffit de calquer la démonstration de la Proposition 4.2.2 mais en
considérant dés le début de la preuve la fonction test

t+h
prlt.) = gelta) [ (alr) = ()

ou 75 (-) est une approximation du sign®(-), au lieu de ¢y (t,z) = £&(t, z) :Jrh

ns(u(T,z) — z(x))dr. On obtient alors une inégalité analogue a (4.2), et en consi-
dérant comme dans (4.27) £(t,s) = p,(t — s), il en résulte

0 > lm / | wtw i@,

T
. ~ ~ =\t
> tim [ [ ) =500+ 500 ) 7,
T
) ~ =\t
> tim [ [ @0 -0 s,
D’ou
| Gt~ i) <o
Or 1 est strictement croissante, d’ott u < @ p.p. sur Q. [

Preuve du Théoréme 4.3.1.

La méthode employée pour montrer I'existence de solutions pour f € L'(Q)
et by € L*(Q) consiste a approcher les fonctions f et by par les suites f,, =
fAmV (—n) € L*(Q) et by, = bp AmV (—n) € L®(Q), m,n € N*, et
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a considérer Y(r) = ¥y ,(r) = Lrt — 1y~ ce qui donne une solution wp,, du
probleéme (S)(82, ., fmns Ymn) (’apres le Théoréme 4.2.1) puis a passer a la limite

m,n’
avec m,n — oo.

La solution u,, , vérifie alors I’équation suivante pour tout £ € C°([0,7) x Q)

_ /Q (B — 0%, )6+ /Q @ty Dty ) - DE+ /Q Y (Umn )€ = /Q fmn&. (4.33)

Nous allons montrer que la limite presque partout de la suite u,, ,, est une solution
renormalisée du probléme (S)(by, f). Fixons & > 0. Choisissons dans l'inégalité

(4.33) la fonction test Ty (wm,n)p, ot ¢ = min(%, 1), § > 0. Sachant, par le
Lemme 4.1.1, que l'on a

bm,n
—((bmn)p Ti(tmn)p) = /QSOt/O (Ty o B71)°(r)drdxdt
b0

+ [0 [ Tio 5P,

alors, grace a la monotonie de la fonction v, ,, on a

-5 b T-25
/ / / (T 0 B~ 1)°(r)drdxdt + / / (U, D) - DT (U 1)
725 Jo Jo 0 Q

T-25
En utilisant ’hypothése (Hz) et le fait que / / a(tpmn, 0) - DTy (tmm) = 0,
0 Q

par la formule de Gauss-Green, on déduit

T T—-26
do [ [ 10T = o [ [ DT ) < i)+ Kol o
0 Q 0 Q

—0

Quitte & extraire une sous-suite si nécessaire, que ’on notera toujours (U n)m.n,
on déduit que

Ti(tmn) — v faiblement dans LP(0,T; Wy (Q)) lorsque m,n — oc.
D’autre part, le Lemme 4.3.1 nous assure que
Ump < Umtin €6 Umpt1 < Uppn P.p. sur @ pour tout m,n € N*.

Par conséquent,

um,n Tm—>oo un \L’VL—NDO U p‘p' sur Q?

ol Uy, u : Q — R sont des fonctions mesurables, et de la méme maniére que K.
AMMAR ET P. WITTBOLD [5] on montre que ces fonctions sont finies p.p. sur Q).
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Il vient alors vy = Ty (u).

Par I'hypothese (Hs), (a(Ti(tmn), DTk (tmn)))mn est bornée dans (Lp/(Q))N, et
donc, quitte & extraire une sous-suite si nécessaire, converge faiblement vers y
dans (Lp/(Q))N lorsque m,n — oo, pour tout k € N*. Identifions, par 'argument
de pseudo-monotonie, div xy et div a(Ty(u), DTy (u)). Pour ce faire, on utilise la
méthode de régularisation de Landes (cf. R. LANDES [52]).

Soient v > 0 et (uY), une suite telle que

ud € WyP(Q) N L®(Q)
[l ooy < K
u — Ty (ug) p.p. sur Q lorsque v — oo

%HUBHWOL;;(Q) — 0 lorsque v — oo.

Alors, pour k,v > 0, la régularisée de Landes (Tx(u)), est I'unique solution du
probléme

AL i1y - (1)) s Q
(Tk(u))u(O,-):uﬁ sur €.

Elle vérifie
(Tio(w)), € LP(0, T WyP()) N L™(Q),

O(Tx(u)) 1
T” € LP(0, T; WyP(Q)),
quitte a passer a une sous-suite si nécessaire, on peut montrer que

(Ti(u)), — Ti(u) fortement dans LP(0,T; Wy (Q)) et p.p. sur Q

et
”(Tk<u>)VHLoo(Q) <k Vv>0.

Introduisons la fonction ¢,(z) = [ (ho 871)°(r)dr, ou h € W'(R) positive &
support compact. On remarque que gy, est lipschitzienne continue et monotone.
On note Gy := ¢y, o G le graphe défini par

On(x) = pn o B(x) = {en(b),b € B(x) z € 2}
On a en particulier
On(bm.n) € Bn(Umy) pour tout by, , € B(tpmn).
Considérons dans (S)(by, ., frn, ¥m,n) la fonction test KA (twm, ) (Th (tmn) —(Tr(w))y),

ou k € D;[0,T) et montrons que

lim sup lim SUP/QHCL(Um,m Dty ) + D(R(tn ) (Th(timn) — (T(u)),)) < 0.

V—00 m,n—0o0
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Il est clair que

im lm | K (W) Bt ) (Te(ttn) — (T (w))y) = 0

v—00omn—oo Jo

et
lim lim K frnn P (mn) (T (Umn) — (Tk(w)),) = 0.

V—00 M,N—00 Q
Montrons que

liminf lim [ ((bun)ps 55 (mn ) (Te(ttmn) — (Tk(w)),)) = 0. (4.34)

V—00 m,n—oo 0

On remarque que

/O (o) 5 () Tittmn) — (Ta)),)
_ / (D)) A (Ti(ttn) — (Ti()))),

et en appliquant le Lemme 4.1.1, on déduit

/0 (B 5t Tettm) — (Ti(u)),))
- () ATt} — / (@b (Tl
_ /Q o /0 O o 5y — /Q e /0 O Do B
+ /Q Pn(bmn) (T (u))vhie + /Q 2n (U ) Te(11,)5(0)
n /Q om0 (Te(w) — (Ti(w)),)
L /Q “ | " (B0 gy - /Q w | " o B
v [ entmmyn + [ etomaino)
n /Q on(B)R(Te(u) — (Te(w)),) lorsque m,n — oo

La principale difficulté pour passer a la limite dans 1’équation précédente avec
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v — oo est le dernier terme, pour cela décomposons le comme suit :
g / oDk (Ti(u) — (Th(w),) = / (on(B) — on ()R (Tu(a) — (T(w)),)
Q Q
T / (on(8) — () Ri(Tu(w) — (Th(w)),)
Q
hbl’ffﬂ/Tku —(Ti(w)),
+/Qso< Yo (T (1) — (Tu(w)),)

= [1 +IQ—|—]3,

ot b € B(Ti(u)) ot by € B((Ty(w)),).
Grace a la monotonie de (), et au fait que |(Tx(u)),| < k, on a

L - / ok — (T()),) on(6) — on(0")]
{u>k}
+ / k(—k — (Te())o)n (D) — (8]
{u<—k}

> 0.

De la méme maniére, la monotonie de 35 nous assure que 'intégrale I, est posi-
tive ou nulle D’autre part, en utilisant [32, Lemme 3.3| et le fait que ¢ (bF) €
Br((Tk(u)),) on déduit que

/c‘% (T (w))w )on (b))

e

_ /Q o /0 O oy /Q (0) /0 T

_ /Q o /0 " g0y — /Q #(0) /0 M 0y Torsaue v — oo,

On aura finalement

wn(b) on(bo)
lim I > —/ lit/ (T 0 B, )0 (r)dr — / Ht/ (T 0 B, 1)°(r)dr
v—00 Q 0 Q 0

4 / on(D)Tu(w)re + / on (o) T (110)(0)

—/Qlit /OTk(u) 52(T)d7“—/ﬂ/€(0) /UTk(UO) B (r)dr. (4.35)

En injectant ’égalité suivante

Ty, () ©n(b)
T (u)on(8) = / B(r)dr + / (Tyo B ()dr Yion(b) € fulu) Vk > 0,
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dans (4.35) on déduit
lim I > — / ke Ty (u
V—00 Q

+/ /itTk +
Q
= 0.

£(0) Ty (uo)en(bo)

k(0) Ty (uo)en(bo)

D\{O\

D’ou la limite (4.34). Par conséquent

limsuplimsup/@/ﬁa(umm,Dum,n)-D(h(umm)(Tk(umm)—(Tk(u)),,)) < 0. (4.36)

V—00 m,n—00

En considérant h = hy(r) = (I+1—|r|)" A 1,1 € N avec [ > k on déduit de la
limite précédente que

lim sup lim sup (/Qlihl (Wmn)a(Up s Dl ) - D(Tk(um’n) — (Tk(u))y)

V—00 m,n—0o0

+/{l<umn|<l+l} KN (W) (T (Umn) — (Te(w)) ) a(tmpy Dt ) - Dum,n>

<0.

En choisissant dans (S)(Y, ., fon: ¥ma) la fonction test ¢, (r) = signy(r)(|r| —
[)™ A1 et en tenant compte du fait que

lim sup lim sup/ KR (U ) (T (1)) @( Uy DU p) * Dt p
(1< |tm | <11}

V—00 m,n—00

= 0 (par Gauss-Green)

et que

lim sup lim sup/ K (U n) @ (U g, Dt ) - D(T(w)),
v—00  mn—00 J{|um, n|>k}
N / chi(w)Xip - D(Ti(u))y = 0,
{lulzk}
on déduit de la limite (4.36) que

lim sup lim sup /Q Ka(Tk(Umn), DTk (tmn)) - D(Tk(um,n) — (Tk(u)),,) < 0. (4.37)

A Taide de cette limite prouvons que div a(Ty(u), DTy (u) = div x. Pour £ €
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D.(Q) et a € R, on a

a//ka-Df
Q

= lim [ aka(Ti(tmn), DT (Umn)) - DE

n—oo Q

> lim sup lim sup /Q/w(Tk(umm), DTy (tmp)) - D(Tk(um,n) — (T (u)), + a{)

V—00 m,n—0o0

> lim sup lim sup /Q/ia(Tk(um,n), D[(Ty,(w))y — o€]) - D(Ti(tmn) — (Ti(u)), + af)

V—00 m,n—0o0

> /Q aa(Ti(u), D[T}(u) — ag]) - DE.

En divisant par a > 0, respectivement o < 0, et en passant a la limite avec
a — 0, on obtient

div x = div a(Tk(u), DT (u)) Vk > 0. (4.38)
Une autre conséquence de I'inégalité (4.37) est

lim lim

V—00 m,n—=00

/Q [G(Tk(um,n>a DTk(“mn)) - a(Tk(um,n>7 D(Tk(u))l/)] : D<Tk<um,n) - (Tk<u))l/) =0.

Par le principe diagonale, il existe une sous-suite que 'on notera wu,,) telle que
[a(un@), DTi(tn())) = a(Ti(tn@))s D(Ti(w)))] + D(Th(tnw)) — (Th(w))y) — 0
fortement dans L'(Q) lorsque v — oo. Par conséquent on a
a(tn(v), DTi(tn(w))) - D(Ti(un(w)) = (Tr(u))y) = 0
faiblement dans L'(Q) lorsque v — oo, et en utilisant I’égalité (4.38), on a
a(Un@y; DTk (tnwy)) - D(Tk(w)), — a(Ti(u), DT(u)) - DTy (u),

faiblement dans L'(Q) lorsque v — oco. En choisissant la fonction test S’(w,.»)ep,
ot S € W2®([R) et ¢ € C*([0,T) x Q) et en combinant les estimations éta-
blies, pour une certaine sous-suite bien choisie (notée simplement u,, ), on peut
passer a la limite dans le probleme (S)(by, ., fm,n, Ym,n) lorsque m,n — oo et on
obtient alors la formulation renormalisée désirée. Reste & montrer que u vérifie la

limite (4.31). Pour ce faire, considérons dans (S)(b), .., fmn, ¥mn) la fonction test
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O1(Umn), o0 @i (r) = signy(r)(|r| — )T A1, et utilisons la formule de Gauss-Green,
on obtient

/ (a(um,na Dum,n) - a(um,na 0)) ' Dum,n
{I<]um,n|<l+1}

</ ol + | 19,
{ZS‘Um,nlgl‘Fl} {l§|um,n|§l+1}

Ceci implique la limite (4.31) grace a I'hypothése (Hs). Par conséquent, on a
montré que u est solution renormalisée du probléme S(by, f), ce qui achéve la
preuve. |

4.4 Remarques et extensions

e On a montré I'existence de solutions renormalisées sous la condition que le
champ a vérifie '’hypothése (Hy). Il est intéressant de voir ce qui se passe
lorsque a satisfait la condition plus faible (Hs) suivante :

(a(r, &) —a(s,n))- (€ =) +C(r, ) (L+[E["+ ) |r—s| = T(r,5)-£+T(r,5)1,

pour tout s e R,&E,neRY et ot C:RXxR - Ret [, : R xR — RY
sont deux fonctions continues. Un exemple d’application satisfaisant 1’hy-
pothése (Hs) (mais pas (Hy)) est a(r, &) = |26 + F(r), on F: R — RN
est continue.

A ce propos, notons que 'existence et 'unicité de la solution renormalisée
du probléme (S)(bo, f) lorsque [ est une fonction continue, croissante avec
b(0) = 0 ont été démontrées par K. AMMAR ET P. WITTBOLD [5] et J.
CARRILLO ET P. WITTBOLD [37] sous I'hypothése (H3). Leur preuve s’ap-
puie sur un double dédoublement de variables (en temps et en espace).

e Il est possible de définir la notion de solutions entropiques au probléme
(S)(bo, f). En effet, on est tenté de donner la définition suivante : une
fonction mesurable u : 2 — R est une solution entropique du probléme
(S)(bo, f) si Tp(u) € LP(0,T; W, ?(Q)) pour tout k > 0, b € LY(Q) telle que
b € B(u) p.p. sur Q, et vérifiant

_/Q,Qt/b:Tk(r—¢)d7’—|—/@/sa(u,Du)~D(Tk(u—¢)):/Q/fka(U—@

pour tout x € Dy [0,T) et ¢ € Wy ().

Se pose alors la question d’existence et d’unicité de solutions entropiques
du probleme (.5)(bo, f) et aussi 'équivalence entre les deux concepts (renor-
malisée et entropiques).
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e Enfin, I'étude de (S5)(bo, f) en remplacant la condition de Dirichlet sur le
bord par la condition mixte (—a(u, Du),n) € y(x,u), out v est un graphe
monotone dans R?, est intéressante a entreprendre. Récemment, F. AN-
DREU et al [9] ont étudié le probléme de Stefan avec des conditions dyna-
miques sur le bord :

2z —div a(u, Du) = f, z € f(u) sur Q
wy + a(u, Du) -n =g, wey(u) surX
2(0) = 2o sur €2
w(0) = wy sur 02,

ol 3 et v sont des graphes dans R?. Sous des hypothéses supplémentaires
sur les graphes, les auteurs prouvent ’existence et I'unicité de la solution
faible et renormalisée.



Chapitre 5

Lois de conservation scalaires avec

des conditions non linéaires sur le
bord

5.1 Introduction

Le présent chapitre aborde l'existence et I'unicité de la solution entropique
pour le probléme de loi de conservation

ur +div p(u) = f sur @ :=(0,7) x Q (5.1)
ou u est assujettie a vérifier la condition initiale
u(0,-) =up sur (5.2)
et la condition au bord
o(u)-vepu) sur ¥:=(0,7) x 09, (5.3)

ot 2 est un domaine de RY (N > 1), v est la normale unitaire extérieure a 2, 3
est un graphe maximal monotone dans R? vérifiant 0 € 3(0),

w:u€R — (o1(u),pa(u), -, on(u)) € RY est un flux Lipschitz

“ { ug € L*(Q) N LYQ), f e LY(Q) avec

f(t,) € L=(Q) pp. t € (0,T), [y I1F(t,)]|sedt < 00
Notons que la condition au bord (5.3) englobe en particulier la condition de
Dirichlet homogene (5 = {0} x R) et la condition de Neumann (3 = R x {0}).

Le cas Dirichlet a été étudié par C. BARDOS, A.Y. LE ROUX ET J.-C. NEDELEC
[13], qui ont défini une notion de solution entropique dans la classe L*(Q) N

(5.4)
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BV(Q). En effet, imposer a la solution d’étre BV permet de définir yu, trace de
la solution entropique, et de donner un sens a la condition au bord de la facon
suivante :

sign(~yu)(e(yu) — p(k)) - v > 0 Vk € (0,yu) p.p. sur X.

Plus tard F. OTTO [64] a introduit, sans que la donnée initiale soit BV, une
nouvelle condition d’entropie au bord ne nécessitant pas l’existence de la trace
forte de la fonction u. Récemment, R. BURGER, H. FrRID ET K.H. KARLSEN
[34] ont prouvé l'existence et I'unicité de la solution entropique pour le probléme
(5.1)-(5.2) avec la condition de Neumann ¢(u) - v = 0 sur . Toutefois ce résultat
impose a ¢ d’étre C? et a Uensemble {&; ¢ + ny'(£) = 0} d’étre de mesure nulle
pour tout (¢,n) € R x RY. Ces conditions permettent en effet de définir la trace
(au sens de A. VASSEUR [75]) de la solution entropique et de définir la condition
au bord comme suit :

o(yu)-v=0 p.p.sur X.

Pour lever ces restrictions, on fait appel dans ce travail & un autre résultat d’exis-
tence de traces dtt & E.YU. PANOV [68] démontré & ce jour pour 2 = RT x RV -1
(cf. Proposition 5.2.1). Ainsi, & partir de maintenant nous supposerons que ) =
R* x R¥=1. Notons que la généralisation des résultats de E.Yu. Panov au cas
d’une frontiére courbée suffisamment réguliére est en cours, aussi nous nous at-
tendons a ce que la formulation de la condition au bord suggérée dans ce chapitre
soit valable pour une classe plus générale de domaines (et aussi pour des condi-
tions au bord du type f(x,-) + g avec g € L®(X)).

Venons-en a la description détaillée de ce chapitre. A la section qui suit, on in-
troduit quelques outils nécessaires a notre présentation, notamment la notion de
traces fortes et un résultat de leur existence di a E.Yu Panov (cf. Proposition
5.2.1). A la Section 3, on montre l'existence et 'unicité de la solution entropique
du probléme stationnaire :

u+div o(u) = f dans
o(u) - v e [(u) sur  0f),

en lui associant un opérateur A dont la fermeture est m-T-accrétif dans L'(€2).
L’idée pour prouver cela est d’approcher le probléme stationnaire par des pro-
blémes comportant un peu de diffusion, & savoir

u+divp(u) = f+eAu  dans €
(HS)(f) { (p(u) —iDu) v € Pe(u) sur 09,

ou (3. est une approximation lipschitzienne du graphe 3. Nous arrivons ensuite a
caractériser la condition au bord pour la fonction limite en terme d’un nouveau
graphe 3 obtenu comme une sorte de "projection" du graphe 3 sur celui de la
fonction ¢ - v (cf. (5.9)). Le passage du graphe  au graphe 3 est expliqué par le
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phénomeéne de couche limite, bien connu pour le probléme de Dirichlet (voir C.
BARrRDOS, A.Y. LE Roux ET J.-C. NEDELEC [13| et D. SERRE [72]). L’étude de
ce probléme stationnaire est motivée par I'usage de quelques outils de la théorie
générale des semigroupes non linéaires qui nous assure l’existence d’une unique
bonne solution du probléme u; +.Au > f. Cette derniére, nous le verrons a la Sec-
tion 4, est en fait 'unique solution entropique du probléme (5.1)-(5.3). La preuve
de I'unicité de la solution entropique se déroule en deux étapes. Tout d’abord on
compare deux solutions en dehors d'un compact puis, par passage a la limite sur
les fonctions tests, en utilisant le résultat de E.Yu Panov sur I'existence de traces,
une comparaison de deux solutions entropiques est déduite. Nous terminons ce
chapitre par quelques remarques et extensions.

Notation : Dans la suite, on écrira ¢, au lieu de ¢ - v.

5.2 Hypothéses et résultats préliminaires

Dans cette section, on introduit les hypothéses et les outils nécessaires pour
présenter la formulation adaptée de la solution du probléme (5.1)-(5.3) et assurer
son existence et unicité.

On suppose que ¢ : R — RY est lipschitzienne de constante de Lipschitz L et
vérifie p(0) = 0. Pour assurer les estimations et les convergences nécessaires on
est amené a supposer également

Il existe une constante C telle que |3(z)| > |p,(2)| V|z| > C, (5.5)

la fonction ¢ est monotone par morceaux (5.6)
et

Veé e RN, € #0, la fonction z — & - () n’est constante sur aucun intervalle.

(5.7)
Les hypothéses (5.6) et (5.7) ne sont pas dictées par le probléme, nous avons eu
besoin pour des raisons techniques, et on espére pouvoir s’en affranchir, tandis
que I’hypothése (5.5) assure une borne L sur la solution. En absence d'une telle
borne, la notion de solutions entropiques renormalisées doit étre considérée (voir
par exemple PH. BENILAN, J. CARRILLO ET P. WITTBOLD |[18]).

Introduisons & présent la notion de couple entropie-flux, un outil omniprésent
dans notre étude.

Définition 5.2.1. Soit n: R — R une fonction conveze et ¢ : R — RY. On dit
que (n,q) est un couple entropie-flux si pour presque tout z € R

1 (2)#'(2) = 4 (2).
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La fonction z — n(z) est appelée entropie, et q est le flur entropique associé. Si
n et q sont de classe C*, on dit que (n,q) est un couple entropie-flux régulier.

Exemple : Soit & € R. Les couples les plus utilisés sont les couples entropie-flux
de Kruzhkov :
{ mk(z) = |z — k|
qe(z) = sign(z — k)(p(2) — ¢(k))

et
{ nE(2) = sign® (2 — k)
gy (2) = sign™(z — k)(p(2) — (k).

Remarque 5.2.1. Pourl € N*, k € R, le couple entropie-fluzx (n,f’l,q,fl), ot

772:,1(2) = sign® (2 — k:)( (z — k)2 + 112 - %) et q,f,l(z) = /: n,fl(r)gp'(r)dr,

converge uniformément lorsque | — oo vers le couple entropie-flux de Kruzhkov
(nE, qi), et le couple (s, i), défini par

1 1 : ,
mie) =GR = et au) = [ el
k

converge lorsque | — oo vers le couple entropie-flux de Kruzhkov (nx, q). De plus
ces couples sont réquliers. O

A présent, définissons une notion de trace forte sur RT x RV~ Dans toute la
suite, z € Rt x RVN~! g’écrira © = (21, 2) avec 71 € RT et 2/ € RN,

Définition 5.2.2. Une fonction v € L}, ,(RN™1) est une trace forte de la fonction

v € Li, (R x RYY) sur {zy = 0} si pour tout € € Co(R¥™), €0

loc

ess-lim () |v(zy,2") — v(2")|dz" = 0.
z1—0 JpN-1

Remarque 5.2.2. Soit v € L>®(Q) admettant une trace forte v sur 0. Alors
pour toute fonction continue ¥ : R — R et pour tout £ € C.(RN7Y), £ >0,

ess- lim ()W (v(xy,2")) — V(0(2))|dx’ = 0.

z1—0 JpN-1

En effet, soient M = ||v|| + ||7]|, et Wu,m 'enveloppe concave sur [0, M] de la
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fonction wy p(r) = sup |W(z) — W(2)|. Alors

‘Z|7‘2|§M7‘Z_5|ST

ess—mlliglo - EC) W (v(wy,-)) — W (0(-))]
< esslim | EOBwarlfo(en) 50D
< ess-mlliglo( . 6)5\1/,1\4(% - lv(z1,-) — 17()‘5())

< ([ 0w (lim 7 [ lelen) = 50)k0)

= 0.
Notation : Par la suite v : L} (Rt x RV=1) — L]

loc loc
trace au sens de la Définition 5.2.2.

(RN-1) désigne l'opérateur

En vue d’énoncer un résultat de E.YU. PANOV [68] que I’on utilisera par la suite,
on introduit d’abord la définition suivante :

Définition 5.2.3. Une fonction u € L>(2) est une quasi-solution pour l’opéra-
teur div p(u) si

Vk € R, div ¢i(u) = =\ dans D'(9).
Une fonction u € L>®(Q) est une quasi-solution pour l'opérateur u; + div ¢(u) si
Vk € R, nf(u);+div ¢ (u) = —pi dans D'(Q),

ot (77,?, q,f) est le couple entropie-flux de Kruzhkov et )\ki, ,uf sont des mesures de
Borel localement finies jusqu’au bord, i.e. des mesures finies sur 2N K, respecti-
vement sur Q N K, pour tout compact K de RY | respectivement de RVN*!,

Remarque 5.2.3. Les solutions entropiques, sous-solutions et sur-solutions en-
tropiques sont des quasi-solutions. On montre facilement que la classe des quasi-
solutions est stable par le passage auzx opérations sup et inf (cf. E. YU PANOV

[68)). 0O

Clairement 7 est non borné. La proposition qui suit montre que la composante
normale du flux d’une quasi-solution a l'intérieur de = RT x RY¥~! est dans le
domaine de 'opérateur ~.

Proposition 5.2.1. [68] Supposons Q = RTxRN=1 et la condition (5.6) vérifiée.
Soit u une quasi-solution de u; + div o(u) sur Q. Alors il existe une trace forte
0=V, (u) de la fonction V,, (u) définie par

a

Vi, (2) = sign(z)Varpnz ov2 (o(-) - V)

Jci Var(-) désigne la variation totale d’une fonction.
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En particulier, la fonction q,f(u) - v coincide avec la fonction

QF (Vi (u), Vi, (F)) 1= sign™ (Vi (u) =V, (k) (00 V, (Vi (u) =000V (Ve (K)))

et admet une trace forte yQ*(V,,, (u),V,, (k) = Q*(0,V,, (k)) sur X.
Le résultat d’existence de trace forte de la fonction V,, (u) est valable aussi si u
est une quasi-solution de div ¢(u) sur €.

Remarque 5.2.4. Notez que la fonction Q*(-,-) est continue en ses deux va-
riables, car la fonction W, := ¢, o V(;Vl lest. O

Preuve de la Proposition 5.2.1. Soient (a;,b;)icr+, [T C N, les intervalles
de monotonie de la fonction ¢; sur R* (notons que ¢, = —¢;). Posons m;(2) =
(zAb;) Va; et

Z(z): 90107”(2)_901(04) sioa; >0
. rom(z) —@u(b;) si b <0.

Alors A
. ! i >0
V 2) = ZZ€I+ ‘901(21’)‘ S? zZ 58
we={ 2 G T2 %)
Comme u est une quasi-solution de u; + div,p(u), u est une quasi-solution de
Vopérateur u; + (¢1(w))y, + dive@'(u), ot ¢’ : 2z — (p2(2), -+, pn(z)). Posons
u; = m;(u), alors, d’aprés la Remarque 5.2.3, u; est une quasi-solution de u; +
(p1(u))z, + divee’ (u). De plus,

(ui)e + (01(u))ay + divarg’ (wi) = (us)r + (91 (1s))a, + divarg' (us),

car ¢1(u;) = ¢4 (u;) + C. Puisque la fonction ¢! est inversible sur Uintervalle
la;, b;], alors en posant w; = ! (u;) on a

=i N I -1
up = @i (w;), ol @) = (901|[ai,bi]) .
Faisons le changement de variables x; = £ et & = (¢,2'), alors la fonction w;

ainsi définie est une quasi-solution de l'opérateur (w;); + divz@'(w;) avec @' =
(PL, 0@t -+, ppopt). Par [67, Theorem 1.2] il existe une fonction w; = w;(Z) €

L} (RY) telle que pour tout € € C.(RY), £ >0
ess- lim E(z)|wi(xy, &) —wi(z)] = 0.
x1—0 RN

De plus, 'égalité (5.8) assure également l'existence de la trace de la fonction
Vo, (u(zx1,+)) sur 'ensemble {z; = 0}. D’autre part, comme 'égalité V,, (2) =
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V., (2) ¥z, 2 € R entraine que ¢;(2) = ¢i*(2) pour tout flux entropique de Kruzh-
kov q,:f, alors la fonction q,:f(u) - v coincide avec la fonction

QF (Vi (1), Vi, (F)) 1= sign™ (Vi (u) — Vi, (k) (0 0 Vi3 (Vi (w)) — 00 0 Vi 1V, (K)))
= sign™ (V, (u) = Vi, (R)) (W0 (Vis, () = W, (V, (K))),

ou W, := ¢, 0V 1. Puisque la fonction z — sign™ (z—V,,, (k)) (¥, (2) =V, (V,, (k)))
est continue (car U, est continue), alors d’aprés la Remarque 5.2.2

x1—0

esse T [ €@IQ (Vo (u(r0,)). Vo (K) = Q5(3V, (u(2), Vi (R = 0
R
pour tout £ € C.(RY) telle que & > 0. D’ou le résultat. [ |

A présent, a partir du graphe 3, définissons le graphe suivant :

) b € R(0) tel que ¢, (z) =bet
B =1 (2,0,(2)); siz<m:=infB71(b), alors p,(k) >bVk € [z,m]
si z > M :=sup 371(b), alors ¢, (k) < bVk € |M,?]
(5.9)

Remarque 5.2.5. Le graphe [ est univoque, car c¢’est une partie du graphe de
la fonction ¢,,. O

Lemme 5.2.1. Le graphe B est monotone, i.e.

(B(21) = B(z2)) (21 — 22) > 0 Vz1,20 € D(D).

Preuve. Soient z,29 tels que B¢, (21)) = [my1, Mi] et 7 (pu(22)) =
[mg, Mg}. Supposons z; > 2. Trois cas sont & considérer :

e Simyp < 2z < M. Alors My < z0 < mq, ou my < 2z < My < mq, ou

z9 < mo < myq, et par des choix particuliers de k£ dans la définition du graphe (3,
on a dans tous ces cas ¢, (z1) > ¢, (22).

e Sizy <mq. Alors My < 29 < z1, 0umo < 29 < My < 27, 0u 29 < mo < 27, €t
on a bien ¢, (z1) > ¢, (22).

oSizl >M1.A101"SM2 < 29 SMl,OquSZQ §M2<M1,ouz2 <mo < M; <
21, et on a aussi ¢, (z1) > p,(22).
Le cas ol z; < 25 se déduit par symétrie. |

Remarque 5.2.6. Comme [ est monotone et est un sous-graphe du graphe
de la fonction ¢, et le graphe de ¢, est constant sur les intervalles oi V,,, est
constante, le graphe 3 o VW_V1 est monotone et univoque également. O
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A

va

F1a. 5.1 — Cas de conditions de Dirichlet

Exemple 5.2.1. Pour se familiariser avec la définition de B, donnons quelques
exemples.

e Considérons le graphe 3, modélisant la condition de Dirichlet homogene, défini
par

6(7"):{R si r=0

() sinon.

Alors le graphe 3 correspondant est (cf. F1G. 5.1)

._ ~dbe R(B) tel que b= ¢,(2) et
b= {(2’ ou(2)); sign(z)(b — soy?k:)) > ogowf c[0Az,0V ] } '

e La condition de Neumann est modélisée par le graphe
B(r)=0VreR.

Le graphe (3 correspondant est (cf. F1G. 5.2)

B={(2,¢.(2)); vu(2)=0}.

e Enfin la Figure 5.3 illustre le cas d’un graphe quelconque.
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Fi1a. 5.2 — Cas de conditions de Neumann

¥

Fia. 5.3 — Cas de conditions plus générales
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5.3 Solution entropique du probléme stationnaire :
existence et unicité

L’approche utilisée pour I’étude du probléme (5.1)-(5.3) fait appel a certains
outils de la théorie générale des semigroupes non linéaires (voir PH. BENILAN,
M.G. CRANDALL ET A. PAzY [19]). Cela nous a amené¢ a étudier en un premier
lieu la version stationnaire du probléme (5.1)-(5.3) :

u+div p(u) = f dans Q
(HS)(f) { o(u) - yﬁ B(u) sur  0NQ.

Pour ce dernier, on introduit le concept de solutions entropiques comme suit.

Définition 5.3.1. Une fonction u € L*®(Q) est une solution entropique du
probléme (HS)(f) si les conditions suivantes sont vérifiées

e VE e RVp e CX(Q), 90 >0 o0na

/Q sign® (u — k) (p() — (k) - Do + / sign*(u— k)(f —u)p > 0. (5.10)

Q

o Les traces fortes v et w sur 05 des fonctions Vi, (u) et p,(u) existent et vérifient

(0(x),@(x)) € Bo V" HN-pp. € 0. (5.11)

Remarque 5.3.1. En prenant k > |[ull puis k < —||ulloc dans Uinégalité

(5.10), il vient que v+ div o(u) = f dans D'(Q). O

Remarque 5.3.2. Comme rappelé précédemment, dans le cas d’une condition
de Dirichlet homogeéne, la condition au bord est formulée de fagon forte :
sign(yu) (e, (yu) — ¢, (k)) > 0 VE € [0 Ayu,0V yu] p.p. sur OS2

En visualisant la Figure 5.1, on voit bien que cette condition coincide avec (5.11).
Dans le cas d’une condition de Neumann, sous une hypothése de "non linéarité
sur le flux", la condition au bord est formulée comme suit :

o(yu) v =0 p.p. sur 0N.

En observant la Figure 5.2, il est clair que cette derniere formulation coincide
avec (5.11). Remarquons que dans ce cas, § C (3. Cela signifie que, sous certaines
hypotheses, la couche limite n’apparait pas pour le probléme de Neumann. O

La proposition qui suit apporte une autre formulation équivalente de la solution
entropique du probléme (HS)(f).
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Proposition 5.3.1. Une fonction uw € L>®(Q) telle que les traces fortes w =
Yoo (1), 0 1= YV, (u) existent dans L},.(0Q) et vérifient (3(x),w(x)) € Bo V!
HY"Lp.p. & € OQ est une solution entropique de (HS)(f) si, et seulement si elle
satisfait Yk € R,VE € C®(RY), £ >0

[ s (w0 oD+ [

. + +/~
sign* (u— ) (f )~ | @0,V (0)E >0
Q o0
Avant de commencer la preuve de cette proposition, on définit une suite de fonc-
tions utile pour la démonstration qui suit et dont on se servira aussi aux preuves
suivantes. Pour € > 0, suffisamment petit, on définit

(2) = min(dist(x, 092), €) pour z € )
EATA min(dist(x, 9Q),e) pour z € RV\Q.

Pour § > 0, on définit la suite (us)s par ps(z) = C(S(gc)), avec ¢ € C*(R), (>0
telle que ¢(0) =0 et ((z) = 1 si z > 1. Remarquons tout de suite que ps = 0 sur
002, et pour toute fonction g(x,2") admettant g(x’) comme trace forte sur 02,
on a pour tout £ € C,(RV71), £ >0

i [ 9+ Dps =~ [ g
Q o0

§—0

En effet,
.D ~ N — a(aDID /
[ [eo-Dus+ [ ciov] < [ latera) =)l Dusle(x)

e i
< 5| e@gtone) - gta) i
0o Joo
— 0 lorsque 6 — 0.

Preuve de la Proposition 5.3.1. Pour établir I'implication directe de la
proposition, considérons dans 'inégalité (5.10) la fonction test ¢(z) = us(x)E(x),
ot £ € CX(RYN), £ >0, alors Vk € Ron a

0< [ s (u = Ko@)~ (1) - DE + [ (7 = wpsign(u ~ K
Q Q
n / gsign® (u — k) (p(w) — p(k)) - Diis.
Q
En utilisant les propriétés de la suite (u4)s, il vient, lorsque 6 — 0,
0< [ signtu = Bl — ¢(0) - DE+ [ (F =~ w)sign*(u k)¢
Q Q
- / stz (u = D) (10 = 2 (0
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Mais la trace forte ~(sign®™(u — k)(¢,(u) — ¢,(k))) coincide avec la fonction
Q*(0,V,,(k)) d’aprés la Proposition 5.2.1, d’out I'inégalité désirée. L’implication
inverse de la proposition est évidente. [ |

Pour prouver 'existence et I'unicité de la solution entropique du probléme (H.S)(f),
on associe a ce dernier un opérateur A, défini par

(u, f) € A & u est solution entropique de (HS)(f + u).

Le résultat principal de cette section s’énonce alors

Théoréme 5.3.1. Supposons les hypotheses (5.5), (5.6) et (5.7) vérifiées, alors
1

Uopérateur A est T-accrétif a domaine dense dans L*(Q) et vérifie R(I + A) =
LY(Q). De plus, pour tout (u;, f;) € A, i =1,2 on a

/ lwl—w2l+/|u1—uzls/!fl—fﬂ-
o0 Q 9]

Comme conséquence immédiate

Corollaire 5.3.1. Sous les hypothéses (5.5), (5.6) et (5.7), le probleme (HS)(f)
admet une unique solution entropique.

La preuve du Théoréme 5.3.1 est divisée en trois propositions.

Proposition 5.3.2. Pour tout (u;, f;) € A, i =1,2 on a

/89(@1 — )" + /Q(Ul —up)" < /Q(fl —f2)",

/ ’17)1—’652’4—/\“1—%2’§/|f1—f2’-
o0 Q Q

Preuve. La preuve est basée sur la méthode de dédoublement de variables de
S.N. KruzHKOV [51]. Considérons us, fi en fonction de z et ug, fo en fonction
de y. Soient (us)s la suite définie précédemment et py € C°([—1,1];RT) une
fonction paire telle que [, po(r)dr = 1 et

et a fortiori

N
pn(2) =n¥ Hpo(nzi) Vz=(z1, - ,2y) € RV,
i=1
Pour tout ¢ = ¢(z,y) € CX (2 x Q),¢ >0 on a
0 < / sign” (ur — ua)(p(w1) = @(u2)) - (Dadp + Dyo)
Qe xQy

+/ sign® (ug — ug)(f1 — uy — fo + us)o. (5.12)
Qu Xy
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En effet, pour montrer cette inégalité il suffit de remplacer k par wus(y), res-
pectivement par u;(z), dans I'inégalité entropique que vérifie la solution w4 (x),
respectivement wus(y), d’intégrer sur y € ), respectivement sur = € €, et d’addi-
tionner les deux inégalités obtenues.

Soit £ € C.(RY),€ > 0, et considérons ¢(z,y) = ps(@)py(y)pn(r — y)&(z) dans
I'inégalité (5.12). Comme D, p,(x —y) = —Dyp,(z — y), il s’ensuit

K;Q@wﬂ@ﬂm—mmmm—wwwaa
+A - Spupsian® (us = wa) (p(ur) = o(u) - Dyt
+K;mew¢@ﬁwrwmwwo—¢wgw0¢

+/ fpny(;,unsignJr(ul —ug)(fi —u1 — fo+uz) > 0.
Qo Xy

Il est clair que le passage a la limite avec 6,7 — 0 dans 'inégalité précédente
fournit

—AQS)@wmw@w»mmx—wg— Q* (Vi (1), T2) s — )€

QX0

[l = st (u — ) lr) ~ plus)) - Da
Qe Xy

+/ Epu(a — y)sign* (us — ua)(fr — wr — fo + ug) > 0. (5.13)
Qe XQy

Notons ces intégrales par I}, 12, I3 I*. Du passage a la limite avec n — oo dans

n’n’nn

les deux derniéres intégrales on a clairement

lim I} = / sign™ (u; — ug)(p(u1) — @(ug)) - DE (5.14)
n—oo 0
et
lim I} = / Esign™ (u1 — uo)(f1 — uy — fo + us). (5.15)
n—oo Q
La principale difficulté est de passer a la limite dans les termes I! et I2. Com-
mengons par le premier. Posons dans I!, 2/ = n(z’ — ') et 21 = ny;, ou
¥ e RNy = (y1,y) € Q. Alors
N-1 s p
I, = / 11 PO(ZQ)/ po(21) | QF(01(2),va(=, 2/ = 5))E (2 )da' dzd2
Z'e[-1,1N-1 ;17 z1€[0,1] Bly) n n

On affirme que

lim I} = % Q1 (01(z), Do) (2)dw =: T". (5.16)
onN

n—oo
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N-1
1
En effet, sachant que / po(z1)dz = = et / H po(2)dz" =1, 0n a
z1€[0,1] 2 Ze[-1,1]NV-1 L
N-1

Il — /Z/e[l,l]N_l 1_11 pO(Z;) \/Zvle[o,u ,00(21) o Q+(ﬁl(x/),62([El)>€(l’/)dl’/’

ainsi le terme |I} — I''| peut étre estimé comme suit :

N-1

I -1t !
n-r < [ - / C
X / ‘Q+(@1(I,)7U2<é, x — Z—/)) — Q1 (vy(2)), @g(x'))}g(ﬁl)dx'dzldz’
15)9) n n

1
—= ess sup
0<h<l W< =t

/aQ |QF (01(2), va(h, 2’ — 1)) — QF (0(a), Da(2")) [ (2.

IN

Notons AQ l'intégrande de I'intégrale précédente et remarquons que AQ) = A1Q+
AQQ, ou

AQ = QT (11(2), va(h, 2’ = 1)) = QT (01(2'), Ta(a” — 1))

et
DoQ = QT (01(2'), Ta(a” — 1)) — QT (B1(a), Do (2")).

On désigne par wg r 'enveloppe concave de la fonction wg a, olt wo ar est le
module de continuité de la fonction Q*(+,-) par rapport a la deuxiéme variable
sur [—M, M| avec M = max{||u1]|co, ||t2]|oo }. Alors

‘A1Q| < vaM(’UQ(h‘? z' — h/) - 172(55/ — h,/))

et
|82Q] < @ou(Ta(2’ — h') — Ta(a")).

En tenant compte de toutes ces informations il vient

1
1] < gesssup [ Gouualha’ < H) = e’ — W) )
0<h<i Joa
1
+= esssup / o (U2(z" — h') — Do) E(2)da!
o9

< /BT
- n
= Ipy+ Lo
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Grace a la concavité de la fonction wg ar on a

[Ina] < l(/RN—l f)wQ7M<ﬁess sup //eRN—l lva(h, 2" — h') — vg(a’ — h')|§(:1c’)dx’)

2 0<h<l
- —n

= C’(/RN_1 §)wo,um (C’ess sup /ZERN_l |va(h, z) — ﬁ2(2)|g(z)dz>,

0<h<l
ot é(z) = sup E(z+h), € € C.(00). Or ¥y est la trace, au sens de la Définition
|h/|< Y=L
5.2.2, de la fonction vy, d’oul }llir% In1 = 0. D’autre part,

sl £ CBauu(C esssup [ [aa(a’ — ) = ns (o)),
‘h/|S@ 0N

et donc tend, clairement, vers zéro lorsque h' — 0. D’ou la limite (5.16). Montrons

que
lim 12 — % Q" (0 (x), B (2))E () da (5.17)
oN

n—oo

Pour cela, il suffit d’écrire

2= / Q* (02(2), 52(9))(€(x) — £@))pule — y)drdy
QX Oy

- / Q (01(2), 5a(9))E () pul — y)drdy
Qe xO9,
= I+ 127

Le terme I2? se traite de la méme maniére que I}. Pour autre terme on a

N—-1
pos ) [l
Ze[-1,1N-1 E 21€[0,1]

/
X/ € 24 y) = €(0,¢)] max_ Qdy'dzyd
o NN [—M,M]?

1
< —C esssup / E(h B+ ') = £(0,y)|dy’
yleRN—l

0<h< i |p/|< Y=L
—_ —n - n

Clairement, cette intégrale tend vers zéro lorsque h, h’ — 0.
Les limites (5.14)-(5.17) permettent de conclure de I'inégalité (5.13) que pour
tout £ € C°(RY), ¢ >0 on a

- / sign* (ur — uz)(us — un)€ + / sign® (ur — uz)(p(ur) — p(uz)) - DE
Q

Q

+/ sign™ (uy — ug)(f1 — f2)€ — Q™ (01, 09)€ > 0.
% 20
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Choisissons £ = &, telle que &, — 1 dans 2, |DE,| < C et Supp(DéE,) C {z; a <
|z| < a+ 1}. Alors le passage a la limite en « implique

/m(wl — )" + /Q(Ul —up)" < /Qsigxﬁ(u1 —ug)(f1 — fo).

Jw =< [ -

c’est-a-dire 'opérateur A est T-accrétif. De plus, en intervertissant les roles de
uy et uo, on déduit aussi

/ |71)1—7:U2’+/|U1—U2|§/|f1—f2|-
o0 Q Q

Proposition 5.3.3. L’opérateur A vérifie L>(2) C R(I + A).

Par suite

Preuve. L’idée pour prouver cette affirmation est la suivante : étant donnée
f € L>*(R), on approche le probléme (HS)(f) par un probléme comportant un
peu de diffusion, a savoir

u+div p(u) = f+eAu dans Q
(HS):(f) { ((u) —iDu) vE ﬂi(u) sur o0f).

ol . est une approximation lipchitzienne du graphe 3. Il existe une solution
u. € WH2(Q) du probléme (HS).(f). En se basant sur des estimations a priori
et des passages a la limite, on va prouver que u. converge vers une solution
entropique du probléeme (HS)(f). La preuve de tout cela s’établira a I'aide de
différents lemmes. Nous disons donc que le probléme (HS).(f) admet une solution
ue. Le lemme qui suit en dit davantage sur cette solution.

Lemme 5.3.1. Les suites (u.). et (B-(ue))e vérifient
— 11 existe des constantes M,C" (indépendantes de €) telles que

[tte]loo < M (5.18)

/Qlusl +/m 8- (ue)| < C. (5.19)

— Il existe des fonctions mesurables u et b telles que, pour des sous-suites
encore notées (u.). et (B-(ue))e on ait

u. — u dans L, (Q) lorsque e — 0

et
Be(us) — b dans L'(09), et p.p. sur O lorsque & — 0.
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Preuve. Commengons par prouver I'estimation L sur la suite (u.).. En effet,
nous allons établir que M = max(C, || f||«) convient & (5.18). Soit la fonction ¢4
définie par

[ VE-M2+02-6 siz>M
ds(2) = { 0 sinon.

Comme u, € W12(Q) est solution de (HS).(f), elle vérifie aussi
ue + div(p(us) — p(M)) = f + eAu. dans D'(Q),

et en multipliant cette équation par ¢5(u.) on a
[ weoie) = [ (otw) - (00 - Ducgiu)
Q

< /Qf%(us)—& Q|Dus|2¢§(us)—Lﬂ(ﬂe(ue)—%(M))cbé(us)‘ (5.20)

La continuité lipschitzienne de la fonction ¢, 'inégalité de Young et le fait que
(z — M)2*¢¥(z) < 6, impliquent

_(90<u€) - 90<M)) ’ Due(bg(ua) + E‘Dus‘2¢g<u€)

> (= L|u. — M||Du.| + &|Du.|*) ¢ (u.)
S P VLA
- 4e
LQ
> .
- 4e

D’autre part, grace a la monotonie du graphe 3 et a ’hypotheése (5.5), on a

Lé@wa—wxM»%waz/X@mw—@xM»%wazo

o0

Ainsi, le passage a la limite avec 6 — 0 dans l'inégalité (5.20) implique

/(ua — M)t <0.

Q

D’ott u. < M p.p. sur €. D’'une maniére analogue, on montre que u. > —M p.p.
sur €2, d’ott 'estimation (5.18).

Prouvons maintenant I'estimation (5.19). En considérant dans le probléme (H.S).(f)

la fonction test ¢f(u.), ot ¢s(z) = V22 +962—46,9 >0, on a
/QUEQSZS(UE) - /QQD(U€> - Duc g5 (u:) + /Q€|Du6|2gbg(u€)
< [ i) - [ p.usw), (5:21)
0 o0
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Comme précédemment

" 2
—p(u) - Dugy(u.) + e|Duc|*df (ue) > -0

ainsi le passage a la limite avec 6 — 0 dans I'inégalité (5.21) fournit

/Q sien (). + / siam(u) () < / 7l

d’ou l'inégalité (5.19). Montrons & présent la convergence des suites (G:(u.)).
et (ue).. Le domaine, 'opérateur différentiel et la condition au bord (5.3) étant
invariants dans les directions tangentielles a la frontiere de Q = R* x RN~! il en
découle que u.(z1,2") est solution de (HS).(f) et uc(xy, 2’ + h) est solution de
(HS)o(f(x1,2" + h)). Comme conséquence de la Proposition 5.3.2 on dispose de
I'estimation suivante :

/ 18- (ue(xy, 2" + h)) — Be(uc(xq, 2 |+/ luc(x1, 2" + h) — u. (21, 2")|
< [ 1fna+b) = o) < w(h),

ot w(r) = supjy <, Jo|f(x + k) — f(x)|dz est le module de continuité L' de la
fonction f. Puisque la suite (5. (u.)). est bornée dans L!(952), par le théoréme de
Fréchet-Kolmogorov, la suite (5. (u.)). est relativement compacte dans L'(99) et
par suite il existe une fonction b € R(3) telle que, quitte & extraire une sous-suite
si nécessaire, on ait

B.(u.) — b dans L*(99), et p.p. sur 99 lorsque € — 0.

D’autre part, puisque le flux ¢ vérifie la condition (5.7), alors d’aprés E.YU PA-
NOV [66] la suite (u.). est relativement compacte® dans L} (Q), d’ol1, en passant
& une sous-suite si nécessaire,

u. — u dans L}, (Q) lorsque ¢ — 0.

Lemme 5.3.2. La fonction u vérifie l'inégalité (5.10).

Preuve. Soient ¢ € C*(Q2), ¢ > 0 et (n,j;l, q,il) le couple entropie-flux intro-
duit dans la Remarque 5.2.1. En considérant la fonction test (771?,1)/ (ue)¢ dans le
probléme (HS).(f) et en utilisant le fait que

(nil)/(ua)div p(ue) = (Uf,z)'(ua)@'(ua) - Du, = (Qil),(ua) - Du. = div ql:gt,l(ua)

PVoir aussi P.L. LioNs, B. PERTHAME ET E. TADMOR [55] pour un autre résultat de
compacité de la suite (u.)., exigeant plus de régularité sur la fonction .
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et que
(nl:c%l)/(us)Aus = Anl:ct,l<u€) - (nlict,l)//(us)‘DUEP < A?ﬁf,z(us)a
il vient

- [aitu) Do < [[(F—wE) @ +e [ afiw)ao

Q Q
Passons a la limite avec [ — oo, alors

- / sign® (s k) (p(us)—p(k))- D < / sign® (u;—K)(f—ue)g-e / (k)= A,
Q Q Q
(5.22)
Comme (u.). est bornée dans L>((2),

‘5/(% - k‘)iAgb‘ < eCl|A¢|[ 1) — 0 lorsque € — 0.
Q

On peut alors passer a la limite avec ¢ — 0 dans 'inégalité (5.22), en utilisant
le théoréeme de la convergence dominée pour les autres termes, ce qui donne
I'inégalité désirée. |
Lemme 5.3.3. Les fonctions V,,(u) et v, (u) admettent des traces, au sens de
la Définition 5.2.2, notées v et w, respectivement, telles que

(0(z),w(z)) € fo VW_V1 HNop.p. x € ON.

Preuve. Puisque u est une solution entropique de u + div ¢(u) = f dans €,
elle est donc une quasi-solution de I'opérateur div ¢(u) dans €2 et les traces fortes
0 et w sur 0N des fonctions V,,, (u) et o, (u) existent d’aprés la Proposition 5.2.1.
Montrons que (0(x), w(x)) € foV; ' HN'-p.p. z € 9. Soit ¢ € CX(RY),¢ > 0.
En considérant dans le probléme (HS).(f) la fonction test (n,il)’ (ue)(1 — ps)o il
vient

o = psyoue — [ (= i) Do+ [ éaiue) - Dus
< —e/QDn;:,l(ue) D((1 = ) /f nE) (u) (1 — )9
- /89 (58(Ua)(771gi,z)l(ua) + qk,l(ua) v (nk,l)/(ua)¢u(ue))¢- (5.23)

Sachant que (nki’l(us), qz"l(ug)) — ((ue — k)*, sign® (ue — k) (p(ue) — @(k))) lorsque
| — oo, alors pour tout ¢ € C®(RY), ¢ >0

/Q H(1 — pg)sign® (ue — K)(f — 1) + / (1 - ps)sign* (ue — K)(p(ue) — (k) - Do

- / gsign*(us — k) (p(us) — p(k)) - Dpis + ¢ / (1 - ps) (e — B)* A
Q Q
- / sign(u = F)(B.(02) = 9, (0)0 > 0
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Comme la suite (sign®(u. — k)). est bornée dans L>®(9), alors, quitte a passer
a une sous-suite si nécessaire, on a

«9,?; = sign®(u. — k) > 6 faiblement * dans L™(99) lorsque & — 0.

Du passage a la limite avec ¢ — 0, ensuite avec 6 — 0 dans I'inégalité précédente,
il vient, en tenant compte de la Proposition 5.2.1 et des convergences des suites
(ue)e et (B:(ue))e, (cf. Lemme 5.3.1), que pour tout ¢ € C°(RY), ¢ >0

Q(5, Vo, ()0 > / (b— (k)80
o0 0!

Q

D’ou pour tout £ € R
Q*(0,V,,, (k) > (b— ¢, (k)8 p.p. sur 08,
ce qui est équivalent a
sign* (0 — Vi, (k) (0o (0) = 0, (Vi,, () = (b= W, (V, (K)))b; (5.24)

p.p. sur 99, ot I'on rappelle que ¥, = ¢, 0V Pour montrer que (9(x),w(x)) €
B o ch_f HN"Lp.p. x € 00 étudions cette derniére inégalité pour les différentes
valeurs de k.

Supposons que k ¢ 37 1(b(z)) = [m,M] p.p. x € I et identifions d’abord
0:F(z) a sign(b(x) — by) p.p. © € 99, ou by € B(k). Pour prouver cela, soit
k < m, alors u.(z) > k Ve < go(z, k). En effet, supposons qu’il existe une suite
(En)ns En Inooo 0 telle que u., (z) < k, donc B, (u., (z)) < B, (k). En passant a
la limite avec n vers l'infini, il vient

b<p%k) pour ke D(B)
b< —oo pour k¢ D(f),

ce qui est absurde. Par conséquent, sur I'ensemble {z; by < b(z)} on a sign™ (u.(z)—
k) — 1 et sign™ (uc(z) — k) — 0 lorsque € — 0. D’autre part, 92[,5 = 05 faible-
ment * dans L>°(0€2), alors pour toute fonction ¢ € L*(0N2) on a G,ieqﬁ R
dans L>°(052). Posons ¢ = X (b, <b(z)}- Sachant que stx{bmb(@} — 1X{bp<b(@)} €t

%EX{be(x)} - OX{bk<b(m)} p.p. T € {y; b < b(y)}, et que la suite (lect,gX)e est
bornée, alors

H:,EX{bmb} — IX{p<p et O X{po<ty — OX{p,<py fortement dans L*(09).

Cela nous permet d’identifier 6" () a sign*(b(z) — by,) p.p. € {y; bx < b(y)}.
De la méme maniére, si k > M, alors

H,iex{kbk} — OX(p<ry b Op Xqp<n,y — —1x{p<p,) fortement dans LY(09).
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Revenons a 'inégalité (5.24).

e Si o(x) < met d(x) <V, (k) et k < m, alors 6 () = sign®(b(z) — b) =
sign®(m — k) p.p. x € 99, et on déduit de I'inégalité (5.24) que

b<W,(V,, (k) et W, (0) <V, (V,, (k) p.p.sur 0.

Si Vo, (k) < 0(x) et k < m, alors ¥,(0) > b p.p. sur 9Q, et si v(x) < V,, (k) et
m < k, alors ¥, (0) < b p.p. sur 0S.

e Sid(z)>Met M <ketV, (k) <o(z), alors 0, (x) = sign™ (b(x) — b) = 0 et
. (x) = sign™ (b(x) —bx) = —1 p.p. & € 0L, et on déduit de 'inégalité (5.24) que

bW, (V,, () et W, (0) > U, (Vo (k) p.p. sur 9.

Siv(x) <V, (k) et M <k, alors ¥,(0) < b p.p. sur 02, et si V,, (k) < O(x) et
k < M, alors W, () > b p.p. sur 0f2.

e Sim < v(x) < M. Dans ce cas, on approche une fois k par une suite (k,),
telle que k, = m, et on aura 6 (z) = sign®(m — k) = sign™(6(m) — B(k)) et
l'inégalité (5.24) devient b < ¥ ( ) p-p. sur 02. En approchant k& une autre fois
par une suite (k,), telle que k, = M, on déduit que b > U, (0) p.p. sur 0f). D’ou

b=V,(0) p.p.sur .

En combinant tous ces résultats et en les comparant avec la définition du graphe
B et le fait que W, =, 0 V!, il est vient que (i(x), @(x)) € Fo V! HN1pp.

En mettant bout a bout les preuves des Lemmes 5.3.1, 5.3.2 et 5.3.3, la Proposi-
tion 5.3.3 s’ensuit. |

Proposition 5.3.4. L’opérateur A est a domaine dense dans L*().

1
Preuve. Il suffit de prouver que C°(Q2) C D(A)L . Soient f € C(Q2),a > 0 et
posons ty = (I+aA) ™! f, alors (uq, (f—ua)) € A, Le. il existe w, € FoV, ! (4)
p-p. sur 0f) et u, vérifie

Uy +  div ¢(u,) = f dans D'(Q). (5.25)

Montrons que u, — f dans L'(€) lorsque a — 0. Pour cela, montrons en premier
que |[tuglleo < M, ot M > || f]lo + C. Soit dans I’équation (5.25) la fonction test
O (), ot ¢5(2) = \/(z — M)2 + 02— § si 2 > M, et 0 ailleurs. Alors

[ et = [ o) Duatiun) +o [ dudylun) = [ ésiu). (6526)
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Or

o [ et Duachlun) = a [ div [T ogein

_ QL; G
afjg sup [0 - vl (ua),

Q [0,uq]

IN

combinée avec I'hypothése (5.5) implique

—oz/ﬂgp(ua) - Dun @ (ug) + 04/8 Wads(Ua) > 0.

Q

En passant a la limite avec a vers 0 dans I'inégalité (5.26), il vient

/ uaé/ I
{ua>M} {ua>M}

Dot u, < M p.p. sur §2, et de la méme maniére, on montre que u, > —M p.p.
sur ). D’autre part,

a/WWHSMWMhHOMwwaHQ
Q

d’ott u, — f dans D'(Q2), et p.p. sur 2 lorsque o« — 0, et par suite |uy| — |f]

p.p. sur . L’accrétivité de l'opérateur A donne / lua] < [ |f|. Par le lemme
Q Q

1m/maz/m.
a—=0 Jo Q

D’ou lir%/ lue| = / |f|. D’autre part, comme u, — f p.p. sur €, le théoréme
a=0 /g Q

de Fatou on a aussi

de la convergence dominée entraine |t — f| — 0 lorsque ao — 0, et donc
Supp(/)

Jooual = [ gflon
Supp(s) Supp(f)

/ﬂ eI = /Supp(f) S /Q/Supp(f) !

- /Supp(f) eIl /sz el = /Supp(f) .

— 0 lorsque @ — 0.

Dot u, — f dans L'(Q). |
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5.4 Etude du probléme d’évolution

Dans cette section, on étudie I’existence et 'unicité de la solution entropique
du probléme (5.1)-(5.3) pour tout ug € L=(Q) N LY(Q), f € LY(Q) avec f(t,-) €
Lo(Q) pp. t € (0,7) et [ [|£(t,)]|oodt < co.

5.4.1 Deéfinition des solutions entropiques

Définition 5.4.1. Une fonction u € L>®(Q) est une solution entropique du
probléme (5.1)-(5.3) si les conditions suivantes sont vérifiées

e VkeR, Vo € C(Q), » >0
/Q(u—k‘)igbt+/Qsigni(u—k)(go(u)—gp(k))-DQH—/Qfsigni(u—k‘)cb > 0. (5.27)
e La condition initiale est vérifiée au sens suivant :
ess-lim [ |u(t,x) — up(z)| = 0. (5.28)

o Les fonctions ¢, (u) et Vi, (u) admettent des traces sur 3 notées W := yp,(u)
et U=V, (u) telles que

(0(t,z),w(t,z)) € Bo V! HY -p.p. (t,z) € 2. (5.29)

Remarque 5.4.1. En prenant k > |julle puis k < —||ullo dans Uinégalité
(5.27), il s’ensuit que u; + div p(u) = f dans D'(Q). O

On a la caractérisation suivante des solutions entropiques.
Proposition 5.4.1. Une fonction u € L>(Q) telle que les traces fortes w =
You(u) et 0 =V, (u) existent sur 3 et vérifient (0,W) € o ch_ul p.p. sur X est

une solution entropique du probléeme (5.1)-(5.3) si, et seulement si elle satisfait
Vk e R, VE € C([0,T) x RY), € >0 linégalité suivante

/Q (u— k) + / (w0 — K)*£(0) + /Q sign® (u — k)(p(u) — @(k)) - DE
i /Q fign(u = h)E ~ [ Q.Y () 2 0. (5.30)

Preuve. Pour établir 'implication directe, considérons dans I'inégalité (5.27)
la fonction test ¢(t, z) = Gu(t)yis(x)E(E 2), ot Gy € CLl0,T),0 < G < 1, G — 1
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sur [0,T) et £ € C°([0,T) x RY), € > 0. Alors Vk € R
/Q (1w — k=€, + sign(u — k) (9(u) — o(k)) - DE + fsign™(u — k)¢
= (6 Ry s — R)0) — k) - D+ fign o — K)E) (1~ G

" /Q (1 — k)*Chpist + /Q Crtsign* (u — k) (p(u) — (k) - Dpsg > 0.

En passant a la limite avec h — 0 et en utilisant la condition (5.28) on obtient
Vk e R

/Q(u — k)*& + sign™ (u — k) (p(u) — (k) - DE + fsign™(u — k)&

= (6 R s — R)) = ) - DE + iz — K1E) (1
" / (0 — k) *€(0)ag + /Q Esign™®(u — k)(o(u) — o(k)) - Dps > 0,
Enfin, en faisant tendre 6 — 0, on aura

/Q (u— )6, + sign™*(u — k) (io(u) — (k) - DE + fsign*(u— K)e
n / (w0 — k)*€(0) — /  (sign* (u — B () — o ()))E > 0.

Mais la trace v (sign® (u—Fk) (¢, (u)—¢, (k))) coincide avec la fonction vQ*(V,,, (u),
V,, (k) = Q*(0,V,,(k)). D’ou I'inégalité désirée.

Pour I'implication inverse, il est clair que 'inégalité (5.30) implique (5.27). Pour
justifier la condition (5.28) on choisit dans l'inégalité (5.30) la fonction test
E(t,z) = C(t)p(z), on 0 < (€ CF(—o0,a),0 < ¢ e CX(Q),a >0, alors Vk € R

/Oa<'<t>/9<u—k>i¢<x>+/g<uo— +c/ 0

Choisissons ((¢) une certaine régularisation de la fonction X (_q,q)(t) et faisons
tendre o — 0, on a

ess-lim [ (u—k)Eo(z) + /(uo — k) p(z) >0,
ou la limite essentielle dans 'inégalité précédente est bien définie grace au résultat
de E. YU PANOV [67]. En choisissant & > ||u]|e puis k < —||u]|o, il s’ensuit que
la trace faible de u est ug : ess—lir% Jout)p = [, uo¢ pour tout ¢ € C=(Q).
Puisque I'on sait que la trace forte existe et coincide avec la faible, le résultat en
découle. |
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5.4.2 Existence des solutions entropiques

L’objet de cette partie est de montrer I'existence de solutions entropiques du
probléme (5.1)-(5.3). Par les résultats du Théoréme 5.3.1, A est m-T-accrétif

dans L'(Q2) et D(A) = D(A) = LY(Q). Alors la théorie générale des semigroupes
non linéaires fournit un bon candidat pour étre une solution entropique.

Proposition 5.4.2. Sous les hypothéses (5.5), (5.6) et (5.7), pour tout f €
LY Q) et ug € D(A) il existe une unique bonne solution du probléme de Cauchy

ur + Au > f, u(0) = up.

Théoréme 5.4.1. Supposons les hypothéses (5.5), (5.6) et (5.7) vérifiées. Pour
tout (ug, f) vérifiant Uhypothése (5.4), Uunique bonne solution du probléeme de
Cauchy uy + Au > f, u(0) = ug est une solution entropique du probléme (5.1)-
(5.3).

Comme conséquence immédiate

Corollaire 5.4.1. Sous les hypothéses (5.5), (5.6) et (5.7), le probleme (5.1)-
(5.3) admet au moins une solution entropique.

Preuve du Théoréme 5.4.1. Pour tout m € N*, on pose ¢ = % et pour
1=1,---,m, on pose t; =i et

fi(x / f(t,z)dt p.p.x €9,
alors
S Wl < [ WOl
i=1
et
m t;
Z/ 1f(t) = fillei — O lorsque m — oo.
i=1 ti-1
Pour i = 1,---,m, soit u§ vérifiant eff +ui_, € (I + eA)(u3), i.e. il existe
05 = YV, (uf) et @ = v, (uf) telles que (05, @5) € o V! p.p. sur 9Q et pour

tout¢€C°°( N),¢>0ona

/ sign(uf — k)5 ity / sign(uf — K)(o(uf) — (k) - Do
Q Q

3

+ /89 sign(u; — k)wi¢p < /Qagn(u — k) fio. (5.31)
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On définit u®(t) = us, fo(t) = f£,0°(t) = 05, w(t) = Wi sit;oy <t <t; (1 <
i < m). Commengons par prouver les estimations L* sur la suite (u®).. Par la
Proposition 5.3.3,

[uill ooy < max(C luia | o) + €l fi |l (@)

< max(C, |lug|| (o) + 82 17 Iz )
i—1

T
< max(C, |luol| (o) +/ 1 @) Lo 0))-
0

D’autre part, par la théorie générale des semigroupes non linéaires, la suite (u®).
est compacte dans L>(0,T; L'()), et puisque u§ — uo dans L'(Q), il existe une
fonction u € C([0,T]; L*(€2)) telle que (au moins pour une sous-suite)

|u® — | oo 0,1 () — O lorsque € — 0.
La suite de la preuve est divisée en différents lemmes.

Lemme 5.4.1. La suite (0°). est relativement compacte dans L' (X), et converge
presque partout sur ) vers une fonction mesurable w.

Preuve. Soit uf € D(A) telle que [|[ug — ug|l1 < €. On pose u®, = ug, f°, =
uE

Aug Vi. Soit I € N*. Comme (uf, ff —“—8=1) € Aet (uf,,, ff, — —Hei=l) € A,
alors d’apres la Proposition 5.3.2,

Nugys — v || o) + ellWr; — @5 [ nvoo) < ellfiy — fillove + uip — i 1llzi @)
(5.32)

On va sommer cette inégalité sur ¢ = —I[,--- ,m — [ pour estimer le terme
m—l TE T\E
e i lwiy; — w21 00). On a

m—l1 m—1 . .
1 e(i+1) 1 )
S-Sl = [ a2 [ ol

i=—1 i=—1

_ ZH/ (f(t+1e) — f(B)dt|| 11 (o

IN

T
| 15410 = FOlsoi
0
< wy(le),
ol wy(+) est le module de continuité L' de la fonction f prolongée par Auf pour
t<0,et

m—I

> (i = o) = lufeics = wi ey ) = Ile"(7 = ) = () 130

i=—1
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Ainsi, en sommant l'inégalité (5.32) sur i = —[,--- ,m — [, il vient
m—l
€ Z |07, — 05|21 90y < wy(le). (5.33)

i=—1

Montrons qu’il existe une fonction ¢ vérifiant ¢)(h) — 0 lorsque h — 0 telle que

N .
Lim [ 10+ a6) = (0o < 9(80) (5:39)
0
Posons At = (I — 1)e + ae, a € ]0,1). On a At € [(I — 1)e, le]. Soit j > 0. Alors

. . Wiy — w5 st tel(j—1e (j—1e+(1—a)l
W+ AL) — (1) = { w;—w;. siotel(j—1et (1—a)e jel,

et on a

je
/(‘ ) H?DE(t—FAt)—”LDE(t)HLl(aQ)dt = (1—04)8”1[)la+j_1—217§”Ll(ag)—FOE“QIJ?_,_j—’LZJ;HLl(BQ).
j—1)e

Par conséquent, grace a 'inégalité (5.33) on a
I—Z/ (1 A0) = 5702 ooyt < (1= 1) + 051,
Jj=—1

Distinguons deux cas :
e Cas ou wf(a < C. Si At > ¢, alors

I. < Wf(At) —I—wf(At + 8) < wa(ZAt).

Si At <e,alorsonal=1¢et

At
I. < aws(e) = —wyp(e) < CAL
€
D’ou
I. < max{2w¢(2At), CAt}.
e Cas ol wa(a) — 400 lorsque ¢ — 0. Introduisons la fonction A(z) = (%)2,

ot wy est I'enveloppe concave de la fonction wy. La fonction A est croissante et
vérifie A(0) =0 et A71(2) — 0 lorsque z — 0.
Si At > min(e, A(e)), alors ¢ < max(At, A7} (At)) < At + A71(At), et

I < wi(At) + wp(At +€) < 2w (2At + A7H(AY)).
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Si At < min(e, A(¢)), alors

L < %wf(g) < \/Kt(@wf@)) < VAL

D’ou
I. < max{2w;(At + A7Y(At)), VAL}.

Par conséquent, 'estimation (5.34) est vérifice. D’autre part, soient ff(z+ Az) €
A(ui (z + Az)) et fi(x) € A(ui(x)). Alors de la Proposition 5.3.2 il vient, en

K3

~

convenant de noter us, f£,w¢ les fonctions u§(x + Ax), ff(z + Ax), 0 (z + Ax),

45 — || 1y + el — 05 || 1 o0y < ellff — Filloig) + 145, — w5l o o)-

En sommant cette inégalité sur ¢ = 1,--- ,m on déduit que

T
[0° (¢, + Az) — w* (L, 2) |1 S/ 175t + Az) = f2(t, 2) || L o)-
0

Dans le but d’appliquer le théoréme de Fréchet-Kolmogorov, il nous reste a mon-
trer que

/ || < C unif. en e.
2

En considérant dans l'inégalité (5.31) ¢ = 1 et k = 0 il vient, en sommant sur
t=1,---,m

/Q (1) + / sign(u” (0)°(t) < [ sign(u(0) £°(0).

Q

D’ou I'estimation désirée. Ainsi, par le théoréme de Fréchet-Kolmogorov, la suite
(10°). est relativement compacte dans L'(X) et pour une sous-suite encore notée
(10°). on a

w° — w fortement dans L'(X), et p.p. sur 9Q lorsque € — 0.

Lemme 5.4.2. La fonction u vérifie linégalité (5.27).

Preuve. D’aprés la définition de la solution u§, la fonction u® vérifie

0< /Q @(ua(t —2) = ut(8) + [(1) Jsign* (u (1) — K)o (1)

+ / sign™ (u”(t) — k)(p(u”(t)) — (k) - Do(t) (5.35)
Q
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pour tout ¢ € C°(Q), ¢ > 0 et k € R. En utilisant le fait que

sign® (uf(t) — k)(u(t — ) —u(t)) = sign®(u(t) — k) (us(t —¢) — k+k —us(t))
< (Wt —e) = k)F — (u(t) — k)%,

il vient de I'inégalité (5.35) que pour tout ¢ € C*(Q),¢ > 0et k € R

0 < /Q L (Wt - €) — ) (uF () — B)) (1)

£
+ [ sign 1) = B (0) — (1) - Do)+ [ sign*(uF(0) — 0000
Q Q
Le passage a la limite avec ¢ — 0 implique pour tout ¢ € CX(Q),» > 0et k € R

0 < /Q (u— k)" + /Q sign*(u — k) (o(u) — p(k)) - Do

+/ sign® (u — k) fo.
Q
D’ou l'inégalité (5.27). [ |

Lemme 5.4.3. La trace de la fonction u sur {t = 0} existe et les traces fortes
sur 3 des fonctions V,, (u) et ¢, (u) existent et sont notées 0 = vV, (u) et w =
vou(u). De plus, elles vérifient

(0(t,z),w(t,z)) € Bo Vol HN-pp. (t,x) € 5.

Preuve. Puisque u est aussi solution entropique, d’aprés E. YU PANOV [67]
la fonction u admet ug pour trace L}, () forte sur {t = 0}, d’ot la limite (5.28),
et d’apres la Proposition 5.2.1 les traces L' fortes des fonctions V,,, (u) et ¢, (u)
existent. Montrons que (9(¢,z), w(t,x)) € B o Vo8 HN-pp. (t,x) € X.

Comme dans le Lemme 5.3.3, en choisissant dans I'inégalité (5.35) la fonction
test ¢(1 — ps) avec ¢ € C([0,T) x RY),¢ > 0 et en passant a la limite avec
€ — 0 puis § — 0 il vient

J R AOTEY (CER AUSTNITS
Par conséquent,
Qi(ﬁ, Vo, (k) > (w0 — ‘I’V(V%(kf)))@;jf p.p. sur X. (5.36)

Comme dans le Lemme 5.3.3 I’étude de cette inégalité nous permet de conclure
que

(i(t,2), i(t,2) € Go V! HN-pp. (ta) €,
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ot le graphe 3 est défini par

T € R(B) tel que 4,01,(2) = et
3= (z,0,(2)); siz<im:=inf3" ( ), alors ¢, (k) > W Vk € [z,m]
si z > M :=sup (), alors @, (k) < Vk € |M, 2]

Pour finir la preuve il suffit d’établir que B = NB On a clairement 'inclusion di-

recte. Pour I'inclusion inverse soit (z, ¢, (z)) € (. Trois cas sont a distinguer : z <

inf 571 (,(2)) ou 2 > sup 57 (i (2)) ow inf 571 (p,(2)) < z < sup 57 (p,(2)).
Etudions le premier cas, les deux autres se déduisent d’une maniére analogue. De
nouveau trois situations peuvent se produire

e Si z < inf B (¢, (2)) < inf 3 Yg,(2)) := m. Comme (z,¢,(z)) € 5, alors
Vk € [2,m) on a ¢, (k) > ¢,(2), en particulier pour tout k € [z, inf 37 (¢, (2))).

e Si z < inf 37 (¢,(2)) < inf 87 (p,(2)) =: m. Raisonnons par 'absurde et sup-
posons qu'il existe k € [z,m) tel que p,(z) > @, (k). Comme (m,p,(Mm)) € 5,
alors Vk € [m,m), ¢, (k) > ¢, (M) = ¢,(2), ce qui est absurde.

e Sisup 3 (g, (2)) < z < inf 7' (¢,(2)). On raisonne par Pabsurde de la méme
maniere. n

La preuve alors du Théoréme 5.4.1 découle des Lemmes 5.4.1, 5.4.2 et 5.4.3. N

5.4.3 Comparaison et unicité des solutions entropiques

Nous avons vu dans la partie précédente l'existence de solutions entropiques
du probléme (5.1)-(5.3) sous certaines hypothéses, étudions maintenant ce qu’il
en est de 'unicité.

Théoréme 5.4.2. Pour i = 1,2, soit u; une solution entropique du probléme
(5.1)-(5.3) avec des données (u}), f;) vérifiants Uhypothese (5.4). Alors

/ (wr — u) 6 + / sign* (w1 — ws)(p(ur) — @(uz)) - DE

Q Q

i / signt (w1 — us) (fi — f2)€ >0 (5.37)
Q

pour tout £ € C([0,T) x RY), £ > 0.

La preuve de ce théoréme suit les mémes étapes que la preuve de la Proposition
5.3.2.
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Preuve.  Soient t,s € (0,7) et z,y € Q. Considérons uy, f; en fonction de
(t,x) et ug, fo en fonction de (s,y). Pour tout ¢ = ¢(t, s, z,y) € CZ(Q X Q) avec
¢ >0,on a

0= / (ur — u2) " (dr + ¢s) + sign™ (uy — ug)(@(u1) — p(u2)) - (De¢ + Dyo)
QxQ
" /Q s ) 1)

En effet, considérons dans l'inégalité entropique que vérifie la fonction uq (¢, x)
k = uy(s,y) et dans celle de uy(s,y), k = ui(t,z), choisissons la fonction test
o=t s,z,y) € CF(Q%XQ), ¢ > 0 dans chacune des deux inégalités, intégrons-
les respectivement sur (s,y) € @ et (t,z) € @Q et additionnons-les le résultat
s’ensuit. En choisissant ¢(¢,x,s,y) = ps(x)pn(y)pm(t — s)pn(z — y)E(t, z), on
£eC®([0,T) x RN), £ >0, (pm)m et (pn)n sont des suites régularisantes dans R
et RV, respectivement, et en passant a la limite avec 8,7 — 0 il vient, en utilisant
les propriétés de la suite (ug)s et le fait que les traces fortes v; = YV, (u;), w; =
vou(u;) i = 1,2 existent,

0 < / Pl — )76 + / Pmpasign™ (1) — 13)(p(ur) — 9(113)) - Dk
QxQ QxQ

—{—/ sign™ (u1 — u2)(f1 — f2) Pmpné
QxQ

- / Q—i_({)la Vsou (UQ))pmpng - Q+(un (u1)7 ﬁQ)pmpng- (5'38>
ZeXQy Qa XXy
Notons ces intégrales par Irl,w, cee Ifwr On veut passer a la limite avec m,n — oo

dans chacun de ces termes. Clairement

lim I}n’n :/(u1 —uy) &,
m,n—o0 Q

m,n—00

im 15 = | sien® (i =) (plo) — () - DE

lim I = /QSign+(U1 —uz)(f1 — f2)§.

m,n—00

D’une maniére analogue a la Proposition 5.3.2 on montre que

m,n— 00

lim I, = % / O (51 (1, 2), B (t, 2))E(t, 2)ddlt
>

lim 1%, = % / QO (51(t, ), Bo(t, 2))E(t, 7)dadt.
b

m,n— 00
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Par suite, le passage a la limite avec m,n dans U'inégalité (5.38) fournit

/Q(Ul —u2) & + /Qsigrﬁ(u1 — o) (o) — plus)) - DE
+/Qsign+(u1 —ws)(fr — fo)€ _/EQ+(61’62)£ -

pour tout & € C([0,T) x RN), € > 0. Or le graphe 3o V! est monotone, d’on
l'inégalité (5.37). [

Corollaire 5.4.2. Pour i = 1,2 soit u; une solution entropique du probleme
(5.1)-(5.3) avec des données (u}, f;) vérifiants (5.4). Alors pour tout t € (0,T)

Aw—wWﬂSA%—%W+Am—hW

En particulier, siuy < ud p.p. surQ et fi < fo p.p. sur @, alorsu; < uy p.p. sur Q.
De plus, il existe une unique solution entropique du probléme (5.1)-(5.3).
Preuve. Considérons dans l'inégalité (5.37) £(t,z) = Ea(x)k(t), ou K €
C([0,T)), 5 > 0, & — 1 dans ©, |DE| < C et Supp(DEa) C {0 < Ja] <
a + 1}, alors la passage a la limite en « implique

/Q(u1 w4 / sign* (1 — u2)(fy — fa)i > 0.

Q
D’ou
L%—wﬁﬁsé%—%ﬁ+AWWWerﬁ—M-

Par suite

Aw—wﬁ®§Awr%V+4m—ﬁﬁ
[ ]

L’existence et l'unicité de la solution entropique du probléme (5.1)-(5.3) sont
prouvées pour des données (ug, f) satisfaisant I’hypothése (5.4). Cependant ce
résultat demeure vrai pour tout (ug, f) € L=(2) x L>*(Q). En effet

Théoréme 5.4.3. Pour tout ug € L*(Y) et f € L*(Q), il existe une unique
solution entropique du probléme (5.1)-(5.3). En particulier, siu; est une solution
entropique du probleme (5.1)-(5.3) avec des données (uf, f;) € L¥(Q)x L=(Q) i =
1,2 alors pour tout £ € C°([0,T) x RY), £ >0

1 — U2|&s ign(uy — us 1) —p(uz)) - D 1— f21£ > 0.
=l + [ sientn —wetm) ) De+ [ 15— g

De plus, si uy < ud p.p. sur Q et fi < fo p.p. sur Q, alors u; < uy p.p. sur Q.
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Preuve. Soient m,n € N* et notons B(0,r) la boule de RY centrée en zéro et
de rayon 1. Posons frn = fHsiom — F Xson € LH(Q) et ud,, = ug Xs0m) —
Uy XB(0n) € LY(€). Tl est prouvé au Théoréme 5.4.1 que pour (U, n, fmn) il existe
une solution entropique ,, du probléme (5.1)-(5.3) telle que les traces U,
et Wy, des fonctions Vi, (tm) et ©u(tUm,,) existent et vérifient (T, Wimn) €
B o V‘;V1 p.p. sur X. On va montrer que u,,, — u, qui sera solution entropique du
probléme (5.1)-(5.3) avec des données (ug, f).

Par le principe de comparaison des solutions entropiques, on asim > metn > n

Ui < Ump < Uy PP SUr Q.

D’ou
Umn Tmooco Un ln—oo w dans LYQ).

A T’'aide du théoréme de la convergence dominée, on montre que u est solution
entropique dans D'(Q), et grace a la Proposition 5.2.1 les traces 0 = vV,,, (u) et
W = v, (u) existent. Pour prouver que u vérifie la condition (5.29), on montre
d’abord par monotonie que w,,,, — w p.p. sur X lorsque m,n — oo, et en suivant
les mémes étapes de la preuve du Lemme 5.4.3 on arrive a (0, 0) € BoVJyl p.p. sur
Y. L’unicité se déduit en suivant les mémes étapes que le Théoréme 5.4.2. En effet,
soient uq(t,x) et us(s,y) deux solutions entropiques du probléme (5.1)-(5.3) avec
des données (ul(z), fi(t,x)) et (ud(y), f2(s,y)) respectivement. En choisissant la
fonction test p,(t — s)pn(z — y)ps(x) py (y)E(¢, ) dans les inégalités vérifiées par
les deux solutions et en passant a la limite avec m,n — oo, ensuite avec d,1 — 0,
il vient

[ syt + [ sign(un = ua)otun) = olu) - D¢
Q Q
. + _ _ _ + ~ ~
+/Q$gn (ur —u2)(f1 — f2)§ /ZQ (01,72)€ > 0
pour tout £ € C°([0,T) x RY), £ > 0. On a aussi

up — uz|&; ign(u; — ug ur) — o(uz)) - D 1— f21£2>0
=l [ signtn —wetm) o)) e+ [ 15 - s

pour tout & € C>([0,T) x RY), ¢ > 0. Considérons £(t,x) = k(t)¢(z), on
k€ C2([0,7)),x >0 et ((x) = el 11 vient, grace a la condition de Lipschitz
sur la fonction ¢,

T
/ /]ul—u2|eCI'@—/W%—U%\@”'R(O)
0o Jao Q
T T
—/ /cL|u1—u2]e_C|I/<a—l—/ /]fl—f2|e_c|x|/<20.
0o Jao 0o Jao
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Si up <ud p.p.sur Qet fi < fo p.p. sur Q, alors

%G(t) < —cLG(t) dans D'(Q),

ou G(t) = / |uy (¢, ) — us(t, z)|e~%!dz. Le lemme de Gronwall implique alors
Q

up < ug p.p. sur Q.
|

5.5 Remarques et problémes ouverts

1. Comme signalé plus-haut ; on a pu prouvé I'existence et I'unicité de la solu-
tion entropique du probléme (5.1)-(5.3) que dans le cas out 2 = RT x R¥~L. Cette
restriction est imposée pour assurer l'existence de traces pour la fonction V,,, (u),
ol u est une solution entropique dans D’(Q). Cependant, pour un domaine &
frontiére courbée suffisamment réguliére, une généralisation de ce résultat est en
cours.

2. L’étude du probléme (5.1)-(5.3) était centrée autour du cadre L. Il est
souhaitable de généraliser cette étude afin de pouvoir envisager des solutions
éventuellement simplement intégrables sur (). C’est en effet possible : pour un
probléme posé dans un domaine non borné, PH. BENILAN, J. CARRILLO ET P.
WITTBOLD [18] ont montré l'existence et 'unicité de la solution entropique re-
normalisée qui coincide avec celle fournit par la théorie des semigroupes et avec la
solution entropique définie par Kruzhkov dans le cas ott ug € L*(RY) N L>=(RY).
Suite a cela, dans le cas de domaines bornés et de conditions de Dirichlet non
homogenes et ug € L'(Q2), A. PORRETTA ET J. VOVELLE [69] et K. AMMAR
[3] ont prouvé I'existence et 1'unicité de la solution entropique renormalisée (qui
coincide avec la solution entropique d’Otto lorsque ug est bornée).

3. Un autre probléme intéressant est I’étude du probléme parabolique-hyperbolique

dégénéré suivant

u +div p(u) — Ag(u) = f sur Q

u(0, ) = ug sur Q

(p(u) = Vo(u) -v € B(-u) sur %,
ol ¢ est supposée continue. Un grand pas en avant a déja été fait par J. Carrillo
[36] dans 'étude de ce probléme dans le cadre de Dirichlet non homogéne. L’au-
teur montre qu’il y a existence et unicité de la solution entropique. C. MASCIA,
A. PORRETTA ET A. TERRACINA [59] ont apporté un autre résultat d’existence
et d’unicité de la solution entropique dans le cas de conditions de Dirichlet non
homogeénes.
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