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Résumé

Cette these s’insere dans le cadre de I’Analyse Séquentielle, théorie statis-
tique reposant sur le caractere aléatoire du nombre d’observations prises en
compte pour effectuer un test d’hypotheses, déterminer un intervalle de con-
fiance pour des parametres, etc. Nous nous intéressons plus particulierement
aux propriétés d’optimalité du test séquentiel du rapport des probabilités
ou test de Wald. Ainsi nous établissons que cette procédure minimise les
informations de Kullback lorsque le processus des observations est a trajec-
toires continues a droite et admettant une limite & gauche, puis par extension,
nous montrons un résultat analogue pour des observations non nécessairement
indépendantes et identiquement distribuées en temps discret. Une autre par-
tie de ce travail est consacrée a des résultats d’optimalité asymptotique du
test de Wald (on fait tendre les risques vers zéro) par rapport aux moments
d’ordre 7 de la durée d’observation, pour 7 un nombre réel strictement positif,
mais également par rapport a des fonctionnelles plus générales.

Abstract

This thesis is related to the topic of Sequential Analysis, a statistical theory
based on the randomness of the number of observations taken into account
to test hypotheses, determine confidence intervals for parameters, etc. We
more precisely deal with optimality properties of the sequential probability
ratio test or Wald test. Thus we establish that this procedure minimizes the
Kullback informations when the observed process is right-continuous and has
limits from the left, and by extension, we show that this result also holds for
nonnecessarily independent and identically distributed observations in discrete
time. Another part of this work is devoted to asymptotic optimality properties
of the Wald test (as the error probabilities tend to zero) with respect to the
r*" moments of observation times, where r denotes some positive real number,
but also with respect to more general functionals.

N.B. Les personnes souhaitant obtenir les figures incluses dans le manuscrit peuvent
me le faire savoir a I'adresse ci-dessus.
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Dans son ouvrage intitulé Sequential Analysis ([Wa] en abrégé dans la suite), Abra-
ham Wald pose les fondements d'une théorie proposant une alternative, mais aussi
et surtout un complément au point de vue que nous qualifierons de classique de Ney-
man et Pearson. Cette monographie est entierement consacrée aux tests séquentiels
d’hypotheses. Outre la définition du test séquentiel du rapport des probabilités figu-
rent une comparaison entre le nombre moyen d’observations nécessaires pour ce test
et celui déterminé par la théorie de Neyman et Pearson en fonction des risques de
premiere et de deuxieme espece (ceci amenera A. Wald & suggérer 'optimalité des
tests séquentiels par rapport aux durées moyennes d’observation), mais aussi de nom-
breuses applications a des tests usuels. Nous commencons par rappeler la définition
du test séquentiel du rapport des probabilités ainsi que la propriété d’optimalité
énoncée par Wald (cf. [Wal).

1.1 Le test séquentiel du rapport des probabili-
tés ou test de Wald

On considere X une variable aléatoire (v.a.) générique et une suite (X,,),>; de copies
indépendantes de X. On désigne par f(x;6) soit la densité de probabilité de X, soit
la probabilité que X prenne la valeur x, selon que la loi de X admet une densité ou
est a support discret (6 désignant un parametre inconnu). Nous souhaitons tester
une hypothese nulle Hy : 6 = 0y contre une hypothese alternative H; : 6 = 0,
pour 0, et ; deux valeurs fixées.

La vraisemblance d'un n-échantillon (Xi,---, X,,) de la loi de X est donnée par :

Pon = Pon(T1, -+, Tn) = f(21;600) - - - f (203 00)
si Hy est vraie, et par :

Pin = pln($1, e ';xn) = f(ﬂ?l; 91) s 'f(l’n;el)

si Hy est vraie, ou (z1,---,x,) désignent les réalisations de (X, -, X,,).
Le test séquentiel du rapport des probabilités est alors défini comme suit :
— on choisit deux constantes 0 < A <1< B<+4+00 , (A<B)
— pour chaque entier naturel n on calcule le rapport des probabilités R,, = Pin
DPon

—si R, €]A, B[, on choisit de faire une observation supplémentaire, sinon on
arréte les observations et on prend une décision :
e si R, < A, on accepte 'hypothese Hy
e si R, > B, on rejette 'hypothese Hj.

En d’autres termes, le test de Wald de bornes A et B est défini par :

—le temps d’arrét 745 = inf {n > 1: R, ¢|A, B[}
0 si Ry, <A

— la fonction de décision dsp = { & R > B

TAB
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Nous noterons P? (respectivement P*) la loi de la suite (X,,),>1 lorsque Hy (res-
pectivement Hi) est vraie ; Eg et E; désignant alors les espérances correspondantes.
Les risques de premiere et de deuxieme espece,

o = PO(dAB = 1) et 5 = Pl(dAB - 0) )
sont liés aux bornes A et B par les inégalités :

1 —
B et B < B.
11—« a

A>

Désignant par A,p la classe des regles de décision § = (7, d) vérifiant les conditions
suivantes :

(A) les risques de premiere et de deuzieme espéce PO(d = 1) et PY(d = 0) sont
respectivement majorés par o et 3,

(B) les nombres moyens d’observations nécessaires Bt et By sont finis,
on peut montrer que le test de Wald (745, d4p) minimise les durées moyennes d’ob-
servation sous les deux hypotheses :

v (T./ d) € Aaﬂ ., Eom > EgTaB et Eim > EiTap .

Le lecteur pourra par exemple se référer aux travaux sur le sujet de Wald ([Wal),
Wald et Wolfowitz ([Wa-Wol), Lehmann ([Le]), Shiryaev ([Shl]).
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1.2 Cas des processus en temps continu

Nous considérons une fois de plus le cas d'un test de deux hypotheses simples.
A.l. Yashin a établi 'optimalité du test de Wald par rapport aux informations
de Kullback lorsque les deux mesures P? et P! sont localement équivalentes (ce qui
revient & dire que leurs restrictions PY et P} & chacune des sous-tribus d’'une filtration

(Fi)e>0 sont équivalentes) mais singulieres sur la tribu terminale F. [.’auteur suppose
- 1 0

de plus que les processus de densités @ et ﬁ sont a trajectoires presque sturement,
continues. Si A,p désigne la classe des tests tels que les risques de premiere et de
deuxieéme espece sont respectivement majorés par a et [ (il y a également une
condition sur les temps d’arrét que nous n’explicitons pas ici), alors on a le résultat

suivant (cf. [Ya]) :

Théoreme 1.1 Pour tous o et (B strictement positifs et tels que a + 3 < 1, il
existe dans A,p une régle de décision (TAB,dAB) qui minimise simultanément les

0
informations de Kullback Egln — dPl et EqIn ﬁ parmi tous les tests appartenant a
Aup. Elle est donnée par :
dP}
— le temps d’arrét Tagp =inf {t > 0: 7p0 Z|A, B[}
Pl
0 si ZPgAB <A
— la fonction de décision dap = gL F
1 si FAE > B
dP3, 5 ’

ot les bornes A et B sont liées aur risques o et B par les égalités :

A= b et B = 15 )
1—«a «
De plus,
dP? dP!
EyIn dPliB = w(a, B) et E;In dPOAB =w(f,a)
TAB TAB
L w(z,y) = 21 (=) it
ot w(x,y) = xln —z)ln
L—y Y

La démonstration de ce résultat repose sur une utilisation judicieuse de l'inégalité
de Jensen conditionnelle. Il est a noter que, contrairement au cas discret, on peut
fixer o et B puis définir les bornes A et B du test de Wald dont les risques sont
précisément égaux a a et 3 (voir le contre-exemple figurant dans [Sh1], Remarque
3, p. 141).

Un résultat d'un type différent a été obtenu par Irle et Schmitz ([Ir-Sc]). Les
auteurs supposent, que les processus de densités sont a accroissements indépendants
et stationnaires et continus en probabilité sous PY et P!. Ils établissent alors I'opti-
malité du test de Wald par rapport aux durées moyennes parmi la classe des regles
de décision dont les risques sont bornés par a et [ respectivement.
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Lorsque g désigne une fonction convexe satisfaisant a certaines conditions non
restrictives, le premier de ces auteurs a établi 'optimalité du test de Wald (745, dap)
1 1
par rapport aux fonctionnelles EOQ(jP 0) et By g(d
tienne a {A, B} presque stirement (V01r [Ir1]).
C’est dans ce cadre que s’insere le Chapitre 2 de la présente these. Nous donnons
une démonstration basée sur les théories de la statitique bayésienne et de l'arrét

optimal d'un résultat d’optimalité du test de Wald par rapport aux informations
P} dP?
de Kullback (Théoréme 2.1) lorsque les processus de densités @ et ﬁ sont a

) pour peu que —=£ appar-

dP0

TAB

trajectoires cadlag et si la condition

1
__ TAB

dp?

TAB

€ {A, B} presque siirement

est satisfaite. Le méme raisonnement nous permet de déduire des résultats analogues
lorsque le processus des observations est a accroissements indépendants ou encore
une suite de variables aléatoires non nécessairement indépendantes et identiquement
distribuées (Théoreme 2.4).
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1.3 Propriétés d’optimalité asymptotique

Il semblerait que, outre dans le cas considéré dans [Ir-Sc|, Poptimalité ezacte par
rapport aux durées moyennes soit délicate a obtenir si I’on n’impose pas au processus
de densité d’atteindre les bornes du test de Wald. Une facon de s’affranchir de cette
condition est de faire tendre les risques vers zéro et donc les bornes du test de Wald
vers zéro et 'infini respectivement. On pourra alors espérer que 'effet d'un saut de
la densité au-dela de I'une des bornes sera atténué.

Divers auteurs (voir [Dr-No], [Ir2], [Ir3], [La2] par exemple) ont démontré des pro-
priétés d’optimalité asymptotique du test de Wald par rapport a des fonctionnnelles
diverses dont les moments d’ordre r de la durée d’observation dans le cas discret (cf.
[La2]). Irle a appliqué ce résultat a des processus régénératifs, fournissant ainsi (a
notre connaissance du moins) les premiers exemples d’optimalité du test de Wald
pour des v.a. dépendantes : les processus de Harris et les chaines de Markov a
espace d’états fini (cf. [Ir3]).

Nous donnons au Chapitre 3 des extensions des résultats de [La2] au cas des
tests de m hypotheses simples, m > 2. Nous proposons également un autre exemple
de fonctionnelle minimisée par le test de Wald (dans le contexte asymptotique). Ces
résultats font I'objet des Théoremes 3.2 et 3.3, ainsi que des Corollaires 3.1, 3.2 et
3.3.
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1.4 Analyse séquentielle et théorie de I’'informa-
tion

En guise de conclusion a ce préambule, nous souhaiterions essayer de donner une in-
terprétation intuitive (naturelle ?) de la minimisation des informations de Kullback
dans le cas de processus en temps continu, mais aussi en temps discret.

Dans son livre Information Theory and Statistics, Solomon Kullback rend ’hom-
mage suivant a Abraham Wald : “Although Wald [...] did not explicitely mention
information in his treatment of sequential analysis, it should be noted that his work
must be considered a major contribution to the statistical applications of informa-
tion theory.” Nous souhaitons préciser les liens entre 1'analyse séquentielle (et plus
précisément le test de Wald) et l'information de Kullback. Il nous parait en ef-
fet intéressant de reconsidérer le test de Wald et ses propriétés d’optimalité sous
I’éclairage fourni par la théorie de l'information, car si dans le cas de suites de v.a.
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) 'optimalité est établie par rap-
port aux durées moyennes, elle a en revanche lieu par rapport aux informations de
Kullback dans le cas ou le processus des observations est en temps continu. De sur-
croit, on peut montrer sans peine que les informations de Kullback sont également
minimisées pour des observations formant une suite de variables aléatoires i.i.d.

On considere les espaces probabilisés (X, A, P?) , i = 0, 1. Supposons les mesures
de probabilité P° et P! équivalentes sur (X, A) et si A désigne une dominante

commune, on pose f; = , 1 =0,1, les dérivées de Radon-Nikodym.

d\
Si Xi,---,X,, -+ est une suite de variables aléatoires réelles i.i.d., on pose
X = R" l'espace d’épreuves du n-échantillon (X,---,X,) et nous supposons X

partitionné en X = Ey U E;. Soit une procédure de test telle que si la réalisation
x = (x1,---,x,) appartient & £; on accepte 'hypothese H; , i = 0, 1. Les probabilités
d’erreur sont définies par a = P°(FE}) et 3 = P(E)).

L’information de Kullback de H; par rapport a Hy pour le n-échantillon
(X1,--+,X,) est donnée par :

/1 idPl /m dPl( ) — In iégg

ou P(H;) est la probabilité a priori de I'hypothese H; et P(H;|z) est la probabilité
a posteriori de 'hypothese H; lorsque 1'on a observé x (voir également le lien entre
la propriété d’optimalité et la minimisation de risque bayésien établi au paragraphe
3 du Chapitre 2).

On définit de meéme l'information de Kullback de Hy par rapport a H; pour le
n-échantillon (Xy,---,X,,) par :

/1 dPO /1 dPO( )= B
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Remarque 1.1 Ces quantités sont positives (inégalité de Jensen).
Remarque 1.2 Posant J,(0,1) = 1,,(0,1) + 1,,(1,0) , on a

501 = [ (@)~ fole) jﬁﬁ;

Hl|$ 1
— [ P( /1 po
/ e n 1) d () .

d\(x)

C’est une mesure de la divergence entre les hypothéses Hy et Hy (ou bien entre
les mesures P° et P!) et constitue une mesure de la difficulté d les discerner. La
divergence possede presque toutes les propriétés d'une distance ; il n'y a toutefois
pas d’inégalité du triangle.

Remarque 1.3 Toutes ces fonctionnelles sont additives :

1,(0,1) = I,_1(0,1) + I,(0,1) = n1;(0, 1)
I,(1,0) = I,,_1(1,0) + I,(1,0) = nl;(1,0)
Jn(0,1) = Jp_1(0,1) + J1(0,1) = nJy (0, 1)
Jn(1,0) = J,_1(1,0) + J1(1,0) = nJy(1,0)

et la divergence est symétrique.

Montrons a présent 'optimalité du test de Wald par rapport aux informations
de Kullback. Nous rappelons a cet effet 'identité de Wald :

Lemme 1.1 Soient Zy,---,Z,,--- des variables aléatoires i.i.d. telles que EZ; <
+00 . On pose S, = Zy + -+ Z, et FZ la o-algébre engendrée par {Zy, -+, Z,} .
Soit T un (FZ),>1-temps d’arrét tel que ET < +oo . Alors :

ES; =E(Zi+---+ Z7) =EZ, .ET .

Dans le cas présent, le rapport des probabilités est donné par :

n dPl
=1 dPO

1
si bien que les v.a. In R, et In — peuvent étre représentées comme des sommes de

variables aléatoires i.i.d. :
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De plus, si Mz : P}(z) # P%z)} >0,o0na:
0<Ei(7) < +c0 et 0< Eo(—71) < o0

si bien que l'identité de Wald fournit alors :

dP!
E1 In d—:P§ = Elzl.ElT
“ dP?
Eo In d—]_:;l— = Eo(—Zl) . E()T

pour tout temps d’arrét 7 d’espérance finie sous les deux probabilités.

Remarque 1.4 Un raisonnement analogue montre que l'on peult minimiser toute
fonctionnelle E; D, telle que D,, puisse étre représentée comme une somme de va-
riables aléatoires i.i.d. intégrables par rapport a Pt , i = 0,1 . Ceci est en fait
raisonnable, car les fonctionnelles a minimiser doivent posséder les propriétés d une
fonction de coit (cf. théorie de la statistique bayésienne).

Nous venons ainsi de montrer que minimiser les durées moyennes ou les infor-
mations de Kullback est équivalent dans le cas de variables aléatoires i.i.d. Il nous
semble toutefois que ce ne soit pas systématiquement le cas. En effet, si les fonctions

dP? dP}
t'—>E01nd—I)% et tl—)Ellnd—I_)g
sont croissantes et si la propriété ! :
dPY dPY P! P!
g S T — EO In d—:Pé S EO In dP_}_ et El In dPg S E]_ In dP?_

a lieu pour tous temps d’arrét o et 7, cela ne signifie pas pour autant que les
informations de Kullback sont des fonctions croissantes des durées moyennes, ¢’est-
a-dire que minimiser ces deux quantités ne revient pas au méme dans le cas général.

On voit bien quel peut étre I'intérét de minimiser les durées moyennes d’obser-
vation (minimiser le cott lié aux observations) ; mais si 'on décide de rétribuer

LCette propriété ne résulte pas du théoreme d’arrét des martingales, puisque les temps d’arrét
que nous considérons ne sont pas bornés et que les processus de densités locales ne sont pas
uniformément intégrables (car les mesures PY et P! sont singulieres sur la tribu terminale). Elle
provient du fait que les densités sont des surmartingales positives continues a droite, donc vérifient :

dPL
dPY

AP}
dPY

dP°
dPL

dP?
dPL

ZEO[ |fg} ot 2E1[ |fg}

pour tous temps d’arrét o < 7 (voir [Re-Yo], Théoréme 3.3, p. 66). On conclut & Paide de I'inégalité
de Jensen conditionnelle et en passant aux espérances.
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I’ “information” apportée par une observation non pas a un prix constant mais selon
sa valeur, ¢’est-a-dire la “quantité d’information” fournie, il devient alors raisonnable
de chercher a minimiser des fonctionnelles telles que 'information de Kullback. La
propriété d’optimalité se traduira simplement par le fait qu'un test permettra de
conclure en utilisant le moins d’information possible (les risques étant bornés par
ceux du test de Wald).

L’information de Kullback, ou plutot la divergence, est une mesure de la “dis-
tance” entre deux hypotheses, entre deux mesures de probabilité. S’il existe un test
(1,d) tel que l'on ait :

dp? dP? dp! dP!
BolnSor < Boln 72 ot Byln =T < B, In -2
CMapr S0 Mgpr - © T Tgpe S P gpo

pour (Tap,dap) le test de Wald, alors les hypotheses Hy et H; sont moins discerna-
bles a l'instant 7 qu’a I'instant 745, au sens de la divergence. Les risques d’erreur
en sont ainsi amplifiés :

P'd=1)>P%dyp=1)=a et P{d=0)>Pdsyp=0)=23,

si bien que (7,d) n’appartient plus a la classe des tests considérée. Nous pouvons
donc interpréter 745 comme étant le premier instant auquel il est possible de dis-
cerner les hypotheses Hy et Hy, pour des probabilités d’erreur a et 3 fixées.
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Optimalité pour les processus cadlag
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2.1 Introduction

On se place sur l'espace Q = D([0,+0o0]) des fonctions continues a droite et ad-
mettant une limite a gauche (cadlag) que 'on munit de la filtration (F)i>o, ou
Fi =of{z :xs, s <t}. Nous posons F = \t/.7-"t et supposons (£2, F) muni de deux
mesures de probabilité P et P*.

Considérons la filtration (Gy)iso = (Fi2)is0 » qui est continue & droite et complate
pour la mesure dominante Q = %(P0 + P1), ainsi que la tribu G = \t/gt. Nous
supposons que les mesures P? et P! s’étendent & (2, G) et désignons respectivement
par P? et P} leurs restrictions & G; ; le processus canonique étant noté X.

On observe le processus (X¢, G, P)i>o , pour P une mesure de probabilité sur
(£2,G), et on souhaite savoir laquelle de PY et P! est la vraie loi de X. Pour ce faire,
nous construisons une procédure séquentielle pour le test de :

Hy:laloi de X est P® contre H; :laloi de X est P,

et établissons 'optimalité de cette regle de décision par rapport aux informations
de Kullback au sein d’une certaine classe de regles de décision que nous définirons
ultérieurement.

Avant de donner des conditions sous lesquelles 'optimalité a lieu, nous rappelons
brievement quelques résultats généraux liés aux processus de densités locales (cf.

[Ka-Li-Sh2)).
1) Si PY ~ P}, t >0, alors il existe des martingales locales (Z°, G;, P%);s¢
dP;} dP?
et (Z}, G, PY)so telles que Z7 = d—Pé et 7} = d—le : ce sont les processus de

densités locales. On pose

o . 1 g
Mgz/Zl?le . on a@:{“ sioaz 0
0o ° s 0 si a=0

2) les processus M* = (M}, G;, P")>0,i = 0, 1, sont des martingales locales,
3) les densités locales Z° et Z! sont respectivement solution des équations diffé-
rentielles stochastiques (E.D.S.)

. . t . .
Z;:Z(’g+/ Zi_dM', i=0,1,
0

4) les limites tligrn 7 et tligrn Z} existent Q-p.s. sur [0, +o0] (on les note Z2, et
— 100 — 100

Z! respectivement),
5) Pour tout A € G , on a les décompositions de Lebesgue :

Pl(A) = /A 20 dP° + PLAN{Z° = +00))

PO(A) = /Azgo dP' + PY (AN {ZL = +o0}) .
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Soit M la composante continue de M?® , (M, M) sa variation quadratique,
™ la mesure associée aux sauts de M? et v; le compensateur de p™" par rapport
aP', i=0,1. On pose

22
1+ |z

t
B = BI(M) = (M, M), + /0 /R\{O} dv; | t < +00
et
B! :=B' (M'") := tELnOO Bj(M?") , i=0,1.
Nous supposons qu’a linstant 0, les deux mesures de probabilité PY et P!

coincident :

La. P)=P;.
Le Théoreme 1 de [Ka-Li-Sh2] assure alors que si la condition

Lb. PY~P;,t>0
est satisfaite, alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

Ma. PHBY =+o0}=1

I.b. P%BlL =+cc}=1.

P’ 1L PL
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2.2 Enoncé du résultat principal

Définition 2.1 Un couple 6 = (7,d) est appelé regle de décision si :

(i) T est un (Gy)i>o-temps d’arrét

(i1) d est une variable aléatoire G.-mesurable, a valeurs dans {0, 1}.

On désigne par a(6) = P°(d = 1) et 3(8) = P*(d = 0) les risques de premiére et
de deuxieme espéce respectivement.

Pour 0 < a <1 <b< 400 (a < b) deux réels fixés, on définit le test séquentiel
de bornes a et b, noté 0y = (Tap, dap), par :

0 si Zgabga
1 si Z9 >0b

Tab —

= inf{t>0: 20 dla b} . du— {

Soient a et B deux nombres strictement positifs tels que a + § < 1. On désigne
par A,z la classe des regles de décision § = (7, d) satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

(A)  a(d) =Pd=1) < a et 5(6) = PY(d = 0) < 3

(B) les informations de Kullback Eqln Z! et E; In Z sont finies et strictement
positives (dans le cas de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées, la condition de positivité traduit simplement le fait que la loi de X sous
Hy est différente de sa loi sous Hy).

Nous énoncons a présent le résultat principal de cette partie.

Théoréme 2.1 Soit dap = (Tap,dap) le test séquentiel de bornes A et B, avec 0 <
0 , .

A <1< B < +oo, et telles que 77, . € {A, B} Q —p.s. On désigne respectivement

par a et B les risques de premiére et deuxriéeme espéce qui lui sont associés. Si les

conditions I et II sont satisfaites, alors pour toute procédure 6 = (1,d) € Ayp, on a

les inégalités :

EoanTlmggEoanT1 et ElanSABgElanf.

On a également les relations :

et

o
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Des résultats analogues ont été obtenus dans le cas ol les processus Z¢ , i = 0,1,
sont des processus a trajectoires continues (cf. [Ya]) ou encore a accroissements
indépendants et continus en probabilité (voir [Ir-Sc]).

Ce théoreme s’applique par exemple lorsque la densité Z° vérifie la condition
suivante :

On suppose qu’il existe un intervalle [A’, B'| C [A, B] tel que les trajectoires de
79 sont Q-presque sirement continues dans [A, A'] et [B', B] et que les sauts de Z°
a Uintérieur de [A', B'] sont bornés par A = min{B — B’ A’ — A}. Ceci entraine
alors que Z° ne pourra sortir de lintervalle [A, B] que de fagon continue, si bien

que Z° € {A,B} Q- p.s.

TAB

Avant d’aborder la démonstration de ce théoreme, a la fois basée sur la théorie de
la décision bayésienne et sur celle de 'arrét optimal, nous donnons une premiere
propriété du temps d’arrét défini plus haut.

Lemme 2.1 (cf. [Ya]) On suppose les conditions I et II satisfaites. Alors le temps
d’arrét Top est presque sturement fini sous les deux probabilités.

Démonstration. 1l est facile de voir que P 1 P! +— PYZ% = +x} = 1 <
PHZ’ =0} =1<—=P{Z =40} =1<=PHZL =0} =1.

Donc  lim Z =400 Pl—ps.et lim Z0=0 P°—ps.
t—+o0 t—+o00

Ceci entraine que  P{74p < +00} =1 et PY7ap < +o0} = 1.
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2.3 Probleme de décision bayésienne associé

La premiere étape de la démonstration consiste a montrer que le probleme d’optima-
lité que nous considérons est équivalent a un probleme de décision bayésienne, que
nous reformulons en termes d’arrét optimal dans une deuxieme étape. Finalement,
la résolution de ce dernier probleme nous fournira une démonstration concise du
Théoreme 2.1.

Soit (£2,G) I'espace mesurable et P° P! les mesures de probabilité définis précé-
demment. Pour tout 7 € [0, 1], nous posons

P7() = aPi() + (1 —m)P°(.).

Soit B € G tel que PY(B) = 1 et P%(B) = 0. Définissons sur (2, G, P™) la variable
aléatoire de Bernoulli # = 15, fonction indicatrice de 'événement B. Elle est telle
que :

PT=1)=n , P"(=0)=1-—m.

Alors on a la propriété suivante :
P™(Al0=i)=P'(4), i=0,1, A€g.

Le parametre 7 représente la probabilité a priori de 6 et nous le supposons fixé dans
tout ce paragraphe. Nous définissons a présent la perte résultant d’une décision
erronée, le cott lié a I'observation du processus, la fonction de risque associée a une
procédure ¢, ainsi que son risque.

e Si la valeur du parametre est 6 et la décision prise est d, la perte subie est notée
[(0,d) et on a :

1(0,0) = 1(1,1) =0, 1(0,1) = wp > 0, I(1,0) = w; > 0.

e Si nous observons {Xs, s <t} et si la valeur du parametre est 6, alors le cott est
donné par la fonction Cy(0, X') que nous définissons comme suit :

Ci(0,X)=clnz} , Ci(1,X)=clnz;

pour ¢ une constante positive.
e La fonction de risque est donnée par

R(0,0) = Ey[l(0,d) + C.(6. X)] ,

donc
{ R(0,8) = Eo(0,d)+cnZ!] = woa(d)+cEqlnZ!
R(1,8) = Eil(1,d)+c¢lnZ% = wiB(6)+cE;InZ’

e Le risque associé a 0 est défini par :
r(m,0) = Ex(R(6,9))
= (1—mR(0,6) +7R(1,9)
= (1 — mwoa(8) + 7w B(6) + (1 — 7)ec EgIn Z! + wc EyIn Z°.
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Définition 2.2 On dit que 6, est une procédure de Bayes par rapport a la probabi-

lité a priori © st r(m, 0.) = gng r(m,d), ou A désigne la classe de toutes les régles
€

de décision, et r(m,d,) est appelé le risque bayésien.

Il semble clair a présent que nous devons établir que la regle de décision d4p
définie dans le Théoreme 2.1 est bayésienne par rapport a toute probabilité a priori
7w € [0,1]. En effet, nous avons choisi la fonction de risque afin de faire apparaitre
les informations de Kullback. Nous allons montrer & présent que ce probleme de

décision bayésienne est équivalent a un probleme d’arrét optimal. Plus précisément,
on établira le lemme :

Lemme 2.2 Soit T l'ensemble de tous les (Gi)i>o-temps d’arrét satisfaisant a la
condition (B). Alors

. . 0
eAT(m0) = T ol (2r)

F(z) =mcxInz — (1 —m)elna + ((1 — m)wy) A (mzwy) .

Ce lemme exprime le fait que si la probabilité a priori = € [0, 1] est fixée, alors
il existe une fonction F', dépendant de 7, de laquelle on peut déduire un probleme
d’arrét optimal dont la résolution fournit également la solution du probleme de
minimisation de risque bayésien défini précédemment.
Démonstration.

r(m,8) = 7E1(wil(g=o) + cIn Z2) + (1 — 7)Eg(wol(g=1) + cIn Z})
= EO{(I — ) (wol(g=1) + cIn Z}) + 7 Z2(wi1(4—0) + cIn Zg)} :

A 6 = (7. d) nous associons une autre régle de décision § = (7, d) on

J_ {0 si (1 —m)wy > 722w,
~ L1 sinon

Il est clair que

r(m,d) > T(W,S)
- EO{(I —meln ZF + 7eZ%In Z° + ((1 — m)wg) A (WZ,?’LUl)}
=EoF(2?) .

Ainsi, r(m,8) > r(r, ) > gngT(ﬂ',S) . pour tout 6 € A, donc on a :
€

inf (7, 8) > inf (7, 9) .

deEA ’ T deA

D’autre part, 6 appartient & A | si bien que l'on a :

.
r(m, d) > ggﬁr(ﬂ,é) , pour tout § € A
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et ceci entraine I'inégalité dans ['autre sens :

ggﬁr(w, 9) > 322 r(m,0) .

Finalement, nous obtenons 1’égalité annoncée :

. e N . 0
A T(m0) = i r(m0) = Jo Fol(Z)
pour F' définie ci-dessus.

Il s’agit a présent de résoudre ce probleme d’arrét optimal.
Comme on a :

1 1
F"(z) = (rezlnz — (1 — m)clnz)’ = we= + (1 —7m)e— > 0,
T T

F est une fonction convexe sur chacun des intervalles [0, o[ et ]xg, +00[, ot zy =
l—mw
— . On vérifie que  lim F(z) = 400 et lim F(z) = +oo et que le graphe
™ Wy z]0 z]+00
de F' est de I'une des deux formes suivantes :

Nous rappelons le lemme suivant qui nous sera d’une grande utilité.

Lemme 2.3 (cf. [Mi]) Soit G une fonction continue définie sur[0, +oo] et admettant
au moins un minorant convexe. Alors il existe un plus grand minorant convexe,
noté G. L'ensemble D = {x : G(z) < G(z)} est ouvert et la fonction G est linéaire
sur chacune des composantes connexes D; C D. De plus, les dérivées de G et G
coincident en chacune des extrémités de D; ou G est dérivable.

On applique ce lemme a F', qui est convexe par morceaux (deux composantes
connexes) : elle admet donc un minorant convexe maximal F, qui est linéaire entre
deux points a et b définis par le systeme

E’(a):w = mcha+mc—(1-m)+mw; = [F'(a)
E’(b):w = melnb + me— (1 —m)F = ).
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Lorsque 7 est fixée, a et b sont des fonctions de ¢, wg et wy. On va a présent montrer
quil existe ¢ > 0 et 0 < w < 1 (tels que wy = 1 — w et wy = w) pour lesquels on a
a=a(c,w) = A et b=b(c,w)= B, pour A et B les bornes du test séquentiel 045
introduit plus haut. Il s’agit de résoudre les deux équations :

{ F(B)=F(A) = F(A)(B-A)
F(B)—F(A) = F/(B)(B-A).
L’égalité des dérivées en A et B se traduit par :

rcA4+mec— (1 —7)ce +nmw=ncB+nc—(1—m)ce ?

ou encore :

w=c(B—A)+
m

Remplagons maintenant w par son expression dans la premiere équation. Apres
simplification, nous obtenons 1’égalité suivante :

C{W(GB —eM 4201 —7)(B-A) + 7(1 ;W) (e — efB)} =1-,

d’ou finalement :

1
o 2 (B—A)+2(InB—InA)+5(5 — %)

™

et
(InB —InA)+ =5(5 - 5)

v -
Z=(B—A)+2(InB—-InA)+L2(5 — )

Nous allons enfin résoudre le probleme d’arrét optimal associé a m, ¢ et w. Nous
montrerons en fait que l'on a :

Topt ‘= arg T11€1§ EoF(Z°) = T4 .

a) ianr EoF(Z°%) > ingEOE(ZS) > in§£(E0Z2) = [(1) par I'inégalité de Jensen.
TE TE TE
b) D’autre part, comme 1 € [A, B], la linéarité de F sur [A, B] entraine que 'on a :

EoF(Z) ) =pEoZ?, +4q (car Z) € {A B} Q—ps.)

= F(E¢Z7,,)
— F(1).

Or F(z) ,)=F(Z! ) Q-ps., donc

TAB

TAB

E(1) = BE(Z},,) = BoF(Z7,) > inf BoF(Z)) .
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Il s’ensuit que 1'on a :
. 0 0 . 0
;IE%EOF(ZT) > F(1) =EoF(Z;,,) > 711€1§E0F(ZT) ,

ou encore
EoF(2),,) = inf BoF(Z)) .

Nous venons d’établir le lemme :

Lemme 2.4 On suppose les conditions I et II satisfaites. Soit 0 < m < 1 un réel
fixé. Alors le test séquentiel de bornes A et B est une procédure de Bayes par rapport
a la probabilité a priori w.

En effet, il suffit de remarquer que dap = dap et donc que l'on a :

r(m,0ap) = r(m,045) = BoF (20 ) = inf BgF(Z7) = inf r(m.9) .

TAB
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2.4 Démonstration du Théoréme 2.1

Soit ¢ = (7',d') € A, une autre procédure de test. Comme 045 réalise le risque
bayésien, on a :
(1-—m)(l—wat+7mwl+ (I —7m)cEylnZ} +mcEInZ?

<(1-m1—-w)+rwd +(1—7)cEglnZY, + 7c E;In Z°
(o' =POd' =1), B'=P(d' =0)) .
Comme o/ < a et §' < 3, il vient que

(1 —7)Egln 7}

TAB

+7EInZ), <(1-m)EqnZ. 4+ E;InZ),

pour toute probabilité a priori 7 € [0, 1].
Cette derniere inégalité entraine que Eqln 2}

1., et ErlnZ? sont finies, donc que
dap = (Tap,dap) € Ayp - On en conclut que

EolnZz, >EynZz! et E/InZ)>E InZz’

TAB

pour toute régle de décision 6" € A, . L'optimalité du test de Wald est donc établie.
Nous démontrons les relations liant bornes et probabilités d’erreur du test de Wald,
ainsi que les égalités figurant dans le Théoreme 2.1 :

EoZ)  =1=AP°(d=0)+BP%d=1)=A(l —a) + Ba,
E, 7! —1—1P1(d—0)+lP1(d—1)—lﬁ+i(1—ﬁ)
1445 — _A - B - _A B )
don 1A A(B —1)
°=p—a1 U= p—a-
ce qui est équivalent a :
A= b ; le_ﬁ.
1l -« Q

Calculons a présent les informations de Kullback :

EgnZz), =-EmZz, =-(1-a)lhA+ahB)

l—-a o)
=(1—a)ln +aln—— =w(a,B) ;
(1-a)ln = wla.d

EilnZ) =pfmA+(1-p5)nB

B 1-p
=1 1-p0)1 = ;
i (1 )L = w(B.a)

pour
l—=x

+(1—2)ln
— ( ) ;

w(z,y) =zln .
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2.5 Cas des processus a accroissements indépen-
dants

Nous conservons les notations du paragraphe 1 et supposons de plus que X est un
processus a accroissements indépendants (P.A.I.) sous P. L’objet de ce paragraphe
est de réécrire les conditions I et II du Théoreme 2.1 en utilisant les décompositions
de X, par rapport aux probabilités PV et P! .

Soit (X¢, Gy, P)iso un P.AL, p® la mesure associée aux sauts de X et v le
compensateur de p* par rapport a P. Le compensateur v vérifie :

t
/ /(:c2 A1) v(dt,dz) < +oo .
0
Posant
t
Xé = Xt - XQ - ZSS)‘,‘AXS]_(|AXS‘>1) = Xt —_— XO - /O / |>1 €T dMX ,

nous obtenons un P.A.L. dont les sauts sont bornés (par 1). Le processus

t
Xt”:/ / z d(p* —v)
0 J|z|<1

est une martingale locale purement discontinue et un P.A.I. Par construction, on a :
AX;I = AXt-]-(|AXt|§1) = AX; .

Ainsi,

X" =X, — Xo — ngtAXs'1(|AXs|>1) - X=X - X/
est également un P.A L., mais il est a trajectoires continues ; nous lui appliquons la
formule de Lévy-Khintchine :

B "X — exp {iula(t) — a(s) — S(0*() — o*(s)}

pour « et o2 deux processus déterministes.
Soit M = X" — . Ceci est un P.A.I. a trajectoires continues et tel que

B M) — exp { — L(0%(1) — 0(5)))

donc une martingale gaussienne et on a :

t t
X =Xo+at)+ M, + / rd(p* —v)+ / / x dp* P—p.s.
0 0 Jja|>1

lz|<1

En appliquant cette décomposition & P?,i = 0, 1, on obtient :

. t t .
X, = Xo + as(t) + M +/ zd(pX — )+ / /| g Piops
0 0 J|z|>1

lz|<1
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ol () est déterministe, (M;,G;, P');>0 est une martingale gaussienne continue et
v; est le compensateur de p* par rapport & P*, i =0, 1.

Soit £ =R\ {0} . Considérons les conditions suivantes :
L. PY=P}

II.al. dl/1 = Yodl/o a2. dl/o = Yidi/l
b. a) ={t},E)=1 <= a =un{t}E)=1
c. (M? M?) = (M*, M)

dl. ai(t) — ap(t) — /Ot/|m|§x(%(s,x) —1) dyy = /Otvfj d(M°, M0>s

Q2. aoft) — on(t) ~ | t /|m|§1x(Y1(s,x) 1) dn = | et MYy,

t
I11. Posons B} :/ (Y92 d(M°, M°) +// Yo(s a:)) duvy
0
1 —aly2 0
+§1(0<a8<1)(1 AT CLS) (1 - as)
et

B} = /(73) d(M*, M*") +// Yi(s 1’)) d

1 —a%\2
+ Z 1(0<a;<1)<1 T\ 1= Zi) (1-ay)
s<t s

al. BY < ocosit< +o0
a2. B} <oosit < +oo
bl. B = +o0
b2. Bl = +o0

Puisque X est un P.A.L. sous les deux probabilités, 1y et vq sont des mesures non
aléatoires et les conditions II entrainent que Yy , i, B' et B! sont déterministes.

On peut d’emblée faire les remarques suivantes :

1) I, IL.al, ILb, IT.c, I1.d1 et ITL.al (resp. I, Il.a2, IL.b, I1.c, I1.d2 et I11.a2) traduisent
le fait que P} < PY, ¢ > 0 (resp. PY < P}, t > 0) ; donc I, II et IIL.a signifient que
P; ~ P?, ¢t > 0. On dira que les mesures PY et P! sont mutuellement localement
absolument continues.
2) Le Théoreme 15 dans [Ka-Li-Sh3] exprime les faits suivants :

e Sil ILal, ILb, ILc, IL.d1 et IIL.al sont réalisées, alors III.bl <= P! 1P ;

e Sil, IL.a2, IL.b, ILc, I1.d2 et 111.a2 sont réalisées, alors II1.b2 <= P! 1P° .
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Expliquons un peu les conditions 1I.d. Supposons, pour fixer les idées, que P} <
PY , ¢t > 0. On rappelle la décomposition de X (par rapport a P°, mais aussi par

rapport a P1) :
t
X, = X0+a0()+M°+// —uo)+// x dp™
m<1 0 Jja|>1

On sait que d(Z%, M°) < d(M°, M?), ou Z% désigne la partie continue de la mar-

d(ZOC, M0>t

d(M?O, MO),

N t

Alors M = M} —/ Z99d(7%, M%), est une (G, P1)-martingale locale (par le
0

Théoréme de Girsanov) et on a :

tingale locale Z°. Posons 30 =

- t
X, = Xy + ag(t) + M) +/ 799 q( 7%, MO),
0

+ /Ot/mslx A = vy) — /Of /mglx(yo(s,w) — 1) dyy
" /t /fr<1 x(YO(S’x) a 1) o + /Ot /I:c|>1x dp

t
= X, + aolt )+M0+// A — ) +/0 299 d( 7%, M),

|x|<1

t
+/ / z(Yo(s,z) — 1) dl/o—l—/ / x dp® P'—p.s.
0 Jla|<t 0 Jlz|>1

Or la décomposition de X pour P! est donnée par

t
X, = Xo+a1()—|—M1+// —1/1)+// rdp* P'-ps.,
|:r|<1 0 Jjz|>1

si bien qu’en identifiant les termes dans les deux dernieres égalités, on obtient :
t t —
0= (as(t) - ao(t) _//u 2(Yo(s, z) — 1)duo) —/Zg?d@()g MO, (M3
0 JJz|<1 0
Mais M} € M,e(Gs, P') est & trajectoires continues et A; , A} sont & variation finie

par rapport & P!, donc I'égalité M; = A, — A, entraine que M} = A, — A; = 0
P!—p.s. et donc que l'on a :

a1 (1) — ag(t) —/Ot/w<1$(Y0(s,x) 1) dvy = /t 20 (7%, MY,
/Zoeaﬁo (M°, M®, .

9% 39 on obtient le résultat voulu. La condition I1.d2 se déduit
de manitre analogue du fait que Py < P} , ¢ > 0.

En posant 70 = 7%
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Le Théoreme 2.1 reste bien entendu valable. Les conditions I et II ont simplement
été réécrites en termes de décompositions de X selon les deux probabilités.

Remarquons que la condition de positivité des informations de Kullback s’écrit

dP!
>0, E;In (—

dP°
dpPo ‘U{Xu,sgugt})

Eqln (—

dPl‘U{Xu,sgugt}) > 0, s<t,

dans le cas des P.A .l
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2.6 Application au cas des suites de variables
aléatoires indépendantes

Il s’agit d'un corollaire immédiat de ce qui précede ; nous nous bornerons donc a
préciser les notations (voir [Ja-Sh]) et a énoncer le résultat.

Notons P? (resp. P*) la loi d’une suite de variables aléatoires (v.a.) indépendan-
tes, & valeurs dans R, si Hy (resp. Hi) est vraie. Ceci est formalisé de la maniere
suivante :

Q= RHN

&, (w) est la n®™ coordonnée de w €

F=BE)N | Fo= {00}, Fa=olg- 6} n21

P'= @ p,,P'= @ p,

nEN* ne *

ot p¥ et p! sont des mesures de probabilité sur (R?, B(R?)). Alors les v.a. canoniques
(£4)n>1 sont indépendantes sous PO (resp. P') et la loi de &, est p2 (resp. pl).
dpf)
dp

n

Pour tout n > 1, on considére une dominante 5,, de p et p. et on note 7> =

d 1
et nt = d—f" les dérivées de Radon-Nikodym.

n

Ainsi, sion pose Q = ® p,, onaPOl<o<cQ et P11<O<CQ, ¢’est-a-dire que V n € N*,
ne
Q=7® @0, Pho=p@--@p,, P,=pi® - ®p, , donc P) < Q, et
Pl <Q,.
ap? . aP}
e
Q, = " Q.

1 sin=0 1 sin=0
_— K : 1 = - .
T = [T pE) sin>1 et Ty [In(&) sin>1
p=1 p=1

Soient 7 = Par indépendance, on a :

Posons [y = yp(vp_1)% et Gh =75 (n_1)® -
Alors By = (€10 50 et By =m,(&) 11 0 -

Nous rappelons quelques résultats concernant la distance de Hellinger-Kakutani.
Soient P et P deux probabilités sur (€2, F) ; soit @ une dominante. On note
dP dP

z = —= et Z = — les dérivées de Radon-Nikodym. Alors on a :

aQ aQ

"Q/M\/Ez/\/@_ﬁ

Z—Eg(f—\f”



32 Optimalité pour les processus cadlag

p(P, :) est appelée distance de Hellinger-Kakutani entre P et P.
p*(P,P)=1—H(P,P), ou H(P,P) est l'intégrale de Hellinger, définie par

H(P,P) = Eo(V22) :/Q@ do.

e Plus généralement, on définit 'intégrale de Hellinger d’ordre a de P et P par

H(o;P,P) = Eg(z*.277%) , a€]0,1].

~ 1
On a évidemment H(P,P) = H(ﬁ; P.P) .

On rappelle le théoreme :

Théoréme 2.2 (Kakutani) a) P! < P si et seulement si les deux conditions sui-
vantes sont réalisées :

(i) 3 11— H(pl, pb)] < +o0

n>1
(i) py, < p2 , ¥V neN”
b) P! L PO si et seulement si l'une (au moins) des deuz conditions suivantes est

réalisée :

() X211 = H(pl, p})] = +oo

n>1

(ii’) 3m e N* tel que p. L o0 .

Corollaire 2.1 Supposons que p: ~ p° pour tout n > 1. Alors, soit P ~ P, soit
P! 1 PO.

Ce résultat est connu sous le nom d’alternative de Kakutani. Ces deux résultats
peuvent se déduire d’un théoréeme de [Ka-Li-Sh1] que nous énongons a présent.
Soient PY et P! deux mesures de probabilité telles que P, < P% | Vn > 1.
dP}
On note 7° = dPg une version (finie) de la dérivée de Radon-Nikodym de P! par
rapport a P? ; Z0 = 1). Posons o = Z%(Z° )®. Les lemmes 5 et 6 de [Ka-Li-Sh1]
fournissent le critere suivant :

SiPL< P n>1,alors:
PY(Z) < +00)=1<+= P < PY
P70 = +00) =1 <= P! L P,

ot 70 = i 79 existe Pl-p.s.

On en déduit le théoreme :

Théoréme 2.3 (cf. [Ka-Li-Shl]) On suppose que PL < PO n>1. Alors :

+oo
P 3 [1 - Eo(y/al|Fust)] < +oo} =14=P <P’

n=1
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+o0
P> [1 - Eo(/al|Fm1)] = 400} =1 <= P' LP°.
n=1

Corollaire 2.2 On suppose que les tribus o(al) et F,_1 sont P° (ou bien P!)-

indépendantes et que P < PY pour tout n > 1. Alors, ou bien P! < P°, ou bien
P! L P° . Plus précisément,

+oo

> 1—-Ey(y/ald)] < o0 < P' < P’
n=1
+oo
> 1 —Eo(y/al)] = 400 < P' L P’.
n=1

Ceci n’est rien d’autre que le Théoreme de Kakutani. En effet,

P! dP?
0 _ 0 0 D __ T n—1
a, = Zn(Z’n—l) - dPO dP ]‘ 1>0)
P! dQ, dPg_1 Q-1
~dQ, dPY dQ,_; dPL_| ~#n>0

2) 72—1(%2—1)@
0)@

= 7(
=628
(&) dpy dp,  dp,

T n0(E)  dp, dp%  dpl

En particulier, a¥ est o(&,)-mesurable et on a :

dpy,
Bo(y/o) = B (ad) = [\ 50 dol = [ dok et

On constate également que ol est indépendante de F,_; (puisque les &, sont indé-
pendantes). On conclut en remarquant qu’on a :

dp® dpl
— [ \dnh dpl, = Eq(y/fat)

Le corollaire suivant est une réécriture de 1’alternative de Kakutani.

Supposons que P} ~ PY pour tout n > 1 et que les tribus o(a’) et F,_; sont

indépendantes par rapport a P° (ou P!). Alors, ou bien P! ~ P° ou bien P* 1 P,
+oo

selon la convergence ou la divergence des séries Z [1—Ey(y/a9)] et Z [1-E;(y/«

n=1

ot a est défini de maniére analogue a a?.
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Nous allons appliquer ce qui précede pour donner des conditions sous lesquelles le

test de Wald est optimal au sens donné plus haut. On suppose réalisées :
. Yyn>1,P.~PY

ILa. i [1— Eo(y/a)] = +oo b, zj 1 Ei(y/ad)] = +oo .

Remarque 2.1 Les conditions Il.a. et 11.b. sont en fait équivalentes, puisque

Eo(y/a%) = Ei(/al) = H(p2, pb) .

Ainsi, les conditions I et Il ne sont autres que celles de ’alternative de Kakutani.

Remarque 2.2 Si les (&,)n>1 sont également identiquement distribuées, la condi-
tion I implique la condition II , pourvu que la loi de & sous Hy soit différente de sa
loi sous H;.

: 0 0 1 1 e o dp _dp’
En effet, sip, = p’ et p, =p*, on définit o’ = — et o = — . Alors on a :
dp® dp!
1
EoVa0 = E Vol /,/ d =1
dp
SRy dp’ 1 0 -
et Uégalité a lieu si et seulement si 10 = = 1, ou encore p = p°, ce qui est
P

équivalent ¢ P = PY |

Donc, si p° ~ pt, mais p° # pt, alors EgvVa® < 1 et il en résulte que l'on a :
+oo

S (1 —Eg/al) = f(l — EoVa%) = +oo . (Ila)

n=1 n=1 oo oo
On montre de méme que Y (1 —Ey/at) => (1 - EVal) = +oco . (ILb)
n=1 n=1

Il reste a donner un énoncé analogue a celui du Théoreme 2.1 dans le cas du
temps discret. La seule différence réside en le fait que 745 est un (F,),>1-temps
d’arrét défini par :

Tap=inf{n>1: Z° ¢]A, B[ }.

Théoréeme 2.4 Soit (§,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On
suppose les conditions I et I réalisées. Soit d,p= (TAB dap) le test séquentiel de
bornes A et B telles que 0 < A <1< B < +oo et Z?, . € {A,B} Q-p.s. et soient
a et B les risques associés. Alors, pour toute procédure 6 = (1,d) € Npp , 0N @ :
EglnZ! > Egln Z} et  E;Inz’ > E/InZ°

TAB TAB

(les égalités figurant dans le Théoréme 2.1 restent valables).
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Remarque 2.3 On peut donner une extension de ce théoréme au cas des suites de
v.a. non nécessairement i.i.d. Les conditions ont déja été données plus haut :

I ¥an>1, PL~P°
+oo
IIa. PYY"[1—Eo(y/ad|F, )] = +o0}

1 — Ei(y/ak|Famr)] = +o0} = 1.

1
=1
+0o0o

11°.b. PO{ S

n=1
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2.7 Application : un test séquentiel sur la dérive
d’un processus de diffusion

Les notations sont celles introduites au paragraphe 1. Nous observons le processus
(V4, Gt P)i>0 qui représente la vitesse d'une particule et que nous supposons satisfaire
a I’équation de Langevin :

dV, = -pVidt +dw, , Vo =0 (L)

pour 3 une constante positive et (W, G, P)i>¢ un mouvement brownien standard *.
La solution V' de I’équation différentielle stochastique (L) est appelée le processus

de vélocité d’Ornstein- Uhlenbeck et V; représente la vitesse de la particule a I'instant

t. En utilisant la formule d’It6, on montre que la solution de (L) est donnée par :

t
V, = e / &% aw, .
JO

Pour tout T" < +00 , (V4,Gi, P)o<i< est une semimartingale gaussienne, continue
) ; ) 0<t< )
en moyenne quadratique et on vérifie aisément que 1'on a :

T
/ EV?2 dt < +oo. (E)
0

En effet, si 3 =0, on a:

T T T2
/ Evfdt:/ EW? dt — — |
0 0 2

et si 3>0,ona:

T T 1
/ EV? dt = / e 20 = (2 _ 1) gt
0 0

%
1 1 _
“3! T Y-

Cette derniere propriété nous sera utile par la suite.

!Cette équation n’est qu'une réécriture de la loi de Newton dans le cas d’une particule de
masse m qui serait soumise a une force de frottement inversement proportionnelle a la vitesse de
la particule, —mg@V; , et a une force aléatoire, md:?t/t , qui est formellement un processus gaussien

stationnaire. La loi de Newton stipule alors que 1'on a, du moins de maniere formelle :

av, dw,
megp = MoVt m—g

On passe de cette écriture a 'équation différentielle stochastique (L), qui est, quant a elle, bien
définie.
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Notre objectif est de montrer que la regle de Wald minimise les informations de
Kullback parmi une certaine classe de regles de décision pour tester

Hy:8=0 contre Hi:0=1,
ou encore
Hy:dVy=dW,;, Vo =0 contre Hy:dV,=—-Vidt+dW,, Vo =0.

Nous munissons I'espace filtré (€2, G, (G;)i>0) des deux mesures de probabilité P et
P!, qui correspondent respectivement aux lois du processus V sous les hypotheses
Hy et Hy |, les espérances correspondantes étant notées Eg et E; . Il s’agit a présent
de montrer que les conditions I et II du Théoreme 2.1 sont réalisées.

1) Nous savons que le processus V satisfait a (E) sur tout intervalle [0, 7], donc le
Théoreme 7.15 de [Li-Sh1] entraine que l'on a :

VT <+co, PY ~ P,

c’est-a-dire que les mesures PV et P! sont localement équivalentes (condition I). De
plus, on peut expliciter les processus de densités locales :

dP! t 1t
ZO: t — / -V s__/ 2
! = 3P0 exp { [ —VaVi- | VZds)
et

dP} t Lot
Zgzd—le:exp{/OVst;—{—i/onds}.

On sait également que les processus (Z7, G;, P%)i>o et (Z}, G, P1);>0 sont des mar-
tingales locales & trajectoires Q-p.s. continues et telles que Z}! = (Z?)™! Q—p.s.,
ott Q = (P + P'). Ceci assure également que Z7, € {A,B} Q-ps.

TAB

2) Montrons que P? et P! sont singulieres. Pour ce faire, nous calculons les processus
M°, M*', B° et B! introduits au paragraphe 1 :

t t
= [z taze o ow) = [z azt
t
B = (M° M%) = [ (2) (2", 2°),
0

t
Bl = (MY, MY, = /0 (ZY2d(Z", 7Y, .

Sous P?, on a :

t 1 rt
Zi? :exp{/o _‘/GdWG_ 5/0 ‘/s2d8} :
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Si l'on pose LY = [—VdW | on constate que (LY, G, P%);>0 est une martingale
locale, et Z° est 1'ezponentielle stochastique de L°, notée E(LP). De plus, Z° est
solution de 'E.D.S. :

dz) = Z20dL) = —ZVidW, , Z) =1
et on a : . .
(2,2 = [[(Z0vias . B = [ Vids.
0 0
De méme, sous P!, on a :
.t 1 .t
z! = exp{ [ Viaw, -5 [ Vidsh = e,
ou L' = [VdW . Donc Z? est solution de I'E.D.S. :
dz} = 7ML} = Z}Vadw, , 7 =1

et on a : . .
(7Y, 2V, = / (Z)2V2ds |, B!= / V2ds .
0 0
La condition Il.a. du Théoréme 2.1 s’écrit alors :
+o0o
PO{/ VZds = +oo}b =1,
0
ou encore .
PO{/ W2ds = oo} =1
0

puisque sous Hy, on a  dV; = dW,; , Vo = 0, et cette derniere égalité résulte du
fait que le mouvement brownien réel est tel que :

liminf W; = —oo et limsup W; = 400 presque strement.
t—+oo t——+o00

On peut également vérifier de maniere directe que la condition II.b. est satisfaite
a I'aide du lemme suivant :

Lemme 2.5 (voir [LB]) Soit (. F. (F)is0, P) un espace probabilisé filtré. Soit
(Wt,}"t, )t>0 un mouvement brownien standard. Soit X = (X;)i>o0 la solution de
I'E.D.S.

dX;, = a, X, dt +dW, , Xo=0

pour a = (Qu)e>o un processus continu, adapté et tel que

lim o, =a, P —p.s.
t—-4o00

0l (o est une variable aléatoire P-p.s. finie. Alors X vérifie :

f’{/()+ooX82d3:+oo} =1.



Cas d’une diffusion 39

Il suffit alors de remarquer que I'équation (L) est de la forme décrite dans ce
lemme, avec oy = a, = —1, P= P W=W.

Nous définissons a présent la classe A, que nous considérons dans ce probleme
en donnant 'expression des informations de Kullback.
Sous PY, on a :

t 1 gt
Ztlzexp{/oVdes+§/0V52ds}.

Soit (7,d) € A, . Pour tout n > 1, on pose: 7, =7TAn.
La suite de temps d’arréts bornés (7,),>1 converge presque sturement vers 7. Comme
JVdW est une martingale locale, on a pour tout n > 1 :

1 n
Eoln 7! = —Eo/ V2ds .
o2 0
Le théoreme de convergence monotone entraine alors que l'on a :
1 1 )
Eyln Z! = —EO/ V2ds .
2 0
De méme, sous P!, on a :
t 1 rt
29 — exp {/ VAW, + —/ VZds)
0 2Jo
et une démarche analogue entraine que
o 1 T2
Eiln 20 = —El/ V2ds .
2 0
La classe A,z de regles de décision considérée est donc constituée des tests § = (7, d)
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(A)PYd=1)<a, P(d=0) <
(B) EO/ VZ2ds < +o0 , El/ VZds < 400 .
0 0

Remarque 2.4 Lorsque le processus observé est a trajectoires continues (cf. [Yal),
on peut également établir ['optimalité du test de Wald parmi la classe plus étendue
des tests vérifiant (A) et

(B') PO{/OTVSzds<+oo}:1 , Pl{/OTVfds<+oo}:1 .

Les résultats correspondant a ce chapitre ont donné lieu a un article publié dans
la revue Sequential Analysis ([Kol]) et & une communication aux 24 Journées de
Statistique de Bruxelles ([Ga-Ko).
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Chapitre 3

Optimalité asymptotique du test
de Wald
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3.1 Introduction

Soient Zy, Zs, - - - des variables aléatoires (v.a.) définies sur un espace mesurable
(Q, F), indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), de loi P. On veut tester
I'hypotheése Hy : P = P° contre I'hypothese H; : P = P! ou P et P! sont
deux mesures de probabilité sur (€2, F). Pour ce faire, on définit py et p; les densités
respectives de P? et P! par rapport a une dominante Q, ainsi que le rapport de
vraisemblance

f[ Zk /po Zk)

correspondant au n-échantillon (Zy,---,%2,) , n > 1.
Notons que si F, est la tribu engendrée par les n premieres observations
0\®n i
{Z1,-++, Zn}, e processus (R, Fp, (P)%"),5, est une surmartingale.

Pour A et B deux réels tels que 0 < A < 1 < B, le test séquentiel du rapport des
probabilités ou test de Wald de bornes A et B est défini par dap = (Tap, dag), ou

0 si R <A
1 si R > B

Soient o et (3 les risques associés a d4p. Ils sont définis par
Oz:Oz((SAB):PO(dAgzl) 3 ﬁ:ﬁ((SAB):Pl(dABZO) .
B

—

TAB

Tap =inf{n > 1: R, ¢]JA, B[} et dap= {

TAB

1—
On peut montrer que A ~ 1 et B ~ -6 (en négligeant les sauts de R,, a
!

I'instant 745).

Soit T (a, §) la classe des regles de décision (7, d) satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

(A) P'd=1)<a et P¥d=0)<p
(B) Eo7 < +00 et Ej7 < 400 .

I1 est bien connu (voir [Le|, [Sh1], [Wa|, [Wa-Wo]) que le test de Wald minimise les
durées moyennes d’observation Eqg7 et E;7 parmi toutes les regles de décision de
7T (o, B) , a savoir :

inf EZ'T = Eﬂ— y 1= 0, 1.
(rd)ET (a,5) AB

Des résultats asymptotiques ont été établis par T.L. Lai (cf. [La2]|) pour a et [

tendant vers 0. Nous rappelons I'un d’eux (Corollaire 1 de [La2]), ainsi que la
définition :

Définition 3.1 Soit r un nombre réel strictement positif. Un processus (Yy)ier, T =
N ou R, , converge r-rapidement vers a (sous la probabilité P) si pour tout ¢ > 0,

on a:
EL. < +o0 ,

ot L. =sup{n >1:1Y, —a| > ¢}
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Notons que cette notion est plus forte que celle de convergence presque siure. On
peut établir les propriétés suivantes (cf. [Ir3], [Lal], [St]) :

1) Si (Y;)ier converge vers a et (Z;)er converge vers b r-rapidement, alors :
(1) (Yy+ Zi)er converge vers a + b |

(13)  (YiZy)ier converge vers ab ,
Y a .
(7i1) <Z>teT converge vers + si b est non nul

au sens de la convergence r-rapide ;
Z
2) Si Z est une v.a., alors  E|Z|" < +00 <= n tend vers 0 r-rapidement ;

3) Si (Z,)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E|Z;|**" < 400,

alors — tend vers 0 r-rapidement ;

n

4) Loi des grands nombres :

Soit (Y;,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. On pose S,, = Y1+---+Y,,, n > 1.
Pourtouta>%ettoutp>é,ona:

Sn :
E|Y1]P < 4ooet, lorsque a <1, EY; =0 < — —— 0 (pa—1)—rapidement.

n n—+oo
En particulier, si @ = 1. on a pour tout r > 0 :

Sh .
— =0 r—rapidement <= E|V;|'""" < 400 ;
n n—+oo
5) Conjecture de Strassen (loi du logarithme) :
Soit (Y,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. On pose S,, = Y1 +---+Y,,, n > 1.
Pour tout r >0, on a:
|Y'1|2(r—|—1)

5]

lim sup < 400 r—rapidement <= EY; =0et E

< +00.
n—-+4o00 nlnn (1H+ |Y1| + 1)T+1

Dans ce cas, on a :

S
lim sup L VTE(Y?) (r—rapidement).
n—+oo V2nlnn

On considere a présent une suite (Z,),>; de variables aléatoires non nécessairement
i.i.d., mais vérifiant la condition suivante :

n

—— X\, r-rapidement sous P* |, i = 0,1,
n n—o+4oo

n
il existe A\g < 0 et Ay > 0 tels que
pour une constante positive r.

Nota Bene. La quantité R, désigne le rapport de vraisemblance de (Zy,---,Z,),
mais son expression n'est pas nécessarrement celle donnée précédemment.
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Remarquons que dans le cas i.i.d., la loi forte des grands nombres entraine que 'on

v p1(Z1)
po(Z1)

)\Z:Ezln ,izO,l,

si bien que A\g < 0 et Ay > 0.
On a le théoreme :

Théoréme 3.1 (Lai) Soient A,p et Bag des constantes strictement positives telles
queInA,g ~Inf etln B,z ~ lné lorsque a+ [ — 0. Soit (Tap, dap) le test de Wald
de bornes Ayp et B,g.

 —— N\ r-rapidement
' n—-+oo

S’il existe des nombres \g < 0 et Ay > 0 tels que 1

sous P? | pour r un réel positif, alors on a :
Eir,s <+oo, 1=0,1.

De plus, lorsque ao+ 3 — 0, on a :

o | In 3|"
inf Eqom"m ~  Eo7"
(rd)eT(@B) 0%ap Nol"
et | .
nf By o~ By, o~ ol
(r,d)eT (o, 3) 1

Dans un premier temps, nous donnons une généralisation de ce résultat au cas de
m hypotheses (m > 2), puis nous faisons le lien avec un travail de Dragalin et
Novikov ; nous étendons ensuite la notion de convergence r-rapide et en déduisons
une propriété d’optimalité asymptotique liée a cette convergence.
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3.2 Une extension d’un théoréme de Lai et ses
applications a I’analyse séquentielle

3.2.1 Enoncé du résultat principal

eme

Soit @ = RN I'espace des suites a valeurs réelles. Nous désignons par X,,(w) lan
coordonnée de w € €). Nous munissons {2 des o-algebres suivantes :

F=BR)N | F=o{X, X)) 0>,

ot B(R) représente la tribu borélienne de R. La loi de la suite (X,,),>1 est notée P,
pour f un parametre inconnu appartenant a 'ensemble © = {6,---,0,,} (m > 2).
Soit Q une mesure o-finie sur (Q, F) telle que P% < Q , 1 < i < m. Posons
Q.. = Q|x, comme étant la restriction de Q a la o-algebre F,, , n > 1. Considérons
les m hypotheses

H :0=60y---;H,,:0=290,, .

Soit P? = P% la loi de (X,,)u>1 81 0 = 0;, 1 <i <m . On suppose ces mesures
toutes localement équivalentes. Soit p;,(x1,- -, z,) la densité jointe de (X, -+, X,,)
par rapport a Q,, sous I'hypothese H; définie par :

_ dP
dQ|,

Soit P une probabilité sur (€2, F) localement équivalente aux P* ., 1 < i < m. On
suppose que sous P, la densité de (X7, - - -, X,,) par rapport a Q,, est notée p,, , n > 1.
On pose

R(z) pn(levXn) R(U) _ pjn(Xla"'7Xn) .

n ) n ) 1 S Za] S m.
pin(Xl7"'aXn) pzn(XlaaXn)

Un test des hypotheses Hy : 0 = 601;---; H,, : 0 = 0, est défini par :
—un (F,)n>1-temps d’arrét 7
une fonction de décision d, F,-mesurable, a valeurs dans {1,---, m}.

Pour 0 < ay,---,a,, < 1, on pose a = (a, - -+, ;) et on définit la classe des tests
T(a)={(r.d) : Pi(d#£i)<a;, 1<i<m}.

Considérons les conditions suivantes :

(C1) il existe des constantes positives 1y, - -+, Ny, dont l'une au plus est nulle et telles
que _
In R

— 1 P—ps., 1<i<m.
n n—-+oo
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Ina; . : : .

Posons v; = | | . 1 <7 <m. Soit vy < -+ - < Yyno1) < Vi la suite ordonnée
i
associée a (11, -, Vp). Nous définissons également a;y et ;) par la relation :
Ina i X
l/(i)3:| ()|,1§z§m.
Ul
(C2) les a; tendent vers 0 de sorte que vy, V(ay, " -, Vam—1) Soient équivalents, i.e.
0 e
—1 ,1<i,5<m—1.

V(j) ai+---+am—0

On notera cetlte convergence par

On a le théoreme suivant :

Théoréme 3.2 Supposons réalisées les conditions (C1) et (C2).
(i) Pour tout 0 < § <1, on a :

inf P{T > (5l/(m,1)} —0> 1.

(1,d)eT ()
(ii) A 0 <ay,- -, a, <1 onassocie des constantes positives Cy, - - -, C,, telles
que nC; ~ |Inay| lorsque a — 0, 1 <7 <m.
Soit

o;=inf{n >1:RY > (C;}
le temps de rejet de l’hypothese H; , pour 1 < i < m. On pose
L : *
7" =minmaxo; et d°=argmaxo;
Jj oA (
(si plusieurs indices i fournissent ce maximum, on prendra le plus petit indice comme
décision).
Alors, lorsque o — 0, on a :

*

T

—1 P —p.s.
V(im-1)

et, par conséquent, pour tout 0 <6 <1, on a :

inf P{r>o0r"} —— 1.
(1,d)ET () a—0

Remarque 3.1 Dans le cas i.i.d., la lot des grands nombres entraine que l'on a :
7; = Eln Rgi) >0

et n; = 0 équivaut alors o P* = P. Cette égalité ne pouvant avoir lieu qu’au plus
une fois, la condition (C1) est justifiée.
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Remarque 3.2 Le cas m = 2 est résolu dans [La2/. Nous en donnons une généra-
lisation nécessitant simplement un controle de la convergence des a; vers 0 a l'aide
de la condition (C2). Il est a noter que pour m = 2, celle-ci est trivialement vérifiée.

Remarque 3.3 La condition (C2) implique [’existence de réels
Ky, -, Km-1) tels que

[nag| ~ Kglmam| (@) =0), 1<j<m-—1.
En effet :

§ | [In o) | n6)

0 Q) ng 'V nG) . :

|lna(i)| = Thag) N%'_Km (e —0), I<j<m-1.
(1) ,'7(1)

FElle n’est pas plus restrictive que la condition de Dragalin et Novikov (voir [Dr-No/
et le paragraphe 3), dans la mesure ou l'un des risques (o) tend vers 0 sans
contrainte.

Le Théoreme 3.2 établit une premiere forme d’optimalité pour une probabilité
intermédiaire P, non nécessairement égale a I'une des P, 1 < i < m.

3.2.2 Démonstration du Théoréeme 3.2

(i) On pose ) =InR® | 1 <i < m. Soient § , & deux réels tels que
0<d<1l,0>1etdd<l.

Soit k = [6v(m,_1)] la partie entiere de dv(,_1). Considérons (7,d) € T (a). Pour
1<t:<m,ona:

a; >P{(7,d) rejette H;}
= dP’

{r<+00,(7,d) rejette H;}

_(®
= e "' dP
{r<+00,(7,d) rejette H;}

@
> e dp
{Tgk,lﬁl)gémk,(nd) rejette H;}
>e 0k PLr < k19 < dnik, (1,d) rejette H;} .

En vertu de la condition (C2), on a :

dnik < 06mv(m—1) < 66mv; (1 + o(1)) = 66| Ina;|(1 + o(1)).
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On en déduit :

P{r < k,(r,d) rejette H;} = P{r < k. (1, d) rejette H;,1") > on;k}
+P{r <k, (1,d) rejette H;,1 < dn;k}

<P{r <k, 19 > dnik} + a; ek
< P{maxl > ok} +a;” 931+

11 vient alors :

P{r <k} <> P{r <k, (1,d) rejette H;}
i=1
< a1—35(1+o(1)) bt a1735(1+o(1))

+ P{maxl > omk} + -+ P{max l§m) > onmk} .
J<k J<k

Comme & > 1, les probabilités tendent vers 0 (en effet, k tend vers I'infini lorsque

les risques tendent vers zéro et la condition (C1) permet de conclure). Il en est de

meéme pour chacun des al 55(1+O(1)), puisque les exposants sont strictement positifs

pour a — 0. Il est & noter que la majoration de P{r < k} est indépendante de
(1,d), si bien que la borne est uniforme et il en résulte

sup P{r <k} —0,
(1, d)ET () —0
ou encore
inf P{r>dv,m_n}——1.
(rd)eT () { m-1)} a—0
(ii) Dans le cas de deux hypotheses, 7 = 07 A 03 est le minimum de deux temps de
: T" T
rejet et la convergence de ———— est facile a établir. Nous donnons un lemme
min{vy, vo}
qui assure une convergence analogue pour des temps d’arrét qui sont des minima
de temps de rejet. La deuxieme assertion du théoreme sera démontrée en itérant ce
lemme.

Lemme 3.1 On suppose réalisées les conditions (C1) et (C2). Soit k un entier
positif non nul. Soient 0 < ;,,--+,a;, <1 et Cy,---,C; des constantes positives
telles que In C’ij ~ |In ozij| , 1 <j<k. Posons

Ty oo, = inf{n >1: R > Ci ou---ouR™ > C; Y=05, A+ Aoy,
Soit (T, .. qa,+ d) la procédure qui arréte les observations a Uinstant T, ..., €l
rejette HZ- st et seulement si RT > C’Z»]_ , 1 < j < k (nous adoptons

7,1 ik:
la convention suivante : si une telle mégalzté a liew pour plusieurs indices, on ne

rejettera que ['hypothése dont lindice est le plus petit).
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1.
Alors, lorsque (o, -+, ;) — 0, ona’:
R
R — 1 P-p.s.
min{“nail‘ “naiﬁ}
7h-1 Y Y .
|Inay,

. . . | ..
Pour démontrer ce lemme, il suffit de remarquer que si — = est le minimum de
.
J
|1na21| |lnaik| . T .. ’ . ) N
{—=,-- o } et si son indice est minimal, cette procédure rejettera 'hypothese
3

Hlj. En effet, les équivalences suivantes ont lieu, au moins asymptotiquement :

|Ina;,|  |Ina In Cj, < In ¢,
77ij o 772'1 772'3‘ o 772'1
) In R
lﬁ 7 Ta,1 cag dag o,
In Rg,fi) o Ty e, Mi;
i1 Y
In R
In Cil Tah, gy Qi e,y
T In Rgfi) . Taily'"yaik iy
Q10 Xy
InC;. ln C’-
(Z,_)Z’ < i , 1 <I<Ek.
g0 X a21 %

Par définition de T, .., . I'uin au moins de ces rapports est inférieur a 1. Ceci
équivaut a dire que le plus petit d’entre eux I'est. On a alors :

IHOZ& H
o Sl B 26
lnRTi_ e RN

i1 07X

et ceci revient a rejeter 'hypothese H;, a I'instant Tail,---,aik- Mais alors on a :

(i5)
i s i i In Ry
i1 Qe i1 Qg i X
[In o | (i5) [In |
- J 1 RT% . - J
ij 1%k i
Tazl, "7C¥ik hl Cij
— 1 P-ps.
[Ina;. |
1 RT it A
iq g i,

Le Lemme 3.1 étant démontré, nous revenons a la démonstration du Théoreme 3.2.
Comme précédemment, nous désignons par v(; le i*"¢ terme de la suite ordonnée

associée a (v, - -+, Vp) et nous définissons ag;) et v;) par la relation :
In o,
v el oo
(@) ,1<i<
")

LCette notation est & interpréter de la méme facon que la notation o« — 0 introduite dans la
condition (C2).
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sans lien aucun avec les suites ordonnées associées respectivement a (aq,---, )
et (N1, ++,Mm). De méme, les constantes C(;) sont liées aux o) par 1'équivalence
entre In Cj;) et |Inoag| . Nous désignons enfin par H; 'hypothese correspondant a
l'indice de v (si plusieurs indices k vérifient v, = 1v/;) , on ne retiendra que le plus
petit d’entre eux) et par o(;) le temps de rejet de 'hypothese Hy; .

Etape 1. Posons
leinf{n21:Rg) > (] ou---ouRgm) >Cpnt=01 AN Nop, .

\ /7 rd 1 A
D’apres le lemme précédent, % converge P-presque strement vers 1 lorsque a@ — 0

et nous sommes amenés a rejeter Hy .
Etape 2. Posons
T? = inf {n > T : Rﬁl@)) 20(2) ou -+ - 0ou Rgl(m)) ZC(m)}:O'(g) N N Om)-

T2

Le méme lemme assure alors que b converge P-presque stirement vers 1 lorsque

a — 0 et nous rejetons Hy).
Et ainsi de suite jusqu’a 1’étape m — 1. Posons
7™ ! = inf {n > T2 . Rgm_l)) > O(mfl) ou R;(m)) > C(m)}

= O(m-1) N\ O(m) = .

T*

I vient alors que - converge P-presque strement vers 1 lorsque a — 0 et

I'hypothese rejetée a ce stade est Hp,_q) .

En combinant ce dernier résultat avec I'assertion (i), pour tout 0 < § < 1, nous
obtenons
inf P{r>or"} ——1.
(r,d)€T () a—0

Ceci acheve la démonstration du Théoreme 3.2.

3.2.3 Application a ’analyse séquentielle

Nous donnons deux corollaires du Théoreme 3.2 qui établissent 1'optimalité asymp-
totique du test séquentiel par rapport au moment d’ordre r de la durée d’observation,
le premier sous la probabilité intermédiaire P et le second particularisant le résultat
aux mesures P/, 1 < j <m.

Corollaire 3.1 On suppose réalisées les conditions (C1) et (C2). On suppose de
In R

T

— 1;  r-rapidement sous P pour r >0, 1 <1 < m.
n—-—+o0o

On a alors E(T%)" < 400 et, lorsque a — 0, on a :

plus que

inf Er" ~ E(7*) ~ . T
i BT (7°)" ~ (Vm-1))
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Corollaire 3.2 On suppose réalisées les conditions (C1) et (C2). On suppose de

In R(9) :
“— —— X\ r-rapidement sous P7 pourr >0, 1 <i,5 <m.
n n—+0o00

On a alors E;(7%)" < 400 et lorsque a — 0, on a :

plus que

: f E TNE' * T‘N
oL BT i(T7) (rglgx

Démonstration des corollaires. Le Corollaire 3.2 s’obtient en posant P = P7 dans
le Corollaire 3.1 et en remarquant qu’alors on a :

)\jj:O ,1§j§m

Ainsi, il en résulte 2 :
In o
A

V(m—l) = H}%X

ij
Nous donnons a présent la démonstration du Corollaire 3.1.

Nous supposons 1y > 0,---,m,, > 0, car si g, = 0, cette procédure conduira a
I’acceptation de Hj a l'instant

7" = maxo; .
i#k
Un raisonnement analogue a celui qui suit montre que 1'on a les équivalences sui-
vantes :
inf E7"~E(7")" ~ (maxy;)" .
K3

(r,d)eT () +k
Posons
m 1@
L=sup{n>1:max |~ —n;| > a},
i=1 n
pour 0 < a < min{n, -+, Ny} fixé. Si np = 0, on procede de méme avec
L b
=sup{n >1:max|— —1n;| > a} .
p{n > ol I, i }
Sur 'événement {o; —1 > L}, on a :
l(i)
o;—1 .
—— —n;| < a, le.
g; — 1
2En toute rigueur, il faudrait définir
anéi
Vi i=
sJ )\ij

et utiliser la notation v(,,_1) ; au lieu de v, _1) .



Extension d’un théoréme de Lai 55

l(i_) )
m—aé%ém+a:>(m—a)(m—l)Slff?_léln(]i

g; —
lnC'i
—0; <1+ .
ni—a
Il en résulte alors o
o <L+14+ 1 1<i<m,
n—a

1.e. 7" = minmaxo; < L + 1 4+ min max .
i i#j i it |\ mi—a
1@)
Comme —— converge r-rapidement vers 7; sous P, 1 <i <m, on a EL" < +00 et

n
par conséquent, E(7%)" < 400 .

*

D’autre part, le Théoreme 3.2 assure que tend P-p.s. vers 1 lorsque a@ — 0

V(m-1)
et le théoreme de convergence dominée entraine que l'on a :

*

T T
E(V(mn> a1

ou encore
E(7)" ~ (Vm-1))"
Pour tout 0 < § < 1, I'inégalité

inf  E7" > 6 (vi—1n) (1+o0(1
(rd)eT(@) (¥m-1))"( (1))

a lieu (elle résulte de l'assertion (i7) du Théoreme 3.2). En faisant tendre 6 vers 1,
on obtient alors

inf Er" ~ E(r*) ~ o r
i BT (7°)" ~ (Vm-1))

Remarque 3.4 Les probabilités d’erreur associées a (7*, d*) satisfont asymptotique-
ment a
P{(r*,d") rejette H;} < ao; , 1 <i<m.

En effet :
P'{(7*,d*) rejette H;} = P{d* #i} < P'{o; < +o0}

car on a  E;(7%)" < 400 et 0; < 1% . On en déduit les inégalités suivantes :
. ; (@)
P{(r*, d") rejette H;} < / dP’ = / e ! gp
{oi<+o0} {os<+o0}
< C7' P{o; < +o0}
<Ot~ (et =0, 1<i<m .

Nous venons de montrer qu’asymptotiquement (7*, d*) appartient a la classe de régles

de décision T (a) .
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Nous donnons a présent deux exemples de tests de m hypotheses pour lesquels
l'optimalité asymptotique du test de Wald a lieu (voir [La2] pour le cas m = 2).

Exemple 1. Soient Z, 7y, Zy, - -+ des variables aléatoires i.i.d., de loi N(u;0). On
pose v = r

a
On considere les hypotheses Hy : v = v1;-++; Hy 0 v = Y - Les rapports de vrai-

Un(%’) N

semblance sont alors donnés par R/ = , Ol :

Un(y) = /Ooo u texpln f(u, Ty, v)|du ;

Zn .
Vivi, z2

1 1
flw,y,7) = =50’ +yyu+Inu—59°.

T, =

Posant

1 1
h(y,u) = —572 + 1(72112 +yu/y?ut+4) +In(yu+ /2 u?+4)

et
\IJZJ(U) =1In h<7j> u) - h(%’a U) )

on peut montrer qu'il existe des constantes Cj; telles que I'on ait :
IR —n U, (T,)| <Cy ,n>1,1<i,j<m.
Comme L(Z) = N(p;0) , E;|Z|* < 400 pour tout s > 0, donc (Z,),>1 converge

1 n
. - 2 . 2 . .
vers E;Z et ( - kg_lzk)”zl converge vers \/E;Z?, si bien que T, converge vers
E;Z

VE; 2?2
Mais E;Z = = ;0 et E;Z% = 0® + p* = 0*(1 +~3) , donc la limite de T;, est
Vi : o . In R(9)

\/ﬁ , 1 <7 < m. Lestimation précédente montre que L
+7;

N N . i
la méme limite, a savoir ¥;; ( ——) .
! ( 1+ 7]2>

Ezemple 2. Soit (X,,),>1 un processus autorégressif d’ordre p, gaussien et station-
naire, de niveau moyen 6 inconnu. On a alors X, =Y, +6, ou

r-rapidement sous P7 pour tout r >0, 1 <j < m.

et W,;;(7,) ont

Yn:ﬁlyn—l—i_"'—l_ﬁpyn—p—’_zna n>p,
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et Zyi1, Zpra2, - -+ sont des variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0;0), indépendantes
de Yi,---,Y,, dont la densité jointe est g(y1,---,y,). On suppose la densité g et les
parametres (3, -- -, 3, connus, et que o = 1.

La matrice du changement de variables (Y7,---,Y,) — (Y1, -+, Y}, Zp41,---. Z)
est triangulaire inférieure et sa diagonale ne comporte que des “1”. La densité jointe
de (Y1, ---,Y,) est alors le produit de celle de (Y3, ---,Y,) par cellede (Z,41,- -, Z,) ,
dans laquelle on a remplacé Z; par Y; — 1 Y,_1 — -+ — 5, Y;—,. On en déduit la
densité de (X, -+, X,,) en substituant Y; par X; — 6 dans celle de (Y7,---,Y;,) :

ap? 1
W(Xl’“"xn) :g(Xl_ev"'vXp_e)Wx
X exp{ — % i ((Xk —0) = B1(Xp—1 —0) — -+ - = Bp(Xp—p — 9))2}
k=p+1
1
:g(Xl_ev"'vXp_e) (\/ﬂ)n—px
X exp{ - % S (Xp = BiXpr — = B X)) -
k=p+1
5= = By == B
+ i (Xk—ﬂle_l—---—ﬁpXk—p)(l—ﬂl—---—5p)9} :
k=p+1

Donc on a :

@) _ g 9K =05, Xp = 0;) 1 B — e B)2(02 — 02
o f lng(Xl_ei:"'axp_ei) 2(n P15 A

n

+(L=Br— = B) (0= 0:) > (Xi = BrXpor — -+ — B Xiy)

k=p+1
pour 1 <i,5 < m. Mais sous P/, 1 <j<m,ona:

Xy = b1Xp—1 = = BpXimp = (Vi + 0;) = Br(Yier +6;) — -+ = Bp(Yiep + 0;)
= Z+ (1= By == 5)0
donc également :

n

> (X = BiXpo1 = =B Xikp) = (n=p) (L= B =+ = B,)0; + Zn: Z -

k=p+1 k=p+1

Comme les (Z) sont i.i.d. de loi normale, ils admettent des moments de tous ordres,

n
si bien que — Z 7, —— 0 r-rapidement sous P/, 1 < j < m, pour tout r > 0.
k=p+1 n—-+4oo
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1 X1—0;,---,X,—0; .
D’autre part, ﬁln ‘Z]((Xll — HJZ: — ':Xz — 9?)) e 0  r-rapidement sous P7, 1 <
. L - : In R\
7 < m, si bien que la limite r-rapide de L est,
1
Ni = =L By = o= BP0 — )+ (L= B — - = 5,)2(6 — 06,
1
=(1=Fr—- =50 = 0:)[ - 505 +6:) +0)]
1 .
15(1—51—"'—@)2(@'—902 , 1<d,j<m

Le Corollaire 3.2 permet alors d’établir 'optimalité asymptotique du test de Wald
dans les deux exemples ci-dessus.
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3.3 Lien avec ’article de Dragalin et Novikov

Une propriété d’optimalité asymptotique pour des tests adaptatifs a été établie par
Dragalin et Novikov (c¢f. [Dr-No]). Ce résultat vaut pour des d’hypotheses com-
posites lorsque la vraisemblance est d’un type particulier et lorsque les probabilités

d’erreur oq, - - -, oy, tendent vers zéro de la facon suivante :
Y Y m s
|Ina;| ~ K;|lnay| , 09 —0, 1<i<m
pour K1, ---, K,, des constantes positives.

Cette condition est similaire a la condition (C2) —voir Remarque 3.3 ci-dessus-,
mais elle n’est pas moins restrictive puisque tous les risques doivent étre controlés.
Il est intéressant de noter que la méme propriété d’optimalité asymptotique est
obtenue sous deux conditions similaires mais néanmoins différentes dans le cas de m
hypotheses simples. En effet, si nous considérons des variables aléatoires Y, Y7, Yo, - - -
i.i.d. sous la probabilité P? , § € © = {0;,---,0,,}, et vérifiant

E;Y =p; EJ-Y2 <oo , Y,estF,—mesurable

alors S, = Y + .-+ Y, est un processus adapté a (F, = o{X1, -, Xp})n>1, de
carré intégrable et a accroissements indépendants et stationnaires. Comme dans
[Dr-No|, nous supposons que 'on a :

Pin(X1, -+, X)) =C, . exp{a(b;) S, —b0;)n} , 1<i<m
ou C,, est F,-adapté et a et b sont deux fonctions sur © = {6, ---,6,,}. On a alors :

R = exp{(al(6)) — a(6))S, — (6(6;) = b(0)n} = exp{aiS, = by}

et N
In R(9) Sn,
n = Qj; b]z
. In R . o . Sy
Mais converge l-rapidement sous P7 si et seulement si — converge 1-

rapidement sous P7 et ceci est équivalent & la finitude de E; X7 (voir [Lal]).
Le Corollaire 3.2 entraine alors 'optimalité asymptotique du test de Wald par rap-
port aux durées moyennes d’observation :

Ina;
inf E;7~E;7" ~ max [lnay ;
()T (a) i#i Ay

In R()

pour \;; la limite au sens de la convergence 1-rapide de , qui n’est autre que

l'information de Kullback pour une observation, a savoir E; In Rgij ).
Si dans [Dr-No] nous remplagons le rapport de vraisemblance adaptatif par le
rapport de vraisemblance usuel, nous constatons que le temps de rejet de I’hypothese
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H; coincide avec celui que nous avons défini et ceci entraine que le temps d’arrét 77
considéré par ces auteurs et celui que nous avons dénommé 7* sont en fait identiques.
Dragalin et Novikov ont montré que 'infimum de E, est asymptotiquement égal a
| In (05} |

N
cou A(0;) :=min | =2
ol o A6 = min (32)

Mais

min <ﬂ> = —1
i \K;) max;£; (%) 7

si bien que 'on a :

|Ina;| . ma Ki ma Killna,| ma [Inay
= max|— | =max|{— | V~max | —
A(6;) o\ ) i Aij i# \ g

ce qui n’est rien d’autre que la borne inférieure donnée dans le Corollaire 3.2.
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3.4 Une généralisation de la notion de conver-
gence r-rapide : propriétés et application a
I’analyse séquentielle

3.4.1

Au lieu de considérer le moment d’ordre r de la durée d’observation 7, nous nous

intéressons a l'espérance d’un certain processus croissant A a I'instant 7. Le but est

d’établir I'optimalité du test de Wald par rapport aux quantités E;A, , 1 < j <m,
In RG7)

sous des conditions de convergence de vers A;; , 1 <14,7 < m, dans un sens

a préciser. Nous considérons la classe de processus suivante :

Définition 3.2 Un processus déterministe (Ay)i>o nul en 0, fini pour tout t < 400
et croissant vers l'infini appartient a la classe A sl satisfait aux trois conditions
suvantes :

(A1) pour toute v.a. positive T et tous réels positifs | et m, on a :

EAr < 400 <= EA;p < +00

A2) pour toute suite de v.a. positives (T,) et toute suite de v.a. strictement
v
positives (Uy,) telles que

on a .

(A3) les quotients

nAn - (n - ]-) An—l An - An—l
A et — a4

n

sont bornés inférieurement et supérieurement par deux constantes positives pour n
suffisamment grand.

Définition 3.3 Soit A = (A;)i>0 un processus appartenant a la classe A. On dit
qu’un processus (Y3 )ier, T = N ou Ry , converge A-rapidement vers a (sous la proba-
bilité P ) si pour tout € > 0, on a EAp. < +o00, ot L. =sup{n>1:|Y,—a| > ¢} .

Il est clair que le processus (A;)i>0 = (t")i>0 , 7 > 0, appartient a la classe A et
que dans ce cas les notions de convergence r-rapide et A-rapide coincident. Nous
allons tout d’abord établir les propriétés suivantes liées a cette notion de convergence
A-rapide :
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1) Si (Y})ier converge vers a et (Z;)ier converge vers b A-rapidement, alors :
(1)  (aY;)wer converge vers aa pour tout a € R,
(1) (Vi + Zy)ier converge vers a+b ,

(1i1)  (YyZi)ier converge vers ab ,

, Vi a .
(iv) (—) converge vers — si b est non nul
7,/ teT b
au sens de la convergence A-rapide ;

Z
2) Si Z est une v.a., alors  EA|; < +oo <= 0 tend vers 0 A-rapidement.

Démonstration. On pose L. x = sup{t : | X; — tlign Xi| > e}

1) (i) Si a =0, ¢’est évident, sinon il suffit de remarquer que l'on a :

|OzYt—0za|>e€(:>|Y1;—CL|>i ,

o

ce qui entraine : L.,y = Lﬁy et le résultat s’ensuit.
€

(i7) |(Yt+Zt)—(a+b)|>€:>|Yt—a|>§0u |Zt—b|>2

2
Donc on a :

LE,Y+Z < maX{L%y, L%,Z} = ALs,Y+Z < maX{AL%’Y , AL%,Z} < AL’E’Y + AL%,Z .

(172)  Montrons tout d’abord que Y;? tend vers a? . Quitte & remplacer Y; par Y;—a,
on peut supposer a = 0 :

V7| > e V| > Ve |

si bien que 'on a:  L.y2 = L zy , d’ott la conclusion. Appliquons ce résultat :
1 1
Y, Z, = 5[(Yt + 2, Y2~ 77 B~ 5[(& +0)* —a®>—b*] =ab A-rapidement.
——+00
. , . 1 1 Y a )
(iv)  Par l'assertion (iii), on a : — —— — et —— —  A-rapidement.

Zt t—+oo b Z t—+oo b

Z
2) T o 0 A-rapidement <= EA[
——400 €

posé :

< +o00 pour tout € > 0, ot l'on a

N

A A
L’%:sup{t:|?|>s}:%.

£

Il en résulte que 'on a :

EA,

E}

=EAj;zs <+oo <= EAjz <+oo

z
t 5

par I'hypothese (A1).

Le théoreme suivant est une conséquence du Théoreme 3.2 et plus précisément de
son premier corollaire.
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Théoreme 3.3 On suppose réalisées les conditions (C1) et (C2). Soit A € A tel
In RY)

que converge A-rapidement vers n; sous P, 1 <i < m.

n
On a alors EA~ < +00 et, lorsque « tend vers 0, on a :

lIlf EAT ~ EAT* ~ AV( _
(1,d)eT (o) m

1
Démonstration. (les notations sont les mémes que précédemment)

Nous supposons dans un premier temps que 1y, - - -, 1, sont strictement positifs. Soit
0 <a <min{n,---,n,}. On a établi plus haut (cf. Corollaire 3.1) I'inégalité

nC:
T*§L+1+mjnmax{ nC } .

JoE (i —a
Donc on a :
A'r* S A . InC; = A* .
L+1+m1nj max;-¢ "h‘*;bl

Comme EA[, est finie, la condition (A1) entraine la finitude de EA, , donc celle de
EA.. . Par le Théoreme 3.2, on a :

-
1 P—p.s.,
V(im-1) a—0
donc 1
T 1 P-ps
AV(mfl) a—0
par la condition (A2) et
A A
— < —— <A
AV(mfl) AV(mfl)
pour aq, - -+, ay, suffisamment petits.

En effet, les hypotheses de croissance de A vers I'infini assurent qu'il existe ¢, tel
que A, soit supérieur a 1. Les limites 7, -+, 7, étant fixées, on prend a; -, ay,
suffisamment petits, de sorte que I'on ait

Vim—1) = to -

Comme A, est intégrable, le théoréme de convergence dominée entraine

A, EA,.
E(Ay(ml)) B Au a—0 L ’

(m—1)

c’est-a-dire, lorsque a — 0,

EAT* ~ Ay(m_l) .
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Par la premiere assertion du Théoreme 3.2 et la croissance de A, on a pour tout
0<odo<1 :

(T,di)Iel’g'(a) P{AT ” A&V(mfl)} a—0 !

et par conséquent :

inf EA > A 1 1
(T,d%lel’f(a) T 6.V(m71)( +0( ))

lorsque a — 0. Mais on sait qu’asymptotiquement (7*,d*) appartient a 7 (a), donc

> >
Bdre 2 ok B = Asvy (L o(L)

lorsque o — 0, si bien qu’en faisant tendre 6 vers 1, on a :

nf BA-~BAL o~ Ay

(r,d)eT (a D

lorsque o — 0.
S’il existe k € {1,---,m} tel que n, = 0, on procede comme dans la démonstration
du Corollaire 3.1 et on aboutit au résultat analogue :

inf EA ~EA:«~ A ... = max A,
(nd)eT(a) T maAXigk Vi T TV

lorsque o — 0.

Ce théoreme admet de maniére évidente le corollaire suivant :

Corollaire 3.3 On suppose réalisées les conditions (C1) et (C2). Soit A € A tel
In R()

n

que converge A-rapidement vers \;; sous P71 <1i,5 <m.

n
On a alors E;A.« < 400 et, lorsque o tend vers 0, on a :

lnf EJAT ~ EjAT* ~ A [Ina;| — maXA\lna| y ]_ S] S m .

(r,d)ET () maxiz; 5 i# Ny
3.4.2 Une condition nécessaire pour une loi des grands
nombres

Lemme 3.2 Soit A € A. Soient X, X1, X, --- des variables aléatoires i.i.d. telles
que EX =0. On pose S,, = X1+ ---+ X,,, n>1. Alors :

Sn ,
— — 0 A —rapidement sous P — E(|X|Ax)) < +o0 .

n n—+oo

Démonstration. Nous allons dans un premier temps donner des conditions équiva-
lentes a la finitude de EAy_ et de E(|X|A|x)) , ol1

S
LE:sup{nzl:’— > e}
n
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400 +00 +0oo

EA, =) AP{L.=n}=> A,P{L.>n}-> AP{L.>n+1}
n=0 n=0 n=0
+o00

Z(An - An—l)P{Ls Z 7’L}

3
Il
—

i’>5}

g

(A, — A, 1)P{Sup

n=1

Les équivalences suivantes proviennent de la condition (A3) :

A,
EA;. <+oo<:>27P{upi‘>e}<+oo (a)

+o0o
E(|X|Ax) < 400 < > nA,P{|X| € [n;n+1[} < +o0

n=0
+00

Y (nA, — (n—1)A,_)P{|X]| > n} < +oo (b)
n=1
+o00

= Y AP{X|>n} < +o0o.

n=1

Montrons que E(|X|A|x|) < +oo est une condition nécessaire a la convergence A-

rapide de —= vers 0.
n

Posons a,, = P{|X| > n} , fixons ¢ = 3. On a alors :

+00 > Z FP{sup‘

> }>+ZO:OA—P{U |Xn+k|2n+k)}. (0

k=1

En effet, supposons que l'on ait :

X
k n+ko
sup |—| < = ——\>1

kzg k ‘ ‘n + kol —
pour un certain ky > 1. Il vient alors :

‘ Sn—!—k'o—l Sn+k0—1 :‘ Sn-l—ko . Xn—f—k() “ Sn—l—ko _)Xn+k0 1

n‘l‘ko—l - n+k:0 n+k0 n+k0_ n+k0 n+k0 -2
ce qui est en contradiction avec I’hypothese sur sup ?k‘ . D’ou nécessairement :

k>n
1 X
k n+ko
sup |—| < = - — | <1, Vk>1
(kzg k 2) <'n+k0 0= )
ce qui est équivalent a :
Xn+k0 Sk

(EI ko > 1 tel que > 1) - (sup

o k>n

1
25).

0 &
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L’inégalité (c¢) implique

10 4 +oo
+oo > T"P{U (1 X psr] > n+k)}

n=1 k=1

+oo A

Z o Zan+k Zan+k Zan+j .
n=1 >k

S,
Il est clair que la convergence A-rapide de —* vers 0 entraine la finitude de la série
n

> 2ep|2] 2 o

nln

pour tout € > 0. Le Théoreme 1 de Baum et Katz (cf. [Ba-Ka]) assure la finitude
+00

de E|X| , donc de la série de terme général a,, et la convergence de » _ a,.; lorsque
Jj=1
n tend vers 'infini, si bien que 'on a :

RS |
+00 > Zf{zan_{_k 1—20/”_}_3 }

>k
400 A +00
>c Z Z an+k pour c une constante positive
n=1 k=1

+00 n
—eX a2

n=1 k=1

= {nz:lanz +Zanz + io:c a, zn: %}

n=ni-+1 k=1 n=ni+1 k=ns+1

pour tous n; et ny . En particulier, la derniere de ces trois sommes est finie. Lorsque
ny est suffisamment grand, I'hypothese (A3) entraine qu'il existe deux constantes
positives ¢; et ¢y telles que l'on ait :

Ap — Ap_4
Clﬁ%ﬁcm k>mns,
si bien que

Zan2—<+oo = Zan n— Ap,) < 400 .

Comme la série de terme général a,, est convergente, on a

+oo
Z anA, < +o0o ,

n=1

ce qui est équivalent a la finitude de E(|X|Ax|) par (b).
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3.4.3 Une ébauche de condition suffisante

Il semblerait que la finitude de E(|X|A|x|) soit également une condition suffisante,
mais nous n’avons pas encore réussi a le démontrer. Nous avons néanmoins établi
que si le processus A satisfait a la condition

>4, A
(A4) il existe 1 < | < 2 tel que les suites (Z —) et (—k) sont
k1 k>1

— L1
équivalentes,
alors on a :
=4, S
B(X|Ax) — X 2P ’—” > e} < 400, Ve >0,
n=1

ce qui malheureusement n’est pas tout a fait la définition de la convergence A-rapide

de & vers 0.
n

En effet, fixons ¢ = 1 et posons X, = {Xk ot |Xk| <"
0 sinon
P{|S,| > n} = P{|S,| > n,|Xk| > n pour un k < n}
+ P{|S,| > n,|X)| < n pour tout k < n}

Z an

k=1

< nP{|X| 2n}+P{

> n, | Xg| < n pour tout k < n}

< nP{|X| Zn}+P{

>n(l — \EX,mD} .

Il en résulte que l'on a :

+o0
> I:LP{|S | >n} < ZA P{|X]| > n}
n=1 n=1

+ooA
+Z—P{

n=1

Z (an - Ean)
=1

>n(l— |EX,m|)}.

La premiere somme du second membre est finie en vertu de I’équivalence (b). Comme
EX,, tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, il suffit de montrer la finitude de

S Aup { > cnf

n=1
pour 0 < ¢ < 1. Dans les inégalités suivantes, K désigne une constante positive dont

n

Z an — Ean)
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la valeur est susceptible de changer de ligne en ligne :

+00 oo
Z An { > C.n} < A—LE

Il
n—1 N n—1 1 CN

n l

k=1

+oo A
K3 SR <K Y g [ llar)

gKZA—?ZklP{k—1§|X|<k}

nlnkl

% A,
_KZklP{k—1<|X|<k}Z
n=1
<K S A pog 1<|X| <k

Z [ { o | |< }
:KZkAkP{k—1§|X|<k}<oo

n=1

puisque E(|X|A|x) est finie.

Nous ne sommes pas non plus en mesure de donner une interprétation de cette
notion de convergence ; nous avons simplement remarqué que A, =n" (0 <r < 1)
satisfait aux conditions (A1)—(A4) avec [ = 2, que A,, = Inn vérifie (A1), (A2), (A4)
avec [ = 2 et que I'équivalence

= A, Sh
n=1

a lieu pour ces deux processus ; voir les Théoremes 2 et 3 de [Ba-Kal. Il serait
intéressant de voir si la classe de processus que nous considérons ne se réduit pas
aux seuls polynomes.

Les résultats exposés dans ce chapitre ont donné lieu a une note a paraitre
aux Comptes-Rendus de '’Académie des Sciences ([Ko2]) et a un article soumis a
publication a la revue Sequential Analysis ([Ko3]).
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