PREMIERE PARTIE

SUR L’HOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LEIBNIZ






INTRODUCTION

Placée dans le cadre de ’algebre homologique, cette premiere partie de these est
axée sur 'homologie de Leibniz. Introduite par J.-L. Loday, 'homologie de Leibniz
est une théorie d’homologie non commutative pour les algebres de Lie, qui s’étend a
une classe plus large d’algebres : les algebres de Leibniz.

Nous nous proposons de savoir si certaines propriétés classiques sur 1’homologie
des algebres de Lie peuvent s’étendre a I’homologie des algebres de Leibniz. Cette
premiere partie est composée de quatre chapitres :

- les extensions centrales universelles d’algébres de Leibniz,

- la suite spectrale d’une extension d’algebres de Leibniz,

- l’homologie de Leibniz d’algebres de Lie étendues par une algébre commutative,

- la cohomologie de Leibniz de ’algébre de Lie de la sphére S2.

Dans la plupart de ces chapitres, nous obtenons les généralisations auxquelles on
s’attend et nous comparons nos résultats avec ceux du cas classique. En revanche,
le maniement de la suite spectrale est beaucoup plus délicat, la différence avec le cas
classique se voyant dans le calcul des termes E2.

Les algebres de Leibniz sont les analogues non nécessairement anti-symétriques
d’algebres de Lie usuelles. Plus précisément une algebre de Leibniz est un espace
vectoriel muni d’une opération notée [—, —| satisfaisant a 1'identité de Leibniz :

[z, [y, 2]] = [[z, 9], 2] = [[=, 2], .

Il existe des notions de (co)représentations et des théories de (co)homologie pour
les algebres de Leibniz. Ces nouveaux objets ont des propriétés semblables aux
notions correspondantes sur les algebres de Lie. Au chapitre 0, nous rappelons les
principales définitions et constructions sur les algebres de Leibniz nécessaires aux
chapitres suivants.

Dans le chapitre I, nous classifions les extensions centrales d’une algebre de Leibniz
parfaite au moyen de son deuxiéme groupe d’homologie. Inspiré des constructions de
H. Garland — qui a traité le cas des algebres de Lie —, nous donnons des criteres pour
qu’une extension centrale soit universelle. Nous en déduisons les criteres pour qu’une
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algebre de Leibniz admette une extension centrale universelle. Et nous montrons
qu’alors le noyau de ’extension centrale universelle est canoniquement isomorphe au
deuxieme groupe d’homologie.

Ensuite, étant donnée une algebre de Lie (donc aussi de Leibniz) parfaite, nous
comparons ses deux extensions centrales universelles, I’'une dans la catégorie des
algebres de Leibniz, 'autre dans celle des algebres de Lie. Nous montrons que la
seconde n’est autre que 'algebre de Lie canoniquement associée a la premiere.

Dans le chapitre II, nous construisons une «version Leibniz» de la suite spectrale
de Hochschild-Serre. Dans les cas plus classiques (espaces topologiques, groupes,
algebres de Lie), on obtient une suite spectrale relativement simple. Dans le cas des
algebres de Leibniz, les algebres enveloppantes n’ayant pas de structure d’algebre de
Hopf, les techniques classiques ne s’appliquent plus. Toutefois, nous attachons a toute
extension d’algebres de Leibniz une suite spectrale convergente, et nous obtenons un
procédé récursif pour calculer les groupes d’homologie. Dans la pratique la difficulté
se voit dans la preuve de la dégénérescence de la suite spectrale, alors que dans le cas
des algebres de Lie des argumentations de dimensions suffisent.

Le chapitre III est consacré au calcul de I’homologie des algebres de Lie de la
forme A®g ol A est une algebre associative et commutative, et oll g une algebre
de Lie. A. Haddi a exprimé I’homologie classique de telles algebres en fonction de
’homologie cyclique de A et des coinvariants des puissances symétriques (S”(g))q.
Nous en donnons une version non commutative : I’homologie de Leibniz joue le
role de I’homologie classique des algebres de Lie, et I’homologie de Hochschild
celui de I'homologie cyclique. Nous construisons un morphisme de complexes reliant
I’homologie de Leibniz de A ® g a 'homologie de Hochschild de A. Ensuite, en utilisant
la décomposition de 'homologie de Hochschild en partie négative et positive, et par
passage aux coinvariants, nous en déduisons en bas degrés les modules d’homologie

de Leibniz de A®g.

Dans le sens de la dualité de Koszul développée par V. Ginzburg et M. Kapranov,
les algebres de Leibniz admettent une opérade qui est quadratique et de Koszul.
On peut donc définir la notion d’algébre de Leibniz duale. Sur la cohomologie d’une
algebre de Leibniz, il existe un produit qui lui confere une structure d’algebre de
Leibniz duale. Dans le chapitre IV, nous déterminons entierement la (co)homologie
de Leibniz de I’algébre de Lie de la sphére S%. Nous donnons les générateurs explicites
et une présentation de I’espace de cohomologie en tant qu’algebre de Leibniz duale.

Chacun de ces chapitres commence par une introduction ol nous détaillons les
principaux résultats.



0.— PREREQUIS SUR LES ALGEBRES DE LEIBNIZ

Ce chapitre consiste en un rappel des propriétés des algebres de Leibniz que
nous utiliserons tout le long de la premiere partie de cette these. L’on trouvera
les démonstrations et les constructions dans les références citées a la fin de cette
partie. Pour I'essentiel, nous donnons les définitions des algebres de Leibniz et leurs
(co)représentations, des théories de (co)homologie associées a ces nouveaux objets,
ainsi que les premiers calculs.

Nous fixons une fois pour toutes un anneau commutatif avec unité K; sauf
mention expresse du contraire, tous les modules, les applications linéaires, les produits
tensoriels etc., seront relatifs a K.

1. Algebres de Leibniz.— Introduites par J.-L. Loday, les algebres de Leibniz sont
les analogues non nécessairement anti-symétriques d’algebres de Lie usuelles.

1.1.— Une algebre de Leibniz est la donnée d’un module g muni d’une application
bilinéaire [—, —] : g X g — ¢ appelée crochet et satisfaisant a 1'identité de Leibniz

[z, [y, 2]] = [lz, 9], 2] — [[=, 2], ]

pour tous éléments z,y, z de g.

Les algebres de Lie sont des exemples d’algebres de Leibniz assujetties a la condition
d’anti-symétrie, [x, z] = 0, en présence de laquelle I'identité de Leibniz est équivalente
a celle de Jacobi.

Une algebre de Leibniz est dite abélienne si son crochet est identiquement nul.

1.2.— Soit V un module. L’algébre de Leibniz libre sur V admet pour module
sous-jacent I'algebre tensorielle

TV) =V e V®?2ae ... VO g ...,
le crochet étant défini par récurrence par
[z,0] =z0v et [r,ycv]=[z,yl0v - [rov,Y]

pour tous éléments z,y de T(V) et v de V (cf. [L-P1]).
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1.3.— Un idéal bilatére d’une algebre de Leibniz g est la donnée d’un sous-module 1
de g tel que l'on ait :

[z, y]el, [y,xlel, Yzecl, Vyecg.

Pour toute algebre de Leibniz g, et pour tout idéal bilatere I de g, le module
quotient g/I hérite d’une structure d’algebre de Leibniz induite par le crochet de g.

1.4.— Soit g une algebre de Leibniz et soit ([z, z]) I'idéal bilatére engendré par les
crochets [z, z] ou x parcourt g. L’algebre de Leibniz quotient g/([x, z]) est une algebre
de Lie, dite canoniquement associée da g; on la note (g)r;e ou simplement gy e.

1.5.— Soit g une algebre de Leibniz. On note [g, g] le sous-module de g engendré
par les commutateurs [z,y] ou z,y parcourent g. On dit que g est parfaite si on a
(g, 8] = g. Il est clair que tout sous-module de g contenant [g, g] est un idéal bilatere.

2. Représentations d’algebres de Leibniz.— Soit g une algebre de Leibniz.

2.1.— Une représentation de g est la donnée d’un module M muni d’actions de g,

[—,—]: M xg— Met[—,—]:gx M — M, assujetties aux axiomes suivants
(MLL) (m, [z, 9] = [[m, =], y] = [[m, y], 2]
(LML) [z, [m, yl] = [[z, m],y] = [[z, y], m]
(LLM) [z, [y, m]] = [[z,y], m] — [[z,m],y]

pour tous éléments z,y de g et m de M. On peut remplacer I'un des deux derniers
axiomes par la relation

(ZD) [, [m, ] + [2, [y, m]] = 0.

La relation (ZD) (de Danglais “zero divisor’) exprime le fait que la quantité
[m,y] + [y,m] n’est pas nulle en général mais est annulée par laction a gauche
de g.

2.2.— En dualisant chacun des axiomes précédents, on obtient la notion de
coreprésentation d’une algebre de Leibniz :

(MLL) [z, 9], m] = [z, [y, m]] = [y, [z, m]]
(LML) [y, [m, z]] = [ly, m], z] — [m, [z, y]]
(LLM) [[m, 2], y] = [m, [z, y]] = [ly, m], ]

et la relation (ZD) se dualise en la relation

(ZD) [y, [m, x]] + [[m, 2], y] = 0 .
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2.3.— A toute algebre de Leibniz g on associe une enveloppe universelle UL(g); elle
permet d’interpréter les (co)représentations de g en termes de modules sur I’algebre
associative UL(g). Il s’agit du quotient de 1’algébre tensorielle T(g! @ g") (ou g’ et g"
sont des copies de g dont les éléments sont notés respectivement I, et r, , = € g) par
I’idéal bilatere déterminé par les relations suivantes

T[z,y] =TTy — TyTx, l[I,y] - lfcry — 'r'yla;, (lm + Tm)ly =0 , A T,y € g.

2.4.— Toute algebre de Leibniz g peut étre vue comme une représentation sur
elle-méme par 'action adjointe (i.e., les actions sont définies par le crochet) mais
pas en général une coreprésentation. Aussi introduisons-nous la notion de semi-
représentation, comme représentation (au sens classique) de I’algebre de Lie gy ;e :

Une semi-représentation d’une algebre de Leibniz g est la donnée d’'un module M
muni d’une action a droite [—, —] : M x g — M vérifiant 'axiome (M LL).

Une (co)représentation (resp. semi-représentation) est dite triviale si les actions
sont toutes identiquement nulles.

2.5.— Soit h (resp. M) un idéal & droite (resp. une semi-représentation) d’une
algebre de Leibniz g. Pour tout naturel n, le module T"(h, M) := M ®h®" admet
une structure de semi-représentation de g donnée par 1’action adjointe diagonale

[20® @, 2] = > Te® @71 @[, T]OT e 9T,
0<i<n
pour tous éléments xo de M, x1,---,x, de h et x de g. Lorsque M est la semi-

représentation triviale K, on note simplement T"(h) = h®" = T"(h,K).

3. Cohomologie d’algebres de Leibniz.— Soit g une algebre de Leibniz et soit
M (resp. N) une coreprésentation (resp. représentation) de g. Adoptons les notations

(T1,-+,2p) =710 - @7y € T"(g) —g®"
(maxlv"'7xn) E=EmMRrI® - Ty € Tn(gaM) :M®g®n
pour tous éléments n de N, m de M et x1,---,x, de g.

3.1.— L’homologie de l’algébre de Leibniz g a coefficients dans la coreprésentation
M est I’homologie du complexe de chaines (T*(g, M), dM) ou la différentielle
dy = dM : T"(g, M) — T" (g, M) opeére par la formule

dn(mamla"'axn) = ([maxl];x%"';xn) + Z(—l)i([ZEi,m],CEl,'",Ci'\i,"',l'n)
=2

_|_ Z (—1)j+1(m,$1,"',xi—1;[xi;xj]yxi—kla‘"71/'\3';"‘75571)7
1<i<j<n
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pour tout entier n > 1 et dy = 0, le symbole " placé sur un caractére signifiant son
omission. On la note HL, (g, M) et simplement HL,(g) := HL.(g,K), K étant muni
de la structure triviale de coreprésentation de g.

3.2.— La cohomologie de l’algébre de Leibniz g a valeurs dans la représentation N
est ’homologie du complexe de cochaines (Hom(g®* N), d%) ou la différentielle
d" = d% : Hom(g®", N) — Hom(g® "1 N) opere par la formule

n+1
dn(f)('rlv v '7xn+l) = [xlvf(x% U 7xn+1)] + Z (_]‘)Z[f(wlv oo 'ai.\ia U ,$n+1),l’i]
1=2

+ Z (_1)j+1f(x17"'7xi—17[xi7$j]7xi+17'"7@7”'an+1)7
1<i<j<n+1

pour tout entier n > 1 et d°(f)(x) := [z, f] pour tous éléments f de Hom(K, N) = N
et z de g. On la note HL* (g, N) et simplement HL*(g) := HL"(g,K), K étant muni
de la structure triviale de représentation de g.

3.3.— Lorsque les K-modules g et g sont libres, on a I'interprétation en termes de

foncteurs dérivés (cf. [L-P1])

HL..(g, M) = Tor, " ® (U(gric), M) et HL*(g, N) = Extip,q)(U(grie), N)

ot U(grie) désigne ’enveloppe universelle (au sens classique) de l'algebre de Lie g e.

3.4.— On définit les théories de (co)homologie a coefficients (valeurs) dans une semi-
représentation par les mémes formules (3.1 et 3.2) mais en «droitisant» les actions a

gauche. Par exemple, pour tous éléments o de M et z1,---,xz, de g, on a
- } : i+1 ~
dn(l'(),l'l,"',l'n) = (_1)] (wOa"'vwi—lv[xivxj]vwi+17'"7'Tj7"'7wn) .
0<i<j<n

3.5.— Un calcul immédiat nous donne les premiers exemples :

HLo(g) 2 K = HL(g) , HLi(g) & gab := 9/[0, 0]
HLo(g, M) = My := M/[M,g], HL’(g,N)=N®:={fecN:[r,f]=0,Vzrcg}.

Le module HL'(g, N) s’identifie au module des dérivations extérieures i.e., le
quotient du module des dérivations de g a valeurs dans N par le sous-module
des dérivations intérieures. Une dérivation (resp. dérivation intérieure) est une
application linéaire § : g — N telle que §([z,y]) = [6(x),y] + [z,d(y)] (resp. de
la forme ady : @ — [z, f], f € N).

Le module HL? (g, N) classifie les classes d’isomorphisme d’extensions abéliennes
de g par N. Un extension abélienne de g par N est la donnée d’une suite exacte
d’algebres de Leibniz (N étant muni du crochet identiquement nul)

(N 0— N—[l—-g—0.



9
Dans le Chapitre I suivant, nous montrons que le module HLy(g) classifie les
extensions centrales universelles d’une algebre de Leibniz g parfaite.

Si la coreprésentation M est triviale alors on a I'isomorphisme

HL,(g, M) = M @ HL,(g).

Si l'algebre de Leibniz g est abélienne alors on a les isomorphismes

HL.(g) = T*(g) , HL(g) = Hom(g®*,K) .

3.6.— Soit g une algebre de Leibniz vue comme semi-représentation sur elle-
méme. Via l'isomorphisme de modules T"(g, g) = T""!(g, K), la différentielle d8 se
transforme en la différentielle —d;;*, ; ; d’ot I'isomorphisme en homologie

HL,(g,9) = HL.,1(g).

3.7.— Soit g est une algebre de Leibniz et soit M une semi-représentation de g. La
projection canonique can, : T* (g, M) — A*(gLie, M) est un morphisme de complexes
qui induit en homologie des morphismes HL, (g, M) = H.(g1., M), bijectifs en degré
0 et 1, et surjectif en degré 2 (ou H, désigne ’homologie classique des algebres de Lie

(cf. [Ch-E])).

Remarque.— A l'instar des semi-représentations, les propriétés 3.6 et 3.7 s’utilisent
surtout lorsque g est une algebre de Lie (cf. [Nt]).

3.8.— On suppose ici que K est corps. Pour toutes algebres de Leibniz g’ et g, on a
la formule du type Kiinneth pour I’'homologie de Leibniz (cf. [Lo3])

HL.(¢g' ® ¢") = HL.(g) » HL.(g")

ou ~ désigne le produit libre des modules gradués i.e., ’analogue non-commutatif du
produit tensoriel . En d’autres termes, le module HL,, (g’ ® g”) est la somme directe
des 2" composantes

Xy oY,0X,0Y, @+, Vi;>1, d1+ia+iz+ig+---=n

telles que, soit X, = HL,(g') et Y, = HL,(g"), soit X. = HL.(g”) et Y. = HL.(¢').
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I.— EXTENSIONS CENTRALES UNIVERSELLES
D’ALGEBRES DE LEIBNIZ

Introduction.— Nous nous proposons d’établir le résultat suivant, énoncé sans
démonstration dans l’article de Loday-Pirashvili (¢f. [L-P1, Proposition 4.2]) :

TaEOREME A. — Soit [ une K-algébre de Leibniz, libre en tant que K-module.

— Une extension centrale o : uw — [ est universelle si, et seulement si, ’algébre de
Leibniz u est parfaite et toute extension centrale p : g — u est inessentielle.

— L’algébre de Leibniz | posséde une extension centrale universelle si, et seulement
si, elle est parfaite. De plus, le noyau de [’extension centrale universelle est
canoniquement isomorphe au module d’homologie HLa(I).

Nous nous inspirons des constructions de Garland (cf. [G]) qui a traité le sujet
dans le cadre des algebres de Lie. Puis, étant donnée une algebre de Lie (donc aussi
de Leibniz) parfaite, nous comparons ses extensions centrales universelles dans les
deux catégories et nous obtenons :

THEOREME B. — Soit | une K-algébre de Lie parfaite et libre en tant que K-module,
et soit u son extension centrale universelle dans la catégorie des algébres de Leibniz.

— L’algébre de Lie ur;e est l’extension centrale universelle de | dans la catégorie des
algébres de Lie.

— L’algebre de Leibniz u est I’extension centrale universelle de ur ;. dans la catégorie
des algebres de Leibniz.

— On a des isomorphismes de K-modules

ker(u — up;e) = HLo(upe) = ker(cansg : HLo(I) — Ho(1)) .

1. Extensions d’algebres de Leibniz.— Une suite exacte d’algebres de Leibniz
(9) 0—bh N g Lir=0

est appelée extension de | par h. Le morphisme i est un isomorphisme d’algebres
de Leibniz de h sur le noyau ker(p) de l'extension. On se permettra alors de noter
simplement p : g — [ l’extension (g), et par abus de langage, on dira que 'algebre de
Leibniz g est une extension de I.
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Une extension d’algebres de Leibniz p : g — [ est dite scindée (resp. inessentielle)
sur K s’il existe une application linéaire (resp. un morphisme d’algebres de Leibniz)
s: 1 — g telle que ps = id;; 'application s est appelée une section de p.

On appelle extension centrale d’une algebre de Leibniz [, toute extension p: ¢ — [
dont le noyau ker(p) est central dans ¢ i.e., [c, ker(p)] = [ker(p), ¢] = 0.

Une extension centrale o : u — [ d’une algebre de Leibniz [ est dite universelle
si, pour toute extension centrale p : ¢ — [, il existe un unique morphisme d’algebres
de Leibniz ¢ : u — ¢ tel que p¢p = a. Il est alors clair qu'une extension centrale
universelle, lorsqu’elle existe, est unique a isomorphisme pres.

2. Criteres d’universalité.— Nous allons nous intéresser aux propriétés qui
caractérisent I'universalité d’une extension centrale.

PROPOSITION 1. — Si une extension centrale o : uw — [ est universelle alors ’algebre
de Leibniz u est parfaite.

Démonstration. — Supposons que ’algebre de Leibniz u ne soit pas parfaite; il
existe donc une application K-linéaire surjective f : u/[u,u] — K.

Munissons la somme directe u @ K de la structure d’algebre de Leibniz donnée
par le crochet [(z,A), (', X)] := ([z,2'],0) ot z,2" € u, A\, N € K. Il est clair que
Papplication & : u® K — [; (z,\) — a(x), est un morphisme surjectif d’algebres de
Leibniz dont le noyau, qui n’est autre que la somme directe ker(a) @ K, est central
dans u @ K. Nous sommes donc en présence d’une extension centrale @ : u@ K — [.

On vérifie que les applications ¢, ¢ : u — u @ K, données par ¢q(z) := (z,0)
et ¢o(x) := (z, f(Z)), sont deux morphismes distincts d’algebres de Leibniz tels que
a¢; = a, (i=1, 2); ce qui contredit I'universalité de 'extension u.

Ainsi, nous avons montré que ’algebre de Leibniz u est parfaite. m

ProrosiTIiON 2. — S7 une extension centrale o : uw — | est universelle alors toute
extension centrale de l’algebre de Leibniz u est inessentielle.

Démonstration. — Elle se fait en deux étapes.

i) Soit p : g — u une extension centrale de u telle que g = [g, g]. Il est clair que
I’application 8 := ap : g — [ est un morphisme surjectif d’algebres.

Montrons que son noyau est central dans g. Pour cela, remarquons d’abord que
z € ker((3) est équivalent a p(z) € ker(a). Comme ker(a) est central dans u, si z ou
y est dans ker(() alors [z, y| est dans ker(p). Le noyau ker(p) étant central dans g,
on en déduit que [[z,y], z]] = 0 (resp. [z, [y, 2]] = 0) si x ou y (resp. y ou z) est dans
ker(/3). Par conséquent, par 'identité de Leibniz, nous obtenons

[:E, [y].)yQ” = [[wvyl}ay?} - Hxay?}ayl] =0, HylayQ]ax] = [ylv [y%x” + Hylﬂx]ayQ] =0

pour tous x € ker((3), y1,y2 € g. Donc ker(/3) est central dans [g, g] = g.
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L’universalité de l'extension « : u — [ assure alors l'existence d’un morphisme
d’algebres s : u — g tel que s = « i.e., aps = a. Par conséquent, le morphisme
Y := ps — id,, est a valeurs dans ker(a)). Comme ker(«) est central dans u, il vient

Y([z,y]) = [ps(x),ps(y)] — @, y] = [¢(z), ps(y)] + [z, ¢ (y)] = 0.

On en déduit que le morphisme v s’annule sur [u,u]; et donc ps = id, puisque
u = [u, u] (cf. Proposition 1). D’ou1 la Proposition 2 lorsque g est parfaite.

ii) Soit p : g — u une extension centrale quelconque de u. Notons p’ la restriction
de p a la sous-algébre des commutateurs g’ := [g, g]. L’algébre de Leibniz u étant
parfaite, il est clair que le morphisme p’ : g’ — u est surjectif et a noyau central.

Montrons que ’algebre de Leibniz g’ est parfaite. Soit [z, y| un générateur de g'.
Comme u est parfaite et p est surjectif, on peut écrire p(x) sous la forme

p(aj) = Z [liv l;] = Z [p(a:z),p(x;)] = Zp([xi: JJ;]), Li l; cu, x;, 33; cg.

Et I'élément h := x — Y [x;, 2] est alors dans ker(p). De méme, il existe des éléments
(y5,y;) de g tels que 'élément h' :=y — > [y;, y;] soit dans ker(p). Comme ker(p) est
central dans g, il vient

@yl =[h+ Y [zozl], K+ [yl 1=> 0 [zl [y )]

Ainsi, nous avons montré que g’ est parfaite. Et en vertu de ’étape i), il existe un
morphisme d’algebres s’ : u — g’ qui scinde p’. En désignant par ¢ I’inclusion g’ — g,
le composé s := 18’ : u — g est un morphisme d’algebres scindant p. m

Ces deux propriétés (Propositions 1 et 2) caractérisent l'universalité d’une
extension centrale i.e.,

TaEOREME 3. — Soit [ une algebre de Leibniz. Une extension centrale u de [ est
universelle si, et seulement si, [’algébre de Leibniz u est parfaite et toute extension
centrale de u est inessentielle.

Démonstration de la réciproque. — Soit p : g — [ une extension centrale de [. Il
s’agit de montrer I'existence d’un unique morphisme d’algebres ¢ : u — g tel que
p¢ = a. L’unicité résulte du

LEMME 4. — Si o : u — [ est une extension centrale et si l’algebre de Leibniz u est
parfaite alors, pour toute extension centralep : g — [, il existe au plus un morphisme
d’algébres ¢ 1 u — g tel que pp = «.

Démonstration du Lemme. — En effet, supposons qu’il existe deux tels morphismes
¢ et ¢'. Alors pour tous x,y € u, on a

(60— &)([z,y]) = [6(2), ¢(¥)] = [¢' (), &' (v)]
= [p(x) — ¢'(z), ¢(¥)] + ¢ (2), o(y) — ¢'(v)].
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Comme le morphisme ¢ — ¢’ est a valeurs dans ker(p), lequel est central dans g, il en
résulte que ¢ — ¢’ est nul sur [u,u] = u; d’ou le Lemme 4. m

Il nous reste a montrer ’existence d’un tel morphisme. A cet effet, considérons
lalgebre de Leibniz produit g X u (de crochet donné par [(g,u),(¢’,u)] :=
(lg, ¢, [u, u'])) et notons g x| u la sous-algebre

gxiui={(g,u) € g xulp(g)=a(u) }

La seconde projection ps : g X; u — u est un morphisme surjectif d’algebres, et son
noyau est de maniere évidente central dans g x; u. Il existe donc un morphisme
d’algebres s : u — g x;u tel que pas = id,. Considérons alors le morphisme d’algebres
¢:=p1S:u— goup;:gx u— gdésigne la premiere projection. Par définition de
p1, P2, P et s, ona s(u) = (p1s(u), pas(u)) = (P(u), u). Mais (¢(u), u) € g X u signifie
que pp(u) = a(u); donc pp = a. Ce qui démontre le Théoreme 3. W

3. Criteres d’existence.— Nous allons a présent caractériser les algebres de Leibniz
possédant une extension centrale universelle.

THEOREME 5. — Une algébre de Leibniz | (libre en tant que K-module) posséde une
extension centrale universelle si, et seulement si, elle est parfaite. De plus, le noyau
de extension centrale universelle est canoniquement isomorphe au module HLa([).

Démonstration. — La condition est nécessaire car une extension centrale universelle
est parfaite (cf. Propostion 1) et I'image surjective d’une algebre de Leibniz parfaite
est aussi parfaite.

Réciproquement, supposons que ’algebre de Leibniz [ soit parfaite. Soit Im(ds)
’image du bord de Leibniz ds i.e., le sous-module de [¥? engendré par les éléments

ds(zeyez)=zely, 2] — [z,y]|®z+ [z, 2]y, Vz,y,z€l.

Considérons le module quotient M := [®2/Im(d3), muni de la structure triviale
de représentation de [. La projection canonique 7 : [®2 — M est de maniere
évidente un 2-cocycle de HL?(I, M). Considérons alors 1’extension centrale [, associée
a m; on rappelle qu’il s’agit du K-module [, = [ & M muni du crochet donné par

[(,m), (&', m)] = ([z, 2], 7 (2, 2')).

Montrons que la sous-algebre des commutateurs I, := [l., [;] est parfaite. Pour
cela, remarquons d’abord que ’on a ’égalité [, = /. + M. En effet, puisque 1’algebre
de Leibniz [ est parfaite, tout élément de [; est de la forme (> [z;, z}],m); et par
définition du crochet dans [, on obtient

(Z [mia CL’;], m) = Z [('rlv 0)7 (miv 0)] + (07 m — Zﬂ-(xiv 1‘;)) S [;r + M,
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ce qui prouve 1'égalité [, = I[_+ M. Comme M est central dans [, on en déduit que
G = (I, e] = [l + M, O+ M] = 17, .

Ainsi, nous avons montré que ’algebre de Leibniz [/ est parfaite.

Désignons par py : [[. — [ la premiére projection. Il est clair que le noyau ker(p;),
qui est engendré par les éléments de la forme (0, > w(x;, x})) tels que Y [z, 2] = 0,
est central dans [/.. Nous avons donc construit une extension centrale et parfaite.
Montrons que ker(p; ) est canoniquement isomorphe au module d’homologie HLs ([).
Puisque le bord de Leibniz do : [®2 — [ opere par 2@y +— [x,y], I'application K-

linéaire
€ :ker(p;) — HLo(I), (O, Zﬂ(azz,x;)) — Zmp@xé
est bien définie et surjective. Supposons que (0, > 7(x;, z})) soit un bord i.e.,
€0, mlasa)) =Y mew; =Y di(y;0y;ey)).
Alors, par définition de M = [®2/Im(d3), on a
Z m(zi, @) = Z md3(y; @y;®y;) = 0.
Par conséquent D'application & est injective. Ainsi, nous avons construit un

isomorphisme ¢ : ker(p;) — HLa(1).

Il nous reste a prouver 'universalité de I’extension centrale p; : I. — [. Comme le
K-module [ est libre, toute extension centrale (donc abélienne) de [ est de la forme
p: [y — [ pour un 2-cocycle bien déterminé f de HL*(I, V). Alors I'application

¢l =l (27(y,2) = (2, f(y, 2))

est un morphisme d’algebres vérifiant p¢ = p;. Comme l'algebre I/, est parfaite,
I’unicité du morphisme ¢ résulte du Lemme 4. Ce qui acheve de démontrer le
Théoreme 5. m

4. Cas des algebres de Lie.— Soit | une K-algebre de Lie parfaite et libre en
tant que K-module. Il existe donc une extension centrale universelle a; : u; — |
dans la catégorie (Leib) des algebres de Leibniz, et une extension centrale universelle
as : uy — [ dans la catégorie (Lie) des algebres de Lie.

ProrosiTiON 6. — L’algebre de Leibniz uy est une extension centrale universelle
de lalgebre ug dans la catégorie (Leib) et l'on a un isomorphisme d’algébres de Lie
Uy = (1) pie 0U (u1)Lie == u1/([z, x]) est lalgébre de Lie associée a u.
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Démonstration. — En effet, I’extension as : us — [ étant aussi centrale dans la
catégorie (Leib), il existe un morphisme d’algébres de Leibniz ¢ : u; — usy tel que
as¢ = ap. Comme 1y est pafaite et toute extension centrale de u; est inessentielle, il
suffit de montrer que ¢ : u; — uy est une extension centrale. Il est clair que ker(¢)
est central dans 1y ; montrons que le morphisme ¢ est surjectif. Remarquons d’abord
que l'on a I’égalité us = Im(¢) + ker(as). En effet, soit 2z € uy; comme ay est surjectif
et agp = aj, il existe un élément 2’ € uy tel que as(z) = a1(2') = ap(2’) i.e.,
z — ¢(2') € ker(az). D’ou I'égalité us = Im(¢) + ker(ag). Comme l'algeébre us est
parfaite et ker(as) est central dans us, on en déduit que

ug = [uz, U] = [Im(¢) + ker(a2),Im(¢) + ker(az)] = [Im(¢), Im(¢)] C Im(¢)).

Donc le morphisme ¢ est surjectif; ainsi, nous avons montré que u; est une extension
centrale universelle de us.

Par ailleurs, désignons par @ (resp. ¢) le morphisme induit par oy (resp. ¢) sur
(u1) Lie. Il est clair que extension @ : (u1) ;e — [ est centrale dans la catégorie (Lie)
et que anp = @;. 1l existe donc un morphisme d’algebres de Lie ¢ : us — (u1) ;e tel
que @11 = a. Par composition, on obtient

@ (YP) = p =@ et ax(PY) = a11h = .

L’algebre de Lie uy (resp. (u1)rie) étant parfaite, on déduit du Lemme 4 que ¢ = id
sur ug et 1é = id sur uy ; d’ott I'isomorphisme d’algebres de Lie s — (41) . W

Comme conséquence immédiate, nous obtenons un diagramme commutatif a lignes
et colonnes exactes

0 —— ker(cans) SRR HLy(ug) —— 0

0 —— HLy([) —— Uy [ 0 (Leib)

0 —— Hg([) — Ug = (ul)Lie [ 0 (Lle)

<—
%
<—

(Leib) ,

qui permet d’avoir la caractérisation suivante :
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COROLLAIRE 7. — Awec les notations précédentes, on a des isomorphismes de
K-modules :  ker(u; — (u1)rie) = HLo((u1) nie) = ker(cang : HLo(I) — Ha(l)) . m

5. Un exemple classique : les algebres de Steinberg.— Soit A une algebre
associative et soit sl,,(A) l'algebre de Lie des matrices carrées n x n, a coefficients
dans A et a trace nulle dans 'abélianisé A/[A, A]. On rappelle que 'algebre de Lie
s, (A) est parfaite si n > 3 ou, si n = 2 et 2 est inversible dans A.

En étudiant l'extension centrale universelle st,,(A) de sl,,(A) dans la catégorie
(Lie), Ch. Kassel et J.-L. Loday (cf. [K-L]) généralisent un résultat de S. Bloch (cf.
[Bl] ou algebre A est supposée commutative) et démontrent 'isomorphisme

Hy(sl,(A)) 2 HCy(A), ¥n>5 ou (Yn>2si27'¢cA)

ou HC, (A) désigne I’homologie cyclique de lalgebre A.
De méme, J.-L. Loday et T. Pirashvili (¢f. [L-P1]) construisent l'extension centrale
universelle stl,,(A) de sl,,(A) dans la catégorie (Leib) et obtiennent 1’isomorphisme

ou HH, (A) désigne 'homologie de Hochschild de I’algebre A. De plus, on a l’analogue
du diagramme commutatif précédent, ot B désigne le bord de Connes :

0
HCy(A) HLy(st,,(A))
0 —— HH(A) —— stl,(A) — sl,(A) —— 0 (Leib)

0 —— HCy(A) —— sty (A) = (stl,(A))pie —— slp(A) —— 0 (Lie)

| l l

0 0 0
(Leib) ,

~

I’isomorphisme st,,(A) 2 (stl,,(A)) ;e provenant de la Proposition 6.
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II.— SUITE SPECTRALE D’UNE EXTENSION
D’ALGEBRES DE LEIBNIZ

Introduction.— Nous nous proposons de construire une «version Leibniz» de
la suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. [Kol, [H-S]). Rappelons que pour toute
algebre de Lie g, tout idéal h de g et tout g-module M, il existe une suite spectrale
(E"(h, M)),>1 caractérisée par

(1) E?),q(b7M) = H,(g/b, Hy(h, M)) :p>Hp+Q(gvM)7

H.(X,Y) étant 'homologie de I’algebre de Lie X a coefficients dans le X-module Y.

Cependant, pour la théorie d’homologie HL, développée par Loday-Pirashvili
(cf. [L-P1]), le module HL,(h, M) — ou b (resp. M) est un idéal bilatere (resp. une
coreprésentation) de I’algebre de Leibniz g — n’est pas en général une coreprésentation
de l'algébre de Leibniz g/h. Nous contournons ce probléme technique en travaillant
avec des semi-représentations. En revanche, on ne peut espérer des résultats aussi
«simples» que ci-dessus (f) pour les termes Ezﬂq(b,M ) de cette nouvelle théorie.
En effet, pour des algebres de Leibniz abéliennes (donc de Lie) g et g’, on a les
isomorphismes

HL, (g ¢\ K) =T (g g) =T (g) » T*(¢') = HL,(g,K) » HL, (¢, K)

— ol x désigne le produit libre des modules gradués i.e., 'analogue non-commutatif du
produit tensoriel (cf. [Lo3]) — alors que dans le cas classique, on a les isomorphismes

H.(go ¢ K)=A(gdg) = A (g)oA (¢") = H.(g,K)oH.(¢',K),

T* et A* désignant respectivement les algébres tensorielle et extérieure. En fait,
la «bonne présentation» des termes E2 est due & la structure d’algebre de Hopf
cocommutative de I’enveloppe universelle des algebres de Lie (cf. [Th]), alors que celle
des algebres de Leibniz n’a pas de structure d’algebre de Hopf.

Dans ce chapitre nous supposons que K est un corps. Nous construisons une
filtration du complexe de Leibniz (T*(g, M), d*) qui permet d’obtenir les résultats
suivants :
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THEOREME. — Soit g une algébre de Leibniz, soith un idéal bilatere de g et soit M

une semi-représentation de g. Il existe une suite spectrale (E" (b, M)),>1 convergeant
vers I’homologie de Leibniz HL, (g, M).
— Les termes E' sont donnés par les isomorphismes

E(l):q %HLq(h?M) ’ E117,q %HLQ(baM)(@(g/b)@g@(p_l) ’ \V/p > Ov Vq Z O .

— Pour tout entier ¢ > 0, on a les isomorphismes

E3 . = HLo(g/b, HLy(h, M)) , E? = HL,(g/h, HL,(h, M)),

et une longue suite exacte

-+ — HL,_1(g, HLy(h, M) ©h) — HL, (g, HL,(h, M)) — E2 , —

b,q

— HL,_»(g, HL,(h, M) ®h) — --- — HL; (g, HL,(h, M)) — EZ , — 0.

— Si Daction adjointe diagonale de g/h sur HL,(h, M) est triviale alors on a les
isomorphismes

E,q = HLy(h, M)@HL,_1(g,9/h) , Vp =2 ¥q20.

Nous obtenons ainsi un procédé récursif de calcul d’homologie. Toutefois, dans la
pratique, les calculs explicites ne sont pas aussi aisés que dans le cas classique, méme
en basses dimensions.

1.— Filtration associée a ’extension
Soient g une algebre de Leibniz, M une semi-représentation de g et h un idéal

bilatere de g. Considérons la famille (FY) définie par :

(1) FP.— Meh®m=rgg®r  sin>p
o Mgg®n , sin <p.

Il est clair que l'on a les inclusions FP C FP*L C T™(g, M). En outre, pour tout
§=we@x10 - ®xp € F),  ollw, € M®h®9et ¢ > 0, on vérifie aisément que

du(€) = du(wg) @1 -+ 07, + (1) Mwedk(r1e - @xp)

(2)

n
+ ) (DT g, m]en e 050 - 9,
=1
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Comme h est un idéal (& droite), on voit immédiatement que dy(F?) C FP | pour
n > p. Sin < p, Vinclusion dy (FP) C F?_, est évidente.

Par conséquent, la famille (F?) est une filtration du complexe (T'(g, M), dy;). Elle
détermine donc une suite spectrale (E", d"),>1. Et puisque la filtration est bornée,

T"(h, M) =F) C FlC.-- C F' = Fil = ... = T"(g, M),

cette suite spectrale converge vers I’homologie de Leibniz HL, (g, M).

2.— Sur les termes E' de la suite spectrale

Ce sont les modules d’homologie E;  := H,,,(F?/FP~" d% ot d° est le bord
induit par dj; sur le complexe quotient.

ProrosiTioN 1. — Pour tout idéal a droite h de g, on a les isomorphismes
(3) Eé,q = HL,(h, M) , Ezlv,q = HL,(h, M) ®(9/h)®9®(p_1)7 Vp>0,Vgqg=0.
Démonstration. — Notons d’abord que, comme F, 1 = {0}, il vient

Ep.q = H(FY, d°) = He(T" (b, M), das) = HLqg(b, M).

Supposons a présent p > 1 et adoptons la notation zg---x, ;== 2g® - - @ T,.

Description du bord d°.— Pour tout & = w,@z1- -7, € F1193+qa les termes
lwg, il @T1 -+ Ti -1y et wy@dp(zy---2p) de (2) sont dans M eh®igg® @1,

On en déduit que le bord d° : F), F;;f; — F5+q_1/F5;ql_1 opere par la formule

(4) MTL - Tptg > drr(MT1 - Tq) @ Tqi1 -+ Tpq

: ~1
dans le quotient F},  /FY

ol w désigne I'image de ’élément w € F? g -

p+q
Par ailleurs, on a un isomorphisme de K-espaces vectoriels

FY o/ Fpvg EMah®l0(g/h)og® P,

La description précédente (4) de d” n’est alors autre que celle du bord dj; ®idy ol
V= (g/h)@g® P~V 1l en résulte que

E;:q - HQ(FIIJ)—I—*/FQ?—::’ do) = Hq(T*(b, M) ®V, dM®1dv)
= Hy(T7(h, M), dm) 0V (Kiinneth)
>~ HL,(h, M) @ (g/h) 0g® P (p>1). n

3.— Sur les termes E? de la suite spectrale
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Ce sont les modules d’homolgie E* := H(E', d') des E'-termes. Plus précisément,
on a

2 1.l 1
ES,=ker(d :E,, — E

p.q p—l,q)/Im(dl : E119+1,q —E, )-

p,q

Remarquons d’abord que pour tout g-cycle ¢, de HL,(h, M) et tout élément h de b,
la formule (2) s’écrit

du(cqoh) = du(cg)@h + (_1)q+2[cqvh] = (=1)[cq; Al

donc I’élément [cy, h] est un bord. Il en résulte que l'action adjointe diagonale de
h devient triviale sur HL,(h, M). Par conséquent les modules HL,(f, M) héritent
d’une structure de semi-représentation de ’algebre de Leibniz g/h. De plus, pour
tout = € g, les cycles [cq, 2] et [cq, T] sont homologues dans HL,(h, M) ot I'on note =
I'image de = dans le quotient g/b.

ProrosiTION 2. — Pour tout idéal bilatére  de g, tout entier ¢ > 0, on a les
1somorphismes
(5) Ej, = HLo(g/h, HLy(h, M)) et ET, = HL(g/b, HL,(h, M)),

et une longue suite exacte

(6) ---— HL, 1(g,HLy(h, M)®bh) — HL,(g, HL,(h, M)) — E127,q H
— HL,_2(g, HLy(h, M) ®h) — - -- — HL (g, HL,(h, M)) — EZ _ — 0.

Démonstration. — Commencons par décrire le bord d'. Il s’agit de la composée
d! := mo~y ou 7 et 7 sont les homomorphismes de la longue suite exacte en homologie

i Hp+q(Ff_1) - Hp+q(Ff) S Hp—l—q(Ff/Ff_l) L) Hp—l—q—l(Ff_l) —

associée & la courte suite exacte de complexes 0 — FP™' — FP — FP/FP~! 0.
Par construction de ’homomorphisme de liaison 7, on obtient d'([£]) = 7 o d(£)

ot [¢] désigne la classe d’homologie du cycle ¢ € FF/FP™1,

Soit £ = ¢g@T@wy - ap1 € By =HLg(h, M)@(g/h) ©g® P~V ; comme d(c,) est

nul, la formule (2) devient

p—1
du(§) = (1) e, T @z apy + > (1) e, 2] @T@ar - T ap g
i=1
p—1

+ Y (D)o Falen Gy 1+ (“1)igeTedy(n oz ).
=1
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Puisque les cycles [¢q, 4] et [cq, T3] sont homologues et que ([Z,y]) = [, 7], il vient

d'(€) = (1)U [eq T @1 2p 1 + qeTedy(z1---2p 1)) +

(7) — ~
)? ([cq: T @T + ¢4 [T, 7] )@x1 -+ Ti -+ - Tp—1.
z:1

Pour p < 2, la formule (7) se réduit a :
d'(cg) = 0= (=1)%d(cq), d'(cq@T) = (=1)[cq, 7] = (=1)%d(c, ®T),
d'(cgeTey) = (—1)([cg, T 0T — [c, YT — ;@ [Z,7]) = (—1)%d(cg T2 7)
ot d : HL,(h, M) ® (g/h) ®™ — HL,(h, M) 2 (g/h) ® 1 est le bord du complexe de

Leibniz de g/h a coefficients dans HL, (), M) (g étant fixé). Les isomorphismes (5) en
résultent immédiatement.

Par ailleurs, on peut aussi voir le terme E}J’ o, comme le conoyau de I'inclusion
HL,(h, M)ohog® P~ — HL,(h, M)og®”

En conséquence, on vérifie que 1’on a une suite exacte de complexes (g étant fixé)

0 — T (g, HLy (b, M) @) — T"(g, HLy(h, M) — E; ; — 0.
Nous en déduisons en homologie la longue suite exacte (6). m

Cas particulier.— Supposons que g/h opeére trivialement sur les modules
HL,(h, M). Alors la formule (7) devient

p—1
di(¢) = (—1)q( d (-VDiegoE T or i xp1 + cq@Tode(Ty e zpo) ),

=1

ce qui n’est autre que le bord (—1)%idw @d’ ot W := HLy(h, M), d’ étant le bord du
complexe de Leibniz de g & coefficients dans g/h (¢ étant fixé).
Par conséquent nous obtenons

B2, =H, (WeT (g9/b), (-1)%dwed )
= W®Hp—1( T*(gag/h)a d/ )
= HLy(h, M)@HL,_1(g,9/h) (p=>2).

Nous en déduisons la

ProprosiTION 3. — Si l’algebre de Leibniz g/h opére trivialement sur HLy(h, M)
alors, pour toutp > 2, on a l’isomorphisme

(8) E? . = HLy(h, M)oHL,_1(g,a/h).
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4.— Applications

Nous donnons ici quelques exemples de calculs qui illustrent assez bien la complexité
de cette suite spectrale par rapport a la version classique des algebres de Lie pour
laquelle des arguments de dimensions permettent d’obtenir des dégénérescences sans
coup férir.

4.1.— Soit g une algebre de Leibniz et soit h = 0 (resp. M = K) l'idéal bilatere
(resp. la semi-représentation) trivial(e). Puisque nous avons

HLo(h,K) =K, HL,(hK)=0, V¢>0,

’algebre de Leibniz g/h = g opere trivialement sur HL,(h, K). Par conséquent, nous
obtenons

HL,(g,K) sip=0,1letqg=0
E;yq(O,K) ~ ¢ HL,1(g, 9) sip>2etqg=0 :p> HL,14(9,K) .
0 sip>2etq#0

Ainsi, la suite spectrale E(0, K) dégénere et nous retrouvons 'isomorphisme (cf. 0.3.6)

HLn(gv g) = HLn-Fl(Q)v Vn Z L.

4.2.— Soit £ = L(S?) I'algebre de Leibniz de dimension 2, ayant pour base {X, Y},
dont le crochet est défini par les relations

(X, X]=Y, XY=V, X|=[Y,Y]=0.
Nous allons montrer que ses groupes d’homologie sont donnés par 1’isomorphisme
HL,(L(S*) =K, VneN.
Comme pour toute algebre de Leibniz, nous savons déja que
HLo(L) =K et HL(L)=L/[L,L]=L/KY =2K.X .

Pour les groupes d’homologie d’ordre supérieur, nous allons considérer la suite
spectrale relative a I'idéal bilatere h := K.Y et la semi-représentation triviale M := K.
I’algebre de Leibniz h = K.Y étant abélienne, nous avons

HL,(h,K) = h®"=KY®" VYneN.

Par ailleurs, il est clair que l'algébre de Leibniz £/h = K.X (resp. L) opere
trivialement sur les groupes HL,(h,K) (resp. la semi-représentation £/h = K.X).
Nous en déduisons les termes E*(K.Y,K) :

02 e HL,(K.Y,K) 2 K.Y ®4 sip=0
P4~ | HL,(K.Y,K)®HL,_1(£,K.X) 2 K.(Y®9¢ X)@HL,_(£) sip>0.
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Par un calcul long (et peu significatif pour étre repris ici), nous obtenons

O v

[o.o] ~J oo ~J
0,0 — &, optr1.0 =K, Eg 11 ZK, VpeN

et E;‘fq 2 () partout ailleurs. Le résultat annoncé s’en déduit immédiatement.

Remarque.— Dans le chapitre IV suivant, nous déterminons par une autre méthode
la (co)homologie entiere de I'algebre de Leibniz £(S?), y compris la structure d’algébre
de Leibniz duale de sa cohomologie.

4.3.— Soient g’ et g’ des algebres de Leibniz et soit g := g’ @ g” la somme directe
munie du crochet défini par

@ a"), () = (L o) Yy e, Valy' e g

1

Par définition du crochet de g, il est clair que le quotient g/g’ = g” (resp. g/g” = ¢')
opere trivialement sur les modules HL,(g’) (resp. HL,(g"”)). Ainsi, en prenant h = ¢
et M = K, nous obtenons une suite spectrale

HL,(g’) sip=0
E2 (¢,K) = = HLy14(g) -
HL,(¢') ®HL,_1(g,9") sip>0

Ensuite pour h = M = g” et via 'isomorphisme HL,, (g"”, ¢") = HL,,+1(g"), nous
obtenons une suite spectrale

HL11(g") sip=10
Frqle”8") = = Hlpig(g,9") -
HL,11(g") @ HL,_1(g,¢') sip>0

De méme, en prenant h = M = ¢, nous obtenons une nouvelle suite spectrale

HLg11(g") sip=0
E2 (¢, ¢)) = = HLpig(e.0)
HL,11(¢') @ HL,_1(g,8”) sip>0

La conjonction de ces trois suites spectrales permet de retrouver par récurrence la
formule du type Kinneth pour ’homologie de Leibniz i.e., 'isomorphisme (¢f. 0.3.8.)

HL.(¢' ® g") = HL.(g') » HL.(g") .
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III.— HOMOLOGIE DE LEIBNIZ D’ALGEBRES DE LIE
ETENDUES PAR UNE ALGEBRE COMMUTATIVE

Introduction.— On est souvent amené a calculer ’homologie d’algebres de Lie
de la forme A®g (ot A est une algébre commutative et g une algebre de Lie),
notamment dans ’étude des conjectures de Macdonald (sur les systémes de racines,
cf. [Hn]) ou d’algebres de Kac-Moody (cf. [Hd1]). Pour cela, A. Haddi exprime (cf.
[Hd2]) I'homologie des coinvariants H,(A*(A®g)g) & I'aide de I’homologie cyclique
HC(A) de A et des coinvariants des puissances symétriques (S”g)4 de g.

Le but de ce chapitre est d’en donner une version non-commutative : ’homologie
de Leibniz joue le role de I’homologie classique d’algebres de Lie, et 1’homologie
de Hochschild celui de I’homologie cyclique. Rappelons que le complexe donnant
I’homologie de Leibniz est obtenu en remplagant, dans le complexe usuel de Chevalley-
Eilenberg, ’algebre extérieure A par I'algebre tensorielle T.

Nous commencons par construire un morphisme de complexes reliant I’homologie
de Leibniz HL,(A® g, M ®g) a I’homologie de Hochschild H,(A, M) ot M est un
A-bimodule symétrique. En utilisant la décompositon de 'homologie de Hochschild
en parties négative et positive, puis par passage aux coinvariants, nous obtenons en
bas degrés :

Si algebre de Lie g est parfaite et si le g-module A® g est completement réductible,
il existe un isomorphisme

HLy(A®g) = HHi(A) @ (S%g)y = QYKo (S%e)
et un épimorphisme

HL3;(Aeg) — HH; (A)©(S°g), @ HHJ(A)2(Sg),

Ensuite nous comparons nos résultats avec ceux du cas classique.

1.— Définitions et notations

Nous travaillons sur un corps K de caractéristique nulle. Soient g une algebre
de Lie, A une algebre associative commutative et unitaire, et M un A-bimodule
symétrique.
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Posons g4 := A®get gy := M ®g . Alors les opérations suivantes

(= —]:84a x84 =04, [e0z,d 0] :=ad [z, 2]

[— —]:gm xga —gn, [mezaes’]:=maer, 2]

ona,a € A, x,x' € get m e M, conferent & ’espace g4 une structure d’algebre de
Lie, puis a ’espace gjps une structure de g4-module a droite.

On peut donc considérer I’homologie de Leibniz HL, (g, grr) de ga & coefficients
dans gps. Nous noterons azx (resp. mx) I'élément a @ z (resp. m@x) de ga (resp. gar),
et (mz,a121,---,apey,) Vélément mro a1z, ® -+ @ apx, de T™(ga, grr)-

D’autre part, soit [U(g), U(g)] le sous-espace de l’enveloppe universelle U(g)
engendré par les commutateurs [a,b] = ab — ba ou a et b sont dans U(g). On
note U(g)qs := U(g)/[U(g), U(g)] 'espace vectoriel quotient. On observera que tout
produit dans U(g) est invariant par permutation circulaire des facteurs dans U(g) .

Rappelons aussi que I’homologie de Hochschild H,(A, M) est I’homologie du
complexe (C(A, M) := M @ A®*, b) ot la différentielle b : C,, (4, M) — C,,_1(A, M)
opere par la formule

b(m7 L2 K an) = (mah az,---, an) +
n—1
Z (_1)p(m, agy**,0p—1,ApQp41, " ", an) + (_]-)n(anm; ag, - 7an—1)-
p=1

2.— Un morphisme de complexes
Soit A, : T™ (g4, 00) — Cn(A, M) @ U(g)as 'opérateur défini par la formule

)\n(mxa 1T, -, anxn) = Z sgn(a)(m, Ao(1)s "> aa(n)) RITs(1) """ To(n)
oES,

ou sgn(o) désigne la signature de I’élément o de S,, le groupe des permutations
sur {1,2,---,n}. En munissant C.(A, M)®U(g)e de la différentielle b®id, nous
obtenons

ProrosiTioN 1. — L’opérateur A, est un morphisme de complezxes.

Démonstration. — 1l s’agit de prouver la commutativité du carré suivant

T"(ga,90m) — T" Yga, grr)

| =

b®id
Cn(A, M)U(g)ap ——— Cne1(A, M)@U(g)as
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A cet effet, nous avons (b®id) o A(mz,a121,- -, apz,) = X1+ Xo+Y ou

X = Z sgn(0)(Mag (1), Ao (2)s "+ Go(n)) ®TT(1) * - To(n)

oES,
Xy o= (=1)" Y g0(0)(Go(n)M, Qo (1), s Ga(n-1)) O TLo(1) " ** Ta(n)
oES,
= Z Z )Psgn(0) (M, Go(1), 5 Qo (p) Qo(p+1)s > Qo (n) ©TTa (1) To(n)
p=1 €S,
et Aod(mzx,a1z1,-+,a,2,) =X'+Y’ ol

X' ::Z(—1)j+1)\(maj[a:,xj],a1x1,---,cﬁfj,---,ana:n)
j=1
e Y

_1)j+1)‘(mx7 a1T1, -+, 045 [xiv xj]v Ty @7 Ty anxn)-
1<i<j<n

Il suffit donc de montrer que X; + Xo = X' et Y =Y.

En notant 7 la permutation (1 2---n) de S,, et en remarquant que 'application
o — o o T est une bijection sur S,,, nous obtenons

Xy = SgD(T) Z Sgn(O-T) (maoT(n)7 Qor(1)s """ aUT(n—l)) QTTor(n)Lor(l) " Tor(n—1)
oES,

= sgn(T) Z sgn(0) (Mg (n), Ao(1)s* "+ Go(n-1)) @ TTo(n)Ta(1) *** To(n—1)-
gES,

Comme le A-bimodule M est symétrique et que tout produit dans U(g),p est invariant
par permutation circulaire des facteurs, nous en déduisons que

X1+ Xo = (=)™ Y sgn(0)(mao(n), Go(1)* Go(n-1)) ®

o€ES,

(TZo(m)To(1) " To(n-1) = TTo(1) " To(n))

= (=)™ Y sgn(0) (Mo (n), Qo(1)s**» Qo(n-1)) © [T, To(n)|To(1) - To(n—1)-
oES,

D’autre part, notons 7; la permutation (j j+ 1---n) de S, et identifions S,,_; a
S, :={0€8S,:0(n)=mn}. Alorsnous avons

n

X'=3 (=N, () [2, 20y )]s Gy (1) Ty (1) 5 By (0 1) Ty 1))

Jj=1
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Z 3+1sgn(0)(ma7ja(n), Qrjo(1)) """ aTjo(n—l)) ®
j=10€S,

[CE, ija(n)]ija(l) o Trio(n—1)
= Z (_1)j+1sgn(07—j)(mao(n), Ao(1)s """ aa(nfl)) ® [lE, xa(n)]xa(l) To(n—1)-

1<j<n
OET;Sn_1

Et puisqu’il est clair que S,, = H {1jo0:0€8,=S,_1 },il vient
1<j<n

X' = (-1t Z sen(0) (Mg (n); (1), * 5 Ao(n-1)) @ [T, Tom)|To(1) " * To(n_1)-
ocES,

Ainsi, nous avons montré que X' = X; + X5 .

Pour I’égalité Y = Y”, posons pour p € {1,2,---,n},
Stt.={oe€S,:0(p)<olp+1)} et S :={0€S,:0(p)>0c(p+1)}.

Alors S,, = SPT[[S?™ et 'application o — (o(p) o(p+ 1)) o o est une bijection de
SP* sur SP~. La multiplication dans A étant commutative, il vient

Y = Z Z 1)Psgn(0)Y, ol

1<p<n O’ESZH—

Y) = (m, a1y, Qg(p—1); Co(p)Aa(p+1)s Co(p+2)s " 5 Qo(n)) ®

TTo(1) " To(p—1)(To(p)To(p+1) = To(p+1)To(p))To(p+2) " To(n)

= (M, a5(1), " Qo (p—1)» Qo (p)Ao(p+1)s Qo (p+2)> " * > Go(n)) ®

TLo(1) " To(p—1)[To(p)s To(p+1))To(p+2) * To(n)-

Comme SPT = H SﬁfgouSKJ::{UESn:a(p):i<j:U(p+1)},ona

1<i<j<n

Y = E E Sgn (mv Ag(1)s " "5 Ao (p—1), @iQj, Qg (p42), " " aa(n))
1<i<j<n UESZ<J
1<p<n—1

®TTo(1) """ To(p—1)[Tis Tj]|To (pt2) * * * Tor(n)-

Il reste & trouver une expression semblable pour Y’ = E (—1)7+y; ; ot
1<i<j<n

/

ij T )\(ml‘,awl, o '7ai—l-Ti—laaiaj[xiawj]aai+1xi+1a Q5T 0 ',ann)-
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En remarquant que S,_; = H {0 €Sp—1:0(p) =i}, puis que application
1<p<n—1
o~ 'rjan;ll réalise une bijection de {o € S,,_1 : 0(p) =i} sur S,fg, nous obtenons

Y;/,] = Z Z Sgn(a) (mv Aric(1)s """ Qrjo(p—1)s AiQ5, Ao (p+1)s """ a‘rja(n—l))

p=1 0€Sy_1
o(p)=i
OLTr,0(1) " Try o (p- ) TiTiTryo(ptl) * Tryr(n1)
n—1
— E +7+1
- (_1)1) / Sgn(a)(m, Aorpyi(1)y """ Ailg, ", aa'rp+1(n—1))
=l oesy
XTLgr, (1) " [-Tiv Ij] Torpi(n—1)-
Nous en déduisons que
/
Y'= § § Psgn )(m7 Ag(1)s "5 Ao (p—1), AiQj, Qg (p42), " * aa(n))
1<i<j<n UESl<J
1<p<n-—1

®TTo(1) """ To(p—1)[Tis Tj]|To (p12) * * * Tor(n)-

Ainsi, on a montré que Y = Y”. Ce qui acheéve de prouver la Proposition. m

3.— Lien avec les formes différentielles

Rappelons que pour toute K-algebre A (commutative), Qf}”K désigne la nieme
puissance extérieure AZ(Q}MK) sur A du module de Kahler QiﬂK : en tant que
A-module QZL\\K est engendré par les symboles da - - - da,, := day A - - - Ada, assujettis

par distributivité a la relation : d(ad’) = add’ 4 d'da.

Soit ¢, : T™(ga, gnr) — (M ® A0 K) ®k(S"'g), Papplication définie par
On(Mmz,a121,- -, anty) == (M® aday - - -dap) @ (v - - Tp)

ou (S™ désigne 1’espace des coinvariants de la n'®™€ puissance symétrique S™g sous
g

I’action adjointe diagonale de g donnée par la formule
[xl"'xna le *Ti—1 wz,x]wHJ Tn .

Nous allons montrer que
LEMME 2. — Pour tout élément ( = (mz,a121,- -, anTy,) de T"(ga,80), On a

n

Sn-10d(C) =Y (~1)*(ma; @ adar - -da; - - day) @ [ws - T -, ).

=1
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Et comme [zzq---T; - zp, 2;] = 0 dans (S"g)g , il en résultera la

ProprosITION 3. — Pour tout entier n > 0, on a un morphisme bien défini

n : HLn (g4, 80) = (M @ aQ%4K) @ k(5" g),g.

Preuve du Lemme 2. — Soit ( = (mx,a121, -+, anxyn) € T"(ga, 80m)

n

pod(C) = Z (—1)""*(ma; ® aday - - ~da; - “day) @ ([x, zi]Tr T xp) +

i=1
Z (_1)]+1(m®Ada1 .. .d(aiaj) .. .daj e dan)® ('rxl . [xi7 x]] .. .i'} .. ",I:n)'
1<i<j<n
Or pour tout couple d’entiers (i, j) tels que 1 < i < j < n, nous avons 1’égalité

day - --d(a;a;)---daj; - da, = ajdal---@---dan + (—1)j_i+1aida1---d/c;¢---dan

qui, injectée dans la derniere sommation ci-dessus, permet d’obtenir le Lemme 2 m

REMARQUE.— Le morphisme ¢ s’interpréte aussi comme la composée (r@n 1)o )
ou 1 est I'isomorphisme de Poincaré-Birkhoff- Witt (P.B.W. rappelé ci-apres) et 7 ,
Papplication canonique (cf. [Lol])

T+ Hy (A, M) — M®AQZ|K,(m,a1,---,an) — m® aday -+ - da,.

4.— Bas degrés

Nous nous proposons de regarder, en bas degrés, ce que devient le morphisme A
sous la décomposition de 'homologie de Hochschild en parties positive et négative.
Comme le corps K est de caractéristique nulle, on sait qu’il existe

- un isomorphisme (non normalisé ici) de K-espaces vectoriels 1 : (Sg)qg — U(g)ab
(P.B.W.) donné sur ’élément homogene x - - - ,, de (Sg)4 par la formule

77(550 T xn) = Z ZoTo(1) """ To(n) s

oES,

- une décomposition du complexe de Hochschild en somme directe de sous-complexes
propres pour l'involution u définie par

u(m,ay, -+, a,) = (—1)"("+1)/2(m, Qpy*+ vy 02,071) .
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On rappelle que les opérateurs b et u commutent et que ’on a

Cr(A, M) =C (A, M)® CT(A, M) ot CE(A, M) = {z € Cp(A, M) : u(z) = £z},

_|_

(ma ala"'aan) - (maala"'aan)_ + (maala"'aan) avec

1
(maalv"'aan)i = §<(mva’1""van)iu(maalv"'7an))7

les homologies correspondantes étant notées H (A, M) et H (A, M).

—Pourn =1, on au(m,a) = —(m,a) donc Cy (A, M) =C1(A,M)= MgA. Et
puisque A1 (mz, ay) = (m,a) @xy = (m,a) @n(xy) , on en déduit une application

X, T (g, aar) — O (A, M) 0(S%g)g » (ma, ay) — (m, a) & (zy).
—Pour n =2, on a u(m,a,as) = —(m, az,ay) et donc
Ao(mz, a1z, asxs) = (M, ay,as) @ xr129 — (M, A2, 01) @ TXT2T1
= (m,a1,a2)” @x(z1209 — T221) + (M, a1, a2) T 0z (2172 + T271)
= (m,a1,a2)” on(z[r, z2]) + (M, a1, a2)T @n(zzi2s),

d’ot une application

Xy i T3 (gasgm) — Oy (A, M)e(Sg); @ C5 (4, M)a(S%g),
(max, arx1, asxe) = (m, a1, az)” @x[r, 2] + (m7a17a2)+®$w1$2-
— Pour n = 3 |, on a u(m,ay,as,a3) = (m,as,as,ay) puis, en décomposant
Asz(mz, a1x1, a9, azxs) en parties positive et négative, on obtient
)\3(77155',(1]_3’}]_,(123’}2,@31173) - (maalaa27a3)_®X0+ (m7alaa27a3)+®Y0
+ (m7a2aa37a1)_®X1 + (m,ag,ag,a1)+®Y1
+ (m7a3aa17a2)_®X2 + (m7a3aa17a2)+®}/2

ou l'on a posé

Xo = xx120T3 + TX3T2T1, X1 = TTox3T1 + TXx1X3T2, Xo := TL3T1To + TT2T1X3

Yo := zx12003 — 32021, Y1 1= XT0T3T1 — XT1T3X2, Yo 1= TX3X1To — TX2T1T3.

On vérifie que dans U(g),p on a, pour tout i = 0,1, 2,

1
X; = §n<$$1$2$3 + [:v, xTi(l)HxTi(Q)v l‘Ti(g)] + [.’1371(3), LI?] [xTi(l), 1‘71(2)]>

1

et le - §n(x$7i(1)[mTi(2)axTi(?))] + [w7wTi(1)]xTi(2)xTi(3)>
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ot T désigne la permutation (123) de Sz et 7 ;=70 ---07 (i fois).
Il en résulte donc, apres élimination du terme n(zzixoxs3) dans les X;, une

application

Ao T3(ga, gur) — C5 (A, M) e (S%g)y © C5 (A, M) (S%g)y, donnée par

\y(mz, ayry, asws, azrs)
1 _
= 3 D (M, ao(1), Qo) Ao(3) 8 [ To)[Ta@) To@)] + Eo@) 2 [Ta(), o)

aEZe

1
*t3 > (m’a’U(l)vao(Z),ao(3))+®(wma(l)[ma(2)7x0(3)] + [90,%(1)]%(2)%—(3))

aEZg
ol Z3 désigne I’ensemble { id, 7, 72 }.

Dans C5(A, M)®U(g)ap, les valeurs de A3 et \j | sur ¢ = (mz, a121, asxs, aszs),
different exactement de la quantité

1

()‘3 - )‘é)(C) = g < Z (ma Ao(1), Ao (2), (10(3))) ®’T](£C£L'1£L'2ZE3).

O'GZ3

Cependant, puisque les opérateurs b et u commutent, on a

. 1 .
(b®1d) ° ()\3 - )‘g)(C) = § ( Z b(m7 A5 (1)) Qo (2)s a0(3))) ®77(3755’1$2$3) )
UGZB

et apres quelques simplifications,

9 _
= 3 ( Z (m7a0'(1)7a0(2)aa(3))+) @n(zrixozs) = 0.

0€Z3

Par conséquent on a (b®id)A\s = (beid)A\; . Comme Ay et A, (resp. A1 et A} ) ont
mémes valeurs dans Cy(A, M) @U(g)as (resp. C1(A, M) @U(g)ab ), il vient

(boid)\y =Nyd et (boid)A, = Ad.

Nous en déduisons que le diagramme suivant est commutatif
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v
T%(ga,0m) —— C5 (A, M)e(S%g)g @ CF (A, M) ®(Sg)g

d b®id

Ao
T?(ga,0m) —— O3 (A, M) (Sg)g ® C5 (4, M) (S’g),

d b®id
X, )
gy Ogs C1(A, M)®(S°g)q
dJ{ lb@id
oM

Il 1ui correspond donc en homologie des morphismes bien définis
A HLi(ga o) —— Hi(A,M)e(S%g), = Hi(A M)e(Sg),

Ny s HLo(ga o) —— Hy (A4, M)e(S’g); @ Hi(4,M)e(S’),.

5.— Passage aux coinvariants

Nous nous intéressons a présent au complexe (T"(ga, gar)g, d) des coinvariants
pour ’action adjointe de g ( identifiée a la sous-algebre 1 ® g de A®g) définie par la

formule
n
[(mzo, @121 -+, anxn), ] := Z (mzo, -+, @i_1@i—1, a;[T4, ], Qip1Tig1 - -, Q).
i=0
On vérifie aisément que N, ([(mzo,a121 -, anxn),x]) = 0, de sorte que N, se

factorise en un morphisme bien défini sur T"(ga, ga)g ot » < 3. Et comme le
bord d est compatible avec 'action sus-décrite de g, le diagramme précédent reste
commutatif par passage aux coinvariants. Dans ces conditions nous avons

ProposiTION 4. — Si lalgebre de Lie g est parfaite, il existe un isomorphisme
Ny o Hi(T*(ga,8m)g) = Hi(A, M) o (S*g)g
et un épimorphisme

Xy Ho(T*(ga,00)g) — Hy (4, M) (S%g), @ Hi(A4, M) (S3g),.
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Démonstration. — 1l s’agit essentiellement de montrer que \| est bijectif et A,
surjectif. A cet effet, nous avons

LEMME 5. — Si g est parfaite alors max ® ay = my® ax dans (g @ 9a)g-
Nous en déduisons que ’application
p1: CL(A, M) e (S%g)g — (g ®84)g (M a)@zy — maway

est bien définie et réciproque de \|; d’ou la bijectivité de A].

Par ailleurs, il est clair que les applications suivantes sont bien définies :
ps : CF (A, M) @ (S%a)g — T?(ga, 00m)q

donnée sur I’élément générique & = (m, a1, as) ® (roxr122) par

12
o€S]

1
/G(f) : Z ((mma(O)a A1Ts(1)5 (12550(2)) - (mﬂfa(o), 2% 5(1), 0110(2))>

et

py : Coy (A, M) ®(A%g)g — T?(ga,80m)g

donnée sur I’élément générique ¢’ = (m, ay,az) ® (xo A x1 A 3) par

1

12
o€S]

py (&) : sgn(o) ((mxa(O)v 1T g(1), Q2T (2)) + (MTo(0); A2T (1), awa(a)))

ot1 S5 est le groupe des permutations sur { 0,1,2 } . D’autre part, on a le

LEMME 6. — Si g est parfaite alors Uapplication x Ny N z — x[y, z] est un
isomorphisme de (A%g)q sur (S7g),-

On peut donc voir p, comme une application bien définie de Cy (A4, M) ®(S°g)q
dans T?(g4, gar)g-

On vérifie que I'application g := p; @ pg est une section de \j (i.e., Nyo jup = id),
ce qui assure la surjectivité de \;. D’ou la Proposition 4. m

Preuve du Lemme 5. — Comme ’algébre de Lie g est parfaite, il suffit de
montrer que m[z,y|®az = mzealr,y] dans (gm ®ga)g. En effet, compte tenu de
la définition de ’action de g , nous avons

m[z,y|®az = [mxeaz,y] + mrelay,z] = [mreay,z] + [Mmz,z|2ay

= [mzeay, x| + mzelax,y] = mzealz,y,
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ce qui prouve le Lemme 5 m

Preuve du Lemme 6. — De méme, comme g est parfaite, il suffit de montrer les

relations suivantes

i) [y, 2] = [r,y]z = [z,2]y dans (S%g), et
i) [z, 2] AyAy =z A2 Ay, Y] dans (A3g),.
En effet, on a
0 = [z2,y] = [z,y]z + z[z,¥y], donc z|y,z] = [z,y]z, d’ou 'assertion i).

0= [ Ayny,z]l—[zrnyny 2] —[zrnad ANy yl+ [z na’ Ay, ]
= 2z A2 Ay, '] —2[z,2'] Ay Ay, dou lassertion ii). m
REMARQUE.— On ne peut espérer injectivité de N sur T? (g, gM)g Puisque

MNy(myoazobr) = Ny(mrxoayebz) = -\ (mrebzeay).

Toutefois, on vérifie aisément que pp o Xy = id sur le quotient de T?(ga, gar) g bar
le sous-espace engendré par les éléments de la forme mz ® ay® bz — my ® az ® bx ou
mx®ay®bz + mrobz®ay (ce sont des 2-cycles).

On rappelle que, pour toute algebre de Lie [, on a un isomorphisme (cf. 0.3.6)

HL,(1,1) 2 HL,.1(), Vn>0.

Par ailleurs on sait que, si h est une sous-algebre de 'algebre de Leibniz [ et V' un
[-module, la projection canonique T*(I,V) — T*(I, V), est un quasi-isomorphisme
lorsque les h-modules [ et V' sont completement réductibles (cf. [Lol, 10.6.6]). Nous
en déduisons donc le

COROLLAIRE 7. — Si l'algébre de Lie g est parfaite et si le g-module g4 est
complétement réductible, il existe un isomorphisme

HLy(Aeg) = Hi(A) 2 (S%g)y = QKo (S%0),

et un épimorphisme

HL3(Aog) — Hy (A)e(S%g)y @ HI(A)e(S’g),.

Rappelons aussi que pour toute algebre de Leibniz [ et tout [-module V', on a
HLo(L V) =V/[V. 1] = V.
On en déduit que, pour toute algebre de Lie g et toute algebre commutative A sur K,

HLo(ga) =K et HLi(ga) = ga/lga,04] = A (g/[g,9]).
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6.— Comparaison avec le cas classique

On sait que la projection canonique [®" — A™[ induit un morphisme naturel
can, : HL, (1) — H,(l) (o H,(l) désigne ’homologie classique de I’algebre de Lie [),
qui est un isomorphisme en degrés 0 et 1, et surjectif en degré 2.

En étudiant le complexe des coinvariants ((A*ga)g, d), A. Haddi obtient (c¢f. [H2]),
sous les hypotheses du Corollaire 4.5, les isomorphismes :

Hp(ga) = HC, (Ao (S%)s & HC, (A (S (p=2,3)

ol HC*i (A) désignent les parties positive et négative de ’homologie cyclique de A.
Via ces isomorphismes et ceux du Corollaire 4.5, application can s’identifie a
Papplication I ®id (ou I : HH,,(A) — HC,,(A) est le morphisme de la longue suite
exacte de Connes); en d’autres termes, on a un diagramme commutatif (p = 2,3) :

HL,(g4) —— HH;—l(A)®(S29)g b HH;—l(A)(@(Spg)g

canj( l]@id

Hp(ga) —— HC, (A)e(S%); & HC)  (4)e(S ),

En particulier, comme HCj (4) = Q114|K/dA et HC{(A) = 0, la surjection
HL>(ga) — Ha(ga) n’est autre que la fleche naturelle

V4K (8%8)g — QyK/dA® (S%),.

Par ailleurs, ’algebre de Lie g4 étant parfaite, elle admet une extension centrale
universelle u(g4) dans la catégorie des algebres de Leibniz, telle que u(ga)rqe soit
I’extension centrale universelle dans la catégorie des algebres de Lie. En vertu de ce
qui précede et du Corollaire 1.7, on en déduit que

HLo(u(g4) Lie) & ker(cans : HLo(ga) — Ha(ga)) = Ae (S%g),-
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IV.— COHOMOLOGIE DE L’ALGEBRE DE LEIBNIZ L£(S?)

Introduction.— Dans ce chapitre nous supposons que K est un corps. Soit
L = L£(S?) 'algebre de Leibniz de dimension 2, ayant pour base {X,Y}, dont le
crochet est défini par les relations

X, X]=Y, [X,Y]=[V,X]=[V,Y]=0.

Nous nous proposons de montrer que les groupes de (co)homologie & coefficients
triviaux de I’algébre de Leibniz £(5?) sont donnés par

HL,(L£(S?) =K, HL"(L(S?)=K, V¥ncN.

Comme K est un corps, nous utiliserons la caractérisation des groupes de
(co)homologie de Leibniz en termes de foncteurs dérivés (cf. 0.3.3). Nous construisons
une résolution libre «assez simple» du UL(L)-module & droite U(Lp;e) au-dessus
de l'algebre associative UL(L). A cet effet, nous commengons par donner une
description de ’algebre associative UL(L). Ensuite nous explicitons les générateurs
des groupes de cohomologie HL" (L) et nous donnons une présentation de ’espace

HL*(L) = D,,>, HL"(£) en tant qu’algebre de Leibniz duale .

1.— Description de I’enveloppe universelle

Rappelons que l’enveloppe universelle UL(g) d’une algebre de Leibniz g est le
quotient de I’algebre tensorielle T(g! @ g”) (ot1 g' et g” sont des copies de g dont les
éléments sont notés respectivement I, et r,, , x € g) par I'idéal bilatere déterminé par
les relations suivantes

Tlay] = T2Ty = TyTzs  loy] = leTy —Tyle, (o +72)ly =0, Vz,ycg.

Soit U(grie) 'enveloppe universelle classique de l'algebre de Lie gr.. Il existe un
isomorphisme de U(gr;.)-modules a gauche (cf. [L-P, Proposition 2.4])

n:U(grie) @ U(grie)®g — UL(g), Ty, loy—l,

au moyen duquel la structure multiplicative sur la somme directe est induite par la
multiplication de 'algebre U(gyr;.) et par les relations suivantes

(1) (lez)g=ger+lelz,y,, (leoz).(ley)=-Tey, Y,ycg.
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L’algebre de Lie associée a £ n’est autre que 1'algebre de Lie abélienne
Lrie 2 L/KY 2K.X.

[}

Ainsi, son enveloppe universelle est précisément 1’algebre de polynomes U(L) =2 K[X].
Il en résulte la description suivante de I’enveloppe universelle UL(L).

ProrosiTiON 1. — L’enveloppe universelle UL(L) s’identifie a la somme directe
K[X] @ K[X]oL sur laquelle la multiplication est induite par celle de l’algébre
polynomiale K[X] et par les relations suivantes :

1eX).P(X)=PX)oX + P(X)oY, (1aY).P(
1eX).(P(X)oX)=-XPX)oX, (1eX).(P(X)eY)=-XP(X))Y,
1eY).(P(X)oX)=(10Y).(P(X)2Y) =0

)=PX)eY,

ou P’ désigne le polynome dérivé du polynome P.

Démonstration. — 11 s’agit d’une transcription immédiate des relations (1) de
I’isomorphisme de Loday-Pirashvili décrit ci-dessus, a ’exception de la relation

(1eX).P(X)=PX)eoX + P(X)eY

qu’il suffit d’établir pour P = X" ou n € N. Comme elle est évidente pour n = 0, 1,
supposons par récurrence que

1eX) X' =X"0X + nX' oY

Puisque I'algebre UL(L) est associative, nous obtenons successivement

1eX) X" = (16 X)X X"=XeX+1aY)X"
= X.(1eX)X") + X"0Y
= X.X"oX + nX" ! ®Y) + X" @Y par hypothése
= X"eX + (n+1)X"0Y,
ce qui acheve de prouver la Proposition 1. m

11 découle de la description de la structure multiplicative de UL(L) la

PROPOSITION 2. — Le sous-espace vectoriel K| X| @ L est Iidéal a droite de UL(L)
engendré par Iélément 10 X i.e., K[X|oL = (1 X).UL(L).

Démonstration. — En effet, pour tous polynomes @), R, S, nous avons la relation

1 X)(RX)+QX)e X +S(X)oY )

@) = (RX)-XQ(X))®eX + (R(X)-XS(X))aY.
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Si Pi(X)®X + P2(X)®Y est un élément quelconque de K[X] ® £, posons
R(X) = P,(0)X + P1(0), S(X) = (P2(0) = P2(X))/X, Q(X) = (R(X) — Ai(X))/X
ou P(0) désigne le terme constant du polynéome P. Alors, on vérifie que 1’on a
1 X).(RX)+Q(X)eX +S(X)oY) =P (X)X + (X)aY,
ce qui acheve de démontrer la Proposition 2. m

2.— Construction d’une résolution libre

Rappelons que pour toute algebre de Leibniz g, I’application
do : UL(g) = U(grie), lo—0, ry,—=

est un morphisme surjectif d’algebres dont le noyau est précisément U(gr,.)®g (cf.
[L-P, Proposition 2.5]). On munit ainsi U(gr;e) d’une structure de UL(g)-module &
droite au moyen de dg, lequel devient un morphisme de UL(g)-modules & droite.

Comme K[X]® L = (19 X).UL(L), (Proposition 2), nous obtenons un début de
résolution en la suite exacte de UL(L)-modules a droite

UL(L) 45 UL(L) 2% K[X] — 0

ol p désigne la multiplication a gauche par 1® X. Par ailleurs, nous avons la

PropOSITION 3. — Soient Ky := X +XoX +20Y e w1 (resp. p2) la
multiplication & gauche par 1® X (resp. Ko). Alors on a

ker(u1) = Ko . UL(L) = Ko K[X] et ker(uz) =K[X]oL = (12 X).UL(L).
Démonstration. — En effet, d’apres la relation (2), 'élément générique R(X) +
QIX)®X + S(X)®Y est dans ker(uy) si, et seulement si, R(X) — XQ(X) = 0 et
R'(X)— XS(X) = 0. Ce qui n’est possible que si R(X) = X2R;(X). Et dans ce cas,
nous avons Q(X) = XRy(X) et S(X) =2R;(X) + XR|(X). Il en résulte que

RX)+QX)eX +SX)aY
= X’R(X) + (FRi(X)eX +XR(X)eY ) + 2R, (X)eY

= (X’ +X0X+20Y).R(X).

Par conséquent, nous avons ker(p) = Ko.K[X]. Par ailleurs, on vérifie que l'on a

Ky ( RX)+QX)eX +S(X)oY )

- X’RX) - XRX)eX + (XR'(X)+2RX))aY.
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On en déduit que I'élément R(X) + Q(X)® X + S(X)@Y est dans ker(us) si, et
seulement si, R(X) = 0; c’est-a-dire que ker(us) = K[X|® L = (19 X).UL(L). Ainsi
nous avons montré que

ker(p1) = K2 K[ X| = K2 . UL(L) = Im(uga) et ker(pue) = (19 X).UL(L) = Im(p1). m

Nous en déduisons une longue suite exacte 2-périodique de UL(L)-modules & droite

oML UL(e) 22 L 2 UL(E) 2 UL(L) 45 UL(L) 42 UL(L) 22 K[X] — 0.

Comme ’algebre UL(L) est un UL(L)-module libre & droite, nous sommes donc en

présence d’une résolution libre de U(L) = K[X] au dessus de UL(L). Par conséquent,
Pespace HL" (L) = Extyy, ) (U(£), K) s’obtient comme I’homologie du complexe

- 22, Homyy, (UL, K) 25 Homyy, (UL, K) 22 .. 2% Homyp, (UL, K),

ou, pour f € Homyr, (UL, K) := Homuyr,£)(UL(L), K), u2(f) est 'application f o us.
Comme K est une représentation triviale de l'algebre de Leibniz £, nous avons

p(f)(z) = F(1).(1e X).2) =0, p2(f)(2) = f(1).(K2.2) =0,

pour tous f € Homyr,(UL,K), z € UL(L), 1 étant l'unité de l’algebre associative
UL(L). Et puisqu’on a un isomorphisme canonique Homyy, (UL, K) = K, on en déduit
que HL"(L) =2 K, pour tout entier n € N; et par dualité (théoréme des coefficients
universels), il est clair que HL,,(£) = K.

3.— Sur les générateurs des modules de cohomologie

Rappelons d’abord que la cohomologie d’une algebre de Leibniz g ( a valeurs
dans la représentation triviale K) est définie comme 1’homologie du complexe
(Hom(g®*,K), 6) ott la différentielle § : Hom(g®",K) — Hom(g® (»*t1 K) opere
par la formule

(5(f)(l'1,"',$n+1) = Z (_]-)j—i_lf(xlv"';xi—lv[xivxj]a"'vj\ja"'vxn—kl)-

1<i<j<n+1

D’autre part, il existe un cup-produit U : HLP(g) x HLY(g) — HLP™%(g),
(p > 0,q > 0) ni associatif, ni commutatif, et satisfaisant aux relations suivantes

(fug)uh = fu(guh) + (DM Fu(hug), 6(fug)=6(f)ug + (—1)Ifus(g).
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Il est donné par fug :=po (f®g) o ppg (= 1fl,q =19]), p étant la multiplication
de K et pp, : g® PT9) — g® @+ opérant par la formule suivante (cf. [Lo4])

pPQ(xla N xp—l—q) = Z Sgﬂ(O')(ZL'l, Lo(2)s" " xd(p-l-q))‘
o=(p—1,q)—shuf fle

Adoptons la notation £ := Hom(L£®" K), aPy?---2"y® désignant la forme
linéaire prenant la valeur 1 sur 'élément X ®P oY ©@9g ... g X ©" @Y ©* et 0 ailleurs.
Nous allons montrer que

ProposITION 4. — Le groupe de cohomologie HL™(L(S?)) = K admet pour
générateur ’élément (yz)P (resp. x(yzx)P) si n = 2p (resp. n = 2p + 1), ou l'on
note (yx)? := yxyz - - -yx (p facteurs yx).

Puisque l'on sait déja que HL"(£) = K, il suffit de montrer que les éléments (yx)P
et z(yx)? sont des cocycles qui ne peuvent étre des cobords. Nous allons 1’établir par
récurrence en commencant par le

LEMME 5. — 7) Pour toute cochaine w,, € L', on a é(zwy) = —xd(wp).
i1) Pour tout entier naturelp > 1, on a

(yz)Puz =0, z(yz)Puz=1z’(yz)’, z’u(yz)’ =
Démonstration. — i) Par définition du crochet de ’algebre de Leibniz £(S5?), il est
clair que 6(z) = 0. Et puisque zUw,, = zwy,, il vient

d(azwp) = d(zuwy,) =0(x)Uw, — zUd(wy) = —xd(wp)-

Les deux premieres relations de ii) se montrent par récurrence. En effet, on a :

(yr)uz = (yuz)uzr =yu(zuz) —yu(zuz) =0,

zr(yr)uz = (xu(yz))vz =zu((yr)uz) +zu(zu(yz)) = zu (zyz) = 2%y

Supposons que I'on ait (yz)Puz = 0 et z(yx)Pux = 2*(yx)P; alors, on a :

oz = (yuz(yr)P)ve = yu(z(yz)Puz) — (yu(zuz(yz)?)

=yu(@*(yz)?) — yu(a*(yz)?) =0,

(yz)

r(yz)PT oz = (zu(yx)P™)ur = 2u((yz)P T uz) + zu(zu(yz)P™)
=0 + zu(z(yz)’*) = 2?(ya)"*.

Nous en déduisons immédiatement la derniére relation de ii) :

r?uz(yz)? = (zuz)uz(yz)? = zu(zvz(yz)?) + (=P zu(z(yz)P ur)
20 )) — 20 )) =0,

ce qui acheve de prouver le Lemme 5. m
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LEMME 6. — Pour tout p € N, les cochaines (yz)P et x(yx)P sont des cocycles.

Démonstration. — Comme 6(2w) = —xd(w), il suffit de montrer que d((yz)?) =0
pour tout p € N. La propriété étant évidente pour p = 0, supposons par récurrence
qu’elle est vraie a I’ordre p; alors on a

0((yx)P ) = d(yua(yz)?) = d(y) v (yz)? — yud(z(yz)).
Or [X, X] =Y et tous les autres crochets sont nuls, donc §(y) = x2. Ainsi, on a
3((ya)"™) =2 va(yz)” + yuad((yz)?) =0

par hypothese et en vertu du Lemme 5 ii); d’ot1 le Lemme 6. m

Il nous reste a prouver que les cocycles (yx)? et x(yx)P ne sont pas des cobords.
Comme §(\) = 0 (A € K), §(x) = 0 et §(y) = 22, les cocycles = et yz ne peuvent
étre des cobords et ’on a HL'(£(5?)) = K.z et HL*(£(S5?)) = K.yz. Il suffit donc de
montrer que

LEMME 7. — Si HL?P71(£(S?)) = K.z(yz)?~ ! et HL*?(£(S?)) = K.(yz)?, alors
les cocycles x(yx)P et (yx)PT ne sont pas des cobords.

Démonstration. — Tout élément de L£?P est de la forme wa, = zwa, 1 + ywépfl
avec wap_1,wh, | € L?P71, et alors on a

O(wap) = —ad(wop-1) + 2*Uwh,_y — Y&(why_y)
=rw — yé(wép_l), w:i= —0(wap_1) + :Ewép_l — wép_lux.
Donc si x(yz)? = d(wap), on doit avoir z(yx)? = zw et d(wy, ;) = 0; comme

HL?P1(£(5?%)) = K.z(yx)P~', on en déduit que why_1 = Aa(yz)Pt + §(wap—2),
AeKetwy, o€ £?P~2_ Dans ce cas, on obtient

z(yz)P = —2d(wep_1) + 2° Uwh, 1 = d(wap—1) + A2?u(yz)P 22 Ud(wap—2)
= 5(:13(4)21,_1 + 332 Uw2p_2) = —335((4)21,_1 + TWop—2 + Wop—2 U.’I?)
Et alors on aurait la relation (yz)? = —d(wap—1 + Twaop_2 + wap_2Ux); ce qui est

absurde car, étant générateur de HL?*"(L£(S?)), le cocycle (yz)? ne peut étre un
cobord. Donc le cocycle z(yx)P n’est pas un cobord.

De méme, si (y)PT! = §(zwap+ywh,), alors on aurait la relation z(yz)? = —d(wh,),
ce qui est absurde d’apres ce qui précede. Par conséquent, le cocycle (yz)P*! ne peut
étre un cobord. Ce qui acheve de démontrer le Lemme 7 et donc la Proposition 4. m
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4.— Structure duale de ’espace de cohomologie

Rappelons qu’une algebre de Leibniz duale est la donnée d’'un espace vectoriel
gradué R = @,,~, R, muni d’une application bilinéaire (——) : R, x Ry — Rpi4
satisfaisant a la relation de Leibniz duale

((rs)t) = (r(st)) + (=D (r(ts)), Vr s teR.

Par exemple, le cup-produit décrit précédemment munit la cohomologie d’une
algebre de Leibniz d’une structure d’algebre de Leibniz duale.
D’autre part, si V est un espace vectoriel, on munit I’espace vectoriel gradué

TV)=VeV®2le...0V®"g...
du produit e donné par la formule
(V1@ QUp) @ (Vpt1® + -+ BUptq) ‘= V1 ®@Shp_1,4(V2® +*+ @VUptq)
ou shy, 1 4 désigne le shuffle usuel : une permutation o de S,, opere par
o.(z1,-+ymn) = 880(0)(To-1(1), 1 To=1(n))-

Alors le couple (T(V), e) est une algebre de Leibniz duale; c’est ’algébre de Leibniz
duale libre sur V' (cf. [Lo4]).

Considérons 'espace vectoriel V := K.a @ K. ot « := x (resp. 3 := yx) est le
générateur de HL'(£(5?)) (resp. HL?(£(S?))). Nous nous proposons de comparer les

algebres de Leibniz duales (T(V'), o) et (ﬁi* (L£(S5?)), u) ot1 'on note

HL (£(5?)) := @D HL"(£(5?)).

n>0

ProposiTION 8. — [l existe un morphisme surjectif d’algebres de Leibniz duales

U:(T(V),e) — (ﬁ* (L£(S?)), u) dont le noyau est l'idéal bilatére de T(V') engendré

para® = aga et fo = Bea, ie.

T(V)/(a? = fa = 0) = HL (£(S?)).

Démonstration. — Comme (T(V), e) est I'algebre de Leibniz duale libre sur V,
inclusion V' — HL (£(S?)) se prolonge en un (unique) morphisme d’algébres de
Leibniz duales

U:T(V) — HL (£(52)), 01® -+ ®n — (010 (- U(Un_1Uy) « ).



43
Nous savons que HL??(£(S?)) 2 K.(yx)P et HL***1(£(5?)) = K.z (yz)P. Et puisque
V(B9P) = yzu(yzu(--- U(yzuyz) ), L(aef®P)=z0¥(B9P),
la surjectivité du morphisme ¥ résulte de la relation
(yz)? = (yzu(yzu(--- u(yzuyz)--)))

qui découle du Lemme 5ii) par une récurrence immédiate .

Par ailleurs, tout élément de T (V) est de la forme Py (3) + aPy(8) + R(a?, Ba) ol
P;(B3) est un polynome en 8 et R(a?, Ba) un élément de I'idéal bilatére < o?, Ba >
de T(V) engendré par a? et Ba. Or nous avons

U(Pi(B)) = Pi(yz), W(aPy(B)) = xPy(yz),
=0 (Lemme 5ii)).

Par conséquent, il est clair que ker(¥) = < o2, Ba >, ce qui achéve de démontrer la
Proposition 8. m
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INTRODUCTION

V. Ginzburg et M. Kapranov viennent de donner un nouveau souffle a la théorie des
opérades (cf. [Gi-K]). Cependant, en développant la notion d’opérades quadratiques,
ils abordent essentiellement le cas des algebres binaires, c’est-a-dire les opérades
engendrées par des S-modules concentrés en degré 2. Or, lorsqu’on regarde une
opérade comme une algebre associative dans la catégorie monoidale des S-modules,
on s’apercoit que la quadraticité porte en fait sur les relations et non sur les
générateurs.

Le but de ce travail est précisément d’étendre la théorie de dualité de Ginzburg
et Kapranov aux opérades engendrées par des S-modules concentrés en degré (k + 1)
ol kK > 1 est un entier quelconque. Nous travaillons donc avec des algebres (k + 1)-
aires, c’est-a-dire dont la multiplication porte sur (k 4 1) variables. Le cas classique
correspond a la valeur k = 1.

Dans le chapitre I, nous définissons les notions générales d’algebres (k + 1)-aires et
leurs divers types. Les deux manieres d’écrire 1’associativité classique i.e.,

(ab)c = a(bc) ou (ab)e —a(bc) =0
donnent respectivement naissance a 1’associativité totale (k relations)
(ao . ai_l(ai .. -ai+k)ai+k+l .. .agk) = ((CLO . ak)ak_H .. .agk) ou 1= 1, e, k

et a I’associativité partielle (une relation)

k

(—1)ik(a0 e ai_l(ai ... ai+k)ai+k+l e agk) =0.
1=0
De méme nous généralisons les notions de commutativité, d’(anti)symétrie, et la
relation de Jacobi définissant les algébres de Lie (k + 1)-aires. Notons que ces
dernieres, déja considérées par Ph. Hanlon et M. Wachs (cf. [H-W]), interviennent
dans I’étude des problemes combinatoires liés au réseau de partition.

Nous donnons des exemples d’algebres (k + 1)-aires provenant du cas classique, et
nous construisons certaines algebres (k + 1)-aires libres utiles pour la suite.
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Le chapitre II est consacré a la notion d’opérades quadratiques (k + 1)-aires et a
leurs opérades duales : les générateurs sont placés en degré (k + 1) et les relations en
degré (2k + 1). Nous appliquons cette généralisation en déterminant les opérades de
nos exemples d’algebres (k + 1)-aires. Nous montrons que les deux types d’algebres
(k + 1)-aires associatives ont des opérades quadratiques (k + 1)-aires duales I'une de
Pautre; puis que I'opérade des algebres de Lie (k + 1)-aires est en dualité avec celle
des algebres (k + 1)-aires totalement associatives et symétriques.

Dans le chapitre III, nous construisons des théories d’homologie pour les algebres
(k + 1)-aires : 'homologie de Hochschild des algebres (k + 1)-aires partiellement
associatives, et I’analogue Chevalley-Eilenberg pour les algebres de Lie (k + 1)-aires
construite par Hanlon et Wachs. Nous montrons que I’homologie de Hochschild de
toute algebre (k+1)-aire partiellement associative libre est triviale. Nous donnons une
décomposition du complexe de Hanlon-Wachs en somme directe de sous-complexes et
nous en déduisons le «bon» complexe pour ’homologie des algebres de Lie (k+1)-aires.

Notations.— Dans tout ce qui suit le symbole K désigne un corps commutatif
de caractéristique nulle; sauf mention expresse du contraire, les espaces vectoriels, les
applications linéaires, les produits tensoriels seront relatifs a K.

Pour tout couple d’entiers (p, q) tel que p < g, nous désignons par | I’ensemble
{n € N : p <n < q}. Pour tout entier n > 0, nous notons S,, (resp. sgn(o)) le groupe
symétrique opérant sur ’ensemble |6L_1 (resp. la signature de la permutation o de
Sp). Enfin, nous notons Sh,, , ’ensemble des (p, ¢)-shuffles i.e., les permutations o de
Sp+q telles que

c0)<o(l)<---<o(p—1) et op)<olp+l)<---<olp+qg-—1).

Nous fixons une fois pour toutes un entier £ > 1.
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I— ALGEBRES (k + 1)-AIRES

Nous commengons par introduire la notion d’algebre (k + 1)-aire et quelques unes
de ses sous-structures : sous-algebre, idéal, etc. Nous donnons ensuite des exemples
qui serviront de références, et des outils pour en fabriquer : les algebres (k + 1)-aires
libres.

1.— Définitions générales

Une algébre (k+1)-aire est la donnée d’un espace vectoriel A muni d’une application
multilinéaire () : A®*L — A appelée multiopération. Le résultat (zg...zy) de
la multiopération est dit multiproduit des facteurs xg, ..., xk.

Par cas classique, nous entendons le cas d’une opération binaire, qui correspond a
la valeur k£ = 1.

Une sous-algébre d’une algebre (k + 1)-aire A est un sous-espace vectoriel B de A
stable pour la multiopération i.e., tout multiproduit (zg ...z ) est dans B lorsque les
éléments xg, ...,z sont dans B.

Un idéal multilatére d'une algebre (k 4 1)-aire A est un sous-espace vectoriel Z de
A tel que tout multiproduit (xg...xx) soit dans Z deés que l'un des facteurs z; est
dans Z. Il est clair que tout quotient d’une algebre (k+ 1)-aire par un idéal multilatere
hérite d’une structure d’algebre (k + 1)-aire.

De maniére évidente, toute intersection d’une famille de sous-algébres (resp.
d’idéaux multilateres) d’une algebre (k + 1)-aire est une sous-algebre (resp. un idéal
multilatere).

Soit A une algebre (k+ 1)-aire et soit X une partie quelconque de A. L’intersection
de toutes les sous-algebres (resp. de tous les idéaux multilateres) de A contenant X
est appelée la sous-algébre (resp. idéal multilatére) de A engendrée par X .

Une unité dans une algebre (k + 1)-aire A est un élément e tel que l'on ait les
relations

(e...exe...e)=x, YaxecA Vjelb.

7 facteurs

On observera qu’une unité n’est plus nécessairement unique des que 'entier k est
supérieur ou égal a 2.
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Par morphisme d’algebres (k + 1)-aires, nous entendons toute application linéaire
commutant avec les multiopérations. Il est clair que les algebres (k 4 1)-aires et leurs
morphismes forment une catégorie que nous notons ALG <.

2.— Types d’algebres (k + 1)-aires.

Comme dans le cas classique, la multiopération peut étre amenée a satisfaire a
certaines compatibilités que nous abordons maintenant.

2.1. Algebres (k+ 1)-aires associatives.— Il y a deux notions d’associativité pour
les algebres (k + 1)-aires :

o [’associativité totale caractérisée par les k relations
(211) ((.’130 R xk)$k+1 .. ..Tgk) = (.T() .. .xi_l(a:i .. -xi+k)$i+k+1 .. .afgk) , Vi€ |lf,

o ['associativité partielle caractérisée par la relation

K3

k
(212) (—1)Zk($0 e -Tz'fl(mi e mi+k)mi+k+1 e .I‘Qk) =0.
=0

Evidemment, pour £ = 1, ces deux notions coincident et nous retrouvons les
algebres associatives classiques. Remarquons aussi que, si I’entier k£ est impair, toute
algebre (k + 1)-aire totalement associative est partiellement associative. D’autres
exemples d’algebres (k4 1)-aires associatives s’obtiennent par la proposition suivante.

PropPosITION 1. — Soit (A, e) une algébre associative au sens classique. Alors la
multiopération, définie par
(2.1.3) (ag...ar) :=agpe ...ea ol ag,...,a5 € A,
confére a l’espace vectoriel A une structure d’algébre (k+1)-aire totalement associative.
Cette structure est donc aussi partiellement associative si l’entier k est impair.
Démonstration. — L’associativité totale (resp. partielle) découle immédiatement

de celle de l'algebre A (resp. et de la parité de k). m

2.2. Algebres (k + 1)-aires commutatives.— De méme, il y a deux notions
possibles de commutativité pour les algebres (k + 1)-aires :

o la symétrie caractérisée par les relations
(2.2.1) (xg(o) ce xa(k)) = (xg e xk) , Yo€ESky;
o la commutativité caractérisée par la relation

(2.2.2) > sgn(0)(Ta(0) - - Tor) =0 -

UGSk+1
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Puisqu’il y a autant de permutations paires qu’impaires, il est clair qu’une algebre
(k 4+ 1)-aire symétrique est aussi commutative. Pour toute algebre associative et
commutative au sens classique, I'algebre (k + 1)-aire totalement associative associée
( ¢f. Proposition 1) est symétrique et donc commutative.

ProposiTION 2 (AMITSUR-LEVITZKI). — Soit R wune algébre associative et
commutative au sens classique. Alors, pour tout entier n > 1, [’algébre classique
des matrices carrées My (R) est une algebre (2n)-aire commutative, totalement et
partiellement associative.

Démonstration. — Comme M, (R) est une algebre associative classique, la relation
d’associativité totale (resp. partielle) de la multiopération découle de la Proposition 1
ou k = 2n — 1. La commutativité résulte de la formule d’Amitsur-Levitzki (cf. [A-L],

[R]) :

Z sgn(o)(My(o) - - - My(2n—1)) =0 pour tous My, ..., Map_1 € Mp(R). B
G'ES2n

3 REMARQUE.— On observera qu’il faut prendre le méme entier n pour avoir
la commutativité de I'algebre (2n)-aire M, (R). En effet, M, 1(R) est une algebre
(2n)-aire partiellement et totalement associative mais pas commutative (prendre par
exemple n = 1).

2.3. Algebres de Lie (k + 1)-aires .— Introduites par Ph. Hanlon et M. Wachs
(cf. [H-W]), les algebres de Lie (k + 1)-aires sont les algebres (k + 1)-aires dont
la multiopération, appelée crochet et notée [xg...xk|, est assujettie aux axiomes
suivants :

o ['antisymétrie caractérisée par les relations
(2.3.1) [1‘0(0) . CL‘U(k)] = Sgn(a)[xo .. l'k] , Vo&Skt
o et la relation de Jacobi généralisée suivante

(2.3.2)  J(@o,-. - k) = Y Sg0(0)[[Ta(0) - - - To k)| To(ht1) - - - To(ar) =0 -

0ESak 11

Lorsque k£ = 1, nous retrouvons la notion classique d’algebres de Lie. Notons qu’en
présence de 'antisymétrie, la relation (2.3.2) (qui possede (2k+1)! termes) se ramene
a une relation ayant moins de termes :

(2.3.3)  J'(wo,..ymor) = Y 880(0)[[Ta(0) - - To(k) To(h1) - - To(2r) =0

O’EShk+1,k

et nous avons J(xg, ..., xor) = kl(k + 1)1 (g, ..., zox) -
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ProposITION 4. — Soit (A, () une algébre (k+1)-aire partiellement associative.
Alors le crochet, défini par la formule

(2.3.4) lag - -ax] i= Y s80(0)(ao() - - Ao(r));

0ESK 41

confére a l'espace vectoriel A une structure d’algébre de Lie (k + 1) — aire. C’est
Ualgebre de Lie (k+1) — aire universelle associée a (A, ( )) que l'on note (Ap,[ ).

Démonstration. — L’antisymétrie est évidente par définition du crochet.
Pour vérifier la relation de Jacobi, remarquons d’abord que J(ayg,...,as;) est une
combinaison linéaire sur K des (2k + 1)!(k + 1) éléments

Ap,i 1= (ag(o) ce Qo (i—1) (ag(i) .. .ag(i+k))ag(i+k+1) .. .ag(gk)) ouo € 82k+1 et € |(]§ .

Le coefficient devant a,; valant sgn(o) fois celui devant a;4;, nous pouvons donc les
regrouper et nous contenter de rechercher les a;4; impliqués dans J'(ao, . . ., azg).

L’élément a,4,; apparait une fois, et une seule, dans J'(ao, ..., az;) et provient du
crochet itéré [[a; ... a;yk]ag ... ai—1Q;1k+1 - . . agg]. Ce dernier a pour signe (—1)i(k+1).
Pour obtenir a;q; a partir de ce crochet, il faut faire sauter un élément au-dessus de
i autres, d’oll le nouveau signe (—1)*. En multipliant, nous obtenons (—1)%. Ainsi,
nous avons montré que

J'(ag, ..., ak) = Z sgn(o) Z (—1)*a,; .

oc€Shg 1k (

La relation de Jacobi résulte alors de la condition d’associativité partielle (2.1.2) .

Soit f: (A,( )) — (L,[ ]) une application linéaire de (A, ( )) dans une algebre
de Lie (k + 1)-aire (L,[ |]), commutant avec les multiopérations. On vérifie aisément
que lapplication linéaire fr, := f : A — L devient un morphisme d’algebres de
Lie (k + 1)-aires. C’est clairement l'unique qui étende la structure initiale. Ce qui
démontre 'universalité de ’algeébre de Lie (k + 1)-aire (Ar,[ ]). m

5 REMARQUES.— Cette proposition permet d’obtenir d’autres exemples d’algebres
de Lie (k + 1)-aires : si lentier k est impair, toute algebre (k + 1)-aire totalement
associative donne naissance a une algebre de Lie (k + 1)-aire, et nous en connaissons
par la Proposition 1.

D’autre part, si h : A — B est un morphisme d’algebres (k + 1)-aires partiellement
associatives, alors il devient un morphisme d’algebres de Lie (k + 1)-aires que nous
notons aussi hy, := h : A, — By.

2.4. Algebres (k + 1)-aires et produit tensoriel.— Soient A et B des algebres
(k + 1)-aires. Munissons le produit tensoriel A® B de la multiopération diagonale
donnée par

(241) (CLO ®b0 R0 40 bk) = (ao Ce ak) ® (bo Ce bk)
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ou les éléments aq, - - -, ag (resp. by, - - -, b) parcourent A (resp. B).

PropositioN 6. — Si lalgébre (k + 1)-aire A (resp. B) est totalement (resp.
partiellement) associative alors Ualgébre (k + 1)-aire A®B est partiellement
associative.

Démonstration. — En effet, pour tous éléments ag,---,as, de A et by, ---, by de
B, nous avons

(—l)ik(ao ®b0 R 7 | ®bi_1(ai ®b7; < Qi ®bi+k) Aok ®b2k)

-

0

2

E|

= (—l)ik(ao e ai,l(ai N aH—k) N agk) ® (bo . bifl(bi e bz—l—k) e bgk)

7

Il
=

(3

k
= ((ao...ak)...agk)@) (—1)”“(b0b1,1(b1ka)bgk):O [ |

De méme nous avons

ProposITION 7. — Si A est une algebre (k + 1)-aire totalement associative et

symétrique, et si B est une algébre de Lie (k + 1)-aire alors A® B est une algébre de
Lie (k + 1)-aire.

Démonstration. — On vérifie facilement que, d’une part

[%0(0) ® Yo (0) - - - Ta(k) @ Yo ()] = 580(0) (0 - .- 2k) @ [yo - - Yi]
=sgn(o)[zo®yo - .- Tk @Yk,

et d’autre part,

J (wo@yo - Tok ®@yor) = ((xo ... Tk)Thy1-.-T2k) QT (Yo yor) = 0. W

3.— Algebres (k + 1)-aires libres et enveloppes universelles.

Nous nous proposons de construire, pour tout espace vectoriel V', I’'objet libre dans
la catégorie des algebres (k + 1)-aires du type #. Il s’agit d’une algebre (k + 1)-aire
#A<k> (V) du type #, munie d'une application canonique ¢ : V — #A<F>(V), et
ayant la propriété universelle suivante.

Pour toute application linéaire f de V dans une algébre (k + 1)-aire A du type
#, il existe un unique morphisme d’ algébres f : # A<F>(V) — A, tel que l'on ait
for=Ff.

Comme & I'accoutumée, lorsqu’il existe une solution (#.A<%>(V), 1), elle est unique
a (un unique) isomorphisme d’algebres pres.
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Nous commencons par construire I’algebre (k + 1)-aire libre sur un espace vectoriel
donné V. Ce qui permet, par passage au quotient par les relations qu’il faut,
d’en déduire les autres types d’algebres (k + 1)-aires libres sur V. Nous donnons les
constructions explicites de I’algebre (k+ 1)-aire libre sur V' pour les types “totalement
associative”, “symétrique et totalement associative”, “partiellement associative” et
de “Lie” (I’entier k étant supposé impair pour les deux derniers types). Parallelement,
nous construisons aussi ’enveloppe universelle des algebres de Lie (k + 1)-aires dans
la catégorie des algebres (k + 1)-aires partiellement (resp. totalement) associatives.

3.1. Algebre (k + 1)-aire libre.— Soit V un espace vectoriel et soit (A5~ (V)),>0
la suite d’espaces vectoriels définie par la relation de récurrence

ASh> =V et ATF> = @ Ak g oA pour n>1.

0<ng,...,nx<n—1
no+...+nr=n—1

Munissons Pespace vectoriel A<F>(V) := @, ., A5 (V) de la multiopération
induite par la (k + 1)-concaténation : pour tous w; € AF> (V) ot i € |§ et n; € N,
nous posons

(wo ... wg) =we® ... 0w, € ASF>(V) ot n=mng+...+ni+1.
Il est clair que nous avons défini sur A<¥> (V') une structure d’algebre (k + 1)-aire.

PROPOSITION 8. — L’algébre (k+1)-aire A<*>(V), munie de I’inclusion canonique
L2V = AP s ASF>(V), est lalgébre (k + 1)-aire libre sur Uespace vectoriel V .

Démonstration. — 11 nous reste a vérifier 'universalité pour les applications
linéaires de V' dans une algebre (k + 1)-aire. Soit f : V' — A une telle application.
Par définition de la multiopération sur A<F>(V'), les restrictions f; := fia<k> de tout

J

morphisme d’algebres f : A<F> (V) — A doivent satisfaire & la relation de récurrence

Frlwo® ... @wk) = (Fag(Wo) - - - fr, (Wr)) o0 no+...+npg=n—1.

Ceci assure 1'unicité d’un morphisme d’algebres (k 4 1)-aires f : A<F>(V) — A,
tel que f o= f, puisque fo = f o

Par construction, il est clair que I’application linéaire f , définie par la relation de
récurrence ci-dessus et par fo = f, est un morphisme d’algebres qui prolonge f. m

9. Série de Poincaré de A<*>(V).— On observera que I'espace vectoriel A=%> (V) est

<k> <k>

isomorphe & un nombre de copies de V € " 1 goal & a~F> ot la suite (a;s5>),>0 est

définie par la relation de récurrence

a§k> =1 et a<F> = E ask> . aSk> pour n o> 1.

n no Nk
0<ng,...,nx<n—1
no+...+nrg=n—1
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Par exemple, on a

E+1)(3k+2) o (k+1)(16k + 20k + 6)

<k> =1 a2</<:> — k+1, a3<k> — ( 5 ’ CL4 6

aq y

Ainsi, la série formelle Y = >~ _ an®> X" 1 vérifie équation Y =Y — X.

10 REMARQUE.— On peut aussi voir I'algebre (k + 1)-aire A<*>(V) comme
lespace vectoriel engendré par les arbres (k + 1)-aires (c’est-a-dire les arbres dont
chaque sommet admet exactement (k4 1) arétes rentrantes), les feuilles d’iceux étant
paramétrées par V. La multiopération consiste alors a «rabouter» les racines (voir

figure 1).
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3.2. Algebre (k + 1)-aire totalement associative libre.— Soit V' un espace
vectoriel et soit 7<% (V') I'espace vectoriel suivant :

T<F>(V):=V @ VOl o @ VOl ¢

Considérons la multiopération induite par la (k + 1)-concaténation :
(3.2.1) (Wo ... Wk) ==2Y® ... OTY L OTED ... QT |

pour tous w; = H® ... @, , € V"1 Comme nous avons I'égalité
(nok+1)+...+(nkk+1)=(no+...+np+ 1k +1,

il est clair que nous avons ainsi défini sur 'espace 7<F> (V) une structure d’algebre
(k + 1)-aire totalement associative. De plus, I’élément générique w = 29 ® ... @ Tnk
de V @nk+1 gobtient comme produit itéré

(3.2.2) w=(...((xg...T)Tht1---Tok) ... Tnk) -

ProprosiTiON 11. — L’algebre (k + 1)-aire tAs<F>(V) = (T<F>(V),(3.2.1)),
munie de l'inclusion canonique V — T<F>(V), est l’algebre (k + 1)-aire totalement
associative libre sur l’espace vectoriel V.

Démonstration. — Vérifions 'universalité pour les applications linéaires de V
dans une algebre (k 4 1)-aire totalement associative. Soit f : V — A une telle
application. Il est clair que I’espace vectoriel T<F> (V') est engendré par les éléments
W= T9® ... 8T de VEHL ot n € N. En vertu de la relation (3.2.2), tout
morphisme d’algebres f : T<F>(V) — A prolongeant f est nécessairement donné par
la formule

(3.2.3) fw) = (.. ((f(@o) - - f (@) f(whyr) - f (@) - f (Tnik)) -

D’ol 'unicité d’un tel morphisme. On vérifie aisément que la formule (3.2.3) définit
bien un morphisme d’algebres (k + 1)-aires. m

3.3. Algebre (k+1)-aire symétrique et totalement associative libre.— Soit V/
un espace vectoriel et soit 7<%> (V) 4., le quotient de I'algebre (k+1)-aire t.As<k> (V)
par 'idéal multilatere Zy,,, engendré par les éléments de la forme

(‘IU(O) .. .afg(k)) — (33(). . l’k) ou z; €V et o€ Sk—l—l .

En tant qu’espace vectoriel nous avons

T<k>(v)sym -V @ (V®k+1)s D...O (V®nk+1)snk+1 D...

k+1
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ol (V' "+ 1)y ., désigne I'espace des coinvariants pour I'action naturelle du groupe
Snka1 sur espace vectoriel V ® k41

Il est clair que la multiopération (3.2.2) induit sur Pespace T<*>(V)gym une
structure d’algebre (k + 1)-aire symétrique et totalement associative. Notons-la
stAs<F>(V); comme conséquence immédiate de la Proposition 11, nous avons le

COROLLAIRE 12. — L’algébre (k + 1)-aire stAs<k>(V), munie de l’inclusion
canonique V. — T<F>(V)gym, est Ualgebre (k + 1)-aire symétrique et totalement
associative libre sur ’espace vectoriel V . m

3.4. Algebre (k + 1)-aire partiellement associative libre.— Soit V' un espace
vectoriel et soit (pAsy*>(V)), N la suite d’espaces vectoriels définie par la relation
de récurrence

p-ASEID =V et p.Ast]D = @ V®p.A3§1k> ® ... pAsF> pour n > 1.

Nk
0<ng,....np<n—1
ni+...4ng=n—1

<k>

<k>(V) est isomorphe & un nombre de copies de V ®nk+1

L’espace vectoriel pAs
égal & p*> ot la suite d’entiers (py*>), (N vérifie la relation de récurrence

p§k> =1 et p§k> = Z p<k> - -qu]f> pour mn > 1.

Ua
OSnl,...,nkgnfl
ni+...4+np=n—1

Un calcul immédiat nous donne les premiers coefficients

<k> _q ,<k> <k> _ k(Bk—1) 4 _ (k+1)(8k* — 6k + 1)
Py y P2 3 — .

:kap 2 7p4 6

n

On munit Pespace vectoriel pAs<F> (V) := @, 5, pAss*> (V) de la multiopération
définie par récurrence sur le degré relatif du premier facteur : pour tous
W; € pAsF> (V) oni € |§ et n; € N, on pose

(3.4.1) (Wo...Wk):ZW()@...@Wk si ng=20 z’.e.WoeV,

et, sing > 1 et pour Wy =w)® ... ®w2 avec w) € V, on pose

k
(3.4.2)  (Wo..Wi):i= =Y (-D*wfe...0u) o). . .wfWi...W;)e
=1 Wi+1® (X)I/V]€
ProrosiTioN 13. — Supposons que ’entier k soit impair. Alors ’espace vectoriel

pAs<F>(V), muni de la multiopération définie par les formules (3.4.1) et (8.4.2) et
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de Uinclusion canonique v : V = pAs5*> (V) — pAs<k>(V), est l’algeébre (k+1)-aire
partiellement associative libre sur ’espace vectoriel V.

Démonstration. — Nous allons vérifier 'associativité partielle par récurrence sur
le degré relatif du premier facteur. Soient W; € pAs*> (V) ot i € [3F :

e Sing =0, c’est-a-dire que Wy € V, alors nous avons

(Wo ... Wi)Wigr - .. Wap)
= ((W0® e ®W/€)Wk+1 e ng) par (341)

k
= — Z (—l)szO [ ®Wi_1 ® (Wz Ce Wk—H) ®Wk+i+l R...Q ng par (342)
i=1

k
= — Z (—1)zk(WO “e Wi—l(Wi ce Wk+i)Wk+i+1 e ng) par (341),
=1

d’ou la relation d’associativité partielle lorsque ng = 0.

« Supposons que Wy = wi® ... ®w2 avec w) € V et ng > 1, puis posons

Zi = (WO . Wifl(Wi . Wk—l—i)Wk—l—i—l—l . ng) oui € |(]§ .

Alors, par les relations (3.4.1) et (3.4.2), nous avons Zy = Z (=1)kP+D) ZP 1 o
1<p,q<k

coow) (W wWh W) o W) - W), ¢ < p

0 0
q q
2_1(w2---wgwl---Wp)---(Wq---Wk—l—q)---W2k)7 p<q.

k
De méme, pour tout i € |}, nous obtenons Z; = — Z (—l)ijf ol
j=1

w? ? w;ngWz—1(Wsz+z)Wk+3)W2k),Z Z]

Puisque Z§9 = ZL pour tout couple d’entiers (p, q) tels que p+ 1 < g, il vient

k
()zo= Y (g Y (e
=0

1<q<p<k 1<i<j<k

(3

=1

k k q
- Z <Z (_1)k(p+q)ngq _ Z (—1)k(i+q)Zf> )
q=1 “p=q
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Soit ¢ € |}; I'hypothese de récurrence appliquée 3 (wg, con W W, Wi,) se
traduit par la relation
k
. k 0 0 0 0
Yo=Y (DO (wd ol (wh . wf W W) W - W)
p=q
.
k Z k(z—l—q) . ngl ... Wi—l(Wi .. -Wk+i)Wk+i+1 .. 'Wk-l-q) = 0.
=1

Comme l’entier k£ est impair, nous en déduisons que

k q
Y (—pFerOzEe N (—)RFD ZE = (wl L wd Y Wieqer - Wak) = 0.

p=q 1=1

Ainsi nous avons montré que l'algeébre (k + 1)-aire pAs<F> (V) est partiellement
associative.

Soit f une application linéaire de V' dans une algebre (k + 1)-aire partiellement
associative A. Comme 'espace vectoriel p.As=F> (V) est engendré par les éléments

Wo® ... 0wk = (wo...w) ot wg €V, w; € pAssF7(V), i €f,

les restrictions f, := f|p As<k> de tout morphisme d’algebres f:pAs<F>(V) — A,
doivent satisfaire a la relation

(3.4.3) Fa(wo® ... @wy) = (fo(wo) fay (1) - - fr, (wi)) ;

d’ott 'unicité d’un morphisme d’algebres (k + 1)-aires f tel que fo f or=f.

Montrons, par récurrence sur le degré relatif du premier facteur, que "application
linéaire f, dont les restrictions sont données par (3.4.3) et par f, = f, est un
morphisme d’algebres (k + 1)-aires. Soient W; € pAs; > (V) oti € [§F :

e Sing =0, c’est-a-dire que Wy € V, alors par définition nous avons
FWo .. . W) = fWoe ... eWi) = (fo(Wo) - - far (Wi)) = (F(Wo) ... f(Wi)) -
e Supposons que ng > 1 et écrivons

Wo=wle ...ouw) avec wy €V et wZGpAs<k>(V),i€|’f.

Par les relations (3.4.2) et (3.4.3), nous avons

f(Wo W)

——Z fde...ew) & W?.. . wiW.. W)W ...0 W)

== Z (=)™ (fo(wg) ... fao_ (wi ) F(wl . wRWr . W) fo (W) -
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Par hypothese de récurrence, nous avons
Flwd g Wi W) = (fro () - fro (W) frus (W)« f, (W)

Comme 'algebre (k + 1)-aire A est partiellement associative, il vient

FWo.. . Wi) = ((fo(wg) - Fao (W) fry (W1) - fr (Wi))

= (fao(Wo) - fn (Wi)) = (F(Wo) ... F(Wi)) -

Ainsi nous avons montré que lapplication linéaire f : pAs<F>(V) — A est un

morphisme d’algebres (k + 1)-aires; ce qui acheve de démontrer l'universalité de

'algebre (k + 1)-aire pAs<F>(V). m

14 REMARQUE.— En d’autres termes, on peut identifier ’espace sous-jacent a

'algébre pAs<F> (V) a I'espace vectoriel engendré par les arbres (k + 1)-aires dont la

premiere aréte gauche de chaque sommet est une feuille (voir figure 2).
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3.5. Enveloppe universelle d’une algébre de Lie (k + 1)-aire .— Dans cette
partie nous supposons que ’entier k est impair. Soit (£, ]) une algebre de Lie (k+1)-
aire. Nous cherchons une algebre (k + 1)-aire partiellement associative pU<F>(L),
munie d’un morphisme d’algebres de Lie (k + 1)-aires ¢ : £ — pU<*>(L), et ayant
la propriété universelle suivante.

Pour toute algébre (k4 1)-aire partiellement associative A et pour tout morphisme
d’algébres de Lie (k + 1)-aires g : L — Ay, il existe un unique morphisme d’algébres
(k + 1)-aires g : pU<F> (L) — A tel que I'on ait g, 0o p =g

Nous allons construire la solution de ce probléme universel. Soit p.As<F>(L)

lalgebre (k + 1)-aire partiellement associative libre sur espace vectoriel £ et soit
(L) I'idéal multilatere de p.As<F> (L) engendré par les éléments de la forme

(3.5.1) [wo...xk] = Y sgn(0)(@o(0) - - Tok) OU To,...Tk L.

UGSk+1

Ensuite posons pU<*>(L) := pAs<F>(L)/Z(L) I'algebre (k + 1)-aire partiellement
associative quotient, et notons ¢ : £ — pU<F> (L)L Iinclusion naturelle d’espaces

vectoriels. Alors, pour tous xg, ..., xr € £, nous avons
o(lzo...xx]) = [z0...2x] = Y sgn(0)(zo(0).- Tor)) dans pU<F(L)
UGSIC+1
= [zo...2k] = [p(x0)...0(zL)] dans pU<*>(L)p.

Ainsi, Papplication ¢ est un morphisme d’algebres de Lie (k + 1)-aires.

ProposITION 15. — Soit k un entier impair. L’algebre (k + 1)-aire pU<F> (L),
munie du morphisme d’algebres o : L — pU<F>(L)r, est 'enveloppe universelle de
Ualgebre de Lie (k+1)-aire £ dans la catégorie des algébres (k+ 1)-aires partiellement
associatives.

Démonstration. — Soit A une algebre (k + 1)-aire partiellement associative et soit
g : L — Ap un morphisme d’algebres (k 4 1)-aires. Comme ’algebre (k + 1)-aire
pU<F>(L) est engendrée par I'espace vectoriel £ = ¢(L), tout morphisme d’algeébres
(k+ 1)-aires g : pU<F> (L) — A, tel que g1, o p = g, est déterminé de maniére unique.
Par ailleurs, I'universalité de p.As<F>(L) (cf. Proposition 13) assure l'existence
d'un morphisme d’algébres (k+1)-aires § : p.As<*> (L) — A qui prolonge I’application

linéaire g : L — Ap = A. Pour tous xg, ..., z, € £ nous avons
I([xo...xk]) = g([zo...xx]) car [zg...xg] € L
= [g(z0)...g9(xk)] dans Ay,
= Y s8n0(0)(9(0() - - 9(Tar)) par (2.3.4)
€Skt
= g( Y sgn(0)(To() - - - To(k))) par (3.4.3) .

0ESk+1
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Par conséquent, le morphisme § s’annule sur I’idéal Z(L£). Il induit donc par passage
au quotient un morphisme d’algebres (k + 1)-aires (encore noté) g : pU<F> (L) — A.
L’égalité g1, o p = g est évidente par construction. m

16 REMARQUE.— De maniére analogue, nous avons une notion d’enveloppe
universelle dans la catégorie des algebres (k + 1)-aires totalement associatives :
il suffit de reprendre ce qui précede en remplagant le mot «partiellementy (resp.
'algebre pAs<F>(L)) par le mot «totalement» (resp. 'algebre t.As<*>(L)). Nous
noterons tU <> (L) lalgebre (k + 1)-aire totalement associative ainsi obtenue.

3.6. Algebre de Lie (k + 1)-aire libre.— Dans cette partie nous supposons que
Uentier k est impair. Nous construisons 1’algebre de Lie (k4 1)-aire libre sur un espace
vectoriel V. L’on trouvera dans 'article de Ph. Hanlon et M. Wachs (c¢f. [H-W]) une
description en termes d’arbres indépendante de la parité de k.

Soit V un espace vectoriel et soit pAs<k> (V) 'algebre (k + 1)-aire partiellement
associative libre sur V. Considérons la structure d’algebre de Lie (k + 1)-aire
(pAs<F>(V)r, | ]) canoniquement associée (cf. Proposition 4). Soit L<*>(V) la
sous-algebre de (pAs<F>(V)r, [ ]) engendrée par I'espace vectoriel V. Alors nous
avons

ProposITION 17. — Supposons que lentier k soit impair. L’algébre (k + 1)-aire
L<F>(V), munie de inclusion canonique v : V. — L<F>(V), est I’algébre de Lie

(k + 1)-aire libre sur ’espace vectoriel V.

Démonstration. — Soit £ une algebre de Lie (k + 1)-aire et soit h: V — L une
application linéaire.

Comme I’algebre de Lie (k+1)-aire L<*> (V) est engendrée par V, tout morphisme
d’algebres défini sur £<F> (V) est déterminé par ses valeurs sur V = (V). Par
conséquent, s'il existe un morphisme d’algébres h : L<F>(V) — L tel que hov=h,il
est unique.

Considérons I’application linaire f := @ o h : V — Up<F>(L) ou ¢ désigne
Iinclusion de £ dans son enveloppe universelle pU <*>(L£). Par la Proposition 13, il
existe un morphisme d’algébres f : pAs<F> (V) — pU<k>(L) coincidant avec f sur
V. Soit f1, : pAs<k>(V)L — Up<F> (L), le morphisme d’algtbres de Lie (k + 1)-aires
induit par f. Pour tous zo, ..., z; € V, nous avons

el .. arl) = [f(zo) ... flzi)] = [f(xo) ... f(a)] € L.

Par conséquent la restriction h de fr sur Palgtbre £<%>(V) est & valeurs dans
L C pU<F>(L)L, et prolonge de maniere évidente ’application linéaire h. m
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4.— Cas pathologiques

Nous montrons qu'il existe des exemples d’algebres (k + 1)-aires partiellement
associatives dans le cas particulier ou I'entier k est pair; nous en déduisons I’existence
d’algebres de Lie (k 4 1)-aires pour cette méme parité.

4.1.— Soit B<F> un espace vectoriel de dimension (k + 2) et soit {exo,€0," -+, ex}
une base de B<F>_ Munissons B<F> de la multiopération telle que tout multiproduit
soit nul a ’exception des suivants :

k
(6o - -€00) =€0, (€p€no " €x) = —Z (—1)ikei ,

(€oo -+ €00 €0Co0 -+ -€00) =€, J=1,--+ k.
———

7 facteurs

Par construction, il est clair que B<F> est une algebre (k + 1)-aire partiellement et
non totalement associative, et ce pour tout entier k.

4.2.— Soit V un espace vectoriel de dimension (k + 1) et soit {fo,---, fx} une
base de V. D’apres la Proposition 6 'algebre (k + 1)-aire tAs<*> (V)@ B<F> est
partiellement associative. Nous pouvons donc considérer 1’algebre de Lie (k 4 1)-aire
canoniquement associée (tAs<*> (V)@ B<F>). Son crochet n’est pas identiquement
nul puisque nous avons :

[fo®es - fr@esl =( Y s80(0)(fo(o) - -- forr)) @0 # 0.

OESK+1

Ainsi nous avons construit une algebre de Lie (k 4 1)-aire non abélienne pour tout
entier k.

18 REMARQUES.— Nous avons di «grossir» I’algebre B<F> parce que son algebre
de Lie associée (B<*>), est abélienne.

Par ailleurs, la plus petite algebre de Lie (k+1)-aire non abélienne a pour dimension
(k+1). On peut la décrire en prenant une base {xg, - -,z } et en décrétant que tous
les crochets sont nuls a ’exception de

[To0) - - To@y) =sgn(0)x0, Y0 ESpqr.
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II.— OPERADES QUADRATIQUES (k + 1)-AIRES

Nous nous proposons de généraliser les constructions de V.Ginzburg et M.
Kapranov afin d’obtenir des opérades pour les algebres (k + 1)-aires. Nous appliquons
cette généralisation en déterminant les opérades des algebres (k + 1)-aires rencontrées
précédemment. Puisque nous travaillons avec des opérades non nécessairement
unitaires, nous suivrons les notations de Loday (¢f. [Lo]).

1.— Définitions générales

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action du groupe
symétrique Si1. Considérons 'opérade libre 7 (E) construite sur la famille d’espaces
vectoriels {E(n) =0, n# k+1; E(k+ 1) = E}. Puisque cette famille est concentrée
en degré (k + 1), seules les classes d’isomorphisme d’arbres (k + 1)-aires (c’est-a-dire
dont chaque sommet possede exactement (k + 1) arétes rentrantes) apportent une
contribution non triviale dans 7 (E). En d’autres termes, nous avons

T(E)(n) = 0,sinZlmodk et T(E)mk+1) = @ E(T) .

(mk+1)—arbres
(k+1)—aires T

Lorsque R C T(E)(2k 4+ 1) est un sous-espace vectoriel stable sous l'action de
Sok+1, nous désignons par (R) l'idéal de 7 (FE) engendré par R, et nous notons
P<F>(K,E,R) := T(E)/(R) I'opérade quotient. Nous appelons opérade quadratique
(k + 1)-aire, toute opérade de la forme P<F> (K, E, R).

Notons EY := HomK(E, K) ® (sgn) le dual linéaire tensorisé par la représentation
signature de Syy1, et R+ I'orthogonal de R dans 7 (EV)(2k + 1) = T(E)(2k + 1)V.
Par définition, I’opérade duale de I'opérade quadratique (k + 1)-aire P<*>(K, E, R)
est 'opérade

P<¥>(K,E,R)" :=P~*>(K,EY, R").

Il est clair que ’on retrouve la méme chose lorsque ’on prend deux fois la duale d’une
opérade quadratique (k + 1)-aire :

(P<*>(K,E,R)")' = P<"* (K, E, R).
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Soient P<*>(K, E,R) et P<F>(K,E’,R') des opérades quadratiques (k + 1)-
aires et soit ¢ : E — E’ un morphisme Sg.i-équivariant. Alors le morphisme ¢
induit fonctoriellement un morphisme d’opérades libres ® : 7(E) — 7 (E’). Nous
appelons morphisme (resp. isomorphisme) d’opérades quadratiques (k + 1)-aires, tout
morphisme (resp. isomorphisme) Sj;i-équivariant ¢ : E — E’ tel que ®(R) C R’
(resp. ®(R) = R').

2.— Description du So;+1-module 7 (E)(2k + 1)
Nous allons caractériser la structure de So41-module de l'espace 7 (E)(2k + 1) :

PROPOSITION 1. — Le Sopi+1-module T(E)(2k + 1) s’identifie au module induit

Indgi’fllxsk (E® E). L’espace vectoriel T (E)(2k —I;kl)lest donc isomorphe & un nombre
+ )

de copies de E ® E égal au coefficient binomial (k+1

Nous allons démontrer ce résultat en deux étapes. Nous donnons d’abord une
présentation générale du produit S, x S, comme sous-groupe de S, et les classes a
gauche. Ensuite nous montrons que l'espace 7 (E)(2k + 1) se réalise ainsi.

2.1.— Soient p et g des entiers au moins égaux a 1. Nous considérons le groupe
produit S, X S, comme un sous-groupe de S,4, S, opérant sur les p premiers éléments
et Sq sur les ¢ derniers. Plus précisément, on définit un homomorphisme injectif de
groupes en associant a tout couple (o, 7) de S, x Sy, 'élément de S,, donné par :

(OT)'j|—>{ o(j) silsjsp-1
’ T(j—p)+p sip<j<p+q-1.

LEMME 2. — Les classes a gauche de S, x Sq dans S, sont déterminées par les
(p, q)-shuffles i.e.,

Sp+q = H 5.(Sp X Sq) -

s€Shp 4

Démonstration. — Remarquons pour commencer que 'indice de S, x S, dans S,
est égal & (p + q)!/plq!, c’est-a-dire le cardinal de l’ensemble Shy,,. Il suffit donc
de montrer que deux (p, ¢)-shuffles distincts ne peuvent étre dans la méme classe a
gauche.

En effet, supposons que l'on ait ' = so (o,7) ou s’,s € Shy, 4 et (0,7) € S, x S,.
Alors nous avons

oG el et S(07(j) =s0(0, )07 () =s(), Vielh

Par conséquent nous obtenons s(j) € {s'(0),...,s'(p — 1)} pour tout j € [5~'. Et
puisque les permutations sont des injections, les deux ensembles

{s(0),...,s(p—1)} et {s(0),...,s(p—1)},



68

qui ont méme cardinal, sont égaux. Nous en déduisons ’égalité des (p, ¢)-shuffles s et
s’. Ce qui achéve de démontrer le Lemme. m

3 REMARQUE.— Dans la pratique, on procede de la maniere suivante. Etant donné
un élément A de Sp,4,, on range dans ’ordre croissant les parties {A(0),...,A(p—1)}
et {\(p),...,A\(p+¢q—1)}; cet ordre caractérise un unique (p, ¢)-shuffle qui détermine
la classe de A.

2.2.— Rappelons que par définition nous avons

T(B)(2k+1) = b E(T) et E(T) = () E(In(v)),
(2k+1)—arbres sommets
(k+1)—aires T veT

le groupe Sok+1 opérant sur 7 (E)(2k + 1) par permutation des feuilles des arbres.

Tout (2k + 1)-arbre (k + 1)-aire T' admet exactement deux sommets, et sa classe
d’isomorphisme détermine un unique (k + 1, k)-shuffle s caractérisé par

{s(0),...,s(k)} := {numéros des arétes rentrantes dans le premier sommet de 7'}

Munissons ’espace vectoriel F ® F de ’action diagonale du produit Spy1 X Sk
déduite de celle de Siy1 sur E (Si étant vu comme sous-groupe de Siy; laissant
invariant un élément préalablement fixé dans {0, ..., k} : sur la figure, 'aréte sortant
du sommet vy ). Comme les (k + 1, k)-shuffles constituent un systeéme de représentants
des classes & gauche de Siy1 X S dans S (Lemme 2), nous avons

Sok+1 ~
Indg*" g (E®E)= P s(EQE).

5€Shk+1,k

Pour tout (k + 1, k)-shuffle s, la composante s.(E ® E) correspond précisément &
E(Ty) ou Ty est un représentant de la classe d’isomorphisme d’arbres déterminée par
s. D’ou la Proposition 1 m
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3.— Exemples d’opérades des algébres (k + 1)-aires

Rappelons que lorsque P représente ['opérade des algebres d’un certain type, P(n)
s’identifie & la partie n-multilinéaire (i.e., engendrée par les mondémes contenant
chaque x; une fois et une seule) de ’algebre du méme type libre sur l’espace vectoriel
de base {x1,...,z,}.

Nous désignerons par tAs<F> (resp. pAs , resp. stAs
Popérade des algebres (k + 1)-aires totalement associatives (resp. partiellement
associatives, resp. symétriques et totalement associatives, resp. de Lie).

<k> <k> <k:>)

, resp. Lie

3.1. L’opérade tAs<F>.— Nous avons vu que l’espace vectoriel sous-jacent a
Palgebre (k + 1)-aire totalement associative libre sur un espace V' est donné par (cf.
1-3.2) :

Vo Vel o o y®mktl o

Nous en déduisons que 'opérade tAs<"> est telle que
(3.1.1) tAs<*>(mk +1) = K[Syr41] (représentation réguliere)
o tAs<F>(n) =0 sin#1modk.

L’espace vectoriel E = tAs<* (k+ 1) est alors de dimension (k + 1)! et est engendré
par les éléments

(3.1.2) Xo 1= (xg(o) .. .mg(k)) , Yo €Sk .

L’espace vectoriel 7 (tAs<" (k+1))(2k + 1) = (2}5:11) (E® E) est donc de dimension
(2k + 1)!(k + 1) et est engendré par les éléments :

(3.1.3) Xo,i = (xcr(O) . -wa(ifl) (1’0(1) . .xg(i+k))xa(i+k+1) . . .wa(%))

olt 0 € Sory1 et i € |§. Le sous-espace Ryaq<k> est engendré par les (2k + 1)!k
associateurs totaux

(314) Yo,i ‘= Xo,i — Xo,0 5 Voe Sgk+1 , Vie |]f .

Ainsi, nous avons

tAs<k> — p<k> (K, K[Sk+1], Reag<r>).

3.2. L’opérade pAs<k>.— Lorsque l'entier k est impair, nous savons que ’espace
vectoriel sous-jacent a l’algeébre (k + 1)-aire partiellement associative libre sur un
espace vectoriel V' est donné par (cf. I-3.4) :

PV @ pr VO g g pikr iy @mEtl g
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oit pok> V@mktl gionifie p<k> copies de V®™F+1 Par conséquent, I'opérade
pAs<k> est telle que

(3.2.1) PAs<F>(mk +1) = p<F> K[Smis1] (représentation réguliere)
o pAs<F>(n) =0 sin#1modk.

Puisque les espaces tAs<"” (k4 1) et pAs<F>(k + 1) sont identiques, il en est de
méme pour les opérades libres 7 (tAs<"> (k+1)) et T (pAs<"> (k+1)). Le sous-espace
R,as<k> est engendré par les (2k + 1)! associateurs partiels

k
(3.2.2) zo =Y (=1)*%5i, V0 €Syt .
=0

(2

Ainsi, nous avons

pAs<k> = p<k> (K, K[Sk+1], Rpas<k>)-

3.3. L’opérade stAs<*>.— Nous avons vu que l'espace vectoriel sous-jacent &
Palgebre (k4 1)-aire symétrique et totalement associative libre sur un espace vectoriel
V est donné par (cf. I-3.3) :

V EB (V®k+1)sk+1 EB---@ (V®Hk+1)8nk+1 @.'.

Donc Dopérade stAs<"> est telle que
(3.3.1) stAs<">(mk+1) =1 (représentation triviale)
o stAs<F>(n) =0 sin#1modk .

Ainsi, I'espace E = st As<"> (k+1) est engendré par ’élément (z ... z;). L’espace
T (stAs<F (k+1))(2k+1) = (2}5:11) (E® E) est de dimension (2kk:11) et engendré par
les éléments :

(3.3.2) So = ((Zo(0) - - To(k))To(k41) - - - To(2k)) » ¥V 0 € Shpy1p .

2k+1

Le sous-espace Sap1-invariant Ry s s<#> est engendré par les (( il

totaux symétriques

) —1) associateurs

(3.3.3) sto :=S, —Sia, Vo€ Sheppr\{id}.

Ainsi, nous avons

StAS<k> = P<k> (K, ]_, RstAs<"~‘> )
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3.4. L’opérade Lie<F> . — Lorsque l'entier k est impair, nous avons donné une
construction de l'algebre de Lie (k + 1)-aire libre sur V, mais nous ne connaissons
pas parfaitement la structure d’espace vectoriel sous-jacent. Toutefois, I’antisymétrie
du crochet permet d’affirmer que Pespace vectoriel E = Lie<*” (k + 1) est engendré
par lélément [xq...xy] et est la représentation signature (sgn) de Siy;. L’espace

T(Lie<" (k + 1))(2k + 1) = (2kkj11).(E®E) est donc de dimension (Qkkjll) et est

engendré par les éléments :
(3.4.1) l, == [[xa(o) .. .xa(k)]xg(k_H) .. .:L'U(Qk)] , Voe Shk+1,/€ .

Le sous-espace Soj1-invariant Ry ;.<»> est la représentation signature et est engendré
par le relateur de Jacobi J'(xq, ..., Z2x). Et nous avons

Lie<"” = P<¥> (K, (sgn), (sgn)).

4.— Dualités entre les opérades des algébres (k + 1)-aires

THEOREME 4. — Soit k un entier impair. Les opérades quadratiques (k + 1)-aires
tAs<F> et pAs<*> sont duales l'une de lautre.

Démonstration. — Comme dans [Gi-K, 2.1.11], introduisons sur l’espace vectoriel
T (tAs<*> (k 4 1))(2k + 1) le produit scalaire caractérisé par 1'orthogonalité de la
famille (x,,;) et les relations

< Xgiy Xgj >i= (—l)k(”l)sgn(a) .

Nous allons montrer que 'annihilateur de l'espace Rypg<k> est Uespace Rpag<r>. En
effet, pour tout élément z = 3" v, ;% ; de T (tAs<F (k4 1))(2k + 1), nous avons

< Vo, 2 >= (—l)ksgn(a)(agﬂo — (—l)ikag,i) .

Par conséquent, ’élément z appartient a l’annihilateur de l'espace Riaq<k> Si, et
seulement si, a,; = (—l)ikamo pour tout o € Sory1 et tout i =1,..., k; c’est-a-dire
que z est de la forme

k
= Qr0 (_]-)Z Xrg = Q7 0Zr -
1=0

TESak+1 TES2k 41

Ainsi, 'annihilateur de I'espace Ry <+> est le sous-espace engendré par les éléments
Zy, c'est-a-dire I'espace Rpq<r>. La dualité entre les opérades tAs<F> et pAs<F>
résulte alors du
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LEMME 5. — Les représentations K[Sk11]Y et K[Sg+1] sont isomorphes.

Démonstration. — Soit {c* : 0 € Sg41} la base duale de HomK(K[Sy+1], K) et soit
 'application linéaire

¢ : K[Sk+1]" = HomK(K[Sk+1], K) ® (sgn) — K[Sk+1], o*®@1+ sgn(o)o.

Il est clair que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, pour tous éléments
o, T de Sk+1, nous avons

o(1.(0*®1)) =sgn(1)e((10)* ®1) = sgn(7)sgn(ro)170 = T.p(c* ®1).
Par conséquent, ’application ¢ est un isomorphisme de représentations. m

De méme, nous avons

THEOREME 6. — Soit k un entier impair. Les opérades quadratiques (k + 1)-aires
stAs<F> et Lie<*> sont duales l'une de Uautre.

Démonstration. — Considérons la restriction du produit scalaire défini ci-dessus
au sous-espace 7 (stAs<F> (k+1))(2k+1) de I’espace T (tAs<*>(k+1))(2k+1). La
famille (s, ) est orthogonale et nous avons

< 8,8, >= (—1)*sgn(o) .

Nous allons déterminer I’annihilateur de l'espace Ryao<k>. Si s = > (3.8, est un
élément de T (stAs<"> (k +1))(2k + 1), alors nous avons

< sty, s >= (—=1)*(B,sgn(o) — Bia) .

Par conséquent, 1’élément s appartient a ’annihilateur de l'espace Rgiag<k> Si, et
seulement si, 5, = sgn(o)fF;q, pour tout o € Shyy1 ;. Ainsi Pannihilateur de I’espace
Ry as<k> est le sous-espace engendré par 1’élément

S:= Z sgn(o)s, .

o€Shp 1k

Comme 'espace stAs<"”(k + 1) est la représentation unité 1, son dual tordu
stAs<F~ (k+1)Y n’est autre que la représentation signature (sgn). Nous pouvons donc
associer au générateur (g ...xzy) de I'espace stAs<*> (k+ 1), le générateur [z . . . 1]
de Despace Lie<"”(k 4+ 1) = stAs<*>(k + 1)V . Et dans cette correspondance,
le générateur s de l'annihilateur de Rgiag<k> est associé au relateur de Jacobi
J' (20, ..., z2). Ce qui démontre la dualité entre les opérades stAs<"> et Lie<*>. m

REMARQUES.— Dans les Théoremes 4 et 6, nous avons supposé que ’entier k est

impair parce que nous avons décrit les opérades pAs<F~ et Lie<*>

uniquement pour
cette parité. Toutefois, on observera que la démonstration de ces théoremes permet

de dire que pour les entiers pairs k, on a

tAS<k>! = P<k>(K; K[Sk—l—l]v RpAs<k>) et StAS<k>! = P<k> (K7 (Sgn)7 (Sgn))
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I11.— HOMOLOGIE DES ALGEBRES (k + 1)-AIRES

Nous construisons une théorie d’homologie pour les algebres (k + 1)-aires
partiellement associatives et nous montrons que I’homologie de toute algebre (k + 1)-
aire partiellement associative libre est triviale. Ensuite nous montrons que le complexe
de Hanlon-Wachs se scinde en somme directe de sous-complexes et nous donnons
le complexe prédit par la théorie des opérades pour 'homologie des algebres de Lie
(k + 1)-aires.

1.— Homologie de Hochschild des algébres (k + 1)-aires partiellement
associatives
Dans toute cette partie nous supposons que l’entier k est impair; nous conservons

délibérément les signes (—1)**, méme si les entiers i et ik ont la méme parité.

Soit (A, ( )) une algebre (k + 1)-aire partiellement associative. Adoptons les
notations C k> (A) 1= A®"HL et (ag,...,ank) = a0® ... Qan € CF>(A).
Ensuite considérons les applications linéaires

k(n—1)
byE> =0 et bR = Z (—1)*d; : CF>(A) — CF7(A) pour n> 0
i=0
ou les opérateurs (d;) sont définis par la formule

di(ag,...,ank) == (a0, .., 0i—1, (@i ... Qi1k), Qigki1,-- -, Onk)

et (a;...a;yr) désigne le multiproduit dans A.

LEMME 1. — a) Pour tout couple d’entiers (i,7) tels que 0 < i < j — k, nous avons
did; = dj_id,.
b) Pour tout entier n > 2 et tout entieri € |§(n72), nous avons
k+i
> ()M dd; =0
j=i

Démonstration. — En effet, soient {ay,...,an} (nk + 1) éléments de A.
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e Sii+ k < j alors nous avons

didj(ao,...,ank) = di(ao,...,aj_l,(aj...aj_|_k),aj+k+1,...,ank)
= (ao,...,ai_l,(ai...az-_|_k),...,aj_l,(aj...aj+k),aj+k+1,...,ank)
= dj_r(ag,...,a;—1,(0; ... Qi41), Qigks1,-- -, nk) = dj_rd;i(ao, .. ., ank) ,

d’ou l'assertion a) du Lemme.

e Sii<j <k+1ialors nous avons

didj(ao, ceey ank) = (ao, ey Qi—1, (ai .. .aj_l(aj Ce aj+k) Ce azk_H'), ceey ank).
L’associativité partielle appliquée au (2k + 1)-uplet {a;, ..., ask+;} nous donne
k+1
yi=» (=" a;...a;_1(a;j...aj4k) .- azpsi) = 0.
Jj=t

Par conséquent, il vient
k+i
> (DM did;(ao, - - . ank) = (a0, - -, Gim1, Yis G2kitts - - - Ank) = 0,
j=i

d’ou l'assertion b) du Lemme. m

COROLLAIRE 2. — Pour tout entier n > 1, nous avons b,fffb;’” =0.

Démonstration. — Puisque by"> = 0, la propriété est évidente pour n = 1. Si
n > 2, alors nous avons

k> p<k> Z (—1)k(i+j)didj
0<i<k(n—2)
0<j<k(n—1)
= Y (=DFg d; + > (=DM )did; par  a) Lemme 1
0<i<j—k—1 0<j<i+k
= (—1)F° 3 (—=1)*+)g,d; + 3 (—1)k(+D) g,
0<j<i—1<k(n—2)—1 0<j<i+k<k(n—1)
k(n—2) —1 o k(n—2) k+i o
= — Z Z(_l)k(hﬁ)didj + Z Z(_l)k(zﬂ)didj
=1 j=0 i=0 j=0
k(n 2) ]{-1—1

= Z Z k(zﬂ)dd =0 par b)Lemmel. m
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Ainsi nous avons défini un complexe de chaines (C=%>(A), b=*>) dont ’homologie
est appelée I’homologie de Hochschild de l’algébre (k+ 1)-aire partiellement associative

A et est notée

pH<F>(A) := H,(CF> (A), b%), neN.

TuEOREME 3. — Soit V un espace vectoriel et soit pAs<F> (V) Lalgébre (k+1)-aire
partiellement associative libre sur V. Alors I’homologie de Hochschild de pAs<F> (V)
est donnée par
V sin=0

H<k> <k> V) =
PH™ (pAs (V) 0 sin>0.

Démonstration. — Nous allons construire une homotopie entre les applications
identité et nulle sur le complexe de chaines (C<F>(A), b<*>). Considérons les

applications linéaires

hp : CF>(A) — CF7(A) ot neN

définies pour tous W; € pAssF>(V), i € [3*, par la formule
0 sing=0
ln(Wo, - - Wk) 1= { (Wl ..y w Wi,y oo, Wak) sing>0et Wop=w)® ... ow).

LEMME 4. — Pour tout entier n > 1, nous avons h,_1b=F> + b?ff?hn =id,,.

Nous en déduisons que pH > (pAs<F>(V)) = 0 pour tout entier n > 1. D’autre

part, pour tout entier n > 1, espace pAss*> (V) est engendré par les éléments de la

forme

W ® ...®wk:(wo...wk):bfk>(w0,...,wk).

Par conséquent, les seuls b5*~-cycles de pAs<F> (V) qui ne sont pas des b;*>-bords
sont les éléments de p.As5*> (V) = V. Ainsi nous obtenons pH;"> (pAs<F>(V)) 2 V;

ce qui acheve de démontrer le Théoreme. m

Preuve du Lemme 4. — Soient W; € pAsyF> (V) oui € [§F.

o Sing =0, alors nous avons by ¥y hy, (Wo, ..., W) = 0 et

P 108> (Wo, .., W)
k(n—1)
= Y (“DFhy s (Wo, oo, Wint, (Wi . Wign), Wigkgas -+, Won)
1=0
= Aot (Wo oo W), Wiga, oo . Whi) = Wos oo, Wi, Wigas oo, W)

d’ot1 la relation h,,_1bSF> + b:ﬁ?hn = id,, pour ng = 0.
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o Supposons que ng > 0; alors nous avons

LEMME 5. — Pour tous entiersn > 1 et 7 > 1, nous avons les relations
k
dOhn - idn; hn—ldj - dj—l—khn; hn—ldO = — Z (_1)dezhn
i=1
sur les éléments (W, ..., W) tels que ng > 0.

Il en résulte immédiatement que

k(n—1)

hnoaby®> = Y (=1)%h, 1d;
j=0
k k(n—1)

= =) (-1)*d;h, + Z Fdjy i,

i=1

nk

k
= =Y (Vi + (-0 Y (<),
i=1 i=k+1
nk
- _ (Z(—l)“‘“di) hn = — (bky — do)hin.
i=1
Ainsi nous avons la relation h,, 1> + brfffh = dgh,, = id,,, pour ng > 0. Ce qui

démontre le Lemme 4. ®
Preuve du Lemme 5. — Soient Wy = wi® ... @w) € pAs5F>(V) avec ng > 0 et
W; € p.Asflf>(V) ot i € |7*; alors nous avons
dohn(Wo, ey Wnk) = do(wg, ey wg, Wl, ey Wnk)
= ((w8 . -w;?), Wi, oo, Whi) = (Wo, Wi, ..., Whi).
Si l’entier j > 0, on a
hn—ldj(W(b R W )
= hpo1t(Wo, oo o, Wi, (W50 o Wiigr)s Wikkeg1s - -+, W)
(wg, ceey wg, Wl, ceey Wj—l; (I/V7 ce Wj—i—k)a Wj+k+1? ceey Wnk)
= digp(w, .. wl, Wi, o, Wor) = djrxha(Wo, .o, Wak) -

Enfin, par la formule (3.4.2) du Chapitre I, nous obtenons
B 1doWo, oo o s W) = hy o (Wo oo . Wi), Wity o oo, Whk)
_ yik 0 0 0
——Z hn 1w0® ®wi71®(wi...ka1...Wi),WiH,...,Wnk)

k

_—Z D*dy(wl, ..., wd, Wy,...,W, D*dih,(Wo, ..o, W)

M?r

2:1
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Ce qui acheve de prouver le Lemme 5. m

2.— Homologie des algébres de Lie (k + 1)-aires

Ph. Hanlon et M. Wachs ont construit une théorie d’homologie pour les algebres de
Lie (k + 1)-aires. 1l s’agit de ’homologie du complexe (A*(L), d,) ou la différentielle
Or : AT(L) — A" (L) est donnée par 9, =0sir < ket, pour r > k, on a :

8T(-r1 ARERNA 377“) = Z Sgn(o—)xa(l) JARRRNA Lo(r—k—1) A [xG(T—k) .o -xa(r)]'

0€Shy g1 k+1

Ensuite ils montrent que ’homologie de toute algebre de Lie (k + 1)-aire libre est
triviale.

Comme 9, envoie A"(L) sur A"~%(L), il est clair que le complexe (A*(L),0.) se
scinde en somme directe de k sous-complexes

N Ank+i(L) l A(nfl)k"’i(L) — = Ak_H(L) i’ AZ(L) —0, i=1,---k.

Le «bon» complexe prédit par la théorie des opérades est le sous-complexe
correspondant & la valeur i = 1 que nous notons (D> (L) = A*F+1(L), d,).
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