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Introduction aux chaos gaussiens

Le concept de chaos polynomial a été introduit pour la premiere fois par N. Wiener en
1941 [WIE]. Les chaos sont apparus ensuite sous diverses formes dans la littérature et
font 'objet d’une attention croissante aujourd’hui. Pour fixer les idées, étant donnés un
polynome P € R[zy,...,x,] et une suite (§;) de variables aléatoires i.i.d., P(&y,...,&,) est
un exemple de chaos polynémial réel basé sur (§;). La suite (&) peut étre gaussienne; on
parlera dans ce cas de chaos gaussien réel basé sur (§;) de degré d (celui du polynéme P).

Les chaos gaussiens de degré fini apparaissent en Mécanique Statistique dans I’analyse des
solutions d’équations différentielles stochastiques. Ils sont aussi a la base de la construction
d’intégrales stochastiques multiples puisqu’ils interviennent dans les sommes de Riemann
permettant la définition de celles-ci. On les retrouve également dans la limite en loi des
U-statistiques canoniques qui apparaissent souvent en Statistique comme estimateurs non
biaisés de parametres comme la moyenne ou la variance. Précisons un peu : soient une suite
(Xi)i>1 de vecteurs aléatoires i.i.d. de loi P & valeurs dans un espace mesurable (E, B) et
une fonction mesurable f : E™ — R. Les U-statistiques {U,(f), n > m} d’ordre m et de
noyau f basées sur (X;);>1 sont données par

_ |
Un(f):w Z f(Xi1v"'7Xim)
(11,00 yim ) ETT
ot I™ est lensemble {(i1,...,im) € [1,n]™ : i; # i pour j # k}. Le noyau f est
dit canonique s'il est symétrique, si la variable aléatoire f(X1,...,X,,) est centrée et
si Pespérance conditionnelle E[f(X1,..., X,,)|X2,..., X,,] est nulle. A partir des U-
statistiques, le théoreme de la limite centrale suivant introduit une classe plus générale de
chaos gaussiens de degré fini :

THEOREME ([A-G]). — Soient (¢;)i>1 une base orthonormale de l’espace (supposé séparable)
L2(E,B, P), (g;)j>1 une suite orthogaussienne et (h;);>1 la suite des polynomes d’Hermite
de degrés j et de coefficients dominants égaux a 1. Soit de plus f un noyau canonique

2
en m variables tel que Bf?(Xy,..., X,n) soit fini. Alors la suite {(Z) Un(f),n> 1}

converge en loi vers

Z E[f(Xl, ceey Xm)\d;:n_('Xl) e (bim (Xm)] H hj(ily...,im)(gj)

i1yensim=1

ot J(i1, ..., 0m) est le nombre d’occurences de j dans (i1,...,0y).
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Il y a plusieurs facons de définir les chaos gaussiens de degré fini et on privilégie dans
cette these la plus ”concrete” : un chaos gaussien réel de degré d est une série orthogonale
convergente dans L? de la forme

> apfy

Ip|<d

ou p est une suite d’entiers p; > 0 nulle & partir d’un certain rang et [p| = >, pr; les
coefficients a,, sont réels et les variables aléatoires H, des produits de polynomes d’'Hermite
I1; hp. (gr) en des variables aléatoires gaussiennes indépendantes centrées réduites (on
n’isole donc pas les termes diagonaux). Cette définition (définitions 4, chapitre I) s’étend
au cadre vectoriel des espaces de Fréchet séparables.

L’objet de cette these est ’étude de la régularité des (fonctions aléatoires) chaos gaussiens
de degré fini. L’intérét d’une telle étude réside dans le fait que nombre de fonctions
aléatoires peuvent se développer en chaos gaussiens. Si l’on sait bien aujourd’hui, grace
aux travaux de X. Fernique et M. Talagrand, caractériser la régularité des chaos gaussiens
de degré 1 (plus souvent appelés fonctions aléatoires gaussiennes) a partir d’une mesure
majorante, on ne sait toujours pas le faire pour les chaos gaussiens de degré supérieur a
1. L’objectif initial de la these était de trouver des conditions nécessaires et suffisantes en
utilisant si possible la théorie des mesures majorantes pour qu’un chaos gaussien de degré
fini ait une modification a trajectoires bornées ou continues. Bien qu’inaccessible a ce jour,
cet, objectif a néanmoins permis des avancées que nous résumons ci-dessous.

Une telle étude supposait une mise au point des propriétés d’intégrabilité de ces chaos
gaussiens; c’est I’'objet du premier chapitre. Des travaux antérieurs diis notamment a C.
Borell et S. Kwapienn montrent que, comme les vecteurs gaussiens, les chaos gaussiens
a valeurs vectorielles (chaos gaussiens vectoriels) de degré fini ont de bonnes propriétés
d’intégrabilité. Elles sont formulées ici simplement. Les schémas de preuve, simples aussi,
sont presque tous itératifs : on s’appuie sur des résultats connus pour les vecteurs gaussiens
(I'inégalité isopérimétrique entre autres) et on procede par récurrence sur le degré d des
chaos gaussiens. Les conséquences sont diverses ; si X est un chaos gaussien vectoriel de
degré d et N une semi-norme continue, on a par exemple

P{N(X) < 00} > 0 = EN?*(X) < oc.

En particulier, on montre une inégalité de concentration de type isopérimétrique pour les
chaos gaussiens vectoriels qui s’énonce a partir des deux seuls parametres M (un quantile)
et o (un écart-type).

On présente en outre une technique d’extraction : on peut en effet extraire une partie
homogene de degré donné d’un chaos gaussien non-homogene en lui appliquant un opérateur
linéaire (élément du semi-groupe d’Hermite), en multipliant le résultat par une fonction
polynémiale convenable et en intégrant le tout sur [—1,1]. Cette technique, que 1’on
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retrouve dans 'ouvrage de S. Kwapien et W.A. Woyczynski, motive en grande partie le
chapitre quatre.

Au second chapitre, on exploite les techniques de découplage déja abordées au chapitre
premier. Ces techniques, introduites par C. Borell et S. Kwapien, simplifient les questions
abordées dans cette these a savoir les lois zéro-un et la continuité des chaos gaussiens.
Par découplage, on entend généralisation a un ordre n quelconque de 'opération faite en
Algebre lorsqu’on associe une forme quadratique a une forme bilinéaire symétrique ; I'idée
est d’associer au monoéme z" le produit x; X --- X x,,. L’opération inverse est appelée
recouplage. Ainsi, & un chaos gaussien de degré d homogene X, = Z a,H, correspond un
|p|=d
chaos gaussien homogene découplé )?d = Z a;G; qui est une forme d-linéaire symétrique
S\
en des vecteurs gaussiens standards indépendants ¢!, ..., ¢¢ ol la variable aléatoire G; est
le produit gaussien indépendant gil1 X +ee X ggd et le coefficient a; symétrique en i.
Le découplage permet ainsi ’analyse des chaos gaussiens par itération sur les degrés. Cet
outil est largement employé par J. Rosiniski, G. Samorodnitsky et M.S. Taqqu dans une
démonstration des lois zéro-un [R-S-T] pour les chaos gaussiens ou stables. Le point de
vue de C. Borell [BOR1] nous a permis une démonstration simple des lois zéro-un pour
les chaos gaussiens vectoriels. Comme J. Rosinski, G. Samorodnitsky et M.S. Taqqu, on
montre en effet que si un chaos gaussien de degré d est dans un espace vectoriel V' avec
probabilité positive, il en est de méme pour sa partie homogene découplée de degré d; on
montre ensuite que sa partie homogene de degré d est dans F' avec probabilité 1 a un terme
additif pres qui est un chaos gaussien de degré inférieur a d. On procede par récurrence
sur le degré d, mais le schéma de preuve présenté ici est nettement plus simple et utilise
une nouvelle technique. Contrairement a J. Rosinski, G. Samorodnitsky et M.S. Taqqu, on
propose une méthode générale pour traiter a la fois le cas ott d = 2 (pour lequel il existe un
argument spécifique) et le cas ot d > 3.
On démontre que si X est un chaos gaussien vectoriel de degré fini et V' un sous-espace
vectoriel mesurable alors

P{XeV}=0oul.

Le théoreme énoncé ci-dessus montre en particulier que, si X est un chaos gaussien de
degré fini sur un espace métrique compact 7', ou bien presque toutes les trajectoires de X
sont continues, ou bien presque toutes les trajectoires de X sont discontinues.

Dans le troisieme chapitre , on s’est attaché a généraliser aux (fonctions aléatoires) chaos
gaussiens de degré fini un théoreme de Dudley et Jain-Kallianpur caractérisant la continuité
des trajectoires des processus gaussiens. On prouve le théoreme suivant : un chaos gaussien
de degré fini sur un espace métrique compact 7' qui est continu en probabilité et presque
surement continu en tout point d’un sous-ensemble dénombrable dense de 1" a presque
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toutes ses trajectoires continues. La démonstration, inspirée par les travaux de X. Fernique
[FERA4], utilise 14 encore les techniques de découplage et recouplage : on montre d’abord que
si un chaos gaussien de degré fini vérifie les hypotheses du théoreme, alors il en est de méme
pour sa partie homogene découplée de degré maximal; on montre ensuite que le théoreme
est vrai pour cette partie homogene découplée, grace aux techniques d’oscillations des
fonctions aléatoires dies a K. 1to et M. Nisio ; enfin, en recouplant cette partie homogene
de degré maximal et en la retranchant au chaos initial, on est ramené a un chaos gaussien
de degré plus petit qui vérifie aussi les hypotheses du théoreme. On conclut donc par
récurrence sur le degré.

Le quatrieme chapitre est consacré aux conditions de mesures majorantes pour les chaos
gaussiens de degré fini. Il s’agit d’analyser la régularité d’un chaos sur un ensemble T a
partir de la ”géométrie” de T'. On dresse un rapide tableau des résultats (peu nombreux
et pas tres satisfaisants) dans ce domaine : le résultat de M. Talagrand pour les chaos
homogenes de degré 2 et ceux plus récents de M.B. Marcus que l'on généralise aux
chaos non-homogenes grace a la technique d’extraction introduite au chapitre deux. Cette
technique permet en effet de comparer des distances associées a une partie homogene d’un
chaos a celles associées au chaos tout entier; on peut montrer ensuite que les conditions de
mesures majorantes sur le chaos tout entier impliquent des conditions du méme type sur
chaque partie homogene, d’ou la généralisation.

Liste des publications

Zero-one laws for polynomials in Gaussian random variables : a simple proof, J. Theor.
Probab. 9, 4, 1996, 1019-1027.

Continuité des trajectoires des chaos gaussiens de degré fini, Probab. Math. Statist. 16, 2,
1996, 201-209.



Chapitre 1
Définitions et propriétés
des chaos gaussiens vectoriels de degré fini

1. Les polynomes d’Hermite généralisés et les produits de variables gaussiennes
indépendantes centrées réduites

On note NN (la notation NO-0)) gerait plus juste) l’ensemble des suites d’entiers
P = (Pk)r>1 nulles a partir d’un certain rang; 'ordre de p est par définition |p| = >, -, Dk
Soit g une suite orthogaussienne sur un espace d’épreuves (€2, A, P) complet. -
Considérons les polynomes d’Hermite hj définis par le développement en série

o .k
u
exp(uz —u?/2) = g —hg(z) ueC,zeR.
i—o VK!

REMARQUE. — Le coefficient dominant de hy, sera donc 1/ V! ; d’autres normalisations sont
possibles ([A-G]) mais celle-ci a I'avantage de rendre la famille (hy)r>o orthonormale par
rapport a la mesure gaussienne centrée réduite sur R plutot que simplement orthogonale.

DEFINITION 1. — Pour tout p € N(N), on définit le polynome d’Hermite généralisé d’indice
p par

Hy(@) = [[ hpe(z) RN
E>1

REMARQUE. — Selon le contexte et lorsqu’il n’y aura pas risque de confusion, la notation
H, désignera soit I'application z — H,(x) soit la v.a. Hy(g).

ProposiTION 2. — La famille {H,(g),p € N(N)} forme un systéme orthonormal de
L2(Q, A, P), elle est de plus totale si la tribu A est engendrée par g.

DEMONSTRATION. — Notons 7 la loi N'(0, 1) ; pour tout couple (u,v) € R? nous avons

/Rexp(ux —u?/2) exp(ve — v?/2)y(dx) = exp(—u ;U )exp(% /R(u + v)22?y(dx))

= exp(uv) ;

en dérivant m fois en u et n fois en v cette derniére égalité au point (0, 0), il vient

1 sim=n

St @haatan) ={

sinon;
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La famille (hy)g>0 forme ainsi un systéme orthonormal dans L?(R, 7). Plus généralement,
la famille {®}_1hp,, (P1,...,Pn) € N"} est un systéme orthonormal de L?(R™,v®"). Elle
est de plus totale : si f est orthogonale a chaque ®j_,h,,, la série génératrice des hy
montre, en substituant —iu; a u, que

/f:cl,..., Hexp—zulxl+ul/2)d*y®”(a:1,..., n) = 0.

En notant < -,- > et | - | le produit scalaire et la norme euclidiens de R™, on déduit de
I’égalité précédente que pour tout u € R™,

f@ <u,-> _u2d)\ — 0
R»
ou A est la mesure de Lebesgue sur R™. Le théoreme d’inversion de Fourier ([RUD], chap.

7) implique alors que fe~ ‘2;‘2, élément de L'(R™, ), est nul donc f aussi. Dans la situation
générale de la proposition, on a pour tout couple p, g € N(

EH,(g9)Hq(9) = H Ehy,, (9k) gy (9r)

E>1
_J0 sip#gq
1 sip=g;

la famille {H,(g), p € N(N>} est donc orthonormale. Supposons de plus que la tribu A soit

engendrée par g; alors cette méme famille est totale : si la classe f € L2(Q, A, P) lui est
orthogonale, elle est orthogonale & {[];_, Ay, (gx), (P1,-..,pn) € N"} pour tout n € Nj il
résulte de ce qui précede que f est orthogonale & E, (f) = E[f|g1,-..,gxn] et le théoreme
des espérances conditionnelles relatives a une suite croissante de tribus (théoréeme de
convergence des martingales, [DOO]) montre que E, (f) converge vers f dans L2(Q2, A, P);
on a alors au sens L2

Ef? = lim E(fE,.(f)) =0, f=0.

n—--oo

Outre les polynomes d’Hermite généralisés, on considérera aussi la famille orthonormale de
produits indépendants gaussiens suivante :

DEFINITION 3. — Soient g*, ..., g% des copies indépendantes de g. La famille orthonormale
(Gi)icNe de produits indépendants gaussiens est donnée par

Gi:gill---gfld ie N9,
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2. Chaos gaussiens vectoriels

A. Définitions

Nous nous placons dans le cadre des espaces de Fréchet séparables; dans toute cette these
F désignera un tel espace. Considérons 'espace L2(Q, A, P; F) des classes de vecteurs
aléatoires X dans F tels que pour toute semi-norme continue N, ’espérance EN?(X) soit
finie. Munissons-le de la topologie définie par les semi-normes (EN?(-))'/2. Dans cet espace,
on s’intéresse plus particulierement aux séries de polynomes en g a coefficients dans F'.
Plus précisement, en reprenant les notations du paragraphe 1,

DEFINITIONS 4. — Soient d un entier positif, (ap), NN €t (bi)ieNe deuz familles de F.

(i) Un chaos gaussien de degré d est un élément de 1.2(Q, A, P; F) de la forme

Z apHp,

Ip|<d

(ii) Un chaos gaussien homogéne de degré d est un élément de 1.2(Q, A, P; F) de la forme
2 apHy,
Ip|=d

(iii) Un chaos gaussien découplé homogéne de degré d est un élément de L2(Q, A,P; F)

Z b;G,.

icNa
REMARQUE. — Un chaos gaussien de degré d est donc la somme d’une série convergente
dans L?(Q, A, P; F).

de la forme

B. Conditionnement des chaos gaussiens découplés

Les chaos découplés sont en général plus maniables comme le montre le lemme suivant que
nous appliquerons ultérieurement. Nous ne savons pas énoncer un lemme analogue pour les
chaos non découplés.

LEMME 5. — Soit Y = Y . .Na b:Gi un chaos gaussien homogéne découplé de degré d
et soit I = I' x --- x I un sous-ensemble de N¢. Notons Br la tribu engendrée par
{gfk, ir, € I*, 1 <k < d}. Dans ces conditions,

E[Y|B/] =) bG;.

i€l
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DEMONSTRATION. — La série Y, b;E[G;|B;] converge dans L?(Q, A, P; F) vers E[Y|B/] : en
effet, si NV est une semi-norme continue et € un réel positif, la convergence de ) . b;G; vers
Y implique 'existence d’une partie finie J. telle que pour toute partie finie J O J,. on ait

EN*(Y =) b;Gi) <¢;
ieJ
mais d’apres 'inégalité de Jensen conditionnelle on a
EN*(E[Y|B;] - > bE[Gi|B/]) <EN*(Y — ) b:G;) <e.
icJ icJ
Pour conclure, il suffit alors de constater que

G; siiel,
0  sinon;

E(G;|B;] = {

or on a

Gi= [ dx I d&;

(k,ik)€[1,d]x I* (k,in) ¢ [1.d] x ¥

le premier facteur est By-mesurable et le second est centré et indépendant de By ; le résultat
s’ensuit. []

C. Chaos gaussiens vectoriels et convergence presque sire
Ce type de convergence est bien adapté dans plusieurs arguments de passage a la limite.

DErFINITION 6. —

(i) Pour tout chaos gaussien X = 32, a,H), de degré d, on note X, sa somme
partielle de rang n, c’est a dire

Xo= > apH,

[p|<d
p*<n

ot p* = max{k : px > 0},
ii) De méme, pour tout chaos gaussien découplée Y =) . G de degré d, on note
ii) De me tout ch en dé ey icNe 0:Gi de degre d t
Y, sa somme partielle de rang n, c’est a dire

Yo=Y bGi,

*<n

ot i* = max{iy,...,iq}.
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ProrosiTION 7. —

(i) Soit X = Z|p|<d apH, un chaos gaussien de degré d. La suite des sommes partielles
(Xn)n>1 converge presque surement dans F,

(i) Soit Y = ) . .N« biG:i un chaos gaussien découplé de degré d. La suite des sommes
partielles (Y,,)n>1 converge presque stirement dans F.

DEMONSTRATION. — On ne démontre que (i) car (ii) suit le méme schéma. Rappelons que
les H, dépendent de g = (g )r>1; on considere G, la tribu engendrée par (gi)r<n €t G celle
engendrée par (gx)r>1. Posons

Xn(g9) = Z apHy(9) ;

Ipl<d
p*<n

puisque la suite (hy, (9x))r>1 est indépendante et centrée,

E[H,(9)|Gn] = {Hp(g) si p* < n,

0 sinon,

et pour m > n on a E[X,,(9)|G,] = X,(g). Comme la suite (E[X,,(9)|Gn])m>1 converge
dans L? vers E[X(g)|Gx], pour tout n > 1, on a

E[X(9)|Gn] = Xn(9)-
Rappelons un théoreme classique de convergence de martingales dans notre cadre d’étude :

THEOREME (cf. [FER3]). — Soit F' un espace de Fréchet séparable, X un vecteur
aléatoire fortement intégrable & wvaleurs dans F et (Bp) une suite croissante de
sous-tribus de A engendrant une tribu B; dans ces conditions, on a presque surement

EX|B] = lim E[X|B,).

n— oo

Puisque (Gr),,~, est une suite croissante de sous-tribus, la suite (E[X(g)|G,])n>1 converge

p.s. vers E[X(g)|G] = X(g); le résultat s’ensuit. |[]

ConvenTION. — Comme il sera parfois commode d’utiliser les vecteurs aléatoires plutot
que leurs classes, on pose

X — { lim, .~ X, sicette limite existe,
0 sinon.

On fait de méme pour un chaos homogene découplé Y. La proposition précédente montre
que X est un représentant de X. Par la suite, on appelera invariablement chaos gaussien la
classe X ou son représentant X défini ici.
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3. Les techniques : découplage, recouplage et extraction

Le découplage a pour but d’associer a un chaos gaussien homogene ou non un chaos gaussien

homogene découplé; c’est I'analogue de ce que l'on fait en Algebre lorsqu’on associe une

forme quadratique a une forme bilinéaire symétrique. Le recouplage est I’opération inverse.

On détaille ci-dessous les propriétés de ces opérations; on montre par ailleurs comment
. . . , Lo

extraire une partie k-homogene >, a,H, d’un chaos de degré fini } -, ; a, Hp.

A. La formule de polarisation

L’intérét de l'identité algébrique qui suit a été mis en évidence par C. Borell [BOR] et par
S. Kwapienn [KWA]. L’idée est d’associer au monéme z" le produit 1 X - -+ X z,,. Dans le
cadre des chaos gaussiens, on a plus précisement

LemME 8. — Soient X(g) un chaos gaussien vectoriel de degré d et € = (e1,...,€4) une
suite de Rademacher indépendante de (g, ..., g%). Posons

_e1g' + - +eag”

gE_ \/E

1
Alors le vecteur aléatoire EEegl -+-£4X(ge) est un chaos gaussien homogéne découplé de

degré d. On le note X = )?(.gl, o gY).

DeMONSTRATION. — Considérons Hp(g:) = [[;>1 Ppy (ge,x) comme un polynéme en les

variables €1,...,e4 et calculons E.eq - - -ede(gs_) : on constate que seuls les termes en

€1 -+ €4 ne sont pas annulés par 'opérateur E.cq - - - £4; ils n’apparaissent de plus que dans

les produits [[ hp, (9e,x) lorsque p est d’ordre d et plus précisément dans les produits des

termes dominants [], (gc x)P*/v/px!. Notant p le d-uplet (1,...,1,...,k,... k,...) et S?le
N—— ——

D1 Pk
groupe symétrique a d éléments, on constate de plus que

51g%+...+5dgf>pl.._(5lg,ﬁ+...+sdgg>pkm

Vd Vd

— L E L 49
o dd/2 gps(l) gps(d)
seSsd

Esél"'gd(

d’ott en notant p! le produit [ [, ps!

0 si|p| < d,
Ece1---eaHp(g:) = { 11

77 577 Dosest Gsp) stlp| = d.
Finalement, par linéarité,

1 1 1 a
EE581"'5¢1 Z apHp(gs) = 4! dd/2 Z \/% Z Gs(ﬁ)- (*)

|p|<d Ip|=d " seSsd
p*<n p*<n
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Le membre de droite de (x) est bien un chaos homogene découplé de degré d;
en effet, Iapplication p +— p est une bijection de {p : |p| = d, p* < n} dans
{i e N : iy < ... <ig < n} et posant by = (dldgpl &)1 a, pour tout s € 8% il

vient
> \a/p— D Gam = D, Y b CGetp)

Ip|=d P se8d Ipl=d scSd
p*<n p*<n

= > D bwGa

1:11<...<ig<n se S

= ) bGi.
N

i*<n

&=
%.&\ -

Résumons : pour tout entier n,

1
EEEE]. Tt E&d Z apHp(ga) = Z b; G,
o =

comme g. a méme loi que g, en faisant tendre n vers 'infini, la proposition 7 fournit le
résultat. []

ExempLE. — Soit X =a+ >, apHp + >, 5 apHy un chaos gaussien de degré 2.
En pratique, on utilise une autre indexation des coefficients; en fonction des suites p qui
interviennent, on pose

ap = Cl(o,...,o,%,o,.. )
k
1
agl = Qi = §a(0 .0, %,0,...,0,%,0, )s k<l
k l
gk = a0, ,0,%,0,...)-
k

Le chaos X s’écrit alors

=a+ Z akgr + Z akigrgi + Z akk

k>1 k#1>1 k>1

Les formules indiquées dans la démonstration du lemme 8 montrent que le chaos découplé
associé a X est

o 1 Ak
X=- g arigrg; + E —= kG-
4 N \/§
£1>1 k>1

REMARQUE. — Une autre indexation des chaos et une autre normalisation des polynomes
d’Hermite hj facilitent I’obtention du chaos découplé : supposons un instant que les
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polynomes hj aient 1 comme coefficient dominant et soit X un chaos gaussien de degré d
écrit sous la forme

d e’
X =ag+ Z Z Qi i, H hj(il,...,ik)(gj)v

k=1141,...,ix=1 ji>1

ot j(iy,...,ix) est le nombre d’occurrences de lentier j dans le k-uplet (i1,...,ix); le

coefficient a;, . pouvant étre supposé invariant par permutation de ses indices (ce qui fixe

la représentation de X), la démonstration du lemme 8 montrerait que le chaos homogene

découplé associé est

< 1 1 d
X=— Z Qiy,iia9iy " Yig-

i1,..ig=1

vl

B. Indépendance conditionnelle et recouplage

Le recouplage, c’est a dire 'obtention d’un chaos gaussien homogene de degré d a partir
d’un chaos homogene découplé de degré d, repose sur une propriété d’indépendance
conditionnelle.

DeFINTTION 9 ([MEY]). — Soient By, ..., By, B des sous-tribus de A. On dit que By, ..., B,
sont conditionnellement indépendantes relativement a B si l’on a

E[Z: - Z,|B] = E[Z|B] - - -E[Z,|B]

pour toute suite (Zy)1<k<n telle que Zy soit une variable aléatoire positive By-mesurable.

REMARQUE. — On dira que les vecteurs aléatoires Vi,...,V, sont conditionnellement
indépendants relativement au vecteur aléatoire V' si les tribus engendrées 7' (V4), ..., 7(V,,)
sont conditionnellement indépendantes relativement a la tribu 7 (V).

1
I

LeMME 10. — Notons §; le vecteur (g ,9%) et posons

Vd '
Les vecteurs g; sont conditionnellement indépendants relativement a g.

Di:monsTRATION. — Il suffit de montrer ([MEY, T51]) que pour tout ¢ > 1 et toute variable
aléatoire Y; mesurable pour la tribu engendrée par g; et intégrable, on a

E[Yi[(9;)j2: 9] = ElYilg] (%)
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Or la tribu engendrée par (§;);xi, g coincide avec celle engendrée par (§;);2i, gi; de plus,
la variable Y; est indépendante de la suite (§;);; qui elle-méme est indépendante de g;. I
vient

E[Yi|(9;);%i, 9] = E[Yil(9;);i, 9] = E[Yi|gi] ;
pour une raison similaire on a aussi
E[Yi|g] = E[Y:|g:]-
Les deux dernieres égalités fournissent (x). []

COROLLAIRE 11. — Soit X un chaos gaussien vectoriel de degré d. Alors,

(i) La classe de vecteurs aléatoires Xq : g +— X4(g) définie par

Xq(g) = d’E[X(g",. .., %3]

est un chaos gaussien vectoriel homogene de degré d ; de plus X — X4 est un chaos gaussien
vectoriel de degré d — 1.

(ii) Le chaos X est la somme des d + 1 chaos gaussiens vectoriels homogénes
Xo, X1, ..., Xy appelés parties homogénes de X de degrés respectifs 0,1, ..., d.

DEMONSTRATION. — (a) Fixons i € N? et soit p € N tel que pour tout k > 1, le terme py,
soit le nombre d’occurrences de 'entier k dans I’ensemble des composantes de i. Montrons
que

E(Gilg] = (p)/2d"?Hy(g) (o)

Soit s une permutation de {1, ..., d} qui ordonne la suite {i1,...,iq} dans le sens croissant;
on peut alors écrire

s(p1+-.-+pg_1+1
G; = H gk(pl Pk—1 )_._gz(p1+ +pk)

)
k:pr>0

et le lemme 10 fournit

— S —1 1 S 1T e-- —
E[G,|7] = H E[gk(pﬁ— +pr—1+1) .gk(p + +pk)|gk].
k:pr>0

Pour simplifier les notations, faisons le calcul pour E[gi - - - ¢¥|g1] : considérons une base
orthonormale du sous-espace Vect(gi,...,gF) commencant par g;; exprimé dans cette
base, le produit gi - - - gF est un polynéome de degré k en g; et & coefficients indépendants
de g1. Il en résulte que

Elgi---9f1g1] = > _E(gi--- gthi(@))h;(a) ;
j<k
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remarquons enfin que pour tout j < k l'espérance E(gi---g¥(g1)?) est nulle; nous en

déduisons
Elgi - g§131] = E(g1 -~ 97 (1)) e (G1)
g1 91 \/E k\gd1
= (K)Y2d7*2hy(g1),
d’ou

E[QZ(p1+...+pk71+1) . _gz(p1+...+pk)|gk] _ (pk!)l/Qd—pk/zhpk (gk)

et en regroupant les différents facteurs de E[G;|g], on obtient (o).
(b) La preuve du lemme 8 montre que la série di% Z|p|:d % Y sesa Gs(p) converge

dans 1.2(Q, A,P; F) vers X ot p est le d-entier (1,...,1,...,k,...,k,...); donc la série
—— ——

p1 Pk

1% 2 ipl=d fE[ZSESd Gs(5)]g) converge dans L?(€2, A, P; F) vers E[X|g]. Mais d’apres

.&IH

~~

a)7
E[)  Guplgl = d'v/pld /*H,(5);

s€S4
on en déduit que Z|p|:d a,H,(g) converge dans L2(Q2, A, P; F) et que
E[X|g] =d~* ) a,H,(9)
lp|=d

Ceci démontre (i) ; Passertion (ii) est alors immédiate. []

REMARQUE. — Complétons la remarque faite apres le lemme 8 : si le chaos découplé
Y s’écrit Zz‘eNd b;G;, avec l'autre normalisation des polynomes d’Hermite hj (coefficient
dominant égal & 1), on obtient

E[Y|gl=d % Y bHi(9)
ieNd

avec Hi(g) = [T;>1 hici) (5)-
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C. L’opérateur T'(¢) et extraction

Nous présentons ici une technique utile dans la suite (équivalence des moments des chaos,
comparaison de distances).

Notons v = N(0, 1)®N la loi du vecteur g. Soit un réel € € [—1,1] et soit T'(¢) 'opérateur
linéaire défini sur tout L¢ (RN, v, F) pour ¢ > 1 par

1)) = [ fe++VT= i)
Cet opérateur agit sur les polynomes d’Hermite généralisés H,, de fagcon simple :
T(e)H), = 5|p|Hp :

ceci se vérifie (cf. [WAT]) a partir de la série génératrice des polynémes d’Hermite hj. On
a donc pour X = Z| pl<d a,H, chaos gaussien vectoriel de degré d,

T(e)X = Z elPla, H,.
|p|<d

d

Comme 1,¢,...,e% sont linéairement indépendants, il existe une suite de polynomes

(fr)o<k<a de degré d telle que

1 .
0 sik#l

k o 9
/_15 fl(g)dg_{l sik=1;

d’ou la ”formule d’extraction”

/_ 1 fe@)T(e)Xde = Y a,H,.

|p|=Fk

Cette formule d’extraction parait plus directe (on ne passe pas par les chaos découplés)
et plus générale (on peut extraire n’'importe quelle partie homogene) que la technique de
découplage et recouplage portant sur la partie homogene de degré maximal. Mais nous
avons déja remarqué que les chaos découplés sont plus faciles a étudier puisqu’ils sont
conditionnellement gaussiens. Dans les chapitres qui suivent, beaucoup de propriétés qui
sont établies simplement pour les chaos découplés se conservent lors du recouplage. Les
deux méthodes ont donc leurs avantages et leurs inconvénients.
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4. Intégrabilité des chaos gaussiens

Les chaos gaussiens de degré fini possedent des propriétés d’intégrabilité tout a fait
analogues aux vecteurs gaussiens; nous en rappelons les principaux aspects : I’équivalence
des moments, le phénomene d’hypercontractivité, l'intégrabilité exponentielle et les
propriétés de concentration de la mesure gaussienne; enfin nous insistons sur un lemme
d’intégrabilité pour les chaos gaussiens découplés qui nous sera utile a plusieurs reprises
dans la suite.

DeriniTiON 12, — Une jauge N sur F est une pseudo-semi-norme semi-continue
inférieurement c’est a dire une application N : F — Ry telle que

(i) N(Az) = |[\|N(z), (\,z) ER X F,
(ii) N(z +y) < N(z) + N(y), =,y € F,
(iii) {z : N(x) > a} est ouvert dans F, a > 0.

A. Equivalence des moments des chaos gaussiens

L’équivalence des moments peut étre reliée a [’hypercontractivité de 'opérateur linéaire
T'(e); cette idée est diie a C. Borell [BORA4]. Rappelons qu’il est défini sur tout LP (RN, v, F)
pour p > 1 par

T(e)f() = / fe - +vVI—yn(dy).

THEOREME 13. — Soient 1 < p < q. Pour tout chaos gaussien vectoriel homogene de degré
d noté X et toute jauge N,

(ENI(X))? < (;—j) " (ENP(X))F .

DEMONSTRATION. — La série génératrice des polynémes d'Hermite (h,, ), >0 montre que
T(e)hy, =€"hy,, n>0;
on en déduit que pour les polynomes d’Hermite généralisés,
T(e)H, =" H,, reN®,

Pour un chaos X homogene de degré d, nous avons 7'(¢)X = ¢4X; de plus, I'inégalité de
Jensen implique

N(T'(£)X) <T(e)N(X);
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d’ot

Q=

« (ENI(X))7 < (ENY(T()X))7 < (E|T(c)N (X)) (o)

THEOREME (NELSON) ([NEL], [GRO]). — Supposons 1 < p < g < oo et
0<e< (%)1/2. Pour tout f € LP(RN,')/), on a

(/ IT(E)flqdv) % < (/Iflpdv) ’ :

. ’ \ \ _]_
En appliquant ce théoréeme a f = N(X) pour ¢ = (ZTl)

(SIS

, il vient

(BIT(s)N(X)|)7 < (BN?(X))*

Y

et en combinant avec les inégalités (¢), on obtient

(B=1) " ENvx)t < BN

[

D’autres approches sont possibles : dans [GIN], 'inégalité de Khintchine-Kahane pour
les sommes de Rademacher est généralisée aux chaos de Rademacher vectoriels et un
théoreme de la limite centrale permet d’obtenir les équivalences des moments des chaos
gaussiens. Nous proposons de partir des résultats connus pour les vecteurs gaussiens et
les généraliser aux chaos gaussiens découplés (homogenes), puis aux chaos gaussiens non
découplés homogenes par conditionnement.

THEOREME 14. — Soient p et q deux réels positifs. 1l existe une constante K ne dépendant
que de p et q telle que pour tout chaos gaussien vectoriel Y découplé (homogene) de degré d
et toute jauge N, on ait

(EN*(Y))s < K (EN"(Y))? .
DEMONSTRATION. — On peut supposer que 0 < p < g et procéder par récurrence sur d : le

cas d = 1 résulte du théoréme bien connu suivant :

THEOREME (cf. [L-T]). — Etant donnés p, q positifs, il existe une constante K ne
dépendant que de p et q telle que pour tout vecteur gaussien X a wvaleurs dans F' et
toute jauge N sur F,

(EN(X)9)7 < K (EN(X)?)7 .

Supposons la conclusion du lemme vraie jusqu’au degré d — 1; soient R une application
d-linéaire mesurable R de (RN)d dans F et N une jauge sur F. Notons E’ ’espérance par
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rapport & g? et E” I’espérance par rapport a g',. .., ¢?~'. Pour pouvoir opérer, on a besoin
d’un lemme auxiliaire.

LEMME (cf. [K-W]). — Soient (X, M,u) et (Y,N,v) deux espaces mesurés. Soient
p,q tels que 0 < p < q et f: X xY — R mesurable.

[ (forear)] <[ f ()]

L’hypotheése de récurrence combinée avec ce lemme permet d’écrire

EN(Y)=EE'N(Y(g",...,9"",9%)
< E'K@D (BN (Y (g, gt gd)))%
< K(d—l)q <E/ (E”Nq(Y(gl’ . ,gd_l, gd))) %) ’
< K(d—l)qE”E’Nq(Y(gl, .. ,gd_l, gd))

S

< KU"WDIE"K (E'N?(Y(¢',...,9" ", 9))
< K% (EN?(Y))7 .

[

On peut alors proposer une seconde démonstration du théoreme 13 : soit X un chaos
gaussien vectoriel homogene de degré d, X le chaos gaussien vectoriel découplé associé et
N une jauge. En vertu du théoreme 14, il suffit de montrer que pour tout p > 1, il existe
une constante C' = Cy ne dépendant que de d telle que

1

C~' (ENP(X))? < (ENP(X)) < C(ENP(X))7 .

Or les chaos X et X sont, & une constante multiplicative pres dépendant de d, des espérances
conditionnelles I'un de 'autre, d’apres le lemme 8 et le corollaire 11; I'inégalité de Jensen
conditionnelle fournit alors le résultat.

Le théoreme 14 s’étend aux chaos gaussiens non-homogenes; nous avons besoin pour cela
du lemme suivant.

LeMME 15 ([K-W]). — Soit X un chaos gaussien de degré d a valeurs dans F. La partie
homogeéne de degré k de X est notée Xy.. Soit ¢ : F — R une fonction mesurable, convexe
telle que p(—x) = ¢(x). Il existe une constante K ne dépendant que de d telle que

E¢(Xy) < KES(KX), 0<k<d.
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DEMONSTRATION. — Remarquons que t +— ¢(tx) est croissante sur [0,+oo[ pour tout
x € F. D’autre part, puisque 1,¢,...,t% sont linéairement indépendants, il existe des
fonctions fi, € L2[—1,1], 0 < k < d, telles que

1
0 sik#l
thf () dt = ’
/_1 Ji(?) {1 si k=1,

Posons Cy, = f_ll |fr(t)|dt et K = Kq = maxo<k<q Ck. On a alors

E6(X,) = B / Xt fu(t)dt)

1 d
= Eg( / > Xt fr(t)dt)

—11-0

:Ed/)T@Xh@MU

< CTUE( / (G X) D)
< sup E¢(CyT(£)X)

lt|<1

<E¢(KX).
I

THEOREME 16. — Soient 0 < p < q et d € N. Il existe une constante K ne dépendant que
de p, q et d telle que pour tout chaos gaussien vectoriel homogéne ou non de degré d noté X
et toute jauge N,

(EN(X))7 < K (EN?(X))? .

DEMONSTRATION. — (a) Supposons d’abord que 1 < p < ¢q. Si X}, désigne la partie
k-homogene d’un chaos gaussien X de degré d, I'inégalité triangulaire, le théoreme 14 et le
lemme 15 fournissent

d
(ENIX))7 <Y (ENY(X,)7
k=0

< (1‘%)% S eV
k=0
g(%{%)ad+nkgmwwx»%.
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(b) Supposons maintenant que 0 < p < 1 < ¢. Soit « €]0, 1[; I'inégalité de Holder et le cas
(a) nous donnent

g9—op

ENY(X) < (BN7(X))* (BN 5% (%))

d(g—ap)
q—ap 2
o g—ap

<@NPO) (F2gm) (@ DR T ENX)

on en déduit en simplifiant

g—op

BENI(X))r < (L) (d+ 1Ky =" (EN?(X))? .

= q—1

(c) Dans le cas ou 0 < p < ¢ < 1, on procéde de méme qu’en (b) en choisissant «

949D > 1; le cas (b) permet alors de conclure. []

suffisamment proche de 1 pour avoir 4=

B. Concentration et intégrabilité

L’intégrabilité des chaos gaussiens peut se déduire de propriétés de concentration de leurs
lois a partir de leurs parametres moyens ; nous énoncons auparavant un lemme qui compare
la variance faible et la médiane du vecteur gaussien g. Nous notons O la boule unité fermée
de 62.

LEMmME 17. — Soit N une jauge sur RN. On a alors
(i) EN?(g) > supjeo N?(h),
(ii) suppeo N(h) < 2med(N(g)).
DimonsTRATION. — Commencons par rappeler un corollaire du théoreme de Hahn-Banach.

LEMME (cf. [FER2], [FER3]). — Soit N une jauge sur F. Il existe une suite (y™)p>1
du dual topologique F’ telle que

N(-)=sup|<-y" > |
n>1

(i) Le dual topologique de RN étant I’espace des suites réelles a support fini R(N), une
minoration simple et I'inégalité de Schwarz impliquent que

EN?(g) > supE < g,y" >*
n>1

= sup Z(yZ)Q =sup sup < h,y" >>
n>1 k>1 n>1heO

= sup N%(h).
heO
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(ii) Pour tout n > 1, la table de la loi normale d’une part et la définition de la médiane
d’autre part donnent

1 1

P{|<g,y">|< 5\/E| <gyr>Pr<g,
1

P{| <g,y" > | <med(N(g))} > 3

par comparaison, on en déduit que pour tout n > 1,

1
med(N(g)) = £ VBT < 9.7 > P
d’ott le résultat. []

Le théoreme qui suit est I'analogue de celui présenté dans [L-T] pour les chaos gaussiens
d’ordre 2; nous n’utilisons que 2 parametres au lieu de d + 1.

TuEOREME 18. — Soient Y = Y (gt,. .., g%) un chaos gaussien homogéne découplé de degré
d a valeurs dans F' et N une jauge sur F'. Posons

o= sup (NoY)(h' ... n?).
hl,...,hd€O

On suppose de plus existence d’un réel M tel que

1

d
Alors

-1, )

t
P {(NOY)(gl, g > MY (k> (2t)" +atd} <e T.

k=0
DEMONSTRATION. — Introduisons d’abord quelques notations : notons h* le vecteur
(R, ..., hF), g% le vecteur gaussien (¢g**1, ..., g%) et g le vecteur gaussien (g!,...,g%);
enfin, S¢ désigne le groupe symétrique a d éléments et x4—* étant le vecteur (z**!, ... z9)
de (RN)d_k, on note s(z?*) le vecteur (z5*+1) . 25(d)) pour tout s € S¢.

(a) On suppose pour commencer que le chaos découplé Y est défini par une somme finie et
que N est une semi-norme continue. Montrons d’abord par récurrence sur k € [0,d — 1] que

1
k _d—k k

Le rang k = 0 correspond a I’hypothese du théoréme; supposons l'inégalité (x) vraie au

rang k — 1 et considérons le sous-ensemble de (RN)d_k

A= {z :P{ sup (NoY)(h* ' ¢F 2) <2 M) > 1/2},
hk—1c@Ok—-1
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une évaluation simple, le théoreme de Fubini et I’hypothese de récurrence impliquent
1
P{g" " e A} + JP{g" " € A%}

> Ega+P { sup  (NoY)(h* ! gF gl k)< 2k—1M}
hk—leokfl

1

= 1= Sarmag

on obtient donc

1

11 résulte alors de la définition d’une médiane et du lemme 17(ii) que pour tout z de A,

k=1 A1 > med { sup  (NoY)(h* 1 gF 2)

hk—leok—l
1
> = sup (NoY)(h* 2);
2 hkeok
d’ou
_ _ 1
P{ sup (VoY) gh ) < 2r b > Pt e ) 2 1
€0
ce qui démontre (x).
Rappelons le théoreme de Sudakov-Tsirelson-Borell dans (RN)d :
LEMME (cf. [FER2]). — Soit B wune partie mesurable de (RN)d telle que
P{g e B} > 1/2. Pour toutt >0, on a alors
P{gc B +t0%} > t e,
{ge B+ 1> N Nor u.

On constate d’apres (x) que le sous-ensemble de (RN)d

B={x: sup sup sup (NoY)(h* s(x?%))<2FM}
0<k<d sS4 hkeOk
est de mesure supérieure & 1/2. Pour tout couple (x,h) € B x 04 la d-linéarité et la
symétrie de Y impliquent

d
Y(x+th)=Y(x)+t> Y(z',... 2" n5 2" 2 4+ 7Y (h),
k=1
d—1 d
(NoY)(x+th) < Mkz_o (k> ok tk 4 o,
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d’ot

—u?/2

d—1
d e 2
PS(NoY)(g)>M ( ) oFtk L otd b < / du < e /2,
{ i .

(b) On ne suppose plus que Y est une somme finie; d’apres la proposition 7, on a presque

surement

Y(g) = lim Y,(g),
(NoY)(g)= lim (NoY,)(g)

n—oo

ol Yn(g) = > ,+<, biG;. Si l'on note o, et M, les parametres associés & Y, on montre
aisément que o = sup,, 0, et que l'on peut choisir M,, égal & M. Le cas (a) nous fournit
donc

d—1
sup P {(Nan)(g) > MZ <Z> 2k th +Utd} <e /2
" k=0

et d’apres la convergence presque str de (Y,,) vers Y

d—1
P {(NoY)(g) > MI;) (Z) ok ¢k +crtd} <e /2

(c) Dans le cas général, la jauge N est la borne supérieure d’une suite croissante de
semi-normes continues (N;);>1. Le cas (b) fournit ainsi pour tout { > 1

d—1
P {(Nz oY) (g) > M) (Z) 284 +01td} <e /2

comme on a o = sup; 0; et que chaque M; peut étre choisi égal a M, on peut conclure en
faisant tendre [ vers l'infini. []

Pour étre complet, rappelons le résultat précis sur I'intégrabilité exponentielle des chaos
gaussiens homogenes.

TutoriME 19 (cf. [LED2], [A-G]). — Soient Y = Y(g',...,9%) un chaos gaussien
homogéne découplé de degré d a valeurs dans F' et N une jauge sur F'. Posons

o= sup (NoY)(h' ... ,n?).
hl,...,hd€O

On a alors

I |
(i) Jim logP{(NoY)(g",...,¢%) >t} = -

2 )
201d
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SYIN)

1<(NoY)(gl,,..,gd)> <00 = a> 0.

ii) Eexp =

(it) Eexp 5 -

REMARQUE. — Le théoreme 19 reste vrai pour un chaos gaussien non découplé de degré fini
(voir [A-G], 4.6) : s’il s’écrit X(g) = >° <4 apHp(g), le paramétre o correspondant sera

a
o= sup N(E apHy,(g+ h)) =sup N —2 R,
heO |;%::d P heO “}::d /D!

o, comme 'usage le permet, p! et h? désignent les produits [[,~; px! et [~ RE*.

C. Un lemme d’intégrabilité

Nous savons que par définition, un chaos gaussien X découplé ou non est fortement
intégrable puisque pour toute semi-norme continue N sur F, N(X) est intégrable.
Dans le cas des chaos découplés, on peut facilement préciser et renforcer ces propriétés
d’intégrabilité.

LeMME 20. — FEtant donnés deur espaces de Fréchet séparables E et F, soit Li(E,F)
Uespace des applications k-linéaires mesurables de E* dans F, p une mesure gaussienne
centrée sur E et N une pseudo-semi-norme sur F'. Pour tout Q € Li(E, F), on a alors

V@ > sa<t = [NQats S
(1—0421_’“)%

ot C est une constante absolue.

DMONSTRATION. — On procede par récurrence sur k. Ce lemme est bien connu si k& vaut
1 : en effet, Papplication linéaire @) est alors un vecteur gaussien centré dans F et (voir
[FER1]) :

C

u{N(Q)>1}§a<1:>/N2(Q)du§ TRt

Supposons le résultat vrai au rang k et soit Q € L1 (E, F) tel que :

pPFUN (Q) > 1} <a < 1.

Notons @, l'élément de Li(FE,F) déduit de @ en fixant une variable z. Posons
B={z : u®{N(Q,) > 1} > a2} et appliquons lui I'inégalité de Chebychev :

(S

pB} <a™h [ WP N(@) > (o) <
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L’hypothese de récurrence implique alors que pour tout z € B¢,

Ck
2 ok < .
on a ainsi
Ck 1
u{% ZL/QDJQUQI)dM®k > ______;i;_EE} <az.
(1—a2™)

Posons de plus pour tout x € E,

M) = ( [ 3@ g

Par définition et d’apres le théoreme de Fubini, I'application M est une pseudo-semi-norme
sur Fetona:

Ck
ple s M2 @) > ———} <al;

(1=a2 ")

en appliquant le lemme au rang k = 1 en prenant M comme pseudo-semi-norme avec

F=FetQ=1idg,il vient :

[N

/M2(x)u(dx)§ ( i )Qk X <1 C;M%>2 < (1_zz+:)2k+27

1—a2*

soit :
Ck—{—l

[ N @aduet <

(1 . ()(Q_k)2k+2 )

C’est le résultat au rang k + 1. []

REMARQUE. — Sous les hypotheses du lemme 20, on peut montrer suivant le méme schéma
que pour tout p > 0 on a

Cp

(1 _ anfk)pk ’

pPHINQ) >1}<a<l = /Np(Q)d;L@k <

ou C), est une constante dépendant de p.

APPLICATION. — Soit Y un chaos gaussien découplé de degré d a valeurs dans R®, S étant,
un ensemble dénombrable. Dans ces conditions, il existe une constante Ky telle que

P{sup|Y(s)|>1}<a<1l = Esup|Y(s)]® < Kga-
seS ses
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Pour le voir, notons @) I’élément de Ly ((RN)d ,RNXS ) défini par

Qns(uty. .. ut) = Z bi(s)Ui,
*<n

1 ..
i1

avec ¢* = maxj<p<dir et U; = u -ufd. Posons de plus pour tout z € RNXS,

Vs (x) — { lim,, |xn,s| S% elle existe,
+00 sinon .

On constate alors que sup,cg |s(-)| est une pseudo-semi-norme sur RINXS ot que, d’apres
la proposition 7, sup,cg |¢s 0 Q(g*, - . ., g%)| est presque siirement égal & sup g |Y(s)]. On
conclut alors en appliquant le lemme 20.
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Chapitre 11
Lois zéro-un pour les chaos gaussiens

Les lois zéro-un pour les polynomes d’un vecteur gaussien ont déja été étudiées par Rosinski,
Samorodnitsky et Taqqu [R-S-T]. On se propose ici de les établir simplement en utilisant
le théoreme de Fubini et I'invariance par rotation d’une mesure gaussienne centrée. Notre
point de vue provient d’un travail de Borell [BOR1] peu exploité et utilise une formule de
polarisation [A-G] , [KWA] légerement différente de celle du lemme 8 et qui joue un roéle
central dans ce chapitre.

1. Polynoémes dans les espaces de Fréchet séparables

Nous commencons par préciser la notion de polynome. Soient E et F' deux espaces de
Fréchet séparables munis de leurs tribus boréliennes B (E) et B (F).

DEFINITION 21. — Un polynéme de degré inférieur ou égal a d de E dans F est une
application mesurable de la forme

d
x|—>SO—|—ZSk(x,,a:)
k=1
- k
ou pour tout entier k, Sy est un élément de S(E*, F), I’espace des applications k-linéaires,

symétriques et mesurables de E* vers F. Ces polynémes forment un espace vectoriel noté

PUE, F).

REMARQUE. — La propriété ” .Sy symétrique” n’est pas restrictive puisque sur la diagonale
(x,...,x) une application multilinéaire et sa symétrisée coincident.

A. Trois lemmes élémentaires

Dans ce paragraphe, on présente sous forme de lemmes les trois étapes qui constituent
le schéma de démonstration du théoreme principal i.e. la loi zéro-un pour les polynomes
de P4(E, F). Ces lemmes, dont I'un est nouveau, tiennent compte de deux idées diies &
Rosinski, Samorodnitsky et Taqqu :

(i) Si la partie homogene maximale R d’un polynéme P n’appartient pas a un sous-
espace vectoriel mesurable V' presque strement, alors P n’appartient pas a V presque
stirement.
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(ii) Si la partie homogeéne maximale R appartient a V' presque stirement pour la mesure
produit, on peut se ramener a un polynome de degré inférieur et conclure par récurrence.

Dans toute la suite, pu désigne une mesure gaussienne centrée sur E, V un sous-espace

vectoriel mesurable de F' et d un entier positif.

LEMME 22. — Soit P un polynome de degré d et R sa partie d-homogene. On a alors
d
p®4{xy, .. gt R(zy,...,zq) €VY > [p{z : P(z) eV} .

DEMoNSTRATION. — Pour faciliter la lecture, on utilise quelques notations : soit
e € {—1,1}4 de coordonnées (e, . ..,&4). On définit (rq,...,r4) comme suit :

rg=rq1 =242

Th1 = V27, pour k=1,...,d— 1.
On a donc la relation de récurrence ry_o = y/ri_; +r2. Posons pour tout k € [1,d]
Te = ToTo +T1€1%1 + -+ - + TkELTE-
(a) Montrons d’abord que

d
PP ve € (~1,1}4, P(z.q) € V) > [p{z : P(z) € V}]* . (%)

Pour cela, on note E;, I'opérateur d’intégration en (g, ..., ;) par rapport & u® ! et on
introduit la suite (pg)r<q définie par

po=p’{z: P(x) eV},
P = EO,uQ{a: : P(roxg —roz) € V, P(roxo + roz) € V},
pey1 = Epp®{a : Ver, . e € {=1,1}, Pk + rieraz) € V.

D’apres le théoreme de Fubini, en distinguant les deux cas €4 = —¢4_1 et €4 = €41 et par
la propriété d’invariance par rotation de u, le membre de gauche de (x) s’écrit

Eq_op®*{z,y : Ve1,...,e4, P(c,4—2 + €a—1[ra—17 + r4cqy]) € V'}

P(zeg—2+¢cqg_1[ra—1x —rqy]) €V }
P(xe a2 +eqi1lrarz+rayl) eV
=Eq op®{z : Ver,...,ea-1, P(Tc 4o + Ta—2e4_12) € V}

::Ed—2/1/®2 {xvy : vgla"'vgd—lv

= DPd-1;
de plus, on a pry1 > pi pour k € [0,...,d — 1]. En effet, d’apres I'inégalité de Jensen et
I’argument précédent

VDi+1 = Ek,u{:v P Ver, .o ek, P(Xe ko1 + ThERTE + ThER+1T) € V}
=Ep_1p®*{z,y : Ver,... enp1, P(@e g1 + klriz + rreppry]) € V)
P(xep—1 +eprrr —riy]) €V }
P(ze g1 +eprer +riy)) €V
= Ek_1u2{x tVey, .oy ek P(@e g1 + ExTp—12) € V},

:Ek,1N®2 {'Tvy D VEL .k,
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N . oy 7 . ’ oy 7 . d— ’
c’est & dire pg11 > pi. En itérant cette inégalité, on obtient pg_1 > p? ' ; on a donc prouvé

(%)
(b) Soit € = (e1,...,e4) une suite de Rademacher. Une version plus simple de la formule
de polarisation présentée au paragraphe 3 du chapitre I (voir aussi [BOR1]) nous donne

—1

d
R(wl,...,wd):[dln)\k E.e1---eqaP(xc4);
k=1

d’apres (x) et la linéarité de V', on déduit facilement que

Qdfl

/J®d{$1,...,$dIR(ZL'l,...,.Td)GV} > Pd—1 Zpo ’
ce qui acheve la démonstration. []

LemME 23. — Pour tout k > 0 et R € S(E*, F),

pC{ey o xp s R(xy,...,x1) €VY = Ooul.

DEMONSTRATION. — On procede par récurrence sur k. Si k£ vaut 1, I'application R est
linéaire de E dans F'. Dans ce cas, 'ensemble {x : R(x) € V'} est un sous-espace vectoriel
mesurable de E et il est bien connu (voir [FER1]) que p{z : R(z) € V} = Ooul.
Supposons la conclusion du lemme vérifiée au rang k > 0 pour tout élément de S(E*, F) et
soit R € S(E*Y F). Posons p = u®* 1 {xy, ... a,x : R(z1,..., 2%, ) € V} et montrons
que

p>0=p=1.
D’apres le théoreme de Fubini et I’hypothese de récurrence, on a
p:u{x c o wy, o s R(xy, ... 2k, 2) EV) = 1} >0;

en remarquant que {x s uCR o s R(wy,. . ap, ) €V = 1} est un sous-espace
vectoriel mesurable de E, le lemme appliqué au rang 1 fournit p = 1. []

LeMME 24. — Soit R un élément de S(E?, F) satisfaisant
p®iwy, . xg  R(wy,...,xq) €V} =1.
Alors il existe un polynéme P dans P4~ (E, F) tel que

plr : R(x,...,z)+ P(x) e V} =1.
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DEMONSTRATION. — Prenons pour commencer le cas particulier d = 3. Soit R € S(E?, F)
satisfaisant I’hypothese du lemme. Posons

Y1 =T — I,
Yo = (33 +$1) — \/§$2,
ys = (z + x1) + V2zs.

La propriété d’invariance par rotation de p montre que 'application trilinéaire R(y1, ¥2,y3)
a méme loi que R(v/2x,2x1,222); V étant un sous-espace vectoriel mesurable,

p®3{x, w1, 20 ¢ R(y1,y2,y3) € V} = u® {x, 21,20 : R(z,21,20) €V} = 1. (%)

Par ailleurs, en écrivant R(y1, y2,y3) en fonction de z, x1, x2,

R(yh Y2, yS) = R(aja -va) + R(LE, x, 371)
+ R(x,z1 — V2ry, 11 + \/53:2) + R(x, —x1, 21 + \/§m2)
+ R(x, —x1, 71 — V2x2) + R(—x1, 21 — V229, 71 + V213) ;

le théoréme de Fubini appliqué & (x) montre 'existence d’un couple (29, 29) € E? et d’un
polynéome P € P? (E, F) s’écrivant explicitement

P(z) = R(z,2,2%) + R(z,2Y — V223, 2] + V229
+ R(z, =%, 2% + v228) + R(z, —2f, 2] — V243)
+ R(—af, 2} — V229, 20 + v/2a5)
tels que p{z: R(z,z,x2)+ P(z) e V} = 1.

On procede de la méme fagon pour tout d > 1. Soit R un élément de S(E9, F) satisfaisant
I’hypothese du lemme. Posons

Yo =&,

k—1 k—1
Y =Uh—1—2"2 T Y =Uk-1+2 2 xppourk=1,...,d—1,

Yd = Yd—1-
Comme dans I’exemple précédent, les variables y; ont été définies de sorte que R(y1, ..., Yd)
k—1 k—1
ait méme loi que R(v/27,271,...,277 249,27 x4_1). Comme R est d-linéaire et V un

sous-espace vectoriel mesurable, on en déduit
®d ‘R 14
pedz, 1, ..., xq—1: Ry1,...,yq) €V}
= pu®x .. xg 1 Rlz,zq,...,24 1) €V}
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en développant R(yi,...,yq) sous la forme R(x,...,x) + Py, ... 4, ,(z) OU Py, 4, , est

un polynéme P! (E, F) lorsque (x1,...,74 1) est fixé et en appliquant le théoréme de
Fubini, on montre Uexistence de (z9,...,29 |) € B! tel que

i {:E : R(x,...,x)+ Ppo a0 (2) € V} =1.

[

REMARQUE. — Dans [R-S-T], Rosinski, Samorodnitsky et Tagqu remarquent que la
principale difficulté est de généraliser le cas d = 2 (pour lequel il existe une méthode
spécifique) au cas d > 2. Ils développent d’ailleurs une autre technique pour ce dernier. La
méthode présentée ici a partir du lemme 22 est simple et générale.

B. Le résultat principal

THEOREME 25. — Soient V' un sous-espace vectoriel mesurable de F' et P un élément de
P4 (E,F). Alors

pu{PeV} = 0oul

DEMONSTRATION. — On procede par récurrence sur d. Si d vaut 0, le polynéme P se réduit
a un vecteur constant de I et le théoreme est immédiat. Supposons maintenant le théoreme
vrai pour k € [0,d — 1] et que u{P € V} > 0 pour P € P?(E, F). Notons R la partie
d-homogeéne de P de sorte que P — R est un élément noté T de P? ! (E, F). Les lemmes
22, 23 et 24 appliqués successivement & R fournissent ’existence de Q € P41 (E, F) tel
que

p{z: R(z,...,z)+ Q(z) e V} =1.
En considérant I'intersection de { P € V'} avec I’ensemble presque sir ci-dessus, il vient
pla s P(x) e Vi =pfe: T(z) - Qx) € V],
et I’hypothese de récurrence nous donne
p{z: P(x)e V}=1.
[
2. Application aux chaos gaussiens de degré fini

Rappelons qu’un chaos gaussien X de degré d a valeurs dans F' peut s’écrire comme limite
presque stire d’une suite de polynémes :
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d

X = llm Z Z apH,

k=0 Ip|=k
p*<n

ou p* = max{k : pp > 0} et a, est dans F'.

Nous disposons d’une loi 0-1 pour les polynomes et il n’est pas tres difficile de la généraliser
aux limites en probabilité de polynomes.

THEOREME 26. — Soient P(F, u) la fermeture en probabilité de P4(E, F) dans L°(F, i),
P un élément de P4(F, 1) et V un sous-espace vectoriel mesurable de F. Alors

p{PeV} = 0oul

DEMONSTRATION. — Prenons une suite Q = (Qp),>1 in P4E, F) telle que presque
strement
P = lim @Q,.
n—oo

La suite Q peut étre vue comme un élément de P¢(E, F N) et si on note m, 'application
n-ieme composante sur FN, on a presque surement

P = lim m,Q.

n—oo

Définissons par ailleurs le sous-espace vectoriel mesurable de FN

V' = {y € FN : lim 7,y existe et appartient a V} ;

n—oo

Le théoreme 25 montre alors que u{@ € V'} vaut 0 ou 1 et on conclut en remarquant que

p{PeVi=p{QeV'}.

[

REMARQUE. — L’argument de passage a la limite se réduit ici & la mesurabilité de V'.
Si on note A(B) l’ensemble {z € FN . limz, existe appartient a B} et F la famille
{B € B(F): A(B) € B(F N)}, on montre aisément que F est une tribu contenant toutes
les boules fermées et donc coincide avec B(F'); la mesurabilité de V' = A(V') s’ensuit.

On peut énoncer également une loi 0-1 pour les processus définis par des chaos gaussiens
de degré fini. Soit 7" un ensemble, F' un espace de Fréchet séparable et considérons I’espace

vectoriel mesurable (F ' B(F )®T>.
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COROLLAIRE 27. — Soient X (g) une fonction aléatoire vectorielle telle que pour toutt € T,

Xi(g) est un chaos gaussien de degré d a valeurs dans F et V' un sous-espace vectoriel
mesurable de F1'. Alors

P{X(g) eV} = 0oul.

DEMONSTRATION. — D’apres le théoreme de Kolmogorov, on peut supposer 17" dénombrable :
dans ce cas G = F'T est un espace de Fréchet séparable; en prenant RN pour E et Py pour
t, on sait d’apres le rappel en début de paragraphe que la fonction aléatoire X appartient
a PG, u) et d’apres le théoréme 26, on a

p{X eV} = 0oul.
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Chapitre 111
Chaos gaussiens sur un espace métrique compact :
un théoreme de continuité

On va généraliser aux chaos gaussiens de degré quelconque un résultat classique sur les
fonctions aléatoires gaussiennes [FER3]. La version informelle du théoreme que nous allons
démontrer est la suivante : si un chaos gaussien est continu en probabilité sur un espace
métrique compact et presque stirement continu sur un sous-ensemble dénombrable dense,
alors il admet une modification a trajectoires continues. Pour cela, nous utiliserons, outre la
méthode de découplage, les techniques d’oscillations numériques [I-N] que nous présentons
un peu plus loin.

0. Préliminaires

Dans tout ce chapitre (T, ) sera un espace métrique compact et T* une partie dénombrable
dense de T'.

DeriNtTION 28. — On appelle chaos gaussien de degré d sur T la fonction aléatoire
X : T — R ou, pour toutt € T, la variable aléatoire X (t) est le représentant (cf. 1.2.C)
d’un chaos gaussien réel X(t) de degré d.

Nous introduisons dés maintenant la propriété (P) suivante pour une fonction aléatoire &
sur T':
(P1) £ est continue en probabilité,

(P2) Vt e T, P{ lim £(s) = g(t)} ~ 1.

seT*

1. Le résultat intermédiaire pour les chaos homogenes découplés

THEOREME 29. — Un chaos gaussien homogene découplé Y de degré d sur T vérifiant (P)
admet une modification a trajectoires continues.

REMARQUE. — La condition (P2) se renforce pour Y sur 7" : le lemme 20 montre qu’elle est
équivalente a
VteT, lmE sup |Y(s)—Y(t)]=0.

7]4)0 5(s,t)<n
seT*
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Pour la démonstration, on utilise les notations du théoreme 29 : on suppose que le chaos
gaussien découplé homogene Y vérifie la propriété (P). Procédons par récurrence sur d. Si d
vaut 1, Y est une fonction aléatoire gaussienne et le théoréme est connu [I-N] ; supposons-le
vrai au rang d — 1. Le passage au rang d se fait en trois étapes : on décompose Y en somme
de deux séries, I'une faisant apparaitre des combinaisons linéaires conditionnelles de chaos
découplés de degré d — 1, autre par voie de conséquences ayant les mémes oscillations
que Y ; on montre ensuite que, comme dans le cas des fonctions aléatoires gaussiennes, ces
oscillations sont non-aléatoires.

A. Séries extraites du chaos homogéne découplé Y
Dans un premier temps done, on examine une partie de la série Y b;G; définissant Y.

LeMmME 30. — Posons i, = minj<i<q iy pour tout i de N<. Pour tout | de N, on pose de
plus

Si(t) =) bi(t)Gi.

i, <l

Dans ces conditions, le chaos gaussien homogéne découplé S; admet une modification a
trajectoires continues.

DEMONSTRATION. — On écrira simplement £ = ( lorsque la fonction aléatoire £ sera une
modification de la fonction aléatoire (. On notera aussi E[¢|B] la classe t — E[£(t)|B] de
fonctions aléatoires pour la relation d’équivalence =. Fixons un entier [. (a) Etant donné
un entier j, on définit le sous-ensemble I,; ; de N¢ comme suit :

Iy =Nt < {51

Montrons que E[Y|By, ], ou By, . est la tribu engendrée par ’ensemble {gfk D > 1,
1 <k <d-1, ig = j}, est un chaos gaussien découplé homogene admettant une
modification a trajectoires continues. En effet, il vérifie (P) puisque c’est une espérance
conditionnelle de Y et le lemme 5 montre que

E[Y|de,j]£g;'i Z bi,jGi;
ieNa-1

on remarque que cette derniere série est un chaos découplé homogene de degré d — 1
vérifiant (P) et qui, par hypothese de récurrence, admet une modification & trajectoires
continues.

(b) Soit I le sous-ensemble de N¢ suivant

I; =N [1,1].
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On constate alors que si By, est la tribu engendrée par l’ensemble {gfk Doa > 1,
1<k<d—1,1<ig<l},

EY|Br,] =) E[Y|B1,,];

j=1

le résultat (a) appliqué a chacun des termes du second membre montre que E[Y|B;,] a une
modification a trajectoires continues. Plus généralement, en considérant le sous-ensemble
de N¢

Iy =Nx---xNx [1,1] XN x -+ XN
~~

k'-ieme facteur

et la tribu By, engendrée par I'ensemble {gfh s > 1, k# K, 1 <ip <}, le chaos
gaussien découplé E[Y'|B;,,] a une modification a trajectoires continues.

(¢) On itere (b) pour montrer que S; admet une modification a trajectoires continues.
Avec les notations du (b), posons

Yo=Y
Yi= Y1 — E[Yi_1|Br,]

Le chaos Y; vérifie la propriété (P) car Yy et E[Y;|Br,] la vérifient; en appliquant
(b) & Y1, on prouve que E[Y1|B,] admet une modification & trajectoires continues.
En itérant cet argument, on montre ainsi successivement que les chaos E[Yj;_1|Br,]
admettent des modifications a trajectoires continues. On remarque de plus qu’intégrer
Y1 conditionnellement a By, revient a supprimer tous les termes dont les multi-indices 4
ont une k-ieme coordonnée plus grande que . Si Jj, est 'ensemble {3 : i, <1, minjyi; > [},
on a ainsi par construction

E[Yk_1|B]k] = Z bZGz 3

1€Jy
sachant que {Jj }1<k<q est une partition de {7 : i, < j}, on en déduit

d

S; = ZE[Yk—1|Blk] ;
k=1

d’ot1 le lemme. []
B. Oscillations numériques du chaos homogéne découplé Y

DeriNiTION 31. — Soit f une fonction sur lespace métrique compact (T,0). Notons
C(t,u,n) (resp. C(t,n)) le sous-ensemble {(s,s’) : min(d(s,t),d(s',t)) < u, i(s,s’) < n}
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(resp. {(s,s") : min(d(s,t),d(s',t)) < n}) de T* x T*. Les oscillations numériques de f
sont les fonctionnelles

W(f,t,u)=lim sup [f(s)— f(s')],
n_'OC(t,u,n)

W (f,t) = lim sup [f(s) — f(s)I.

=0 C(t.n)

On vérifie aisément les propriétés suivantes :
(i) la fonction u +— W(f,t,u) est croissante et W (f,t) = lim,_o W(f,t,u).
(ii) si g est une fonction continue sur (7',6), alors W(f + g,t,u) = W(f,t,u).

Si & est une fonction aléatoire sur (7,9), ses oscillations numériques sont a priori des
variables aléatoires. Dans le cas particulier des chaos gaussiens, on a le lemme suivant :

LEMME 32. — Pour tout couple (t,u) de T x RT, [loscillation W(Y,t,u) est presque
surement constante.

DEMONSTRATION. — Notons d le degré de Y et soit C; la tribu engendrée par la famille
{g;?;j < 1,1 <k <d} et C la tribu complétée engendrée par U;C;. Le chaos Y est
clairement C-mesurable et il en est de méme pour W (Y, t, u), ceci pour tout couple (t,u)
dans T' x R*. Mais d’apres le lemme 30 et la propriété (ii) ci-dessus, pour tout entier [, on
a presque surement

W (Y, t,u) =W — S, t,u);
on en déduit que W(Y,t,u) est indépendante de C; pour tout [ et par conséquent

indépendante de C. L’oscillation W (Y, ¢,u) est a la fois C-mesurable et indépendante de C,
elle est donc presque stirement constante. |[]

On procede maintenant suivant les schémas classiques.

LEMME 33. — La fonction d’oscillation du chaosY est presque stirement nulle sur T'. Plus
précisément,

PVt e T, W(Y,t) = 0} = 1.

DEMONSTRATION. — Le lemme 32 nous dit que pour tout couple (¢,u) de T x R™, il existe
un nombre a(t,u) de R tel que

P{W (Y, t,u) = alt,u)} = 1;
soit alors ’ensemble 2y mesurable et presque str suivant

ﬂ {W(Y,s,u) =a(s,u)};
(s,u)eT*x Qf
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fixant w dans €, on vérifie que pour tout triplet (s,t,u) de T'x T x RT,

W (Y (w),s,u) < W(Y(w),t,2u)

0st) <u= {a(s,u) < aft,2u) ;

comme T* est dense dans T, Q dense dans R et les applications u — W (Y (w),t,u) et
u — «a(t, u) croissantes, on déduit de cette derniére implication que pour tout ¢t dans T’

W(Y (w),t) = lim W(Y (w), t,u) = lim a(t, u).

u—0 u—~0

Posons a(t) = lim,_,¢ a(t, u) ; nous avons donc prouvé que
P{w : W (Y(w),t)=a(t)} = 1.

Il reste & montrer que la fonction « est identiquement nulle sur 7'; or d’apres la propriété
(P2), on sait que pour tout ¢t de T

P{w : W (Y(w),t) =0} =1,
et en choisissant w dans 'intersection des deux ensembles presque surs ci-dessus, il vient
a(t)=0. []
C. Continuité du chaos homogéne découplé Y

On peut a présent construire une modification a trajectoires continues pour le chaos Y.
Prenons w dans I’ensemble )y presque str du lemme 33 : pour tout ¢t dans 7', la famille
{Y(w,s), s € B(t,e) N T*}.|o est un filtre de Cauchy dans R; il converge donc vers une
limite L(w, t). On pose alors

0 sinon.

La propriété (P2) assure que la fonction aléatoire Y’ ainsi définie est une modification
de Y puisqu’on a alors Y (t) = L(t) presque sirement; la modification Y’ est de plus a
trajectoires continues sur 7" car pour tout w dans g et ¢ dans la é-boule B(tg,7), on a

|L(wat) - L(wat0)| < |L(w7t) - L(w, S)| + sup |L(wa S) - L(wa 3/)| + |L(w, S/) - L(wat0)| )
C(to.n)

ot 'on peut choisir s et s" arbitrairement dans B(tg,n) N T*, ce qui permet de conclure.
2. Le théoreme principal

THEOREME 34. — Soit X un chaos gaussien réel de degré fini d vérifiant la propriété (P) sur
Uespace métrique compact (T',9). Le chaos X admet alors une modification a trajectoires
continues.
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DEMONSTRATION. — Par récurrence sur le degré d. Le théoreéme est trivial si d est nul;
supposons-le vrai au rang d — 1 et considérons un chaos gaussien X de degré d vérifiant
la propriété (P). D’apres le lemme 8 du chapitre I, la partie homogéne découplée de degré
maximal de X que ’on note )/fd est de la forme

Z asX(ge)a

ee{—1,1}4

elle vérifie donc la propriété (P). Le théoreme 29 permet de conclure que X, admet une
modification a trajectoires continues. Montrons a partir de la que la partie homogene X,
de degré maximal de X admet aussi une modification a trajectoires continues. Pour cela,
on utilise I’équivalence des propriétés suivantes [NEV] qui est vraie pour toute fonction
aléatoire & sur (7,0) :

(i) £ admet une modification a trajectoires continues sur (7, 4),

(ii) Pour toute partie dénombrable S de T,

P{lim sup [&(s) — () =0} =1,
N—0 4(s,s")<n
s,s’es
(iii) £ est continue en probabilité et il existe un sous-ensemble T* dénombrable dense de
T tel que
P{lim sup |&(s)—¢&(s')|=0}=1.
n—0 d(s,s’)<n
s,s’eT*
Montrons le point (ii) pour le chaos Xg; le lemme de recouplage 11 du chapitre I et
I’inégalité de Jensen conditionnelle impliquent en effet que

sup [ X4(9)(s) = Xa@)(s)| < & sup [BIRa(s)]g] ~ BLLu(s")g]|
it geity

< dB[ sup |Xa(s) — Xa(s)]|g),
ot

en intégrant et en faisant tendre n vers 0, on obtient

HmE sup |Xg(s)— Xq(s)| <d?LmE sup |X4(s) — Xa(s')|;
n—0 5(s,8’)<n n—0 S§(s,s8’)<n
s,s’es s,s’es

la propriété (ii) que )?d vérifie et le lemme d’intégrabilité 20 du chapitre I assurent que le
second membre de cette derniere inégalité est nul; le chaos X; a donc une modification
a trajectoires continues notée X/. Soit Z le chaos gaussien de degré d — 1 obtenu en
soustrayant & X sa partie homogeéne maximale Xg; ce chaos vérifie la propriété (P) et
d’apres ’hypothese de récurrence, il admet une modification & trajectoires continues notée



Continuité des trajectoires 44

Z'. On conclut en remarquant que Z’ + X est une modification a trajectoires continues de
X. |[]

Comme dans [FER4], on peut préciser la conclusion du théoréme principal :
THEOREME 35. — Soit X un chaos gaussien de degré d sur (T, 0) vérifiant la propriété (P).
Les trajectoires de X sont presque toutes continues.

DEMONSTRATION. — La propriété (P1) et le lemme d’intégrabilité 1.20 assurent que
linjection (T,6) — (T,dx) ou d%(s,t) = E|X(s) — X (t)|* est continue; il suffit donc de
montrer que les trajectoires de X sont presque toutes continues sur (7', dx). Comme les
sommes partielles X,, de X (cf. définition 7) sont continues sur (7, dx), on peut se borner
a montrer que, presque sirement, la suite (X,,)n>1 converge uniformément vers X sur le
compact T'. Or le théoreme 34 nous dit qu’il existe une modification Z de X (Z = X) a
trajectoires continues; Z est donc un vecteur aléatoire a valeurs dans I’espace de Banach
séparable C(T') et d’apres le lemme 1.20,

Esup | X (t)] = E sup | X ()| < oc.
teT teT

Dans la démonstration du théoreme 1.7, nous avons vu que si G,, est la tribu engendrée par
(9K)k<n;

E[X|Gn] = Xn ;
d’autre part, puisque Z = X, on a aussi
E[Z|Gn] = E[X|Gn] ;
en notant Z,, un représentant de E[Z|G,], il vient
Zn=Xn;

Pensemble 7™ étant dénombrable dense dans 7', Z, et X,, étant a valeurs dans C(7"), on
déduit 'existence d’un ensemble presque sur ), tel que

Vw e Qy, VEeT, ¥n>1, X, (w,t)=Z,(w,1).

Parallelement, (G,,)n>1 étant une suite croissante de tribus et Z fortement intégrable, le
théoreme de convergence des martingales implique que (Z,,),>1 converge p.s. dans C(T") et
il existe un ensemble presque sur 27 tel que

Vw € Qy, (Zp(w))n>1 converge uniformément sur 7.

Finalement, pour tout w € Q¢ N Qy, la suite (X, (w)),>1 converge uniformément sur 7" et
sa limite est par définition X (w). []
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Chapitre IV
Conditions suffisantes de mesures majorantes
pour les chaos gaussiens

Comme le chapitre précédent, ce chapitre traite de la régularité des chaos gaussiens sur un
ensemble 7', mais les conditions sont d’une autre nature : c’est en fonction des propriétés
de T muni d’une ou plusieurs (pseudo-)distances associées & un chaos que I'on étudie la
majoration ou la continuité des trajectoires. Nous résumons ici brievement les travaux
de C. Borell [BOR2| et M. Talagrand [L-T] sur les chaos gaussiens homogenes de degré
2, puis ceux plus récents de M.B. Marcus [MAR]| sur les chaos gaussiens homogenes de
degré supérieur a 2. Nous présentons ensuite une généralisation de ces résultats aux chaos
gaussiens non-homogenes de degré fini.

N.B. : Pour éviter toute confusion avec les éléments h de /5, on note a présent H, le
n-ieme polynéme d’Hermite au lieu de h,,.

1. Régularité des chaos gaussiens homogenes : les résultats connus
Commencons par rappeler la notion de mesure majorante.

DerINITION 36. — Etant donné un espace (pseudo-)métrique (T, d) et une fonction croissante
Y de [1,00] dans R™, on dit qu’une probabilité ju est une mesure majorante pour (T, d, ) si

D
1
su ——— )de < o0,
teE/O w<ﬂB(t>5)>

ot D est le d-diamétre de T et B(t,e) la d-boule fermée de centre t et de rayon e.

REMARQUE. — L’existence d’une mesure majorante implique que Despace (T,d)
correspondant est pré-quasi-compact [FER2].

Les mesures majorantes ont été introduites a 1’origine pour caractériser la régularité des
fonctions aléatoires gaussiennes (cf. [LIF]), c’est a dire des chaos gaussiens homogenes
de degré 1. Le premier résultat pour les chaos gaussiens homogenes de degré 2 faisant
intervenir des mesures majorantes est dii & C. Borell [BOR2] : soit X = (X(t))ter un chaos
gaussien homogene de degré 2 sur un ensemble 717; on a donc

X(t)= > aij(t)gig; + Z“ii(t)<gi¢_§l>’

i#j>1 i>1
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ou les coefficients a;;(t) sont symétriques (a;;(t) = a;;(t)). Posons dy(s,t) = E|X(s) —X(t)|.

THEOREME 37. — Supposons ’existence d’une probabilité pg sur (T, dy) telle que

K 1
lim sup/ log ——————ds =0,
=0 ter Jo po Bo(t, €)

ou Bg désigne une dy-boule. Alors le chaos gaussien homogene X de degré 2 admet une
modification a trajectoires continues sur (T, dy).

Ce résultat, qui peut étre généralisé aux degrés supérieurs, a été ensuite affiné par M.
Talagrand pour le degré 2 en introduisant une distance supplémentaire :

da(s,t) = sup | > (aij(s) — aij(t))hik;].

TuEOREME 38 ([L-T]). — Supposons lexistence de 2 probabilités py sur (T, dy) et ps sur
(T, dy) telles que

1 ! 1 1 : d
im su og ————— e =0,
n—0 t€¥/0 ( & to Bo(t, €) )

" 1
lim su / log ————~de =0,
n—0 teg 0 & po Ba(t, €)

ot B; désigne une d;-boule (i = 0,2). Alors le chaos gaussien homogéne X de degré 2,
admet une modification a trajectoires continues sur (T, dp).

REMARQUE. — On pourrait définir dy a partir des moments d’ordre 2 sans changer le
résultat (les moments sont équivalents); pour des raisons d’homogénéité avec do, nous
préférons les moments d’ordre 1.

La preuve initiale de ce théoreme comportant une lacune, M.B. Marcus en a rédigé une
autre plus générale [MAR] utilisant d’ailleurs des techniques proches de celles développées
par M. Talagrand dans des publications intermédiaires [TAL1|, [TAL2]|. Le théoreme
de continuité de Marcus fait intervenir m mesures majorantes pour un chaos gaussien
homogene de degré m : soit X un tel chaos sur un ensemble 7"; on a

X(t) = Z Qi ,...i () H Hji, ... i) (95),
T1yeenyim 21 j=>1
les coefficients a;, ... 4, (t) étant symétriques. Posons a;, ... i, (s,t) = aiy....i,. (S)—aiy ..., (T)

et définissons les distances dp, 0 < p < m, comme suit :

do(s, t) = E|X(s) — X(t)],

dp(s,t) = E sup Z Qi ooy (5, 1) H HiGy,imp) (95 Py _pir - P | -

IRIS1 040 im>1 j>1
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THEOREME 39 ([MAR]). — Supposons lexistence de probabilités p, sur (T, dp), 1 <p <m,
telles que

n 1 5
lim su / (lo 7) de = 0, 1<p<m,
n—0 teg 0 s pp Bp(t,€) P

ot B, désigne une d,-boule. Alors le chaos gaussien homogéne X de degré m admet une
modification a trajectoires continues sur (T, dp).

2. Généralisation aux chaos gaussiens non-homogenes

On se propose dans ce paragraphe d’étendre le théoreme 39 aux chaos non-homogenes.
Pour cela, on compare les distances associées a chaque partie homogene d’un chaos a des
distances associées au chaos tout entier; la technique d’extraction abordée en 1.3.C est a la
base de ces comparaisons.

A. Comparaison de distances et généralisation

Soit X = (X(t))ter un chaos gaussien centré de degré m défini par

=> D> i ® ] Higrin (99)

k=11%1,...,0,=1 7>1

ot j(it,...,ix) = ;1 L5,—5)- Posons a;, .., (s,t) = a;,,...i, (5) — a4,.....5;, (t). Pour chaque
partie k-homogene de X (k < m), considérons la suite de distances (d})o<p<) définie par

0o
d];(s, t) - E Sup Z ail;.... S t H J(’Lla 7’Lk7p)(gj)hik7p+1 o hlk )
|RI<T 1,  ie=1 j>1

Associons a présent au chaos X tout entier la suite de distances (dp)o<p<m définie comme
suit :

Z Z 1s- ﬂk St H J(i1,-0s0k) g]) )

k=1141,...,0i=1 7j>1

d ( E sup Z Z (SR (37 t) H Hj(ila“-:ikfp)(gj)hik—p-l-l T hik p=1
IMSL k=piv,in=1 =1
REMARQUES. —
(1) On utilise dans les distances définies ci-dessus la convention j(iy,...,i9) = 0.

(2) On suppose comme d’habitude les coefficients a;, ... ;, symétriques (invariants par
permutation de leurs indices).
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(3) Toutes ces distances sont finies d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que

27143"121 Ziolo,...,ik:1 a/?]_,...,’ik (S’ t) Converge'

Le lemme suivant compare toutes ces distances :

LEMME 40. — Soit k un entier positif inférieur ou égal a m.

(i) Pour tout entier p € [0,k — 1], il existe une constante Kj_,, telle que
k k
Vs,t €T, dy.i(s,t) < Kippdy(s,t),

(ii) Pour tout entier p € [0, k], il existe une constante K, _, telle que

dE(s,t m
wiet, B cqens S g,
—Pp

l=max(p,1)

DEMONSTRATION. — Dans toute la démonstration s et ¢ sont fixés. Pour prouver (i), fixons
k et p tels que 0 < p < k < m. Pour alléger I’écriture, nous posons r = k — p, entier qui
correspond au degré du chaos intervenant dans la distance d’;. Les inégalités de découplage,
qui peuvent se déduire du lemme 8 et du corollaire 11, montrent I’existence d’une constante
C, telle que

~1 k s
Cildi(s,t) < di(s,t) < Cpdi(s,t)

ou
o0
Tk 1
dp(s,t)ZEﬁlt'lp E Qiy oo, (858) G5, G Py oo Dy |-
<t|. ;
- 21,...,Zk=1

Notons Q! I’espace d’épreuves du vecteur orthogaussien ¢'; le théoreme 7 et le théoreme de
Fubini montrent 'existence d’un ensemble p.s. Q=1 c QF x ... x Q"1 tel que pour
tout (wl, . ,wr_l) € Q(l""”_l), la suite

Z iy, (37 t)gz‘ll (wl) T g:_;—}l (wr_l)g;;himul <o hi,

il,...,ikgn nZl

1

converge p.s. Fixons (w!,...,w™ 1) € Q(L-7=1) ot considérons la jauge sur RN définie par

Ni(z) = sup sup Z Qiy,oin (8,1)g5, (W) - - '9;:11 (W i hi e hig |-
|h|§1 nzl 11,.zk§n
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Le lemme 17 implique pour tout [ € N

E'N/(¢") > sup N7(R)

|h/[<1
2
> sup sup Z iy,ooig, (8:1) g0, (W) - '92:11 (W' ™ MVhi by by
|h[<1m2l | <n
2
> sup limsup Z aiy.in(8,0)gH (W) gl (WY R Ry, ey |
— |h|§]_ " 1yeeeslk ) 11 Tr—1 r r+1 k )

1] eyl <N

en intégrant cette derniere inégalité, il vient

oo

E sup Z Agq ... 0 (Sa t)gzll e g;;himq e hzk > &7;+1(37 t) ;

|RIST G, =1

le membre de gauche étant équivalent a

o0

E sup Z iy oo (S, 0) G5+ GF Ry - ha |

|1, =1

on obtient donc (7). Pour l’assertion (i), on ne démontre que l'inégalité de gauche. On
reprend pour cela la preuve du lemme 15 : étant donné un entier m arbitraire, il existe une
suite de fonctions (f,)o<p<m C L?*[—1,1] telle que

1 .
1 sip=gq
elfy(e)de = .
[ eneeE={; 5020
Posons K, = fi1 |fp(e)|de. Fixons un entier p compris entre 1 et m. Notant v la loi de g,
considérons les éléments X, (h) et X}(h) de L (RN, 7) définis par

Xp(h)(z) = Z Z iy ...y (5, 1) H Higy i) (@) iy iy
k=pi1,....ix=1 i>1

X5 (h)(z) = Z @iy, i, (5, 1) H Hijgy i) @i)hiy oo hiy, p <k <m.
i, =1 i>1

Rappelons que l'opérateur linéaire T'(¢) défini pour tout f € L2 (RN, ) par

T(e)f () = / flez+ v/1— 2y)y(dy)
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agit sur les polynomes d’Hermite généralisés de sorte que
€) H iinenin) (T3) = € H (i senin) (T e e [-1,1].
Jj21 7>1

On a donc

/ T(e)Xp(h) fu-p(e)de = XE(h), p<k<m.

—1

D’ou, en utilisant les propriétés de T'(¢) et le théoréme de Fubini,

| TOXoW @ fepl)dE| 7 ()

1

[ sup Xkt @) = [ sup

[h|<1 [h|<1

/ / sup |T(e) X, () (@) fi—p(e)]de ® 7(d2)

1|h|<1

- / 1 ( / s 1 >Xp<h><x>w<dx>> fremp(e)lde

< Kj_, sup /sup T ()X, (h)(z)|y(dx)

ee[-1,1]J |n|<1

<K, sup / T(e) sup | X, (h)()|y(dz)

ee[—1,1] |h|<1

— K], / sup |X,(h)(z)|y(dz),

|h|<1
soit encore

di(s,t) < K _,dy(s, ).

Dans le cas particulier p = 0, on pose

m
D=3 Y i (5:0) [[ Hrri ),
k= ].’Ll, ,’Lk 1 J>1
00
Xé“(h)(m) = Z Qi .0 (S, 1) H (1. Zk) 1<k<m;
2]yt =1 ji>1

on constate alors que

/1 T(e)Xo(h) fe(e)de = X5 (R), 1 <k<m,

—1

et on conclut comme dans le cas précédent. []

50
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REMARQUE. — On peut étre plus précis sur I’équivalence de d’; et d%p : si le coefficient
dominant des polynoémes d’Hermite est 1, on a
rm2db(s,t) < d¥(s,t) < Edk(s t)
§2 b — D I — /r! § 2 b *
On peut a présent généraliser le théoreme 39 :
THEOREME 41. — Soit X un chaos gaussien réel centré non-homogene de degré m. Notons

(dp)o<p<m la suite de distances associée. Supposons l’existence de probabilités p,, sur (T, d,),
1 <p<m, telles que

p
7 1 2
limsup/ (logi) de =0, 1<p<m,
n—0teT Jo pp Bp(t, €)

ot B, désigne une dy-boule. Alors X admet une modification a trajectoires continues sur

(T, dy).

Di:monsTRATION. — Il suffit de montrer que pour tout entier & € [1, m|, la partie homogene
de degré k de X, notée Xy, admet une modification a trajectoires continues sur (7', dg).
Fixons un tel entier k. D’apres le lemme 40 (ii), on a

di(s,t) < Kp—pdy(s,t), 0<p<k, (%)

ol (d];)ogpgk est la suite de distances associées & X. Les hypotheses du théoréme 41 et les
inégalités (x) montrent alors que pour tout entier p € [1, k],

n 1 5
lim sup/ (lo 7) de = 0,
n—=0teT Jo & pp BE(t,€)

ou B]’,f désigne une d';—boule; on conclut en appliquant le théoreme 39 au chaos Xy et en
remarquant que l'injection canonique (7', dg) < (T, df) est continue. []

B. Quelques compléments

Le schéma de preuve du théoreme 39 se construit a partir d’une inégalité de concentration
pour un chaos gaussien homogene. On montre ci-dessous qu’elle s’étend aux chaos gaussiens
non-homogenes (de degré fini) et comment elle intervient dans dans ce théoreme.

Pour cela, nous avons besoin d’un résultat semblable a celui de M. Arcones et E. Giné
([A-G], (4.11)); pour alléger les diverses expressions, on suppose dans tout ce qui suit que
les polynémes d’Hermite H,, ont un coefficient dominant égal & 1 :
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THEOREME 42. — Soit X = >"" | X, un chaos gaussien réel centré de degré m avec Xy, =
Z?loy._.’ikzl iy .. g Hj21 Hj,...i)(g5). On définit les réels oy et My,, 1 <r <k <m,
comme Suit :

>
O = sup E @iy,oig Piy e iy |
RIS =1
1 o0
My, = > E sup § @iy .. i HHj(il,...,i,ﬂ)(gj)hir+1 o ha |
ko (RIS =1 i>1

ol (Qtkr)1<r<k<m €st une suite de réels positifs vérifiant > -, Zﬁzl g, < 1/2. Alors

m k
k 1 u?
P! |X| > k =0 < Z -

DEMONSTRATION. — On définit les sous-ensembles By, ,, 1 <r < k <m, de RN suivants :

o0
N
Bi,=<qxz€R": sup g @iy .. i H it sein) (G5 iy o hiy | < My
<14, k=1 i>1

La définition des coefficients M}, , et I'inégalité de Tchebychev montrent que I’ensemble
B =, ﬂff:l By, est de mesure supérieure a 1/2 pour la loi de g; 'inégalité Borell-
Tsirelson-Sudakov (cf. preuve du théoreme 18) montre que pour u > 0,

P{g € B +u0 v eth Lo
€ B+u0O; >
t9 } /oo V2T

ou O est la boule unité de /5.

LEMME ([A-G]). — Les coefficients a;, ,....i, €tant symétriques, on a pour toutn > 1,
n
Z Qig,.oyig HHj(il,...,ik)(ZUj + uhj) =
D] 5-nns ip=1 j>1
k b n
k_
Z <T> “ ' Z il """ Ik H (7’17-~~7ir)($j)hir+1 hlk
r=0 ] yenes ip=1 ji>1

Si g est dans B + uQ, il s’écrit x 4+ uh avec (z,h) € B x O et dans ce cas, en appliquant le
lemme précédent,

m k
Z Z otk H 3in i) (95) Z (CTkUk + Z <]:> uk_’"Mk’r> :

k= 111, ,’Lk—l .72]- k=1

d’ot1 le résultat. []

Nous déduisons du lemme 40 et du théoréme 42 le résultat suivant :
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THEOREME 43. — Soit X un chaos gaussien centré de degré m. Il eriste une constante
K,, > 1 telle que

m 2

Vu>0, P {|X(s) — X(t)| > Kmde(s,t)up} < Qexp—%
p=1
ot (dp)1<p<m est la suite de distances associée a X.

DEMONSTRATION. — Le théoréme 42 montre que pour tout u > 0,
2

{‘X( | > Z (dk s, t u —|—Z ( )ozk,rd’,z_r(s,t)uk_r>} < %exp—% :

les majorations suivantes utilisent une permutation des symboles de sommation a la
troisieme ligne, un changement d’indice a la quatrieme et le lemme 40 a la cinquieme : en

k
posant B, = < ) Q. ON @ pour tout u > 0,
T

m

k
Z (dﬁ(s, t)u/l€ + Zﬁkﬁdi_r(s, t)ukT>
r=1

k=1
m k
k k k k—
<, max B Y di(s, )t + Y Y i (s, )t

Il 3
~—

k=1 k=1r=1
m
_ k
s (S 4 33t
k=1 r=1k=r
m m m—r
_ k k p+T P
S SON D STTUTES 95 s RN
= r=1 p=

m m m-—-r
< F P
=1 S, e 222, 1 (;dk@,ﬂu t2 dp<s,t>u)

< max dp(s,t)u
_1§r§k§mﬁk’ 0<r<m (Z )

On peut supprimer le terme dy(s,t) dans cette derniére somme car il existe une constante
K] telle que

A
0%
=
El
_|_

dO(Sat) S quqlzdl(sat) ;

en effet, par I'inégalité triangulaire,

(%) stgz
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de plus, I’équivalence des moments des chaos montrent que

[N

o0 o0
2 L. .
E E Qiy,. i St H J(E1.0str) g]) ~ E : aih...,ik(S?t)H](Zlv"'vlk)! )
i1 in=1 i>1 i1y in=1 i>1
0
Esup | > au,in(st) [T Hirooin ) (95) i | ~
|RI<T |, =1 i>1
1
0o 2
ail,.. ik S j 21,...,21671 . s
i1perip=1 g>1

il existe en particulier une constante C}, telle que
di(s,t) < Crdy (s, ) ;

Poursuivant ’évaluation (%), il résulte de la majoration précédente et du lemme 40 que

m
stgz kdkst
k=1

k
 max. Ck Z_: di(s,t)

< max Crpmdi(s,t);

IN

1<k<m
en résumé, nous avons pour u > 1,
m k
k k k k—
E dk(svt)u + E :ﬁkﬂ"dk—r(svt)u "
k=1 r=1

m (Z dp(s,t)up>

avec K, = maxi<,<g<m Bk,r MaXo<r<m K .(m + 1)(max;<g<m Crxm + 1); on obtient le
résultat pour tout u < 0 en remarquant que pour u < 1, on a 2exp(—u?/2) > 1. []

L’inégalité de concentration du théoreme 43 permet de généraliser les théoremes de M.
Marcus aux chaos gaussiens centrés non-homogenes de degré fini m > 2 pour la suite de
distances (dp)1<p<m définie en début de section. En effet, via cette inégalité, nous pouvons
appliquer (presque) directement le théoreme principal de I’article de Marcus :
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TueorREME 44 ([MAR]). — Soit X une fonction aléatoire réelle sur un ensemble T fini
satisfaisant

P{|X(s) - X(1)| =2 2} < Kexp (— min (dp(it)>2/p)

1<p<m

ou K est constante et (dp)1<p<m est une suite de distances sur 1. Notons Ap(T) le
dy-diameétre de T' et By(t, ) la dp-boule de centre t et de rayon €. Suppsons qu’il existe une
suite de probabilités (jip)1<p<m sur T telles que

Ay (T) 1 p/2
sup/ (logi) de <oo, 1<p<m.
teT Jo tp(Bp(t, €))

Alors il existe une constante K,, telle que
m Ap(T) 1 p/2
E sup | X(s)— X)) < K, | sup A,(T)+ sup/ (logi) de | .
Sup, X (e) = X(8) e Ao+ D s | o (B(t,9))

Pour étre dans les conditions du théoreme 44, il suffit de poser dans l'inégalité de
concentration du théoreme 43

et de constater qu’il existe alors un entier p entre 1 et m tel que

2/
ut > (mezp(s,t)> "

REMARQUE. — Le théoreme 44 est la clé du théoreme 39; comme pour les fonctions
aléatoires gaussiennes, le théoreme de continuité des trajectoires se déduit du théoreme de
majoration des trajectoires.
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