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Structure fuchsienne pour des modules différentiels
sur une polycouronne ultramétrique?
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INTRODUCTION

Ce travail répond a la question posée dans ([CMII], 6.2.16). Il s’agit de montrer, d’une part,
que exposant obtenu par spécialisation dans chaque direction d’une polycouronne ultramétrique
C d’un module différentiel M analytique sur C ayant la propriété de Robba est constant dans une
direction donnée, et d’autre part, que M admet, sous la condition Non-Liouville ((CMII], 4.3)
pour les différences des exposants ainst définis, une structure fuchsienne.

Nous généralisons d la dimension supérieure la méthode de [Dw] pour construire un exposant
Expt (M) de M qui se spécialise en [’exposant de sa restriction dans chaque direction. Sous
la condition (NL) pour les différences, nous montrons grice ¢ un analogue ultramétrique du
théoréme de Hartogs pour les fonctions séparément analytiques sur C, que l’existence de la structure
fuchsienne pour M se réduit essentiellement au cas d’une variable.

Détaillons quelques points de notre démarche. Nous consacrons le premier chapitre a la
démonstration de quelques résultats généraur dont nous ferons usage dans les chapitres suivants.
Au §1.1, étant donnée une polycouronne C = Cq(I) sur un corps p-adique algébriquement clos Q
(complet de caractéristique 0) et associée a un polysegment ouvert I C (RY)* non-vide, nous
montrons que les fonctions qui sont séparément analytiques dans chaque direction de C, sont
globalement analytiques sur C. Cet énoncé constitue un analogue ultramétrique du théoréme de
Hartogs. Il généralise un théoreme de Robba qui n’avait eu jusqu’a présent, a ma connaissance,
aucune application. Au §1.2, nous introduisons un module M libre de rang m a connezion intégrable
(qu’on appellera aussi module différentiel par abus de langage) sur une polycouronne ouverte C,
ainst que la propriété de Robba pour M. Nous établissons quelques résultats sur les solutions locales
de M, dont un théoréme de majoration explicite a plusieurs variables dont la démonstration nous
a €té suggérée par BALDASSARRI.
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Dans le chapitre 2, nous construisons, notamment grace au §1.2, un invariant ¢xp® (M) d’un
module différentiel M libre de rang m ayant la propriété de Robba sur une polycouronne fermée
Cq (de dimension s). €xpC(M), appelé ensemble des exposants de M sur C, est défini par voie
purement ultramétrique sur le modéle de la dimension 1 ([CMII] et [Dw]). Il s’agit d’une classe
d’équivalence dans (Z;”)s pour la relation d’équivalence dite faible. On étudie quelques propriétés
de Gxp® (M) dans le cas général. On montre notamment que €xp° (M) est constant dans chaque
direction, et on définit de fagon cohérente Exp®(M) lorsque Cx est une polycouronne quelconque
sur un corps p-adique quelconque. Dans le cas particulier ou €xp®(M) a la propriété (DNL),
I’ensemble €xp®(M) se décrit plus facilement. Plus précisément, au §2.1, nous construisons,
sur le modéle établi par Dwork en dimension 1, un s-uplet de matrices m x m diagonales
A = (A1,...,An) a coefficients dans Z,, et une suite (Sy) de matrices a coefficients fonctions
analytiques, jouissant tous deuxr de propriétés remarquables vis-a-vis des solutions locales de M
dans une base fizée. Au §2.2, on montre que 'ensemble HC (M) des éléments A ayant les mémes
propriétés que ci-dessus, est inclus dans une classe d’équivalence notée €xp®(M) pour la relation
d’équivalence faible. Cette relation d’équivalence lie deur éléments A et B si leurs réductions
successives A et B modulo p" sont liées d’une certaine fagon. Pour le choiz d’une coordonnée
i, on établit ensuite que l’ensemble des exposants en la variable z; €xpCi(My,), associé a la
spécialisation de M en ®; = (z1,...,%i,...,2;5), ne dépend pas du choiz de ®;. Enfin, on montre
que (E.z‘pc(/\/l) se comporte bien par restriction a une sous-polycouronne et par extension du corps
de base algébriquement clos. Nous définissons au §2.3 la propriété Différences Non-Liouville pour
Exp® (M) a partir de la propriété (DNL) en dimension 1 pour [’ensemble des exposants suivant
chaque direction séparément. On montre que les modules différentiels ayant la propriété de Robba
et admettant une structure de Frobenius ont un ensemble des exposants satisfaisant la propriété

(DNL).

Dans le chapitre 3, nous établissons le fait que sous la condition (DNL) pour &zp®(M),
un module différentiel M ayant la propriété de Robba sur C, admet une structure fuchsienne sur
Uintérieur C° de la polycouronne C. Cela signifie notamment que dans une base bien choisie de
M., V(9z,) est représenté (comme dans la théorie de Fuchs) par BW /z; avec B une matrice
constante. Plus précisément, au §3.1, nous construisons par passage & la limite une fonction
H(z, =) définie en tout point (z,x) € C% X C% pour toute extension de corps valué algébriquement

clos Q de Q. Par les propriétés de spécialisation suivant chaque direction i de I’ensemble Gzxp® (M),
on trouve sous la condition (DNL) pour Gxp® (M) que H est une fonction séparément analytique.
On conclut avec §1.1 que H est alors une fonction analytique sur C x C%. Au §3.2, nous donnons
deux définitions équivalentes pour la notion de structure fuchsienne sur une polycouronne ouverte.
Grdce a la deuzieme définition (moins immédiate mais plus intrinséque que la premiére définition),
pour M comme ci-dessus, nous montrons comment ce résultat subsiste sans faire aucune hypothése
sur le corps de base p-adique. Ce résultat généralise a la dimension supérieure des théorémes de
CurisToL-MEBkHOUT ([CMII], cor. 6.2.6) et Dwork ([Dw], th. 7.1).

Remerciements : Je tiens & remercier mon directeur de thése Gilles CHRISTOL pour m’avoir proposé ce
sujet et pour ses encouragements, Zoghman MEBKHOUT pour m’avoir initié a la problématique du sujet et
pour m’avoir soutenu dans la recherche d’une solution, ainsi que Bernard DWORK pour I'intérét dont il a fait
preuve a l'égard de mon travail et les remarques dont il m’a fait bénéficier.



1.1.— FONCTION SEPAREMENT ANALYTIQUE SUR UNE POLYCOURONNE

1.— Préliminaires

Ce premier chapitre consiste a fiver les principales notations, et a démontrer quelques résultats
générauxr dont nous nous servirons aux chapitres suivants.

Au §1.1, nous définissons la notion de polycouronne sur un corps p-adique (complet), et celle
de fonction analytique sur une polycouronne. En vue du chapitre 3, nous caractérisons les fonctions
analytiques sur une polycouronne ouverte a l'aide des fonctions qui sont analytiques dans chaque
direction séparément lorsque K = Q algébriquement clos. Sous certaines hypotheéses, ce théoréme
est di a Robba ([Rb], Chap. 7). Nous montrons comment affaiblir ces hypothéses, jusqu’a obtenir
un analogue p-adique du théoréme de Hartogs (voir par exemple [HG], th. 2.2.8), afin d’entrer dans
le cadre de nos applications.

Au §1.2, nous définissons la notion de module M libre de rang fini a connexion intégrable
analytique sur une polycouronne. L’objet de notre article sera de déterminer, sous certaines
hypothéses, une forme normale pour M. Nous introduisons pour cela la propriété de Robba pour M,
qut assure, par définition, l’existence d’une base de solutions locales pour M dans tout polydisque
ordinaire de rayon mazimal de la polycouronne. Cette propriété peut alors se vérifier sur tous
les modules de dimension 1 obtenus par spécialisation suivant chaque direction. Nous établissons
ensuite un théoréme de majoration explicite sur les solutions locales de M qui nous permettra, au
chapitre 2, de construire une suite d’approrimations des solutions globales de M sur intéricur de
la polycouronne.

1.1.— Fonction séparément analytique sur une polycouronne

Soit p un nombre premier (p > 2), et s un entier non nul fixés.
On note K un corps p-adique (on dira aussi valué), c’est-a-dire un corps de caractéristique 0,
complet pour une valeur absolue ultramétrique prolongeant la valeur absolue p-adique normalisée
sur Q. Une extension K’ de corps valué de K sera un corps complet pour une valeur absolue
prolongeant la valeur absolue sur K (K’ est alors nécessairement un corps p-adique).
La valeur absolue ultramétrique sur K induit une application v sur K* & valeurs dans (R4 )® définie
par :

v(z) = |2] = (Jzil)icics

pour ® = (Z;)1<i<s-

DEFINITIONS.—
A un polysegment non-vide I de (R;)* avec I = H I pour I; = (r;, R;), on associe le
1<i<s
sous-ensemble C (I) := v=1(I) de K*, encore noté Ckx ou C(I). On appelle polycouronne de K*
un tel ensemble Ci (I) pour lequel I est dans (RY)* et d’intérieur non-vide (i.e. Yi, 0 < r; < R;).
On dit que f est une fonction analytique sur Cx(I) si f est une série de Laurent d
coefficients dans K dont le domaine de convergence dans (Ry)* contient I, i.e.

F=Y aT" avec Vrel, lim |l =0,

ou vl désigne [[_, v, et |I| désigne Si_ |li].

77
On note Ac la K-algeébre des fonctions analytiques sur C.
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1.1.— FONCTION SEPAREMENT ANALYTIQUE SUR UNE POLYCOURONNE
On dira que C(I) est une polycouronne ouverte (resp. fermée) si I est un ouvert (resp. un
fermé) de (R} )*. On appelera C(I) une sous-polycouronne de C(J) si I C JO ot JO désigne
I'intérieur de J. Plus généralement, on définit une polycouronne centrée en un point quelconque

t € K°, et notée C;(I), & partir de I’application

ve(x) = (|z; — til)i<ics -

Soit 7 € (1, s).

On peut décomposer tout polysegment I = H I; suivant la i-iéme direction sous la forme
1<j<s
I=5LxL avec Li=Lx---xIix--xI.

On en déduit les décompositions suivantes
C=CI)=CxC avec C;:=C(I;) et G :=C(L)
pour les polycouronnes de K?, et
x = (x5, x;) avec xz; €C et x €6

pour les éléments & € C.

Soit f = Z a;T" une fonction analytique sur C, et K’ une extension de corps valué de K.

ey’
Si @ € Ck+, on définit f(z) la spécialisation de f en @ comme étant la limite dans K’ complet

de la série absolument convergente E ar’.

e’
De méme, pour #; € (C;)g, on définit fy, la spécialisation de f en x; comme étant la
fonction analytique sur (C;)g+ donnée par

forT) = f(Tm) = Y | D agoney | T)
el LeZ’ ™t

Ainsi une fonction analytique sur Cx donne lieu suivant chaque direction ¢ et pour chaque
choix de ®; € (C;)k, & une fonction analytique sur (C;) k.

Nous allons nous attacher dans ce paragraphe a montrer, sous certaines hypotheéses, une

réciproque de ce résultat.

DEFINITION.—
Soit C(I) une polycouronne non-vide sur K. On dit que f est une fonction séparément
analytique sur Cg, si f est une fonction sur Cx a valeurs dans K telle que pour tout indice
i€ (l,s), et pour tout choix de ®; € (Ci)k, la fonction fy, : (Ci)x — K définie par

Va; € (Ci)k, Joi (i) i= flai, @)

coincide avec une fonction analytique sur (C;) k.



1.1.— FONCTION SEPAREMENT ANALYTIQUE SUR UNE POLYCOURONNE

Avec cette notation, une fonction analytique f sur Cg est donc une fonction séparément
analytique sur Cx pour toute extension de corps valué K’ de K.

On rappelle qu'un corps sphériquement clos est un corps valué dans lequel toute suite
décroissante de disques a une intersection non-vide. Par un théoreme de Kaplansky, cette notion
coincide avec celle de corps maximalement complet, et tout corps p-adique (resp. p-adique
et algébriquement clos) admet une extension de corps valué qui soit sphériquement clos (resp.
sphériquement clos et algébriquement clos) (cf par ex. [VRo], chap. IV). Robba déduit de
I’analogue ultramétrique de la formule intégrale de Cauchy (valable seulement sur un corps
sphériquement clos) le résultat suivant.

PROPOSITION ([Rb]7 Chap. 7) .— Supposons que K soit sphériquement clos.
Soit C(I) une polycouronne ouverte de K*. Considérons f une fonction séparément analytique sur
Cx telle que f soit bornée sur toute sous-polycouronne fermée C' de C.
Alors f est une fonction analytique sur Cg . ]

Comme dans le théoréme de Hartogs (voir par exemple ([H6], th. 2.2.8)), on aimerait, en
vue de nos applications, s’affranchir de ’hypothése “bornée” dans la Proposition précédente, ainsi
qu’affaiblir I’hypothése “K sphériquement clos” jusqu’a contenir le cas “K algébriquement clos”.

Remarquons que, si  est un corps p-adique algébriquement clos, alors toute polycouronne
ouverte Cq(I) est un ensemble non-vide (en effet 'ouvert I rencontre nécessairement v(°) dense

dans (R4)?).

LEMME 1.— Soit Q un corps p-adique algébriquement clos, Cq(I) une polycouronne ouverte, et
Q une extension de corps valué de Q qui soit sphériquement clos et algébriquement clos. Considérons
f une fonction analytique sur Cﬁ induisant sur Cq(I) une fonction a valeurs dans Q.
Alors f est une fonction analytique sur Cq,.

PREUVE.
Notons G' le groupe des automorphismes continus de € sur Q. G agit sur les fonctions de Cg

& valeurs dans  de la maniére suivante :
Ve eCy, VoeG,  go(@) =o(g(c (x))) .

G agit également sur les fonctions analytiques sur Cﬁ par la formule

Vo €G, VYg(T) = Z aT' ¢°(T) = Z o(gn)T" .
e’ e’

de telle sorte que par continuité de o € G, g7 induit la fonction g, sur C5. Comme f induit sur Cq
une fonction a valeurs dans 2, on en déduit plus particulierement que, pour tout o € G, les séries de
Laurent f et f7 ont leurs fonctions associées qui coincident sur Cq. Par unicité du développement
en série de Laurent sur Cq pour € algébriquement clos ([Rb], 2.13), on trouve que pour tout l € Z*,
et o € G, o(fi) = fi. Par une généralisation du théoréme de Tate-Ax ([Ax]) due & Dwork-Robba
([DR1], th. 8.5), on sait que les éléments de Q laissés invariants par GG correspondent exactement
aux éléments de Q. On en déduit donc que pour tout I € Z*, f; € Q, si bien que f est une série de
Laurent a coefficients dans €. ]

Nous sommes alors amenés a introduire un corps 2 au-dessus de K = Q) ayant les propriétés
suivantes.



1.1.— FONCTION SEPAREMENT ANALYTIQUE SUR UNE POLYCOURONNE

DEFINITIONS.—
Pour v € (R})*, on dira que t, = (t(lr), .. .,tﬁ”) est un point générique sur K de rayon r
st t, est un élément de (K')* pour K' une extension de corps valué de K, et s’il vérifie la propriété
suivante :

vie(ls), |t|=r e ¥P= > aT €K[,... T,
1€(0,d)*
P(t,)| = - Pl, .
[P ()] ,E%%S{Iazlr} |P|

On dit alors que K est une extension s-générique de K szA[:’ est une extension de corps
valué algébriquement clos de K telle que pour chaque v € (R1)*, (Q)° contient un point générique
sur K de rayon r.

Montrons tout d’abord qu’un tel corps existe toujours.

LEMME 2.— Pour tout corps p-adique K et tout entier s non-nul, il existe une extension
s-générique de K.

PREUVE.
Soit A la K-algébre integre des polynomes a coefficients dans K en le systéme d’indéterminées

k]

(Tl(r), e Ts(r)) indéxées par r dans I’ensemble (R7)®.

Un élément P de A est donné comme élément de K[T(")],cg, = K[Tl(r), . .,T;r)]reRP pour
Rp C (IR%)* fini. On définit alors | P| & partir de I'unique valeur absolue monomialesur K [T(")], ¢ g,
prolongeant la valeur absolue surK ([BGR], 1.5.3). Pour P et () dans A, on a |PQ| = |P|-|Q|
car | - | est une valeur absolue sur K[T")],cr,ung, et les autres axiomes de la valeur absolue sont
vérifiés sur A. Cette nouvelle valeur absolue se prolonge au corps K’ des fractions de A. On note
alors K’ le complété de K’ pour cette valeur absolue, puis K" une cloture algébrique de K munie
d’une valeur absolue prolongeant la précédente, et enfin K le complété de K" pour cette derniére

valeur absolue.

Par le lemme de Krasner ((BGR], 3.4.2), K est algébriquement clos, et par définition de la
valeur absolue sur A, (Tl(r), e Ts(r)) est un point de (K)® générique sur K de rayon r. K est donc
bien une extension s-générique de K. ]

Nous sommes alors en mesure de montrer le résultat suivant dont les hypothéses seront réalisées
au chapitre 3.

THEOREME.— Soit Q un corps p-adique algébriqguement clos, Q une extension de corps valué
de Q qui soit sphériquement close et algébriquement close, ) une extension s-générique de €2, et
Ca(I) une polycouronne ouverte sur Q. Considérons f une fonction séparément analytique sur Cﬁ,
induisant des fonctions séparément analytiques sur Cg et sur Cq.

Alors f est une fonction analytique sur Cq,.

PREUVE.

Procédons par récurrence sur la dimension s.
Pour s = 1, le Théoréme découle du fait que les fonctions séparément analytiques sont les fonctions
analytiques.



1.1.— FONCTION SEPAREMENT ANALYTIQUE SUR UNE POLYCOURONNE

Supposons donc le résultat acquis pour la dimension s — 1, et considérons Cﬁ(I’) une sous-
polycouronne fermée de C~.
Par hypothése de récurrence, f est telle que :

1) pour tout 1 € (Cx)1, ®; — f(x1,®;) est une fonction analytique sur Cj,
i i i

Q
(2) pour tout x; € ( ﬁ)i’ 21— f(z1, 1) est une fonction analytique sur C;.
Montrons que f est bornée sur la polycouronne Cg(I'). Pour I' = HlSiSS[rg,Rﬂ, on note

0T = ] cic iri, Ri} Vensemble fini (de cardinal 2°) des points extrémaux de I’. Pour chacun

des w € I', on choisit ¢, € Q un point générique sur Q de rayon .
Donnons-nous @ = (z1,®;) € C5 (/1 x Ii) et posons # = |&|. On a sans aucune hypothése

|f(.7:1,w1)|§ sup |f($1¢$/i)|
whec~({15})

z1 étant fixé par la propriété (1) et ([Rb], 2.12), on a

sup |f(I1,:Eli)| = |f:c1|ri .
v €(Cr )y

De plus, la fonction =3 — |fz, [, atteint son maximum pour r; € 6I£ par log-convexité ([Rb],
2.7), si bien que

|f($1:$i)| < uri%a(;)f(i {lfx1|u1} .
Or, par construction de t,, I’élément (t,); = (tgu), Cey tﬁ”)) est un point générique sur Q de rayon
u;. Par ([Rb],2.11 et 2.12), on en déduit que

|f(.1‘1, (tu)i)l = |fl‘1|ui ’

si bien que

o2l < s (1o, ()} = s {1 (o)) 3
Si on applique (2) et ([Rb], 2.12) & chacune des fonctions (qui sont en nombre fini) fy,), pour
u € 6I', on trouve

|f(tu)i(£1)| < ’Esgp |f(tu)1(‘l/1)| = |f(tu)i|7‘1 .
1 6(11)

De plus, par (1), chaque fonction ry — |f(s,); |-, atteint son maximum pour ry € §/] et

[fit); (21)] £ max {|f(tu)i|“1} : (4)

uleéIi

En regroupant (3) et (4), on trouve finalement que |f(z1, ;)| est majoré par une constante finie
M = maxuest {|fz,); lus }-

Les hypotheses de la proposition précédente sont donc remplies, et f est une fonction analytique
sur C. Comme f induit une fonction de Cq a valeurs dans €2, le Lemme 1 s’applique et f est une
fonction analytique sur Cg. Ceci termine la démonstration. ]



1.2.— PROPRIETE DE ROBBA ET MAJORATION EXPLICITE

1.2.— Propriété de Robba et majoration explicite

Soit € = C(I) une polycouronne sur un corps p-adique algébriquement clos fixé €.
PourteCetre (Ri)s, notons A; , la Q-algébre des fonctions analytiques sur le polydisque
ouvert D(t,77) := C([0, 7[) centré en t de rayon r. Tant que r < |¢|, ce polydisque reste toujours
contenu dans C, si bien que A¢ est une sous-algébre de A; .
Le module des Q-dérivations Der (A¢/€Q) sur Ac est engendré par les dérivations suivant chaque
variable z;, notées d,,, (1 < i <s).

DEFINITIONS.—
Pour M un Ac-module libre de rang fini, on appelle connexion sur M une application Q-

linéaire V de Der (A /) dans End (M) telle que
Vo € Der (Ac/Q), Vf € Ac, Ya e M, V(9)(fa) = V(9)(a) + d(f)a
Une conneion sur M est dite intégrable si de plus
V¥8,0' € Der (Ac/Q),  V([0,8]) = [V(9), V(2]

ot [, ] désigne le crochet de Lie.

Un module libre de rang fini & connexion intégrable sur C (appelé encore, par abus de
langage, module différentiel sur C) est la donnée d’un Ac-module M libre de rang m > 1 muni
d’une connexion intégrable V.

Pour M et N deuz modules différentiels libres de rang fini sur C et C' avec C' C C, on note
Homg (M, N) Uespace des morphismes horizontauz de M dans N'. On appelle alors espace des
solutions locales de M en t de rayon r, le Q-espace vectoriel de dimension inférieure @ m,
Homg (M, Ay r).

On dit que M a la propriété de Robba sur C si pour tout t € C, l’espace des solutions
locales de M en t de rayon [t| est de dimension mazimale égale a m.

Sauf mention contraire, tous les modules différentiels considérés dans cet article seront des
modules libres de rang fini a connexion intégrable.

La propriété de Robba est invariante par restriction a toute sous-polycouronne de C, et par
extension de corps valué algébriquement clos Q' de Q. Ceci permet de définir plus généralement
la propriété de Robba sur Cx, K désignant un corps p-adique quelconque, en plongeant K dans
Q algébriquement clos. Rappelons quelques notations et résultats préliminaires sur les solutions

locales de M.

Etant donné (e) une base de M, on note G5, € M, (Ac) la matrice représentant V(3d;,) dans
la base (e). On notera G = (Gs,, ..., Gs,), et on dira que G représente M dans la base (e). On
vérifie qu’une base fondamentale de ’espace des solutions locales de M en t est donnée par les m
colonnes de la matrice a coefficients fonctions analytiques au voisinage de ¢

Yo(t.x)= ) Gaa(!t) (@ —1)%,
aclV°

avec les notations suivantes. On pose G(o,.. o) = Im, et Gq se calcule par récurrence a partir des
G5, al’aide de la formule

Ga+5, = alea +GaGs

i )

dans laquelle le symbole §; correspond & ’élément (0, ...,1;,...,0) de N*| et par la notation multi-
indicielle, ax! désigne [];_; ;! .
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Les conditions d’intégrabilité pour la connexion imposent
Vi, j, [0, — G5, 00, — G5, =0,
c’est-a-dire encore que
Vi, 7, 0z, Gs; + Gs,Gs, = 0:,Gs, + G5,Gs,

Ceci permet d’affirmer que G est indépendant du choix de la décomposition de « suivant les d;
dans la formule de récurrence.

Montrons quelques propriétés plus précises sur la solution matricielle Yg dans le cas o M a
la propriété de Robba.

PROPOSITION 1.— Supposons que M a la propriété de Robba sur C, et soit (€) une base de
M représentée par G.
Alors pour tout t € C, la matrice Yg(t,.) est a coefficients fonctions analytiques sur le
polydisque ouvert D(t,|t|”), et vérifie :
1) pour tout t € C avec ® et y dans D(t,[t|”), on a

Ye(t,y) = Ye(z,y)Ya(t, x) ;

2) pour tout t € C, la matrice Yg(¢,.) est analytiquement inversible sur D(t,|t|”). De
plus, pour @ € D(t,|t|7), on a
Yt ) = Ye(z, ) ;

3) pour tout t € C avec @ dans D(t,|t|”), on a

|det Yg(t, ®)| = 1.

PREUVE. .

Par la propriété de Robba, Yg(t, ) = Z #(m — ) est une série matricielle unifor-

al
aclV°

mément convergente sur tout sous-polydisque fermé D(t, ut) de D(¢,|t|”). Par ([Rb], 2.15), les
coefficients de Yg (¢, .) sont alors des fonctions analytiques sur D(, [¢|7).
D’autre part, pour @ € C fixé, on montre de méme que les coefficients de Yg (-, #) sont des fonctions
analytiques dans D(&,|t|7), et que pour tout i € (1,s),si t € C,

0., Ya(t, ®) = —Yg(t, ®)Gs, (1)
SiteCetae D(t, |t ), nécessairement |x| = |¢|, si bien que @ € C. Pour y € D(&,[t|7), on a

alors y € D(x, |®|”), et Yg(x,y) est définie.
Pour y et t fixés comme ci-dessus, et pour tout i € (1,s), on a

Op, Yo (2, y)Ya(t, ®) = —Ye(®,y)Gs,(2)Ya(t, ) + Yo (x,y)Gs,(2)Ya(t,2) =0,

si bien que Yg(2, y)Yg(t, ®) est une matrice indépendante de @. L’assertion 1) est une conséquence
de ce fait pour ® = ¢.

L’assertion 2) se déduit de 1) en prenant y = .



1.2.— PROPRIETE DE ROBBA ET MAJORATION EXPLICITE

Pour 3), on remarque que det Yg(#,.) est une fonction analytique inversible sur D(¢, |t|7) par 2).
La fonction det Y (¢, .) est donc sans zéros dans D(¢, |#|7), et s’exprime sous la forme

det Yo (t, ) = Y aa(t)(@ — )" .
aENS

On a, par conséquent, pour @ tel que |® — | = r < |¢],

|det Ya(t, )| = [det Y (¢, .)|je—tj=r := max{|aqa(t)|r*} .
aelN
D’autre part, la Proposition 2.20 et le Corollaire 2.13 de [Rb] imposent que dans I’expression
max, ¢ {|aa(t)|r*}, le maximum est atteint en un unique indice indépendant de r < [¢].
En particulier, pour # = (0,...,0), on trouve

|det Ya(t, .)|jo—tj=r = |det Ya(t, .)|jo—tj=0 := |ao(t)| = |det Yg(t, )| = 1. n

Pour i € (1,s) et @ € C;, on note M, la spécialisation de M en z; comme étant le
Ac,-module libre de rang fini M muni de la nouvelle connexion Vg, pour laquelle V,(9;,)(e) =
(G5, )x;(€) ot (Gs,)g,; est obtenu par spécialisation en z; de G, .

Nous allons montrer que la propriété de Robba peut se vérifier sur les modules obtenus par

spécialisation.

PROPOSITION 2.— M a la propriété de Robba sur C si et seulement si, pour tout i € (1, s)
et pour tout x; € Ci, Mg, a la propriété de Robba sur C;.

PREUVE.
Fixons une base (e) de M représentée par G. La matrice des solutions locales de M en ¢ € C
est alors donnée par Yg(t, %), alors que la matrice des solutions locales de My, en t; € C; est

donnée par
(Gé:)oi (i, 1)

Vi, () = 3 (Gedeloutl gy
a;eN !
” Galai.t)
a xi:ti o oy a,
Ya((2i, ti), (zi, ) = Z TO (x; — t;) 0
aelN’? ’
Go,..ai,..0)(®i, 1) o
- Z ;! (i — i)™
a;eN
coincide avec Yig; ), (ti, %i) car (Gs,)a; = G(o,...,ay,...,0)- Par conséquent, si M a la propriété de

Robba, My, I’a également. Réciproquement, la formule du 1) de la Proposition 1 précédente va
nous permettre d’écrire la matrice des solutions locales de M en t sous forme convergente

Ye(t, ) = Ye(u® ™ ul)) .. Yo (u® u™)

avec ul®) = t, ul®) = &, et pour i € (1,s), w1 = (w1 ¢;) differe de w(") = (v0~1) ;) par la
seule i-ieme composante. En effet, il suffit de voir que chaque terme de ce produit est une matrice
a coefficients fonctions analytiques sur D(#, |[¢|7). Or,

Yo(w™V, ul) = Yo, soon(tie) = 3
a; €N

10



1.2.— PROPRIETE DE ROBBA ET MAJORATION EXPLICITE

converge uniformément pour (v(~1) z;) € C! x D(t;, u}) avec C! une polycouronne fermée dans
C;i et pu; < r;. En particulier, Yg(u(i_l), u(i)) est une fonction analytique sur tout sous-polydisque
fermé D(t,u*) de D(t,|t|”). Par recollement ([Rb], 2.15), les coefficients de la matrice Yg(t, )
donnée par le produit ci-dessus, sont alors des fonctions analytiques sur D(#, [¢|7), et la matrice
Y& (t, ®) coincide bien avec la solution matricielle formelle. ]

Nous utiliserons d’autre part une version a plusieurs variables d’un théoreme de majoration
explicite (généralisation de [DR2]), dont la démonstration, comme nous l’a fait remarquer
BALDASSARRI, se rameéne a la dimension 1 par un argument de ligne générique adapté au cas d’une
polycouronne.

THEOREME.— Soit M un Ac-module libre de rang m a connexion intégrable ayant la propriété
de Robba sur une polycouronne fermée C(I). Soit (e) une base de M et G sa représentation.
Alors, pour tout v € I, il eriste une constante K, = maxq|e(0,m-1) {/|Gall, ¥} € Rt telle
que

r® < K. |a|™ 1.

r

Va € N*, H%
a!

PREUVE.

Pour r € I fixé, considérons ¢, € (2)° un point générique sur Q de rayon . On définit M, le
Ac,)~-module libre de rang fini M muni de la nouvelle connexion pour laquelle

Q

v(5) @ =0

GO (2) =31 Gs(t:2)
i=1

(r)

et correspondant sur les solutions locales au changement de variables ¢;

variable z € (Cr)5 ([BC], 5.4).

Dans une base (e) de M et de M, correspondante, les représentations G et G") sont liées par la

relation ([BC], 5.4)

z = x; pour une nouvelle

GD(2) = G, (t,2) .
i=1

On montre alors ([BC], 5.4.3), par récurrence sur n € N, que

(r)
n. (8 4
|a|=n

On évalue alors pour tout g = u,r avec u, € Ry tel que u, <1 et en utilisant le fait que ¢, est
un point générique sur  de rayon r ([BC], 5.4.8),

G G
UZ = max - uZ’r‘a = max -
al|, la|=n a!

|a|=n
11
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2.— EXPOSANTS D’UN MODULE DIFFERENTIEL DE ROBBA

Par conséquent, on a avec la Proposition 1,

Gy

Y, <1, lim o

n—+4oo

1

et les solutions locales de M, en 0 convergent dans D(0,17). On peut alors appliquer le théoréme
de majoration effective de [DR2] en dimension 1.
On trouve

Gy

< Kpla|™ 1,

1
ott K, = maxge(om1) |GVl = maxjaje(o.m-1y {[|Gall, 7} par (2).
En reprenant l'identité (2) pour u, = 1, on trouve
, G(T)
Ga po Lo [ el el < Ky la|™ 1. ]
al . la|! -

G
r® < max {H—Cf
r a'

T led|=la]

2.— Exposants d’un module différentiel de Robba

Ce chapitre est consacré a la définition et a l’étude d’un certain invariant ¢zp®(M) d’un
module différentiel M ayant la propriété de Robba sur une polycouronne Cq. La construction
de ces invariants se fait naturellement lorsque Q0 est algébriquement clos, et lorsque Cq est une
polycouronne fermée. Toutefois, a laide des propriétés de €xp®(M), on se raméne en toute
généralité au cas précédent pour définir €xp® (M) sur une polycouronne Cx et un corps de base K
quelconques.

Au §2.1, nous suivons le méme cheminement de démonstration que DWORK pour la dimension
1, afin de montrer U'existence d’un élément A de (Z;”)s, appelé exposant a plusieurs variables, et
d’une suite de matrices (Sy) analytiques sur C vérifiant avec A certaines propriétés d’approzimation
des solutions globales de M sur C. Dans notre cas, la définition de DWORK s’avérera plus maniable
a plusieurs variables que la définition initiale donnée par CHRISTOL et MEBKHOUT. On reléve d’autre
part que la définition de DwWORK permet de traiter le cas d’un corps p-adique algébriquement
clos quelconque, ce qui sera fondamental lorsqu’on voudra appliquer l'analogue ultramétrique du
théoréme de Hartogs au chapitre 3.

Au §2.2, nous définissons Uensemble HE (M) des éléments A vérifiant les propriéts du
§2.1. Nous montrons, grace a deur lemmes élémentaires sur des fonctions converes de plusieurs
variables réelles généralisant ([Dw], Chap. 1), que HE(M) est un invariant de M qui est inclus
dans une certaine classe d’équivalence faible notée €xpC(M). Les matrices approrimantes Sy ne
correspondent a des matrices de changement de base que pour h suffisamment grand (et non pour
tout h comme dans [CMII]). Cette propriété asymptotique nous suffit alors pour en déduire qu’un
élément A € HE (M) se spécialise en un l’élément constant A; € HE (My,) pour tout choiz de
x; € C;. On en déduit la notion d’exposants suivant la i-iéme direction.

Au §2.3, nous définissons la condition Différences Non-Liouville sur €zp(M) en imposant
la condition (DNL) dans chaque direction i. Nous remarquons que cette condition (DNL) est

12



2.1.— EXISTENCE D’UN EXPOSANT

automatiquement vérifice par les modules différentiels ayant la propriété de Robba et ayant une
structure de Frobenius.

2.1.— Existence d’un exposant

On fixe dans tout le chapitre 2, Q un corps p-adique algébriquement clos. Notons D;, I’ensemble
des s-uplets de matrices m x m diagonales a éléments dans Z,, et pour A € N, I'} le sous-ensemble
de QF constitué des s-uplets d’éléments de ', groupe multiplicatif cyclique des racines p"-iemes
de I'unité.

Pour 2 € C, ( € I'j, et A €D} , on emploiera les conventions suivantes :

CZE = (Clxlr . ':CSIS) 3

A A A
C — 11...C

s ’

¢ 0

K3

avec CZ»A’ =

0 i

(2

Notre point de départ est une généralisation & plusieurs variables d’un résultat de Dwork ([Dw],
cor. 3.2) qui nous a évité d’aborder le probléme ouvert de la définition et de ’existence d’une
structure de Frobenius faible, au sens de CuristoL-Dwork ([CD], th. 5.4), & plusieurs variables.

THEOREME.— Soit M un module libre de rang m a connexion intégrable ayant la propriété
de Robba sur une polycouronne fermée C(I). Soit G représentant M dans une base (e).

Alors, il existe un élément A = (Ai1,...,A;) de DE, pour lequel on peut trouver une suite
(Sh)heN avec Sy, € My, (Ac) vérifiant les conditions :

1)Yeel, V(eTy,
¢Sy () = Sp(Cx)Yg(®,Cx)

2) il existe une constante réelle K indépendante de h telle que pour tout h dans N,
lOg HShHC S Kh

3)VheN, VpelI°, |det Spl, > 1.

La démonstration du Théoréme va suivre le méme enchainement d’idées que celle de [Dw] et
va requérir notre attention dans toute la partie 2.1.

Ainsi, nous allons construire explicitement une suite (Sp) vérifiant les conditions 1), 2), et 3) du
Théoréme grace a un analogue p-adique a plusieurs variables de la transformée de Fourier.

Etant donné ® € C, ( € I'j, et B € D;,, on considere la matrice & coeflicients séries formelles

RhyB(:B) =

! > (Pva(w, ()

h
p? g
cery

13



2.1.— EXISTENCE D’UN EXPOSANT

On remarque en premier lieu que Ry g(®) = Ry, g (@), ol BW™) est 1a réduction de B modulo
p" sur toutes ses composantes. Pour voir les propriétés que vérifie la série matricielle formelle Ry B,
nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

LEMME 1.— SoitleNet( el Alors |C — 1| < p avec p < 1 et en particulier |C| = 1.
De plus, on peut prendre p tel que

<K p

log ()

avec Ky une constante réelle indépendante de .

PREUVE.
On note A = ¢ — 1. Par ([DGS], 1.9.3), on a

1—1 _r
|/\| = |7r|p =pG-»p-1 <1,

On a donc égalité dans I'inégalité ultramétrique |¢| < max{|¢ — 1|,|1|}, et ainsi |{| = 1.
On trouve, d’autre part, pour p = |A],

1 (p-1p!
log (%) a log p

<K p,

- _ p—1
pour Ki = TR [

PROPOSITION 1.— Soit u < 1 tel que pour tout { € I'j et pour tout i = 1,...,s, on ait
Alors Yg (@, Cx) est une matrice a coefficients dans Ac et il existe une constante Ko telle que :

m—1
: 1
[Ya(z, Cx)llc < K (log (%))

PREUVE.
Pour r € I, le Théoréeme de majoration explicite 1.2 donne

S I{r |a|m—1u|a|

e ¢ e

a!

avec
K, = max Gaol®)|], 7} .
e (Gl r)
Ainsi o o
H a('w (¢ — 1)*| :=sup {HL;E):EG(C —1)° } < Ke a|m—1M|a|
(s A} I rel a. r
avec
K¢ := sup(K,) = sup { max  {||Ga()||, 'r'a}} € Ry,
rel redl |al€{0,m—1)

14



2.1.— EXISTENCE D’UN EXPOSANT

par log-convexité des fonctions r — [|G(2)|], #* pour chaque |a| € (0,m — 1). Comme pu < 1 et
limyg|—s 400 |a|™ 2l = 0, la série

Ya(e,Cz)= Y G‘;(!w) (I

aelN?

converge uniformément sur C(I), si bien que Yg (&, (x) € My (Ac).
On en déduit que

a!

Va(e, Co)lle < su {H Cal®) o 1)

J

aclV®
m—1
~1 e
e
log (ﬁ)
m—1
-~ m—1 1
< Ke(m—1) — ,
log (ﬁ)
ce qui donne la majoration uniforme de la Proposition 1 pour Ky = K¢(m —1)™~L. ]

Nous pouvons dés maintenant vérifier que Ry p, qui est dans M,,(A¢) par la Proposition
précédente, satisfait aux conditions 1) et 2) du Théoreme, et cela méme sans faire d’hypothése
supplémentaire sur B.

La Proposition précédente associée au Lemme 1 donne
[Ya(x, Ca)lle < Ko (Ki p")™~" < Ky plm=t"

et donc
| Bh,Bllc < K5 pim=tteh
qui est bien la condition 2) du Théoreme 2.1.

D’autre part, on a, grace au 1) de la Proposition 1,
pour tout ¢ € I'j et tout = € C,

PRy () = Y (¢¢7) 7 Yale, (=)
¢'ery
= Z u BYg(x, Cux)
u=('(~1€T},
Z u_BYg(Cw,Cuw)Yg(w,Cw)

uEF;
=p*" Ry B(Cx)Ya(w, ().

Ry, p vérifie donc bien la condition 1) du Théoréme 2.1 .

Reste & voir désormais que, pour un bon choix de B, 3) sera vérifié. Ce choix va se faire par
récurrence sur h grace a une formule qui va relier R, gay et R, 1 gn+1), ce qui nous permettra de
: :

choisir B+1) en fonction de B(").
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2.1.— EXISTENCE D’UN EXPOSANT

PROPOSITION 2.— (Formule du déterminant);

On a la formule suivante

det (Rh,A(h) (w)) = Z det (Rh+1,A(h+1) (:E))
A(h+1) s A(R)

ot la somme est prise sur lensemble des éléments A"V qui donnent A" aprés réduction modulo

p".

La démonstration de cette proposition requiert quelques lemmes.

LEMME 2.— Soit h € N. On note d1(a)=(p)) le symbole de Kronecker associé a deur éléments a
et b dans A° pour un anneau 2. Pour A et B dans D;, (Zy), on note Aja=p) la matrice diagonale
m x m a éléments dans {0, 1} telle que (A[A:B])j = 0[(A4),=(Ba)s]-

a) On considére B € D}, (Z,), et B = (th), ceey th)) I’élément de DE,(Z/p"Z) correspon-
dant. On a alors :

Z P =p*" A =01, 01, -
Cery

b) Soit ¢ € T';. On note L") Pensemble des s-uplets de matrices m x m diagonales de la forme
L=(lLln,.. . IlLy,) avecl; € Z/p"Z. On a alors :

Z ¢t =p0=a, 1 Im -
LeL(h)

PREUVE.
On rappelle que pour chaque A, I'; est un groupe multiplicatif cyclique d’ordre ph — 1.
Par définition,

5™ 5™

chuu,csn 0

¢ersg

(n)
DBNSED DI .
cer; Cer;, B, -B%)
0 j{: ¢ s
¢ers

Or, pour tout j € (1, m),
B B B
IR 1]l Do
¢ers 1<i<s \ (i€l
On est donc ramené au cas s = 1, pour lequel on a :
S G=m(x?" —1)=0 siBJ£0,

ZE: Cilj = Ci;gh]::ph

i€l

sinon .
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2.1.— EXISTENCE D’UN EXPOSANT

En effectuant le produit sur ¢ pour j fixé, on en déduit que

I ZCZBE;’) :{oh si B #(0,...,0),

1<i<s \(:€lx D sinon .

La partie a) du Lemme 2 s’en déduit par définition de AB4) =(0-1pn,..,0-T10)]-
Dans b), on part de ¢ € Tj, fixé. On a alors

> ¢t= > Gl gt

Lec) (CORIIVATLYAN

= Z ol | o,

(COSIIVATLYAN
Or,
Y ooa@ee=J{ ¥ o«
(GOSN VATLYAN 1<i<s \1;eZ/prZ

On est donc ramené au cas s = 1, pour lequel on a :
S =X 1) =0 siG#1,

I el
Z G' = Z 1:ph

l,EZ/phZ

sinon .
Ci€ln

En effectuant le produit sur 7, on en déduit b).

LEMME 3.— (Formule d’inversion de Fourier & 'ordre h)

Pour tout ¢ € I';, on a Uégalité suivante entre fonctions analytiques sur Ac

Ya(@,¢x) = Y ("Rar(x).

Lec(h)

PREUVE.
Si on note

Fe(x) = Z ¢"Rar,

Lecth)

on trouve en remplagant Rj r par sa définition et en utilisant le Lemme 2 précédent,

1 _
Fe(z) = Z ¢t " Z ¢ LYQ(:E,C’:B)
Legh) p ¢'eTs
1 _\L
=7 > || X @) | Yo'
p el Lech)
1 S
= > (P"=gInYs(=, C'x))
p ¢'ery
= Yole, ).
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2.1.— EXISTENCE D’UN EXPOSANT

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.

Pour chaque ¢ € I'y C I'; , ;, on applique la formule d’inversion de Fourier (Lemme 3) & l’ordre

h+14aYg(x, (x) dans la formule

s _Ah)
p th,A(h)(m) = E A Y (=, ()
¢ers

On a ainsi

NG
PRy 4 = Y [ ¢4 > (FRupr

Cery, Lec(rt1)

= > | X ) R

Lec(h+1) \Cel:

D’apres le Lemme 2,

—AM)
Z ¢4 IPShA[L:A(h)] .
¢ers;

Les éléments L = (I11,...,lsIn) € LA pour lesquels (Arg=4wm]); est non nulle sont ceux
qui vérifie, pour tout ¢, I; = A;?) dans Z/p"7Z. Comme l; parcourt Z/p"t'7Z, il s’agit des
l; = A;IZ)—i—ph (Ti); pour (1;); parcourant (0, p— 1) pour chaque ¢, et pour j fixé. Pour j = 1,...,m,

on en déduit, respectivement, la forme de la 1-ére ligne a la m-iéme ligne de la matrice pSthyA(h) :

sh (1)
g PR N . N R
T 1, ([0 +(T) 10 T [(A0) P 4(T0) 197 1)

h
P’ RhyA(h) =

Z shp(m)
1 e L, ([(AD 84T Lo [(A0) 2 4(T2) ] 1)

D’autre part, si on note
AQTD = AW 4T

on a pour tout 1 < v < m,

R(V) — R(V) )
1, ([(AD) 8 +(T0)up? [ T, (A +(T)up? | T ) h+1,4{0FD
Par multilinéarité du déterminant, on en déduit bien la formule du déterminant annoncée. [ ]

PREUVE DU THEOREME 2.1.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer ’existence d’un élément A et d’une suite (Sp)
qui lui sera associée vérifiant les conditions 1), 2) et 3) du Théoréme.

Le candidat pour la suite (Sp) est Rj 4, pour lequel il ne nous reste plus a voir qu’avec un bon
choix de A, Rj, 4 vérifie la condition 3) du Théoréme.

18



2.2.— PREMIERES PROPRIETES DES EXPOSANTS ET INDEPENDANCE PAR SPECIALISATION

Pour f = ZleZS aj®', on pose Resg—o(f) := ag. L’application ® : f ~ Resy—o(f) est une
forme linéaire sur A4¢ qui est telle que

|Rese=o(f)| := |ao| < max|als' = [f], .
1eZ
Par conséquent, il nous suffit de trouver A telle que

| Resg—o det(Rp a(x))| > 1.

Si on note, pour h € N, r, p = det R} p, on a par la formule du déterminant et par linéarité de @,
I’égalité suivante dans Q2

Resg=0 4 pon (¢) = Z Resg=0 7441 vty (). (1)
B(h+1)s B(k)
Pour h = 0, nous avons nécessairement A(®) = 01, x ... x 0I,, pour lequel

Resz=o 7o a0 (%) = 1,

si bien que
| Resz=0 79 a0 (®)| = 1.

Supposons que 1’on ait construit A®) avec | Resg—o 7, 4| > 1. Sion applique alors la formule

(1) a A(h), le fait que |.| soit une norme ultramétrique sur Q nous dit que nécessairement ’un des
BU+1) o A est tel que

| Resz=o Ph+1,B(+1) | > | Resz=o T’hyA(h)| >1.

On choisit donc AP*Y) parmi de tels éléments B"+1) On a donc déterminé par récurrence sur h
les réductions successives A" d’un élément A € D;, qui vérifie avec S, = Ry 4 les hypotheses 1),
2) et 3) du Théoréme 2.1. [ |

2.2.— Premieéres propriétés des exposants
et indépendance par spécialisation

Si on fixe (e) une base de M, et G sa représentation, on note HC(G) I’ensemble non-vide des
éléments A € D}, vérifiant les conditions 1), 2) et 3) pour une suite (Sp).
Afin d’obtenir des propriétés pour I’ensemble H® (G, nous établissons quelques lemmes généraux.

LEMME 1.— (Minoration uniforme)

Soit g une fonction analytique sur une polycouronne fermée C(I). Supposons qu’il eriste des
constantes M’ et M telles que log ||g|lc < M et qu’en un certain p € I°, on ait log |g|, > M.
Alors il existe une constante 7 = 7(p, I) > 0 telle que

Vr e I°, log lglr > (14+7)M' —7M .
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2.2.— PREMIERES PROPRIETES DES EXPOSANTS ET INDEPENDANCE PAR SPECIALISATION

PREUVE.

On remarque en premier lieu, que M’ < M du fait méme que |g|, < [|g/lc. On note
L:=logICR n=logreLetn,=1logpeL°
Pour n € L\{n,}, on considére ~(n) le point d’intersection entre la demi-droite [1,n,) et la
frontiére L de £. On a alors n, €]n,~(n)[, si bien que 'on peut poser

N = x(mn + (L —x(n))y(n)  avec  x(n) €0, 1],

ou encore
n=(1+7m)n, —F(m)y(m)  pour  F(n)=x(m)"'-1>0.
On sait d’autre part ([Rb], 2.7) que ¢, : n = log © — log |g|» est une fonction convexe sur L.

Ainsi, on en déduit que

dg(mp) < x(M)dg(m) + (1 —x(m))dg(v(n)) ,

ou encore

¢g(77)

IV
=
+
pal

232
s
Q
3
)

e
Pl
=
©-
2.
2
=

avec M — M' >0

Cette derniére inégalité est encore valable en 7, si on pose 7(n,) = 0. Il suffit donc de montrer que
T est majorée sur £ par une constante 7.
Or, on a ’expression de 7(n) sous la forme

) = M= ()i
mel, T(n)= (mp)i — (v(m)):

dont on déduit la continuité de T sur le compact L.
On pose donc 7 =sup, 7 € R:_, et le Lemme 1 est démontré. [

Nous obtenons a partir de ce Lemme une condition nécessaire et suffisante d’appartenance a
HC(G) qui s’avérera plus maniable.

LEMME 2.— Soit A un élément de D}, .
Alors A € ’HC(G) si et seulement s’il existe une suite (Sh)heN avec Sp € Mp, (Ac) vérifiant
les conditions 1) et 2) du Théoréme 2.1 avec de plus la condition

3)3p eI’ Fho €N, IK' <0, tels que Yh > hg,
log |det Sp|, > K'h .
PREUVE.

La condition 3') étant plus faible que la condition 3), il suffit de traiter la condition suffisante.
Supposons par conséquent que A et (Sp) vérifient 1), 2) et 3'). On cherche a construire une suite
(Sh) qui vérifie vis-a-vis de A les conditions 1), 2) et 3) du Théoréme 2.1 .

Prenons 5’0 = I, et pour h > 0, S‘h = Ap Sy avec Ay € Q tel que

Yh € N*, K, h <log |/\h| < (A/rcyp + 1)]7, , (1)
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pour K¢, > 0 constante indépendante de h a préciser ultérieurement (A, existe nécessairement
par densité de || dans Ry).
Sans condition supplémentaire sur K¢ ,, les conditions 1) et 2) du Théoréme 2.1 sont alors vérifiées
avec une nouvelle constante K = Kep +1+ K.
Notons gj := det Sy, et §p := det S, = A gn. Pour tout h € N, la condition 2) et (1) imposent
comme majoration

log [|gnlle < [m(Ke,p +1)+ K]h. (2)

Pour h > hg, la condition 3') et (1) imposent comme minoration
log |gnlp > [mKep + K'Vh > [mKc, u+ K'lh, (3)

avec 0 < u < 1 arbitraire.
Pour 0 < h < hg, on a d’autre part

log gl > mEc,p bt int Hlog lgnly} > [mke,p u-t K'lh (1
a condition que
mKe , (1 —u) > K’ et (mKe,p (1 —u) — K')hg > — 0<i/?<fh0 {log |gnlp} - (54)

Sous la condition (5,), et pour tout h € N*, la fonction gy vérifie donc, par (3) et (4), les hypothéses
du Lemme de minoration uniforme précédent. On en déduit que Vr € I°, Vh € N*,

log |gnlr > 1+ 7)[mKcpu+ K'lh— 7[m(Ke, +1)+ K|h,

log |galr > [(1+7T)u—7TJmKe, + (1+ 1)K '+ 7(m+ K) . (6)

On choisit donc u¢,, < 1 suffisamment proche de 1 pour que (1 + 7)uc, — 7 > 0. Pour ce uc,,
fixé, on prend alors K¢ , vérifiant (54, ,) et la condition

(14 7)u—7] mK¢ , > —(1+ T)[{I —r(m+K) .

La minoration (6) donne alors la condition 3) du Théoréme 2.1 pour h € N*. Dans le cas ol h = 0,

la condition 3) est encore vérifiée, car Sy = I,. Ainsi, la condition 3) est vérifiée pour tout h € N,
et A€ HE(G). "

Nous allons vérifier & partir de ce Lemme 2 que I’ensemble ¢ (G) ne dépend pas, en fait, du
choix du représentant G.

Si (e) est une base de M représentée par G, et si (f) CASest une base de M représentée par
é, on a les relations suivantes, pour H = Mat((e), (f)) € GLn(Ac) :

G = Gy = ((Gs, )iy, -5 (Gs,)m)
avec (Gs,)m) = (8o, H)H ' + HG5, H™".
PROPOSITION 1.— Soit M un module libre de rang m & connerxion intégrable ayant la
propriété de Robba sur une polycouronne fermée C(I), et soit (e) une base de M.

Alors Uensemble HE (G) ne dépend pas de la représentation G de M dans (e), et sera noté
HE(M).
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PREUVE.

Donnons-nous une autre base (f) de M.
Prenons ¢t € C et ® € D(¢,|t|”). La solution matricielle locale du systéeme linéaire aux dérivées
partielles

.Y (tz) = Gi(z)Y(t, )
3., Y (¢, a) : G, (z)Y (t, )
Y(,t) = I

est donnée par
Y (t, @) = H(z)Ya(t, ) H(t)™" .

On a donc pour tout ® € C et ( € 'y,
Yz(x, () = H(Cx)Yg(x, Cx)H(x)™* . (1)

Si on considére (Sy) associée a un élément A € HC(G), on pose Th(z) := Sy (=) H (x) 1.
En vue de la relation (1), (73) vérifie bien la condition 1) du Théoréme 2.1 . La condition 2) est
également vérifiée pour une nouvelle constante K’ = K + ||H~!||c, choisie de telle sorte que

VheN,  log |[Thlle < K'h= Kh+ |[H|ch .

Par le Lemme 2 précédent, il suffit alors de vérifier une condition du type 3'). Or, on a pour tout
h € N*, et pour un certain p € I° donné préalablement,

log |det Ty |, = log | det Sy|, — log | det H|, > —log |det H|, > K'h ,

si K’ = min(0, —log |det H|,). Par conséquent, H(G) C "HC(E;’), et I'inclusion inverse s’obtient
en permutant les roles de (e) et (f). [

Pour obtenir des propriétés plus fines sur I’ensemble H€ (M), nous allons utiliser une général-
isation & plusieurs variables d’un lemme de zéros ([Dw], 1.2), qui nous servira sous la forme du
Lemme 4.

LEMME 3.— Soit g une fonction analytique sur une polycouronne fermée C(I). On suppose
que g vérifie les conditions suivantes :

1) Il existe p € N*° tel que pour tout v’ € I,

|z| =+ . V1< i<s, Ju; valeurs distinctes de z] telles que
g(z) =0 |zl =rf et g(z1,...,2i—1,2}, Zit1, ..., 25) =0

2) il existe une constante M telle que log ||g|llc < M ;
3) pour tout p € I°, on alog |g|, > 0;

Alors, pour toute sous-polycouronne fermée C' = C(I') de C(I) (donc avec I' C I°), il existe
une constante Kei € (R} )* telle que

M
— < Kic (Vi e (1,s)) — Vzel, g(z) #0.

Hi

En particulier, g est inversible sur C' dans ce cas.
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PREUVE.
Traitons pour commencer le cas d’une polycirconférence de la forme C({p}) pour p € I°. Pour
une telle sous-polycouronne, nous allons montrer que la constante K, est donnée explicitement

par la formule
R\ o\~ -1
K;, = log — — [log & 1
((gp) (10 2) ) 1)
oul = szl[ri: R;].

Notons L,(g) l'ensemble des indices I’ € Z° en lesquels le maximum dans l’expression
9lp := max;7+{ gi|p'} est atteint. Par ([Rb], 2.20), il nous suffit de montrer que si la condition

M .
E < A/iyp (2)

est vérifiée, ’ensemble L,(g) est réduit & un singleton.
Pour p ¢ v(€2°), g ne peut avoir de zéro dans C({p}) sans méme faire d’hypothése. Supposons
par conséquent que p € v(2°).

Procédons par récurrence sur ’entier s.

Dimension s = 1.
On rappelle qu’en dimension 1 ([CR], 5.4.9), le nombre des zéros, comptés avec leur
multiplicité, se trouvant dans C({p}), vaut exactement

d*log |gl, — d”log |gl, ,

ou dtlog |g|, et d"log |g|, désignent respectivement la dérivée a droite et la dérivée & gauche
en log p de la fonction log r — log |g|-. Il nous suffit donc de voir que sous la condition (2),
d*log |g|, = d~log |g|,.

Raisonnons par ’absurde. Par I’hypothese 1), dtlog |g|, # d”log |g|, entraine

d*log |g|, —dlog |gl, > 1 . (3)

D’une part, on majore d¥log |g|, par la plus grande pente possible du polygone de valuation
passant par le point M, = (log p,log |g|,) qui est

log |g|r — log |9l, _ ot = M-0
logR—logp ~ log (R/p)

D’autre part, on minore d~log |g|, par la plus petite pente possible du polygone de valuation

0-M
~ log (p/7)

On a donc p* —p~ = MK~! et la condition (1) donne

dtlog |gl, —d~log lgl, < MK™' <,
ce qui contredit bien (3).
Dimension s > 2.

Pour initier un raisonnement par récurrence sur l’entier s, nous utiliserons, comme dans
([Rb],2.20), la spécialisation de g en un point adéquat.
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Reprenons la technique de démonstration de ([Rb],2.20). Comme  est algébriquement clos, son
corps des restes est infini, si bien qu’il existe t; € Q tel que [t1| = p1, et

|gt1($21 sty $8)|(p2,...,p5) = |g|p )
ot 'on a posé gi,(za,...,25) = g(t1,22,...,25). On remarque alors que g, vérifie les trois
conditions du Lemme au rang s — 1.
Par hypotheése de récurrence, L, . ,.)(g:,) est donc réduit & un singleton dés que la condition

(2) est remplie pour 2 < ¢ < s, et pour les constantes K; , données explicitement en (1) et
indépendantes de la dimension s — 1. Par conséquent, on a

V(l‘g, ceey 338) € Cﬂz,m,ps: |gt1(aj2a ceey ‘lb’)l = |gt1|(p2,m,l>s) .

Prenons donc maintenant ¢; = (3, ...,%,) un point quelconque de C et notons

P2y 505 )
gti(rl) = g(rlat2a .. 'JtS) .

gt; vérifie les hypotheses 1) et 2) du Lemme 3 pour la couronne C({p1}). D’autre part,

96102 < 19lp = 1961002, 00) = 196, (E)] = 1925 (E1)] < ge;1pn -

Par conséquent, g;. vérifie également la condition 3) du Lemme 3.
En appliquant aux fonctions g;; le résultat pour s = 1 avec la constante (indépendante de #;)

R\ —1\ !
Ki,= ((lag —1) — <log P_1) ) ,
P1 1

on voit que si 24—1 < Ky p, quel que soit x1 € C1, g¢;(21) # 0. Ceci achéve la démonstration par
récurrence sur s lorsque C' est une polycirconférence de la forme C({p}).

Dans le cas général d’une sous-polycouronne fermée C(I') de C (donc avec I’ C I), on considére
A/riyc/ = inf Ari,p .
pel’

Par compacité de I’ et par continuité de I’application p — K;, sur I’, K; ¢/ est strictement
positif. Pour ce choix de Kj¢s, le Lemme est alors conséquence du cas de la polycirconférence
C({p}), appliqué pour tout p € I' C I°. Comme la fonction g ne s’annule pas sur C’, elle y est
inversible en tant qu’élément de A¢: par ([Rb], 8.1). [

LEMME 4.— Soit C' une sous-polycouronne fermée de C, A € HC(M), et (Sn) une suite
d’éléments de Mp, (Ac) vérifiant pour A les conditions 1), 2) et 3) du Théoréme 2.1.
Alors il existe hg € N tel que pour h > hg,

Sh S GLm(.AC/) .

PREUVE.
Vérifions que quelque soit h € N, g, := det Sp, satisfait, grace aux conditions 1), 2) et 3) du
Théoréme 2.1, les hypotheses 1), 2) et 3) du Lemme 3 précédent avec p = (p",...,p") et M = Kh.
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En effet, c’est direct pour les conditions 2) et 3). D’autre part, si on prend le déterminant des
deux membres de la condition 1) du Théoréme 2.1, on trouve que : Yax €C, V€T,

u ™ (A4
[I¢= gn(®) = gn(Cz) det Ya(z, () ;
i=1
Par le Lemme 2.1.1 et le 3) de la Proposition 1.2.1, on a

=1 et |det Yg(x, Ce)| =1,

H CZ jzl(A’)j
i=1

si bien que Yz €C, V{eTlj,

lgn ()| = lgn(C)] -

Alnsi, si z est un zéro de gp, tel que |z| = #/, pour chaque entier i entre 1 et s, ’ensemble
{C(i)z ¢ =(1,...,1,¢,1,...,1) € r;}

correspond & p” zéros dinstincts de g;. D’autre part, |[¢)] = (1,...,1) d’apres le Lemme 2.1.1, si
bien que |¢()z| = #’. On a donc vérifié précisément que la condition 3) du Lemme 3 est satisfaite
pour la valeur particuliere de p telle que p; = p”.

Donnons-nous une sous-polycouronne fermée €’ de C. Etant donné que

lim (ih) =0,
h—+co \ p

on peut trouver effectivement un rang hg (dépendant de fagon essentielle de C’) tel que

M Kh . .

— = —< min K¢ .
h h : )

P p 1<i<s

En appliquant le Lemme 3 en dimension s a g, on en déduit que pour h > hg, gp est inversible
sur C', si bien que S, € GLy, (Ac). ]

Nous sommes maintenant en mesure de montrer une propriété importante de 1’ensemble
HC (M) qui va étre & la base de la définition de I’ensemble des exposants. Cela nécessite pour
commencer de donner quelques définitions généralisant des définitions de dimension 1 ([CMII],

4.4.1) et ([Dw], 4.3).

DEFINITIONS.—
Pour a € Z, et h €N, on note
a® = lunique représentant de a'®) dans ZN] — p"/2,p"/2].

Plus généralement pour A € D}, et h dans N, on définit AM) composante par composante.
Sotent A et B dans D},. On dit que A et B sont faiblement équivalents si pour tout h € N, il
eriste une permutation oy de 'ensemble (1, m) telle que :

Vi, ¥j, Vh, (AM); = (BM)oniy| = O(h).
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On remarque que si A et B sont faiblement équivalents, A; et B; sont faiblement équivalents au
sens de la dimension 1 pour chaque i. De plus, la condition ci-dessus est asymptotique. Il suffit
donc de la vérifier pour h suffisamment grand.

Cette définition est alors motivée par le théoréme d’unicité dans H€ (M) suivant dont la démon-
stration va consister & reprendre les idées de la dimension 1 ([Dw], 4.4).

THEOREME 1— Si A et B sont dans H€ (M), alors A et B sont faiblement équivalents.

PREUVE.

Considérons (Sp) et (T}) deux suites associées respectivement & A et B par le Théoréme 2.1.
Etant donnée une sous-polycouronne fermée C’ de C, on peut trouver par le Lemme 4 un rang hg
a partir duquel det T}, soit inversible dans C’. Pour h > hg, la matrice T}, est donc inversible sur
C’'. On définit alors Q) = ShTh_l.

On vérifie dans ce cas que (Q)p) satisfait les conditions 2) et 3') du Lemme 2. Par contre, @
satisfait & une nouvelle équation fonctionnelle différente de 1), et qui est

Ve e ', YCET;,  ¢Qux) = Qn(¢z)CE. (1)

D’autre part, la condition 3') pour @ signifie que, pour h suffisamment grand, et p € I°,

log | > e T (@n)joiy)| = Kih-

0€Gm  1<j<m p

|.|p étant une valeur absolue ultramétrique, au moins I'un des termes de cette somme est de valeur
absolue supérieure ou égale & K1 h. Par conséquent, il existe une permutation o, pour laquelle

log H |(Qh)j,ah(j)|p > Kih. 2)

1<j<m

La condition 2) du Lemme 2 donne quant & elle une majoration de la forme

log [(@n)j.ontn], <log [(@n)jonii]ler < Kah

de chacun des termes dans (2). Par (2), on en déduit une minoration de chacuns des termes de (2)
sous la forme

log |(@n)jonti], > Ksh. 3)

D’aprés le Lemme 2, quitte a effectuer une homothétie sur chacune des m suites (Q4);,0,(;), tout
en gardant la propriété 2) et I’équation (1), on peut supposer que pour tout j, et pour tout p € I'?,
(3) peut étre remplacé par

lOg |(Qh)j,oh(j)|p Z 0. (4)

Si on se donne alors une nouvelle sous-polycouronne fermée C” de C’, on peut trouver a nouveau
(Lemme 4) un rang & partir duquel toutes les fonctions (Qn);,0,(;) sont inversibles. Par ([Rb],
prop. 2.20), on sait que dans chacune des expressions de [(Qh)jo,(j)|p, le maximum est atteint en
un unique indice v; , € Z° indépendant de p € C".

Par les inégalités (2) et (3), on sait donc que

Ksh <log [(Qn)j.0n)lp = log law, | + Y (vi)jnlog pi < Kah (5)

i=1
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valable pour tout p dans une polycourone C"” = C(I") de la forme
") =TI, R
i=1

avec ry < RY. Si on soustrait les inégalités (5) obtenues pour p = (r{,...,ri, ..., 7)) et les
inégalités (5) obtenues pour p = (v{,..., R{ ..., rY), on trouve

S
—|K3 — Ka|h < (vi)j,n(log R —log ri') < |K3 — Kal|h ,
qui donne pour chaque i les inégalités
Kaih < (vi)jn < Kash .
Pour K4 = minj_, [F(:M, et K5 = maxj_, 1@, on a pour tout ¢, j et h,
](4}1, S (Vi)j,h S I(sh s (6)
alors que par (1), on a pour tout j et h, pour tout @ € C", et pour tout { € T';,
¢ (@n)jonti) (@) = (@n)jon i) (C2)C P

h)j,on()\8) = (h)jon(i) 6T :

Si on décompose (Qr);,0,(;) sous forme de série de Laurent Z ai®' sur I', on trouve par unicité
Y/

du développement en série de Laurent sur C” ([Rb], 2.13)

V¢ e T, Mg =g

On a donc a; = 0 des qu’il existe un entier i tel que l; + (B;)o, ;) Z (Ai); [p"]. En particulier,
comme v; , est un indice vérifiant a,; , # 0, on trouve finalement que pour tout ¢

(i) = (Ai)j = (Bi)owgy) [P"]- (7)
En comparant alors (7) avec (6), on obtient

(A); = (BM)g, ()| < max(|Ka],|K5])h = O(h). "
+oo

Le Théoréme 1 va motiver la définition suivante pour I’ensemble des exposants.

DEFINITION.— On appelle ensemble des exposants de M sur la polycouronne C, noté
Exp© (M), la classe d’équivalence faible dans DS, (Z,) d’un élément quelconque A € HE(M).

Par le théoreme précédent, (Smpc(/\/l) ne dépend effectivement pas du choix de l'élément

A e HE(M).

Nous allons montrer maintenant que ’ensemble des exposants est invariant par spécialisation
suivant une direction donnée sous la forme suivante.
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THEOREME 2.— Soit M un module différentiel libre de rang m ayant la propriété de Robba
sur une polycouronne fermée Cq. Prenons A € HE(M), i € (1,s) et &; € C(I?).
Alors A; € HE (My,), et plus précisément si (Sy,) est associée a A, ((Sh)e;) est associée a A;
sur C;.
En particulier, [’ensemble des exposants Expti(My,) est indépendant du choiz de x;, correspond a
une classe d’équivalence faible notée €xpS (M) et sera appelé ensemble des exposants suivant
la i-iéme variable.

PREUVE.

Soit (S,) une suite associée & A € HC(G), vérifiant les conditions 1), 2) et 3) du Théoréme
2.1 . 1l s’agit alors de trouver une suite (T}) d’éléments de M, (Ac,) associée & A;, et vérifiant les
conditions T), 5) et §) pour le module M, obtenu par spécialisation de M en ;.

Choisissons, comme indiqué dans le Théoreme, Th (2;) = Sp (2, ;) = (Sh)e; (25) qui est bien
dans My, (Ac,). La condition 1) pour {; = -+ - = {j—1 = (i1 = - - - = {; = 1 donne alors précisément
la condition T), alors que la condition 2) donne 5) avec K = K. La principale difficulté de la
démonstration est de montrer que la minoration 3) se comporte bien par spécialisation.
Donnons-nous r; € I?, et pour r; = |#;|, notons r := (r;, 7;) élément de I°. Sion pose g, := det Sy,
on sait par hypothése que |gp| > 1. Or, par le Lemme 4 précédent, g, est inversible dans C({r})
pour h > hg, si bien que par ([Rb], 2.20), on trouve |gx(., ®:)|r, = |gnlr > 1. (Th) vérifie donc la
condition 3') du Lemme 2, ce qui permet de conclure sur le fait que 4; € HE (M,,).

Par définition, I’ensemble Gzp®i(My,) coincide avec la classe d’équivalence faible dans D, (Zyp) de
A; indépendant du choix de z;. Expfi(M,,) est donc constant comme indiqué dans I’énoncé du
Théoréeme. ]

Nous allons détailler quelques autres propriétés d’invariances de &zpC (M) qui vont nous permettre
de donner une définition cohérente de Exp®(M) sur une polycouronne et un corps de base
quelconques.

PROPOSITION 2.— Soit M un module libre de rang m d connexion intégrable ayant la
propriété de Robba sur une polycouronne fermée Cq(I). Alors l’ensemble des exposants Exp© (M)
de M sur C est invariant par restriction a une sous-polycouronne fermée C' de C, et par toute
extension de corps valué algébriqguement clos Q' de Q.

PREUVE.

On définit M’ & partir de M par extension du corps de base  a Q' sans changer la connexion.
Il s’agit d’un module libre de rang m a connexion intégrable ayant la propriété de Robba sur Cq.
Par définition de €zp€ (M), il suffit alors de montrer que Ezp®(M’)NEzpC (M) contient un élément
A, ce qui se vérifie immédiatement sur les conditions 1), 2) et 3) du Théoréme 2.1 pour S, = Rp 4.
Si C’ est une sous-polycouronne fermée de C, on note cette fois-ci M’ le module M dans
lequel les éléments de A¢ sont vu comme des éléments de A¢/. 11 suffit alors de montrer que
Exp (M) C Expf (M) ce qui se vérifie immédiatement sur les conditions 1), 2) et 3) du Théoréme
2.1. ]

Pour M un module libre de rang m & connexion intégrable ayant la propriété de Robba sur
une polycouronne quelconque Cx avec K un corps p-adique quelconque, on définit Ezp€(M) a
partir de (Smpclﬁ(./\/ﬂ%) pour le choix d’une extension algébriquement close Q de K, et d’une
sous-polycouronne fermée Cf, de Cq.

Par la Proposition précédente, I’ensemble EzpC (M) est indépendant de ces choix.
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REMARQUES.—

e On ignore si, en toute généralité, les ensembles HE (M) et Exp® (M) coincident. Comme on
le verra au paragraphe suivant, si on impose la condition (DNL) a €zp° (M), on peut en revanche
répondre a cette question par Uaffirmative. On rencontrera le méme genre de probléeme au §3.2 avec
des ensembles H et €.

e La donnée, pour tout i € (1,s), des ensembles ExpS (M) ne suffit pas en général pour
reconstituer ¢xp®(M). En effet, si A € €xp®(M), il n’y a aucune raison a priori pour que, par
exemple, l'élément A" = ((A1)o,(j), (A2);j, - - -, (As);) soit dans Exp® (M) pour o une permutation
non triviale de m éléments. Ceci correspond au fait que A et B peuvent ne pas étre faiblement
équivalents tandis que pour chaque i, A; et B; le sont.

2.3.— Propriétés remarquables pour les exposants

On donne dans ce paragraphe quelques définitions et résultats sur des propriétés remarquables
des exposants en dimension s qui sont des généralisations plus ou moins directes du cas de la
dimension 1.

DEFINITIONS.—
e Pour A €D}

m?

on dit que A a la propriété (DNE) (Différences Non-Entiéres), si
Vi et Vk<l , (Az)k — (Az)l ¢ Zr .

On dit que A € Dj, a la propriété (DNL) (Différences Non-Liouville), si chacune de ces
composantes A; a la propriété (DNL) en dimension 1 ([CMII], 4.3), i.e.

Vi et Vhk<l, (A — (A € L,

pour L Uensemble des nombres de Liouville (on dit aussi que (A;)g — (A;i); a la propriété (NL) ).
Les propriétés (DNE) et (DNL) peuvent se vérifier composante par composante et se voient,
pour chaque composante i, sur l’ensemble des classes (sans tenir compte des multiplicités)

{0, ()} e @/n).

e On dit que Exp®(M) a la propriété (DNL) s’il existe un élément A € €xp°(M) ayant
la propriété (DNL). Nous allons voir dans la Proposition 1 que cela ne dépend pas du choiz de
A. En vue de cela, nous introduisons sur le modéle de la dimension 1 ([Dw], 4.4.9) une nouvelle
relation d’équivalence sur D;), .

o Nous aurons besoin également de définir une nouvelle relation d’équivalence sur D}, : on dit
que A et B dans D}, sont fortement équivalents, sl existe une permutation o de l’ensemble
(1,m) telle que

Vi, V7, (Ai)j — (Bi)o(j) S/

On remarque immédiatement que st A et B sont fortement équivalents, ils sont faiblement
équivalents. Nous allons voir dans la proposition suivante que la réciproque de ce résultat a lieu
dans le cas ot A ou B a la propriété (DNL).
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PROPOSITION 1.— Supposons que €zp°(M) a la propriété (DNL).
Alors €xp© (M) coincide avec une classe d’équivalence forte. En particulier, €zp® (M) est égal
a HE (M) dont tous les éléments ont la propriété (DNL), et il eriste toujours un élément dans
HE (M) ayant simultanément les propriétés (DNE) et (DNL).

PREUVE.

Soit A un élément de Exp®(M) ayant la propriété (DNL), et B faiblement équivalent & A.
Pour ¢ fixé, on trouve dans la démonstration de ’analogue de la Proposition 1 pour la dimension
1 ([Dw], th. 5.2) le fait suivant : si ; 5 est une permutation telle que

~(h 5 (h
(A7) = (B)ounii, , = Oh) . M
+o0
et si A; a la propriété (DNL), il existe un rang hg & partir duquel les permutations o; , sont égales
a une méme permutation o; pour laquelle

Vi, (Ai)j — (Bi)owy) €EZ .

Or, comme A et B sont faiblement équivalents, il existe une suite de permutations (o),
indépendante de i, telle o3 , = o), vérifie toujours (1). Comme A a la propriété (DNL), chaque
composante A; a encore cette propriété, et on en déduit que pour h suffisamment grand, o, est
une permutation constante o telle que

Vi, Vj, (Ai)j - (Bi)o(j) €Z. (2)

A et B sont fortement équivalents par (2), et on a donc montré que Ezp®(M) coincidait avec la
classe d’équivalence forte de A.

Pour ce qui reste de la proposition, partons maintenant d’un élément A € HC (M) C Ezp¢(M),
et de B quelconque dans Ezp®(M). Par ce qui précéde, A et B sont fortement équivalents. En
conséquence, il existe C € D} (Z) telle que B = A+ C. 1l est alors immédiat de vérifier comme
en dimension 1 ([Dw], 4.1) que si (Sy) est une suite associée & A comme dans le Théoréme 2.1,
(€ Sy) est associée & B = A + C. Ainsi B est élément de HC(M), et on a montré I’égalité
HE (M) = Ezpt(M).

Comme on I’a déja remarqué, si A a la propriété (DNL), on vérifie composante par composante
que B= A+ C, pour C € D; (Z), a la propriété (DNL).

Enfin, si A n’a pas la propriété (DNE), il suffit d’ajouter C choisi de fagon adéquate pour que
B = A+ C € H°(M) ait simultanément les propriétés (DNE) et (DNL). ]

Soit K un corps p-adique valué non nécessairement algébriquement clos. Un exemple important
de modules différentiels ayant des exposants avec la propriété (DNL) est donné par des modules
différentiels sur le bord d’un polydisque Dk (0,17), et ayant une structure de Frobenius au sens
suivant (généralisation de ([CMII], 5.5.2)).

DEFINITIONS.— On note Ri (1) Uanneau des fonctions analytiques au bord du poly-
disque Dk (0,17), c’est-a-dire

Ric(1) = | Acxgiep) -
e>0

On munit Rk (1) d’un morphisme de Frobenius

o* Rr(1) — Ri(1)

E axt — E azP!

ez’ ez’
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Soit M un R (1)-module libre de rang m a connezion intégrable. On dit que M a une
structure de Frobenius sl existe un isomorphisme de modules a connezion pour lequel

(b*(/ﬁ) ~ M.

Comme pour la dimension 1 ([CMII], 5.5.2), on dit que Mala propriété de Robba s’il existe
e > 0 tel que le module M\g induit par M ait la propriété de Robba sur C. = Cx(]1 — &, 1[F).
On définit ensuite (Smp(/(/l\) comme étant EzpCe (M\a) qui est alors indépendant du choix de ¢
suffisamment petit par la Proposition 2.2.2 . On a la proposition suivante qui fournit un exemple

important de module dont ’ensemble des exposants a automatiquement la propriété (DNL) :

PROPOSITION 2.— Soit M un R (1)-module libre de rang m d connezxion intégrable ayant

la propriété de Robba. Supposons que M a une structure de Frobenius.
Alors €xp(M) C D}, (Z, N Q). En particulier, €xp(M) a la propriété (DNL).

PREUVE.
Soit £ tel que le module M, induit par M ait la propriété de Robba sur C.. Considérons

—~

A € HC (M.). Par la Proposition précédente, il suffit de montrer que A € D§,(Z, N Q). En vue de
cela, nous allons montrer que pA = (pAy,...,pA;) € HC- (9" (M\a)) pour C. =](1 — 6)””, 1P c C..
On vérifie a ’aide de la Proposition 1.2.2 que ceci a un sens du fait que ¢* (M\E) a la propriété de
Robba sur C.. Soit (Sh) une suite associée & A comme dans le Théoréme 2.1. La condition 1) de
ce Théoreme impose I'identité

YheN, V¢ €T3, Ve € C., CASh(x) = Sh(¢x)Ya(x, (), (1)

ou G représente M\g dans la base (e) qui était fixée.
Pour ' € N, (' € I'§, et &' € C, on applique (1) avec

¢=¢" RN

{h:h’—l EN,
x =z eC. .

On obtient
CPASw_1 (@) = Sp_1 (PP Y (2, (Pa')

qui peut s’écrire sous la forme
CIpATh/(wl) _ Thl (CIQBI)YF(ZBI, Iilil) ’ (2)

avec Thi(®') = Spi_1(®) € My (Acr) et Fs (2') = pm;p_lG(;l(:B’p) par les régles de dérivations
d’une composée de fonctions. D’autre part, I’équation (2) est vérifiée pour h' = 0 et Ty = Iy, car
pour ' e T§ = {(1,..., 1)}, Yr(2',{'®') = Yp(2', &) = I,,. Par définition de (b*(/(/l\g), I’équation
(2) correspond exactement & la condition 1) du Théoréme 2.1 . Les conditions 2) et 3) du Théoreme
2.1 pour la suite (Sp) imposent, quant & elles, les conditions 2) et 3) pour (T}) par le fait que pour g

une fonction analytique |g(x'?)|, = |g(x’)|p». Par conséquent, pA est un élément de HC- (qﬁ*(ﬂg))
comme annoncé. Comme M ~ ¢*(M), il existe un élément H € GLp, (Ri (1)) tel que

Vi, 9, H(x) = H(z)Gs, (x) — pe! ™' Gs, (xP ) H () . (3)
Choisissons ¢’ > 0 suffisamment petit pour que H € GL,,(Ac,,). D’aprés 1’équation (3),
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3.1.— PASSAGE A LA LIMITE

pA € H (G) = HC- (M\g) alors que A € HC- (M\g) C HC (M\g) On en déduit par le Théoréme
2.2.1 dans HC= (M\e) que A et pA sont faiblement équivalents. Ainsi, chacune des composantes A;
et pA; sont faiblement équivalentes, et on peut appliquer le résultat correspondant & la dimension
1 ([CMII], prop. 5.5.3) qui est valable sans hypothéses sur le corps de base. Pour tout i, A; est
élément de Dy, (Zp, N Q) ce qui veut dire que A appartient a D}, (Z, N Q) et qui achéve notre
démonstration. ]

3.— Structure fuchsienne d’un module
différentiel de Robba

Ce troisieme et dernier chapitre consiste a démontrer que sur un corps p-adique quelconque,
tout module différentiel M ayant la propriété de Robba sur une polycouronne ouverte, et soumis a la
condition (DNL) pour ses exposants, se réduit a une forme normale de Fuchs que nous définissons
précisément.

Au §3.1, nous établissons, a l'aide de la suite d’approzimants (Sy) associée & un exposant A
bien choisi, un passage a la limite a plusieurs variables, avec une légére condition sur le corps
de base K. Nous utilisons le résultat dans le cas d’une variable traité dans [Dw], et l’analogue
ultramétrique du théoréme de Hartogs démontré au §1.1.

Au §3.2, nous donnons deuzr définitions équivalentes de la notion de structure fuchsienne sur
une polycouronne ouverte. Par le passage a la limite précédent, la restriction a C° d’un module
différentiel M libre de rang m sur une polycouronne fermée Cx ayant la propriété de Robba, et
dont l'ensemble des exposants Exp® (M) a la propriété (DNL), admet une structure fuchsienne sur
CY # 0 sous la forme de la premiére définition. On montre ensuite grace a la deuziéme définition,
plus intrinséque, comment supprimer toute hypothése sur K.

3.1.— Passage a la limite

Soit K un corps p-adique et €2 une extension de corps valué algébriquement clos de K. Pour M
un module sur une polycouronne Cg, on notera encore M le module sur C obtenu par extension
des scalaires de K 4 Q. On rappelle que par la Proposition 2.2.2, I’ensemble des exposants ¢zp© (M)
ne dépend pas du choix de Q. On note CY la polycouronne ouverte correspondant & C(I°) ot I°
désigne 'intérieur de I.

Nous utiliserons de facon essentielle le passage & la limite effectué dans [Dw] en dimension 1
sous une forme trés précise dont nous allons donner ici 1’énoncé.

PROPOSITION 1.— ([Dw], lem. 7.2)

Soit Q un corps p-adique algébriquement clos, et soit M un module différentiel libre de rang
m sur une couronne (de dimension 1) fermée Cq, ayant la propriété de Robba. Considérons (e)
une base de M représentée par G, A € H (M) ayant les propriétés (DNE) et (DNL), et (Sh)
une suite associée ¢ A et (e).

Alors, il existe une suite (C;) de matrices constantes inversibles dans Q telle que pour tout z
dans C°,

C;Spi(x)

admet une limite H(z) lorsque j tend vers 400, avec H € G Ly (Aco). [
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Nous allons généraliser cette proposition & la dimension supérieure sous une forme légérement
différente nous permettant d’effectuer une récurrence sur la dimension s. Ce résultat nécessitera
le théoréeme d’indépendance des exposants par spécialisation et le théoréme sur les fonctions
séparément analytiques.

PROPOSITION 2.— Soit Q un corps p-adique algébriquement clos, et soit M un module
différentiel libre de rang m sur une polycouronne fermée Cq, ayant la propriété de Robba.
Considérons (€) une base de M représentée par G, A € HC(M) ayant les propriétés (DNE)
et (DNL), et (Sp) une suite associée a A et (e).

Alors, pour tout z,z dans C°,

Syt (2)Spi ()

4

admet, lorsque j tend vers +oo, une limite H(z,x) € Q avec H € G Ly, (Acoxco).

PREUVE.
Nous allons établir ce résultat par récurrence sur l’entier s.

Posons Tj = S,;, et donnons-nous C"” C €' C C avec ' une sous-polycouronne fermée de C (donc
avec C' C C°) et C" une sous-polycouronne ouverte de C’ (donc avec C"” C €'°). L’ensemble des
polycouronnes C” décrites comme ci-dessus (pour C’ variable) coincide avec I’ensemble des sous-
polycouronnes ouvertes de C. Par recollement ([Rb], cor. 2.15), il nous suffit donc de montrer que
la conclusion de la Proposition 2 est valable sur C” x ", pour la déduire sur C° x C°. On sait,
d’autre part, par le Lemme 2.2.4, que Tj € G L, (Ac/) pour j > jo.

Cas s =13
D’apres la Proposition 1, la matrice

T )T () = T77 (2)C5 O Ty (o)

admet bien une limite H(z,2) = H(z) " H(z) € GLy(Acixc') C GLm(Acrxcr).

Cas s > 2;

On fixe ¢ le choix d’une coordonnée, z et @ dans C' C C°. On pose alors dans ¢,
pour k € (1,s—i+ 1), w) = (21, 2, g1, TR, 2R 2s) avec k' = k+i+1, et
pour k € {s—i+2,s), w) = (@1, @R, 2k, 2 i, - &) avec k' = k+i+1—s.

0)

La suite (U(k))ke(o,s) correspond & 'unique suite de s+1 éléments de C’ telle que u(®) = z, u(*) = =,

et pour 1 <k < s, ul®) differe de w*~1) suivant la seule ji-iéme coordonnée pour
jl =i+ 1:"~ajs—i :Sajs—i—+—1 = 1,"':.7.3 =i.
On notera, respectivement,
Vitl,---,Us,01,...,0i,
les éléments de
0 0 0 0
C(m),...,cg,ci,...,cg ,
tels que

s—1)

ull) = (041, 2i41), ., w7 = (v, 2,), wl T = (

v1,21),.. Lul) = (v, 24) .
On peut alors décomposer, pour j > jg, Tj_l(z)T](m) sous la forme
17 (=) () = T (@O T (W) (M) T () LT ) T () (1)
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qui coincide avec la forme suivante :

T5t o i) Ty (2i40) - T (2 T, () T (21) Ty (1) T (20) T ()

J,0it1

Par la Théoréme 2.2.2 d’indépendance de ’exposant par spécialisation suivant chaque coordonnée,
on en déduit que

Tj,v,_;_l (Ii‘l'l) vy T, (:L‘S) Lo (‘731) v TG ('rl)
sont des suites respectivement associées aux exposants
Ai+1 )y As ) Al y et Az

qui ont tous simultanément les propriétés (DNE) et (DNL). Donc, par hypothése de récurrence,
les suites

T g Gie) Do (zign) 5 - L (20) T, (20) 5 Lo, (21) Loy (21) 5 - T (20) L ()

convergent, si bien que leur produit admet une limite H;(z, ).
D’autre part, par le choix de (u(k)), la variable z; n’intervient que dans u(*). Par conséquent,
pour k # s, la limite de 7}_1(11("_1))7}-(1;([‘)) est indépendante de z;, alors que par hypothése de
récurrence,
T (b )T () = T3 (20) T o ()

admet une matrice limite dans G L, (Ac:) suivant la variable z; € C}.
On en déduit donc que H;(z,x) est dans GLp, (Ac) suivant la variable z; € C;.
Par (1), H;(z, ) ne dépend pas de i, et on peult permuter le role de z; et z; par la formule
H(z,z) = H™(x, z) obtenue par passage a la limite. Par restriction & C”, il s’agit donc d’une
matrice H définie sur C” x C” et dont tous les coefficients sont des fonctions analytiques suivant
chacune des variables z; et z; séparément sur la polycouronne ouverte C"” x C"” de dimension 2s.
Cette construction est valable quel que soit le corps de base Q tant qu’il s’agit d’un corps p-adique
algébriquement clos, et redonne par restriction la méme matrice ' par unicité de la limite. Si on
fixe donc Q un corps de base algébriquement clos, on note alors 2 une extension de corps valué de
Q qui soit sphériquement close et algébriquement close (par ([VRo], chap. IV), il suffit de prendre
la cloture sphérique de Q), et par le Lemme 1.1.2, Q une extension s-générique de Q.

On peut donc appliquer le Théoréme 1.1 pour en déduire que H € GLy(Acrxer), et par
recollement, H € G Ly, (Acoxco). [

Supposons dorénavant dans ce paragraphe que K soit un corps p-adique tel que C% soit non-
vide, et fixons un élément z € C%. Nous allons exploiter la Proposition 2 & l'aide de la suite
particuliere (Rp 4) construite au §2.1, et pour laquelle la limite H correspondante sera fonction
analytique a coefficients dans K au lieu de € a priori. On vérifie ensuite, comme pour la dimension
1 ([Dw], thm. 7.1), que H(z,.) satisfait & un certain systéme d’équations aux dérivées partielles
de la dimension 1 ([Dw], thm. 7.1).

REMARQUE.—

e On ne dispose a priori de ['unicité du développement en série de Laurent d’une fonction g
sur Cx # 0, développable en série de Laurent sur Cx, qu’a condition que K soit algébriquement
clos ([Rb], 2.13). Toutefois, dans certains des cas qui vont suivre, on part d’un élément f que ['on
sait étre dans Ac,. pour des raisons intrinséques et on construit une fonction g coincidant avec la
fonction associée a f sur Cq pour K C Q algébriguement clos. On en déduit alors tout de méme
que Uégalité f = g a lieu dans Ac,, .
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PROPOSITION 3.— Soit K un corps p-adique, Cx une polycouronne fermée telle que C% soit
non-vide, et soit M un module différentiel libre de rang m sur C, ayant la propriété de Robba.
Considérons (e) une base de M représentée par G, A € €xp°(M) ayant les propriétés (DNE) et
(DNL), et (Rj,a) la suite associde a A et (e) du §2.1.

Alors, on a les résultats suivants :

1) Ry a € My, (Acy), et pour tout z, @ dans C,
R} () Rps al2)

admet, lorsque j tend vers +oo, une limite H(z,x) qui est telle que H € GLm(-Acg\,xcg{)«
2) Pour tout i € (1,s), et pour z € C% firé, la matrice

(2:iGs, (%)) (2,

est une matrice BY) = BU)(z) indépendante de .

3) Pour z € C% fixé, il existe une base de trigonalisation commune des BU (paur i=1,...,s)
dans laquelle (A(1 ), ce A%)) correspond ezactement a la partie diagonale de B().
PREUVE.

Notons Q une extension de corps valué de K qui soit algébriquement close. Remarquons dés a
présent que, comme K est un corps complet de caractéristique 0, K contient @@, et donc a fortiori

Q et Z,.
Par la Proposition 2 précédente, et pour z,® € C% C C3, R;J 1(z)R,5 4(x) admet une limite
H(z,#) lorsque j tend vers 400, avec H € G L, (Achcg)-
La suite Rpj 4(2)Rps a(®) converge vers H(z,z) en tant que fonction sur €3, x C2,, Par conséquent,
— i a(x) converge vers (z,®) — H(z,x) dans M, (Acoyco). Par complétude de
R;jA Ry g H dans M, (A P létude d
A, 11 suffit de voir alors de fagon générale que Ry 4 € Mp, (Acy ).

Or,
Rnale shEcAYG () = E%‘;&”chc—w. (1)

Cery el | gery

Comme G est dans My, (Acy ), il en est de méme de %!ﬂ, et il suffit de montrer que dans (1),
et pour tout A € D},

>t e My (K) .

cery

Ceci s’obtient, en développant (¢ — 1), comme conséquence du Lemme 2.1.2, qui donne, en effet,
que si u € Z,, ZCEFS ¢¥ est dans {0,p*"} C Q C K. Ceci termine la partie 1) de la Proposition 3.
h

Reste & montrer que pour z € CY fixé, H(z,.) vérifie un systéme d’équations aux dérivées partielles
du type de celui annoncé en 2).
Notons T; = R,s 4. On sait que pour tout = € €Y, pour tout j € N et pour tout ¢ € I‘p],

¢ (@) = T;(Cx)Ye (@, (=) .
Pour z élément de CY%, et j > jo,

TR ()T ()T () = T (2) T3 (C) Ya (=, C) (2)
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Comme Tj_l(z) i(x) admet pour limite H(z, x), T._l(z)Tj(Cw) admet pour limite H(z, (). Par

J J
I'identité (2), Tj_l(z)CATj(z) admet pour limite
T(z,(,A) = H(z,Cx)Yg(x, (x)H (2, 2) . (3)
Effectuons le changement de base (e') = H(z,z)(e) pour z fixé dans C). Si on note
G(z,x) = G(®)[(.v) la représentation de M dans (e’), on trouve, en comparant (3) et la

formule de changement de base vue en 2.2, que pour tout ® € C% et { € F;j (7 > Jo),
T(z,¢(, A) :Ya(zyx)(w,Cw) . (4)

D’aprés la remarque précédente, (4) correspond en fait, pour z € C% fixé, & une égalité dans
M, (Acg{ ).

En appliquant alors d,, aux deux membres de (4), on a

0= Cié(sl(z,Cw)Yﬂé(w,Cw) - Yx(=, ()G, (2, @) .

Si on pose dans M,, (.Acg{)
B(i)(z,:n) = miégl(z,m) ,

on en déduit que

BW(z, ¢a)T(2,¢,A) = T(z,¢, A)BY (2, 2). (5)

Omettons momentanément I'indice i et la variable z, et montrons que B(x) = B (z, x) est
en fait une matrice indépendante de .
La matrice B, en tant qu’élément de M,, (.Acg(), s’écrit sous la forme

B(z) = Z Bz’

ez’

et par l'identité (5), on a
Bi¢'T(2,¢,A)=T(z,(, A)B,. (6)

On rappelle alors ([DGS], lem. IT1.8.4) que les valeurs propres de 'application

q)U,V T'—=TU-VT

sont les a; — §; pour {e;} et {§;} 'ensemble des valeurs propres respectives de U et V.

Dans notre cas, on sait que T'(z,(, A) est la limite de Tj_l(z)CATj (%). Les valeurs propres de
7}_1(z)CATj(z) sont indépendantes de j et sont celles de (4. Par passage a la limite dans le
polynome caractéristique de Tj_l(z)CATj(z), on en déduit que les valeurs propres de T'(z,(, A)
sont encore celles de (4. De méme, les valeurs propres de {'T(z,(, A) coincident avec celles de
¢!*4. Comme A a la propriété (DNE), les matrices ('T'(z,(, A) et T(z,{, A) ne peuvent avoir de
valeur propre commune pour tout ¢ € I‘;j et j suffisamment grand que si I = 0. Par conséquent,
B; dans (6) ne peut étre un vecteur propre de @op(z.c,4)7(2,¢,4), donc non nul, qu’a condition que
I = 0. On a donc montré que B; = 0sil # 0, et par conséquent B(x) est une matrice indépendante
de ® notée B (z). En appliquant ce résultat & chaque entier i € (1, s), on trouve bien la formule
annoncée en 2).

Fixons toujours z € C%, et omettons & nouveau dans ’écriture de B(i)(z) la référence a z. Par les
conditions d’intégrabilité, on sait que pour tout (3, j),
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si bien que (B()); forme une famille de matrices permutables de M,, (K). Par un résultat classique
d’algebre linéaire (cf par ex. [Bou], Alg. chap 7, §5), on en déduit ’existence d’une base commune
de trigonalisation sur une extension algébriquement close @ de K. En reprenant l'identité (4)

lorsque K = €, on trouve que pour tout ¢ € F;j,

T(z,¢,A) = Yz(e,Ca) = Y (Gl D (7)
aENS

ou GG, s’obtient a 1’aide de la formule de récurrence

Ga+6, = axiéa + éaéé

i )

avec éa, = E;(l) . Par cette formule de récurrence, et le fait que B(*) et BU) commutent, on obtient
que

Ga (B(l)) . <B(s)) »

— = z, 1. ;%

«@ ay s
ol (Bofl)) est la matrice définie par (B(()l)) =1, et

B . B
(a; + )<ai+1) ( e )<0/i)

En reprenant ’identité (7), on en déduit que

T(z,(,A) = Z (j‘t’:jj)) (ji(s))(cl S (G — 1)

aelN*

I (3 ()

1<i<s \g,eN

IT a+¢-12”

1<i<s

=¢B.

Par conséquent, et pour tout { € F;j, les valeurs propres de T'(z,(, A), et donc celles de ¢4,
coincident avec celles de (Z. A une permutation o de (1, m) prés, on en déduit que la composante
diagonale de B correspond & (A(GZ()U, ce A(OZ()m)). Quitte a choisir la base de trigonalisation des
(B(i)) en tenant compte de o, on peut supposer que o est I’identité. Les valeurs propres des B(%)

sont alors en fait dans Z, C K, et la trigonalisation commune a lieu dans M, (K) ([Bou], Alg.
chap 7, §5). Ceci termine la démonstration de la partie 3) de la Proposition 3. ]

3.2.— Théoreme de structure fuchsienne

Nous commencerons par donner deux définitions équivalentes de la notion de structure
fuchsienne sur une polycouronne ouverte. La premiere définition s’énonce a 1’aide d’une base,
et s’obtiendra naturellement pour la retriction & C% non-vide de M ayant la propriété de Robba
par le passage a la limite du §3.1. Pour descendre ce résultat a un corps p-adique quelconque, c’est
la deuxiéme définition, plus intrinseque, qui sera la plus adaptée.
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On débute par quelques lemmes qui nous servirons a plusieurs reprises par la suite.

LEMME 1.— Soit N' un module différentiel libre de rang m sur une polycouronne ouverte Cr,
ayant la propriété de Robba. Supposons qu’il existe une base de N dans laquelle V(x;0z;) est
représenté soit par une matrice constante de M,,(K), soit par une matrice triangulaire supérieure
de diagonale constante ayant la propriété (DNL).

Alors il existe une base (e) de N dans laguelle pour chaque indice i, V(z;0;,) est représenté
par une matrice constante BY) € M,,(K) triangulaire supérieure de diagonale A®) € D,, (Zyp).

On note alors H C D}, (Z,) U'ensemble des éléments A = (AN .. AB)) correspondant a un
ensemble de matrices triangulaires supérieures constantes B associées a un choix quelconque d’une

base (e).

PREUVE.

Dans le premier cas, on part d’une base dans laquelle V(2;0;,) est représenté par une matrice
constante B Par les conditions d’intégrabilité, ces matrices commutent entre elles. Sur une
cloture algébrique Q de K, il existe donc une base de N dans laquelle les matrices B(*) sont des

(1)

matrices constantes triangulaires supérieures avec (Aj ", .. .,Aﬁ,?) pour diagonale ([Bou], Alg. chap

7, §5). Par la condition de Robba, A;i) € Z, ([ChI], prop. 6.2.9), si bien que la trigonalisation
commune a lieu dans le corps de base K ([Bou], Alg. chap 7, §5).

Dans le deuxiéme cas, V(z;0;,) est représenté par une matrice B() (z) de la forme
A(li) *
B () = .
0 AR
Nous allons montrer dans un premier temps que ’on peut supposer que A ainsi défini a les
propriétés (DNE) et (DNL). Quitte a effectuer une permutation sur les vecteurs de la base,

on peut supposer que A(lz) = - = Al(j,) + A;i) pour j > k;. On utilise, en vue de cela, les
transformations de cisaillement suivantes, qui se déduisent du cas d’une variable ([Dw], IT1.8.2 et

8.3) : pour i fixé,
h.
% lIk, 0
m= (50

pour h; € Z et k; comme ci-dessus. H; transforme B(x) en E(m) avec :
e Suivant le ¢-ieme variable, on a

B (%) = 2;0,, H;H ' + H;BY H!
A(li) Kk
B <hi1k, 0) N .
“L o0 o0 . o
0 Al

qui est donc triangulaire supérieure de diagonale constante égale a

(A 4 hiy oo, A AP ADY

e Suivant le j-iéme variable (j # i), on a

BY)(®) = 2,0, H:H;* + H;BOH!

0 0 A(li) * ok %
:<o 0)+ R
0 AD
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qui est donc triangulaire supérieure de diagonale constante égale a (A(j)).

Dans un deuxiéme temps, nous allons montrer par récurrence sur le rang m que le lemme est
vérifié en partant de B(x) lorsque ’ensemble A correspondant a les propriétés (DNE) et (DNL),
et que de plus la partie diagonale A est conservée par ce changement de base. Ceci achévera la
démonstration du lemme.

Pour m = 1,iln’y arien a montrer. Dans le cas général, on est ramené, en appliquant les hypotheses
de récurrence au rang m — 1, a B ayant la forme suivante : pour tout ¢,

(@)

avec P() triangulaire supérieure constante de diagonale (A ,...,A%)). On cherche alors une
matrice de changement de base de la forme

= (y 1)

apres lequel V(z;0,,) sera représenté par

avec D) constante. Pour L = (L1, ..., Lym_1) € AZ~" quelconque, on a
(#) ()
(@) A DY(e)
(B )y = ( 0 pli)

avec D() g .,421_1 vérifiant
2:0p. L+ L (P(“ - Al(i)lm_l) =D _ ¢ = pli) (1)

On veut réaliser cette relation avec D) = Resz—g (C(i)(w)) matrice constante de M, (K), si bien
que Resz—g (E(Z)(az)) =0.

En premier lieu, établissons la relation que 1’on déduit des conditions d’intégrablité de la connexion
de N. Ces derniéres conditions imposent la relation suivante dans M,, (Ac, )

2;0,. BY) — x].axB(i) — g gl _ gl gl
En identifiant chacun des blocs de ces matrices, on trouve que
: (2)

2:02,09) — 20,00 = ADCU) 4 0O pU) _ 4Dl _ o) pli)

[p(i)’ p(j)] -0
On déduit de la deuxieme égalité I’identité suivante sur les coefficients des séries de Laurent de
Cl) et CU) .
viez, licl(j) _ ljcl(i) _ A(li)cl(j) + Cl(i)P(j) _ A(lj)cl(i) _ Cl(j)P(z')
si bien que
ez, P (PO+ (- A ) =) (PO + (4 — AP 1y ) (3)
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La matrice PO 4 (L —A(li))fm_l est triangulaire supérieure avec pour ensemble des valeurs propres
{A;Z) — A(ll) + l;}2<j<m- Si l; est un entier non nul, on déduit de la propriété (DNE) pour A
le fait que PU) + (U A(li))lm_l est inversible dans M,,_1(K). D’autre part, s’il existe un autre
. : -1 _ .
indice j tel que [; # 0. Par (2), les matrices (P(Z) + (- A(ll))fm_l) et (P(J) + (- A(lj))fm_l)
commutent, et par (3), on en déduit que
, . : -1 : , : -1
i (PO 4 (ts = AP ) = O (PO 4 (4 = AP )

Par conséquent, on a montré que la matrice C,(i) (P(i) + (L - A(li))fm_l) " est indépendante de i
pour 7 tel que I; soit non nul.
En deuxiéme lieu, on remarque que le systéme d’équations (1) est d’un type suffisamment simple
pour déterminer formellement les coefficients du développement en série de Laurent de L : par (1),
il suffit d’avoir . ' '

Vi, Vi€ 7Z* liLi + Ly (P(” - A<;>fm_1) =B (4)
En effet, prenons L =37, 7+ Lix! avec Lo = 0, et pour I € Z°\{0},
-1

; ; i -1 i i i
L= EY (P(’) 4l — Al ))Im_l) =—c® (P< )t (1 — AS >)1m_1)

avec i de telle sorte que l; # 0. Pour I = 0, (4) est bien vérifiée par le choix de DO =
Resz=o (C(i)(:n)). Pour 1 # 0, L; est indépendant du choix de i tel que I; # 0 par ce qui préceéde,
et pour un indice j quelconque, on trouve

L+ Ly (P(j) - Agﬂfm_l) - I (P(j) (- Agﬂ)fm_l)
=—c (P(i) + (- A<;'>)Im_1)_1 (P(j) + (1 — Agﬂ)fm_l) .

. . -1 R .
Par (2), les matrices (P(Z) + (L - Agl))fm_l) et (P(” + (l; — A(lj))fm_l) commutent, et par
(3), on en déduit que

_ _l(z') (P(i) (- A(li))fm—l) (P(j) + (l; — A(lj))fm_1)

. R . R . -1
— _Cl(l) (P(J) + (- A(lj))lm—l) (p(l) + (I — A(ll))lm—l)

. X . R . -1
=—cY (P@ (- Ag”)fm_l) (P“) + (- Agﬂ)fm_l)
— _Cl(j)
=59

si bien que I’équation (4) est vérifiée.
Apres I'avoir défini formellement, on va montrer que L est en fait analytique sur la polycouronne
ouverte Cx (I°) = Cx (I). Pour l; # 0, et en utilisant le fait que |;| < 1, on trouve que

tcom (P(i) + (- A(li))fm_l) H
det (P<i> (- Agﬂ)fm_l) ‘

-

Am,i

< GERG)
[locjcm lli + A7 = Ay

bl
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ou Ky, ; est une constante indépendante de {;. On en déduit que pour I # 0, et pour i tel que

l; #0,

[\/m,i

[locjcm lli + AY) - A<1“|

L] < lC)] x

Si on fixe r € I° = I, on peut trouver n > 0 tel que r — (n,...,n) et * + (n,...,n) soient dans I.
Pour i tel que I; # 0, on note n; = (0,...,7,...,0) avec 1 en i-éme position. On a alors les deux
majorations suivantes qui sont indépendantes de tout choix de ¢, et qui sont valables pour tout

1e7Z\{0} :

- 1
' Kim,i i\
ILir* < min | |CP)(r — )" x A : < ) ,
{iltzop \ 1! Mocjcm lli+ A — A8 \ri—n

. l
: K i i\
Li||*' < min c®|(r + )t L - < : ) .
Ll “”¢NQ|1W e T

La premieére de ces majorations va nous servir lorsque I aura une composante [; < 0, et la deuxiéme
lorsque I aura une composante l; > 0. Pour tout ¢ € (1, s), C%) est une fonction analytique sur
C(I). Ainsi, pour € > 0 arbitrairement fixé, il existe un entier S; tel que si |I| := Y ;_, |li| > S;,

I =) < NN = (.- om))! < e
et un entier T; tel que si |I| > T,
I+ ) < NG+ (.- om))! < e
A Taide des estimations classiques de |l; + A;i) — Agi)|, lorsque I; — Z4oo, et ou les nombres

Ay) - A(li) sont, par hypothése, Non-Liouville (cf par ex. [DGS], VI.1 et p209), on sait d’autre

part qu’il existe des constantes KT’nJ et Kr’fw» indépendantes de I; € Z telles que

Kp i : "
Vll < 0; S () () < - ) S I{r/n,Z )
[locjcm lli + A57 — AP\ =T
et .
K i ' .
Vi > 0, ~m, — < ! ) <Kl
[locjcm lli + 457 — A7 i T

Par conséquent, si [l] > maxj<;<s{S;,T;}, on a la majoration

m,i)

HLIHTI < 121}25{[\7/ [(rl)lz,i}e =Ke=¢,

avec € > 0 pouvant éetre choisi arbitrairement. On a donc montré que L est une fonction analytique
sur C(I°) = €(I) comme annoncé.

Finalement, on a donc trouvé une matrice

"= (é fﬂfi) € GLn(Ac)

telle que

. (#) ()
. @ _ (A D
vi, By = < 6 P(i))



soit une matrice constante tringulaire supérieure. Ceci établit que ’hypothése de récurrence est
vérifiée au rang m, et termine la démonstration du Lemme 1. ]

LEMME 2.— Dans les méme conditions que le Lemme précédent, si A et A sont éléments de
H, alors A est fortement équivalent a A.
On note € la classe d’équivalence forte d’un élément A de H. Alors € est indépendant du choiz de
A, et s’il existe un élément de € ayant la propriété (DNL), tous les éléments de & ont la propriété

(DNL).

PREUVE. Choisissons (e) et (€) deux bases dans lesquelles A est respectivement représenté

par B et B matrices constantes triangulaires supérieures ayant pour diagonales A et A. Soit H la
matrice de passage de (€) a (e). H vérifie ainsi, pour tout %, I'identité

2;0,,H = B H — HB) |

Quitte a changer H par H'"'HH" ot H' et H" sont dans G L, () choisies de fagon adéquate

(avec € algébriquement clos contenant K), on peut supposer que tous les B et les B{) sont sous
la forme

B = A0 4 N et B = A0 4 NO) (1)

avec N et N () nilpotentes,
[AO NO1=0 et [AD NO)=0.

En effet, pour cela, il suffit d’utiliser ([Bou], Alg. chap 7, §5) et la décomposition de Q™ suivant
les sous-espaces caractéristiques.
Pour i fixé et H vu comme une fonction analytique en la variable x; a coefficients dans le
corps K; = Frac(Ac,,), on reprend sous une forme particuliere un résultat de dimension 1
([DGS], V.2.4). On se propose de montrer que dans les conditions ci-dessus, si Hgi(z;) # 0,
alors Ag) — Al(l) € Z.
En effet, avec les mémes notations que dans ([DGS], V.2.4), la matrice C(z;) = ;l‘i_B(l)H(a:i)xf;(l)
vérifie I’équation

szaxlc =0.

, - 1 _B 1 S(4
Par conséquent C' est une matrice constante en x;, et H = a:f( )Cl‘i B Comme B et B sont
la forme (1), on a donc
(%) (%) NG 7O
H=af" 2N "Ca;N "4

2 2 2
A 5
= <J;Z a0t Pr(log x;) ,
k.l

oll Py est un polynéme & coefficients dans le corps des constantes en z;. Comme H (z;) est élément
de My, (Ac,), on déduit de ([DGS], V.2.3) que Py est un polynéme constant, et que

H(l‘l) _ ;l‘f(l)éwi_A(l)

A(l)_;{(i) _
= <J,Z k ! Ckl .
k,l

En appliquant de nouveau ([DGS], V.2.3), on trouve bien que si Hy; est une fonction analytique

non nulle, AS) — El(l) est un entier relatif.

Comme H € GLy,(Ac), il existe une permutation o de ’ensemble & m éléments telle que pour tout
ke (1,m), Hy 5(x) est une fonction non nulle. Pour chaque variable z;, Hy, (1) induit une fonction
analytique non nulle en z;. Par ce qui précede, on en déduit que
: A0 (@)
Vi, Vk, AT — Ao(k) €Z.
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C’est-a-dire que A et A sont fortement équivalents. Le reste du Lemme découle de cette propriété
comme dans la Proposition 2.3.1 . ]

Par analogie avec ([CMII], déf. 6.2.3), nous définissons le module suivant sur Cx, ayant la propriété
de Robba par la Proposition 1.2.2 .

DEFINITION.— Pour o = a® o al)) e Z2, on note A2, ou encore A%, le Ac-module
'p C
libre de rang 1 engendré par le symbole

(1) (s)
z® =z ad

et munt de la connezxion naturelle pour laquelle

V(2i0p,)(2) = a;&® .

PROPOSITION.— Soit M un module différentiel libre de rang m sur une polycouronne ouverte
Ck, ayant la propriété de Robba. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) M admet une base (e) dans laquelle V(x;0;,) est représenté par une matrice constante, et
Uensemble € correspondant a la propriété (DNL) ;
2) M s’obtient par extensions successives de m modules & connexion intégrable isomorphes d
A4 AAm pour Aj = (A;l), ce A;s)) € Z, avec A = (A AG)) et la classe d’équivalence
forte & de A a la propriété (DNL) ;

St Uune de ces propriétés équivalentes est vérifice par M, on dira alors que M admet une
structure fuchsienne sur Cg, et on notera (Emp?(/\/l) U’ensemble & = &',

PREUVE.
Supposons que M soit inscrit dans une suite exacte courte

0 —L—M—P—0.

Par la Proposition 1.2.2 et le résultat correspondant en dimension 1 ([CMII], th. 5.4.6, et [Dw],
§8), le fait que M ait la propriété de Robba entraine que £ et P 'ont aussi.

2)=1)
Raisonnons par récurrence sur le rang m de M. Par hypothése, M s’inscrit dans une suite exacte
courte

0 —L—>M—>P—0,

dans laquelle, par exemple, £ est isomorphe & A4t pour A; € Z;, et P est un module de rang
m — 1 que l’on obtient & partir de m — 1 modules respectivement isomorphes a 442 ... A4™ avec
I’élément A correspondant (dans ¢') ayant la propriété (DNL).

On en déduit que I’élément Ap = (As, ..., Ap) alapropriété (DNL). Par hypothése de récurrence,
on peut alors trouver une base de M dans laquelle V(2;0;,) est représenté par une matrice de la

forme 0 o
_ (A" CU(=)
Gs, = ( 0 BE) (1)
avec B() matrice constante dont I’ensemble &p correspondant coincide avec la classe d’équivalence
forte de (As,..., An). Par le premier cas du Lemme 1 précédent, on peut supposer que chaque
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BU) est constante triangulaire supérieure & diagonale (ﬁm .. ,ﬁm) Par le Lemme 2 précédent,
(Ag, ..., Ap) est dans la classe d’équivalence forte de (Aa,..., An). Par conséquent la partie

diagonale (Al,g% ..., Ap) de G ala propriété (DNL), et on se retrouve dans le deuxiéme cas du
Lemme 1. Les ensembles & et ¢ sont tous deux la classe d’équivalence forte de A.

1) = 2)
Par le premier cas du Lemme 1 précédent, il existe une base (e) de M dans laquelle V(2;3;,) est
représenté par une matrice constante triangulaire supérieure

avec A; = (A;l), ey A;S)) € H C ¢ ayant la propriété (DNL). Si on note H la matrice de passage

de la base initiale & la base (e), on trouve alors que la premiére colonne hy # 0 de H™! est telle
que h; engendre un sous-module différentiel non-trivial £ de M isomorphe & A41.

Si m =1, on en déduit donc que M est isomorphe a 441, et la condition 2) est bien vérifiée.
Raisonnons par récurrence sur le rang m de M. De la forme triangulaire supérieure des B(®), on
déduit une suite exacte courte non-triviale

0 —L—M—>P—0,

dans laquelle £ est donc isomorphe & A41 et P vérifie les conditions de 1) avec (As, ..., A,,) € Ep
qui a la propriété (DNL). Il suffit alors d’appliquer I’hypothése de récurrence pour obtenir la
condition 2) au rang m, et 1’égalité entre & et & est alors immédiate. ]

Notre résultat de structure fuchsienne pour un module différentiel de Robba, consiste en
I’analogue suivant pour la dimension s du Corollaire 6.2.6 de [CMII].

THEOREME.— Soit M un module libre de rang m a connezion intégrable sur une polycouronne
fermée Cr, ayant la propriété de Robba. Supposons que €xpC (M) a la propriété (DNL), et notons
M la restriction de M a la polycouronne ouverte C9..

Alors M° admet une structure fuchsienne sur C%, et (E;Epc(/\/l) = (Exp?o(/\/lo).

Avant de donner la démonstration du Théoréme, on en déduit deux corollaires. Tout d’abord,
par recollement (comme en dimension 1 dans ([Dw], th. 7.1)), on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.— Soit M un module différentiel libre de rang m a connerxion intégrable sur
une polycouronne ouverte Cr, ayant la propriété de Robba. Supposons que €xp® (M) a la propriété
(DNL).

Alors M admet une structure fuchsienne sur C, et €xp’ (M) = (Smpg(/\/l). [

Soit M un R (1)-module libre de rang m & connexion intégrable ayant la propriété de Robba.

On dit que M admet une structure fuchsienne si c’est le cas pour le module M\a induit par M sur
C. = Cx(]1 — &, 1[°) avec un € > 0 suffisamment petit. C’est alors indépendant du choix de €. On

définit alors un ensemble (Erpf(/(/i\) a partir des ensembles (Emp%(ﬁ/i\g) qui sont indépendants de ¢
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suffisamment petit. On déduit alors de la Proposition 2.3.2 et du Théoréme ci-dessus le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 2.— Soit K un corps p-adique, et M un Ri (1)-module libre de rang m a
connerxion intégrable ayant la propriété de Robba, et possédant une structure de Frobenius.
Alors M admet une structure fuchsienne et xp(M) = Exps(M). ]

PREUVE DU THEOREME.

Soit K’ un corps p-adique tel que la polycouronne ouverte C%, soit non-vide, et fixons z € C%,.
Par la Proposition 2.3.1, on peut trouver un élément A de HC(M) ayant simultanément les
propriétés (DNE) et (DNL). Fixons (e) une base de M représentée par G et les éléments
Rp 4 construits en §2.1. Par la Proposition 3.1.3, il existe une matrice H(z,.) € GLm(Acg{l)

ayant les propriétés de la Proposition 3.1.3. Ainsi, dans la nouvelle base (e’) = H(e) de M°,
M?O est représentée par une matrice B/x = (B(l)/xl, .. .,B(s)/;rs) avec BU) des matrices de
Mp, (K') triangulaires supérieures constantes ayant A®) pour diagonale. Par conséquent, M° vérifie
la condition 1) de la Proposition précédente, et admet donc une structure fuchsienne sur C%,.

Il reste & montrer que cette structure descend au niveau d’un corps de base K pour lequel
C% est vide. Nous utiliserons pour cela, la définition 2) de la Proposition 3.2. Choisissons n un
entier tel que |K|? N I° # § (toujours possible car pZ C |K]), et K’ I’extension algébrique finie
de corps valué de K engendrée par les racines d’'un polynome de la forme X™ — a avec a € K tel
que |a|1/" € I°. L’ensemble Cx est alors non-vide, si bien que M° admet une structure fuchsienne
sur C%,. Par la Proposition précédente, M? s’obtient comme extensions successives de m modules
sur CY%, respectivement isomorphes a Aé‘;, e Aé‘}:ﬁ avec (A1, ..., An) ayant la propriété (DNL).
Montrons que M° admet un sous-module £° sur €% isomorphe & Aé‘;. Il suffit pour cela de trouver

h # 0 dans Aco tel que

2i0e,h = (Gs, (@) = A )b (1)
sachant déja qu’un tel élément h existe dans Aco .
!
Notons (w1, ..., wg) une base de K’ sur K, et décomposons h sous la forme
h= Z h,w,
1<r<k

avec les h, € Acg{ non tous nuls. Comme Gy, (#) — A(li)fm € My (Ac,) C M, (.Acg{), on déduit de
(1) que pour tout r € (1, k),
2:0p,hy = (G, (x) — AV L), .

Il suffit donc de prendre I'un quelconque des h, non-nul.

Raisonnons alors par récurrence sur le rang m.

On note P = M/L, qui est bien défini sur C%. Pour i fixé, par le Théoréme 2.2.2 d’indépendance
des exposants par spécialisation et un résultat de dimension 1 ([Dw], §8), si ﬁ(ll) € HCD(EO) et
(A9 AWy e 1E (PO), alors (A, AP AWy e 1" (MO).

On en déduit que, pour tout i, A et A® sont fortement équivalents, si bien que (Empco(?o) ala
propriété (DNL). On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence, et plus particuliérement
le Corollaire 1 au module différentiel P° de rang m — 1 ayant la propriété de Robba sur la
polycouronne ouverte C% . P° s’obtient comme extensions successives de m— 1 modules différentiels

isomorphes a Aé‘;, .. .,A?}:ﬁ‘. Par conséquent, M s’obtient comme extensions successives de m
modules différentiels isomorphes & A?;,Aé‘;, . ..,.Aé:f‘. De plus, Ezp®(M) et Grp?o (MP) sont
tous deux la classe d’équivalence forte de A. [ |
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Index des notations

p, s, K, =, x|, v(z), I, Ck(I), f =3 c7° aT!, vt 1, Ac,corps p-adique,

corps valué, polycouronne, fonction analytique

J° vi(x), Ci(I), I, C; Ci, ®, fu,, polycouronne ouverte, fermée,
sous-polycouronne, spécialisation de f, fonction séparément analytique

Corps sphériquement clos, maximalement complet

t., |P|., point générique, extension s-générique .

A v, D(t,r7), V, Homg (M, N), (e), 0z, Gs,, G, Ya(t, 2), Ga, al,
module différentiel libre de rang m, connexion intégrable, solutions locales,
propriété de Robba

conditions d’intégrabilité

Mg, D(t, ut), spécialisation de M

Q, D, T4, A ¢ Sh, || lle, Ba,p(=), BW

O(a)=(6)]: D[a=B]

Resz—o(f), HE(G), T(p,I)

Mat((e), (£)), Gy, HE (M),

a™ AWM faiblement équivalent
€xp® (M), ensemble des exposants

HE (M), Expti(My,), Expf (M), ensemble des exposants suivant la i-iéme variable
L, propriétés (DNE), (DNL), et (NL), fortement équivalent

Rx (1), fonction analytique au bord d’un polydisque, morphisme de Frobenius

M\, Q‘:Ip(./{/l\), structure de Frobenius

co

H

A% 2 (Exp? (M), structure fuchsienne
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