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Introduction

Les interactions entre la gomtrie dicerentielle et la thorie des groupes ont t trs
fructueuses. Dans le but de dvelopper des outils de gomtrie dicerentielle pour la thorie
des espaces non commutatifs, S. L. Woronowicz introduit dans l’article [33] la notion de
calcul dicerentiel sur les groupes quantiques. Suivant les ides de A. Connes, les formes
dicerentielles sont au cur de cette thorie.

Suite cet article, de nombreux auteurs ont construit des calculs dicerentiels sur les
groupes quantiques. Dans Darticle [22], M. Rosso utilise la structure quasi-triangulaire de
Uqg pour construire un calcul dicerentiel sur ce groupe quantique. En s’inspirant de cette
construction, B. Juro dgnit dans [17] d’autres exemples de calculs dicerentiels.

Calculs dicerentiels et algbres de Lie quantiques.

Dans larticle [33], S. L. Woronowicz montre que la donne d’un tel calcul dicerentiel
permet de construire un espace qui doit tre vu comme une algbre de Lie quantique.

Paralllement aux travaux de S. L. Woronowicz, M. Wambst dgnit de faon algbrique
une autre notion d’algbre de Lie quantique. Mais les algbres de Lie quantiques de S. L. Wo-
ronowicz n’en sont pas au sens de M. Wambst.

De faon avoir une notion algbrique qui soit compatible avec les travaux de S. L. Wo-
ronowicz, nous dgnissons une nouvelle structure d’algbre de Lie quantique. Une algbre de
Lie quantique est la donne d’un espace vectoriel T', d’'un tressage 0 : T ®T — T ® T et
d’un crochet C': T ® T — T satisfaisant certains axiomes. Parmi ces axiomes se trouvent
des relations de commutation entre C et 0, ainsi que la relation de Jacobi

Cid® C) = C(C ®id)(id — id ® o).

Cette dgnition gnralise la notion d’algbre de Lie classique et englobe les algbres de Lie
quantiques dgnies par S. L. Woronowicz. Ainsi, tout calcul dicerentiel sur les groupes
quantiques est associe une algbre de Lie quantique.

De manire pouvoir dgnir une thorie cohomologique pour les algbres de Lie quan-
tiques qui permette de retrouver la dicerentielle extrieure de S. L. Woronowicz, nous in-
troduisons la notion de comodule sur une algbre de Lie quantique. Par analogie au cas
classique, o 'algbre des fonctions C™ sur un groupe de Lie est un module sur 'algbre de
Lie associe ce groupe, nous montrons que la donne d’un calcul dicerentiel sur une algbre
de Hopf A permet de la munir d’une structure de comodule sur 'algbre de Lie quantique
associe ce calcul dicerentiel.



Ces objets tant dgnis, il est possible de construire une thorie cohomologique adapte
aux algbres de Lie quantiques et leurs comodules: le complexe de cochanes dgnissant
cette cohomologie utilise la notion de puissance extrieure quantique dgnie par S. L. Wo-
ronowicz et est construit partir des applications o et (. La cohomologie, valeurs dans
un comodule, des algbres de Lie quantiques gnralise la cohomologie, valeurs dans un
module, des algbres de Lie classiques et se comporte vis--vis des calculs dicerentiels comme
les algbres de Lie classiques vis--vis de la dicerentielle de de Rham.

Bon nombre de rsultats classiques portant sur les algbres de Lie et la dicerentielle de
De Rham devraient pouvoir se transposer au cas quantique. Le thorme de van Est, qui,
dans la thorie des groupes de Lie, permet sous certaines hypothses sur la dicerentielle
de de Rham de comparer la cohomologie de l'algbre de Lie celle de son groupe, admet
I’analogue quantique ci-dessous:

Thorme 1
Supposons donn un calcul dicerentiel sur une algbre de Hopf A et convenons de noter
Hppg la cohomologie dgnie par le calcul dicerentiel, Hy g la cohomologie de I’algbre de Lie

quantique qui lui est associe, et Hoog la cohomologie de la cogbre A.
Alors, si HY,, Nkere = Hyp=---=Hpp =0, on a:

* Hpog =~ Hijp pour i =0,...,n.

v n+1 n+1
Hioe — Hip-

Classigcation des calculs dicerentiels.

L’un des problmes issus des calculs dicerentiels de S. L. Woronowicz est, algbre de
Hopf ¢xe, la non-unicit de ceux-ci. En 1995, K. Schmdgen et A. Schler ont classig, de
manire calculatoire, certains calculs dicerentiels sur le dual de Uqg. Dans cette partie, nous
expliquerons comment classiger tous les calculs dicerentiels sur ce dual.

Par la suite, nous appellerons algbre de Hopf coquasi-triangulaire la donne d’un couple
(./4,7), o A est une algbre de Hopf et v o A — A*™ est une application qui est un
morphisme de cogbres, un antimorphisme d’algbres, et telle que pour a,b € A:

awbay(vaw), be) = (Yaw), ba))b)ae) -

A une algbre de Hopf coquasi-triangulaire (A, 7), nous associons l'application ¢ : 4 — A*
dgnie par: (ya,b) = (db,Sa). Puis, partir des deux applications 7 et J, nous pouvons
dgnir l'application
I : A — A*I‘GS
a — 7(aw) S0(a)

qui permet de dgnir la notion d’algbre de Hopf coquasi-triangulaire factorisable: on dit
que lalgbre de Hopf coquasi-triangulaire (.,4, ’y) est factorisable si l'accouplement

Ax A — k
(a,0) — (I(a),b)



est non dgnr. En utilisant des rsultats dus A. Joseph et G. Letzter, nous montrons
alors que le dual restreint .AqG de Uqg, muni de Papplication 7y dgnie par

(v(a),b) = (Ri2,b ® a),

est une algbre de Hopf coquasi-triangulaire factorisable et que I’ensemble Fg(Uqg) des 1-
ments ad-localement gnis de U,g est 'image de I.

Nous donnons une classigcation des calculs dicerentiels sur AqG en terme de V-modules,
V dsignant la sous-algbre de U,g engendre par E;, F;K,, et Kj\ (A € P). 1l est connu
que la classigcation des calculs dicerentiels sur A se ramne la classigcation des idaux
droite R de A, qui sont des sous-comodules pour la coaction droite

op: A —- ARA
a — apg ®S(aq)aes)

En utilisant que .AqG est coquasi-triangulaire et que Fg(Uqg) est I'image de I, nous prouvons
le thorme de classigcation suivant.

Thorme 2

1. Soit R un idal droite de codimension gnie de A,G qui est un sous-comodule de A,G
pour la coaction droite Or. Alors, il existe un V-module, de dimension gnie, M tel
que R = Ifl(annFl(Uqg) M).

2. Si M est un V-module de dimension gnie alors I '(annp,,g M) est un idal droite
de codimension ¢gnie de AqG, stable par la coaction droite Og.

3. Si M et N sont deux V-modules de dimension gnie alors M et N ont les mme com po-
santes irrductibles si et seulement si

I (anng,(u,g) M) = I (anng, v,q N)-

4. I"'(annp,(u,q M) est contenu dans le noyau de Paugmentation de A,G si et seulement
si M contient le V-module trivial.

Partant d’une algbre de Hopf coquasi-triangulaire factorisable (.A, ’7) et d’un A-comodule
droite simple M, de dimension gnie, nous construisons explicitement un calcul dicerentiel

d: A—T=A®End(M) et nous montrons que:

Thorme 3
L’idal R qui correspond au calcul dicerentiel construit partir de I’algbre de Hopf (A, ’)/)
et du A-module droite M est R =T !(anny-(k@® M)), o k est le A*-module trivial.

En utilisant les deux thormes prcdents, nous voyons que si le rseau des poids et le
rseau des racines sont identiques, alors tous les calculs dicerentiels sur .AqG sont obtenus
par la mthode prcdente.



Une seconde partie de cette thse est consacre aux algbres de battages quantiques.
Ces algbres ont t dgnies par M. Rosso dans article [24] et gnralisent les algbres de
battages.

Homologie de Hochschild des algbres de battages quantiques.

Considrons un espace vectoriel tress, c’est dire la donne d’un espace vectoriel V et
d’un automorphisme 0:V ®V — V ® V vrigant ’quation de Yang-Baxter.

Comme lexplique M. Rosso, chaque espace vectoriel tress (V, 0) est associ l'algbre
de battages quantique T,(V): espace vectoriel sous-jacent de T, (V') est celui de l'algbre
tensorielle T(V) et le produit est obtenu via action des battages releve au groupe des
tresses sur les puissances tensorielles de V. Cette algbre n’est pas engendre par V. Pour
certains tressages, la sous-algbre engendre par V n’est autre que la sous-algbre Ugn, des
algbres enveloppantes quantiques. Dans ses travaux, A. Varchenko relie la cohomologie de
Hochschild de an+ valeurs dans certains modules la cohomologie de certains groupes
des tresses pures. L’objet de cette partie est de relier ’lhomologie de Hochschild de 'algbre
TO—(V) valeurs dans le bimodule trivial la cohomologie du groupe des tresses valeurs
dans les puissances tensorielles de V.

Soit H.(T,(V), k) 'homologie de Hochschild de 'algbre T, (V') valeurs dans le bimo-
dule trivial. La graduation naturelle de l'algbre de battages quantique TU(V) induit une
graduation des groupes d’homologie H.(T,(V),k):

Hy(1,(V). k) = PH(T,(V). k) (= 1)

n>p

Par ailleurs, pour chaque entier 7, la donne d’un espace vectoriel tress (V U) permet de
construire une reprsentation du groupe des tresses 7m brins B,, dans V®". En s’appuyant
sur des travaux de C. de Concini et M. Salvetti, nous montrons comment la cohomologie,
valeurs dans V®", du groupe B, est relie certains groupes de cohomologie H.(7,(V),k),.

Plus prcisement, nous dmontrons le thorme suivant.

Thorme 4
Pour tout entier p > 1 et tout entier n tel que n > p, nous avons

H,(T,(V)), k), ~ H* (B, V&").

Le plan que nous avons choisi est le suivant. Dans un premier chapitre, nous nous intres-
serons la structure d’algbre de Lie qui correspond ces calculs dicerentiels. Le problme de
leur classigcation sera 'objet du second chapitre. Dans le troisime et dernier chapitre, nous
relierons 'homologie de Hochschild d’une algbre de battages quantique certains groupes
de cohomologie du groupe des tresses. Chacun de ces chapitres est constitu d’un article (cf.
[2, 26, 27]).



U ne version quantique du th orm e d e

van E st

Introduction

La notion d’algbre de Lie est troitement lie la thorie des groupes de Lie. En ecxet,
nous savons qu’ chaque groupe de Lie est associe une algbre de Lie et que la cohomologie
de cette algbre de Lie permet de reconstruire la dicerentielle de de Rham du groupe de
Lie. De plus, W. T. van Est a montr dans [11] que lorsque la cohomologie des formes
dicerentielles de de Rham est nulle, la cohomologie du groupe et celle de son algbre de Lie
sont identiques.

Dans [33], S. L. Woronowicz dgnit un analogue quantique de la dicerentielle de de
Rham. Le but de cet article est de dgnir une notion d’algbre de Lie quantique et de
construire une thorie cohomologique pour ces nouveaux objets qui est compatible avec les
calculs dicerentiels sur les groupes quantiques de S. L. Woronowicz. Plus prcisment, nous
montrons comment associer chaque calcul dicerentiel sur les groupes quantiques une algbre
de Lie quantique, puis que la cohomologie de cette algbre de Lie permet de reconstruire
le calcul dicerentiel dont elle est issue. Engn, nous dmontrons un analogue quantique du
thorme de van Est.

La premire partie est consacre aux dgnitions. Nous y introduisons la notion d’algbre
de Lie quantique, ainsi que celle de module et comodule sur une algbre de Lie quantique.
Dans la deuxime partie, nous construisons une thorie cohomologique pour les algbres
de Lie quantiques. Puis, dans la troisime partie, nous montrons que les constructions et
dgnitions faites dans les deux premires sont compatibles avec la notion de calcul dicerentiel
sur les groupes quantiques. Engn, la dernire partie est ddie 'nonc et la dmonstration
d’une version quantique du thorme de van Est.

Notations

Les espaces vectoriels considrs dans cet article sont des espaces vectoriels sur un corps
commutatif k gx. Les oprations d’algbre linaire (produit tensoriel, ...) auront lieu dans la
catgorie des k-espaces vectoriels. Si 1" est un espace vectoriel, nous noterons respectivement
par T, T°" A™T son dual, sa n-ime puissance tensorielle et sa n-ime puissance extrieure.

Le groupe des permutations de n lments sera not S,. Pour tout entier 7 compris entre
1 et n— 1, nous noterons 7; la transposition (7,7 + 1) de S,,.



Si A est une algbre de Hopf, dsignons respectivement par m, n, A, € et S son
produit, son unit, son coproduit, sa conit et son antipode. La notation de Sweedler pour
le coproduit (A(a) = a™ ® a®) sera utilise.

Si V est un comodule gauche (resp. droite), dsignons par d, (resp. 0g) la coaction qui
lui est associe et pour tout v € V, nous crirons: J5,(v) = vV v (resp. dg(v) = vV RVWY).

2.1 Algbre de Lie quantique

Soit g une algbre de Lie. En notant C' : g ® g — @ son crochet et 0 : g® g — g g
le twist 2 @ y — y ® x, la formule de Jacobi s’crit C(id ® C) = C(C ®id)(id — id ® o)
et la condition d’antisymtrie signige que le noyau de id — 0 est contenu dans celui de C.
Dans cette partie, nous verrons comment gnraliser la notion d’algbre de Lie en autorisant
n'importe quel twist qui vrige, outre les deux conditions cites ci-dessus, des conditions de

compatibilit avec le crochet.

Dgnition 1
On appelle algbre de Lie quantique la donne d’un espace vectoriel T et de deux applications
linaires 0 : T QT —-T T et C:T ®T — T satisfaisant les axiomes ci-dessous:

1. lapplication o satisfait 'quation de Yang-Baxter:

(c®id)(id®o)(c®id) = (Id® 0)(c ® id)(id ® 0); (2.1)

2. le noyau de id — 0 est contenu dans celui de C':

ker(id — o) C ker C; (2.2)

3. les applications C' et o sont lies par les formules de commutation :

o(C®id) = (id® C) (o ®id)(id ® o), (2.3)
o(id®C) = (ild® C)[(c®id) — (c ®id)(id ® 0)?] + (C ® id)(id ® 0)(0 ® id)(2.4)

4. les applications C et o vrigent la relation de Jacobi quantique:

Cide(C)=C(C®id)(id —id® o). (2.5)

Remarque :
Dans [32], M. Wambst appelle algbre de Lie quantique la donne d’un espace vectoriel 1’ et
de deux applications linaires 0 : T QT — T T et C : T ®T — T vrigant les axiomes

suivants:

1. application o vrige les deux formules:

(c®id)(id®o)(c®id) = (Id® o) (0 ® id)(id ® o), (2.6)
(0 4+ p-id)(o —id) = 0; (2.7)
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2. les applications C et o satisfont aux formules de commutation :

Co=—uC, (2.8)
o(C®id) = (id® C)(oc ®id)(id ® o), (2.9)
c(id®C) = (C®id)(id ® ¢)(c ®@id), (2.10)
o(C®id)(id® o) = (id ® C)(o @ id); (2.11)
3. les applications C' et o vrigent la relation de Jacobi quantique:
Clide®C)=C(C®id)(id —id ® o). (2.12)

Les formules (2.5) et (2.12), puis (2.1) et (2.6) sont les mmes. Quant aux formules (2.9),
(2.10) et (2.11), elles impliquent les formules (2.3) et (2.4). Engn, pour p gal 1, la formule

(2.8) implique (2.2).

Exemples :

1) Toute algbre de Lie est une algbre de Lie quantique en prenant (' et o respectivement

gaux au crochet de Lie et l'change T ®y— y & x.

2) Toute algbre A, de produit m, dote d’une application 0 : A® A — A ® A vrigant

I'quation de Yang-Baxter est munie d’une structure d’algbre de Lie quantique par le crochet

C'=m(id — o) si

s(m@id) = (idem)(s@id)(ido o),
oidem) = (dem)id— (ide o)][(c®id) + (o @id)(id ® o)]
+Hm ®id)(id ® ) (0 ®id).

De plus, si 0 est involutive (i.e. 0> = 1), la condition concernant o(m ® id) suEt.
3) Toute algbre de Hopf A est munie d’une structure d’algbre de Lie quantique par

0(a ® b) =Y ® S(b(2>)ab(3) pour a,b € A,
Cla®b) = S(b™)ab® — (b)a pour a,b € A.

Le tressage 0 a t dgni par S. L. Woronowicz dans [34].
4) Par restriction des applications o et C' dgnies ci-dessus, le noyau de augmentation de
toute algbre de Hopf est muni d’une structure d’algbre de Lie quantique.

En s’inspirant de la notion de module sur les algbres de Leibniz, introduite par C. Cuvier
dans [8], il est naturel de poser la dgnition ci-dessous:

Dgnition 2
On appelle module sur une algbre de Lie quantique 7’ tout espace vectoriel V' qui est dot
d’une application linaire my, : 1'® V — V vrigant

Bien entendu, lorsque 1 est une algbre de Lie classique, la dgnition ci-dessus concide avec
la dgnition usuelle des T-modules. En eceet, si I est un module sur 1" au sens quantique, il
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est clair que M, munit V d’une structure de module sur la puissance tensorielle de T et que
la formule (2.13) permet de passer au quotient et d’obtenir une structure de U(7)-module
sur V. Rciproquement, si V est un U(7T)-module, il est clair que la restriction 7" de l'action
de U(T) sur V dgnit une application my, qui satisfait (2.13).

Exemple :

Toute algbre A, de multiplication m, qui est aussi une algbre de Lie quantique de crochet
C' = m(id — o) est un module sur .4 en prenant my, gal la multiplication m.

Dgnition 3
On appelle comodule sur une algbre de Lie quantique de dimension gnie 71" la donne d’un
espace vectoriel V et d’une application linaire Ar : V — V @ T™ telle que

(id ® C)Ag = (id — id ® 0*)(Ag ® id)Ag, (2.14)
o (" et o' sont respectivement les transposes des applications (' et 0.

Exemple :

Toute algbre de dimension gnie A et de produit m qui est aussi une algbre de Lie quantique
de crochet C' = m(id — o) munit son dual A* d’une structure de comodule sur A en prenant
AR gal au coproduit.

2.2 Cohom ologie des algbres de Lie quantiques

Cette partie est consacre la construction d’une thorie cohomologique pour les algbres
de Lie quantiques. Nous commencerons par quelques notations, puis nous dgnirons des ap-
plications B™, C" et D™ qui interviendront lors de la construction du complexe de cochanes.
Celle-ci sera l'objet de la gn de cette partie. Outre la construction de ce complexe, nous
montrerons que la thorie cohomologique ainsi obtenue gnralise la thorie cohomologique
des algbres de Lie. Engn, nous verrons que, dans le cas o 'algbre de Hopf considre est
I’algbre des fonctions sur un groupe, nous retrouvons un complexe dgni par A. Connes.

Soient 7 une algbre de Lie quantique de dimension gnie, I' son dual, et V un comodule
sur 1. Par transposition des applications 0 et C' qui dgnissent la structure d’algbre de Lie
quantique de 7', nous obtenons deux applications o' : ' QI - T'® et C*: ' = T'®I qui

vrigent :

1. lapplication o' satisfait I’quation de Yang-Baxter:
(o' ®@id)(id® o) (0* ®id) = (Id ® 0*)(0* ®id)(id ® ¢*); (2.15)
2. I'image de (" est contenue dans celle de id — o' :
imC* C im(id — o"); (2.16)
3. les applications C" et o' sont lies par les formules de commutation :

(C*®id)e* = (id ® 0') (0 ®id)(id ® C*), (2.17)
(id® C)o'=(c'®id)(id ® ¢")(C* @ id) + [(¢* ® id) — (id ® 0*)?*(c* ® id)] (id ® C*);(2.18)
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4. les applications C* et o' vrigent :
(ide C)C" = (id—id® ") (C* ® id)C". (2.19)

De plus, comme l'application ¢° vrige I'quation de Yang-Baxter, nous pouvons considrer
les applications de isymtrisationy A,, An,k qui lui correspondent. Celles-ci sont dgnies par
S. L. Woronowicz dans [33] et sont construites comme suit. Nous savons que, pour toute
permutation P de .S, nous pouvons dgnir deux applications Pyt et P en posant

=gt gt ...t P _ 5t ..ol ot
Pye = 0} 0}, Tigipy> Px Tigmy """ iy
i—1 n—(i+1)

(_/% (_/%
00/ =1d®---RIdRCRIAd®---@id et 7, - - *Tiyp) €St une dcomposition rduite de P.
Alors

A= (1P P, A= Y (=1 pr,

PeSn PeSy k

Snpg={P€S,|Pli)<P(j)sii<j<kouk<i<j}.
Par la suite, nous utiliserons les proprits ci-dessous des applications de isymtrisationj :
An - An,k (Ak b2 Anfk) ) (2.20)
Apr=id—([d® A4,-11) (0" ®id® --- ®id). (2.21)

Celles-ci sont dmontres dans l'article [33] de S. L. Woronowicz.

2.2.1 Construction des applications Bn, Cn, D"
Les applications B"

Grce la structure de comodule de V, dgnissons pour tout entier n > () des applications
B": VeI -V @Il%*t! de la faon suivante :

B"=(1d® Ay111)(Ag ®1A® - - - ® id). (2.22)

Lemme 1
La restriction de B" V ®im A, est image dans V ®im A, ;.

Preuve :
Comme Aj; est gal Ay, il est clair que 'image de BY est contenue dans V ®@im A;. Ensuite,
lorsque 7 n’est pas nul, la formule (2.20) donne le rsultat:

B"(id® A,) = (d® A1) (Ar®i1d®---®id)(id ® A,)
= (d® A,111)(d®1d® A,)(Ag @1d® - - - ®@1id)
= ([d® A1) (AR ®Rd® -+ - ®id).

13



Les applications C”

A partir du crochet (%, dgnissons pour tout 7 > 1 des applications C" : ['®" — [®n+l

en posant
ct = -t (2.23)
n—1 i
. ——
C" = > (-1)(d@ - @id®Ay1-1)Cf + (—1)"Chpour n > 2, (2.24)
=1
o
i—1 n—i

Ci=1d®---deC* ®id® ---®id.

Remarquons que pour 7. > 2:

C"=-ideC" ! - (id® A, ;)C!. (2.25)

Soient a" : '@l — @+l Jeg applications dgnies pour tout entier n > 1 par
ol = —id, (2.26)
Q" = (id® a" Holoh — (Id ® A, 1), pour n > 2. (2.27)

Lemme 2

Pour n > 2, les applications " vrigent
O./n(Ag ® ld ® e ® ld) = _An—i—l,l(id ® An,l)- (2.28)

Preuve :
Raisonnons par rcurrence sur 7. La formule (2.28) se vrige facilement au cran n = 2.
Ensuite, si elle est vraie au cran n — 1, le calcul suivant montre qu’elle ’est aussi au cran n:

(A ®id® -+ ®id)

= —([d®A4,1)(4;2id® - @id) + (Id® " Holoy (A ®id® - - - ®id)
= —(id® An1) + (id @ A,q)of + (id @ " ojoh — (id @ " ')oos01

= —([d® A1) +id— A, 111+ (([d®a" ) (id® A, ®id® - - ®id)d} o
= —(d® A1) +id—A,411 — (d®A,1)(id®id® A,_11)0105

= —(d® A, ) +id—A,411 —(d®@A,1)01(d®id® A,_11)05

= —(d® A1) +id—A,11 — (id—A,411)(id —id® A, 1)

= —A1(d® Ayq).
La formule (2.28) est donc vrige pour tout n > 2. [J

La dmonstration du lemme prcdent utilise uniquement ’axiome (2.15). Les axiomes (2.15),
(2.17), (2.18) permettent d’obtenir le lemme suivant.

Lemme 3

Les applications C" et An,l vrigent la formule de commutation :

alCt pour n = 1,

O[nci - An—f-l,l(id ® Cn_l) pour N Z 2 (229)

c"ni =
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Preuve :

Raisonnons par rcurrence sur 1. Aux crans N = 1 et n = 2, la formule se vrige facilement.

Ensuite, si n > 3 et si le rsultat est vrai au cran n — 1, nous avons

C"Apa
== Cm - On(ld (024 An—l,l)ai
= "+ (([deC" N(id® A, 11)0] + (id® A, )Ci(d® A, 11)0}

C"+ (i[d®a" Ch0t — (Id® A, 1) (id ® id @ O™ ?)o} +
C" + (id @ a" )ojosCh + (id @ @) (o] — 05°01)C5 —
+(id® A,1)(i[d®id ® A,_11)0501C%

(ld X Anyl)C{(ld X An—l,l)o-i
(id ® A,1)ot(id ® id @ C™?)

En exprimant C" et C"2 en fonction des C', nous voyons que la formule ci-dessus permet

d’crire C"A, 1 comme la somme ZZ 1 0i'CY, o les applications af, a3,

et « sont donnes par
of = (idea" Nojoh — (iId® Any)
= an’

o = ([d®id®A4,.11)+ (i[deoa" ) [o]
= ([d®id® 4, 11) + ((d®a"") [0} —0'307] —
= ((d®id® A1) + ([d®a" ") 0] — 0301]
= ([d®id® A, 11)+ (([dea" ™) ([[d® ARid® ---®id)dt
= ([d®id® Ay_11) — (d® A1) (id ©id ® Ap_1,)0"
= ((d®id®A,_1;) — ([d® A, )0t (i[d ©id ® A,_y 1)
= Ap11(d®id® A,_1,1)
= (—1)?Ap11([d®---1d ® Apjy21),
a' = (—1)(d® - @id® App1i1) + (1)1 (d @ Ap ) (id @ - - -

= (=1)i([{d®@-- @id® Ayyy_in) + (1)
= (-1)Aps11(d @ @id @ Apyr-i1),

a; = (=1)"+ (-1
(_1)nAn+1,1-

)i ® Ao

Ce qui prouve que la formule (2.29) esr vraie au cran n. [l
Lemme 4
Les applications C" dgnissent un complexe de cochanes:

cn— 1 Cn+1

. ct . c?
imA; — imAy — ---
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7n_1)

— 001 + (Id® A4,,1)(Id ®id ® 4,_1,1)050}
([d®a" ) ([ide Aeid®---

® id)oso]

®1id ® Api1-i1)0]
Yid® Ay 1)t (id® - -

®id ® Apgi1-i1)

cn
— imA, — imA,,; — --- .



Preuve :
1) Montrons que I'image de im A,, par C" est incluse dans im A, ;. La formule (2.16) permet
de voir que I'image de im A; par C" est incluse dans im A,. Ensuite, pour 1 > 2, nous avons
grce la formule (2.29):

CmAn = CnAml(ld (%9 An,]_) = a"CI (ld & An,]_) - An+1’1(id (059 Cmil)(ld (%) An—l) .

g

A B

Comme im (] est contenue dans imA; ®id®---®id, le terme A est image dans im A, :

(A ®---@id)([d®id® Ay—1) = —Ap1(ld® A,1)([d®id® A,-1)
- _An—l—l,l(id & An)
= _An+l-
Puis, si I'image de im A,,_; par C" ! est contenue dans im A,, le terme B est image dans
imA,+11(1d ® A,,), c’est dire dans im A, ;1. Donc, par rcurrence, il est clair que I'image
de im A,, par C™ est incluse dans im A, 1.
2) Montrons que C"HC™ est nul pour tout n. Lorsque m est gal 1, c’est immdiat partir

de la formule (2.19). Ensuite, lorsque 7 est au moins gal 2, nous voyons que les formules
(2.19) et (2.29) permettent de se ramener au cas prcdent:

Cn—i—lc«n
= (([deC")([id 0™ )+ (id® C™)(id® A4,1)C; + (id® A,11)0i(id @ C™ )
+(id ® Ap41,1)C(Id ® A, 1)C
= ([d@C"C" )+ (i[d® C"A,1)Ct + (1d® A,y11)Ct(id @ C™ 1)
+(id® A1) (i[d®@id ® A, ,)CiCt
= ([de@c"C"™) + (id®a™)Ci0t — (id ® Apyr)(id ®@id @ C" !
+(id ® Ay )Cid @ C" ) + (Id @ A,y11)([d@id @ A, 1) CLCOL
= ([deC"C" M +({d®a")(id® A Rid® - @id)CiCt — (Id® A,111)Ci(id @ C" )
+({d ® Apy1)CLId @ C" ) + (1d @ Apir)(id ®@id @ A, 1)CLOY
= ([d@C"C" ) - (i[d® Api11)(([d®@id® A, 1)C1C + (Id ® Apyr1)(id ®id @ A,1)CLC;
_ (ld ® Oncn—l)'
O

Pour dmontrer que I'image de im A, par C" est incluse dans im A, 1, nous avons utilis les
axiomes (2.15), (2.16) et la formule (2.29). La formule (2.29) associe aux axiomes (2.15) et

(2.19) nous a permis de montrer que les applications C™1C™ sont nulles.

Les applications D"

Gree aux applications B" et C", dgnissons des applications D" : V@I'®" — V @'¢nt!
pour tout entier n > 0:

DY = B° (2.30)
D" = (id® C") + B",pour n > 1. (2.31)
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Lemme 5
Les applications D" dgnissent un complexe de cochanes:

VD—O>V®imA1D—1>V®imA2i---IEV®imAnﬂ>V®imAn+1lE---.

Preuve :

Compte tenu des lemmes 1 et 4, il est clair que I'image de V ® im A,, par D" est incluse
dans V ®1im A, 1. Ensuite, grce aux formules (2.14) et (2.29), nous vrigons aisment que
D™ 1D" est toujours nul. En eceet, (2.14) donne immdiatement le rsultat pour n nul; (2.14)
associe (2.29) et au rsultat similaire pour les C" permet, via le calcul suivant, de le vriger
dans tous les autres cas:

Dn+1Dn

(ide C"™)(id® C™) + B"t(id ® C™) + (id ® C"*1)B™ + B"*'B"

(id ® C™1C™) 4 (id ® Apyo1)(Ar @ id)(id @ C™) + (id © C™1)(id ® A,y11)(Agr ® id)

+(id ® Apyoq)(Ag ®id)(id ® Apyr1)(Ag @ id)
= (id® Apy01)(id ®id ® C™)(Ag @ id) + (id @ O™ A, 41 1)(Ag ®id)

+(id @ Apyoq)(id @ id @ Apyr1)(Ag @ id)(Ag @ id)
= ([d® Ay421)((d®id® C")(Ag @ id) + (id ® ") (id ® C})(Ar ® id)

—(id ® Appo1)(id @ id @ C™)(Ag ®@id) + (id @ Apro1)(id @ id @ Apr11)(Ar @ id)(Ag @ id)
= ([d@a"™M)([id® A ®- - Qid)(Ar ®@id) + (id ® A,y21)(i[d ®id ® A,411)(Ar @ id)(Ag ®id)
= —(id® Apy21)(id @id @ Apy11)(Ag @ id)(Ag @ id)

+(id ® Aps21)(id ®1d @ Apy11)(Ar @ id)(Ag ® id)
= 0.

O

Dgnition de la cohomologie des algbres de Lie quantiques

D’aprs ce qui a dj t fait, nous pouvons construire partir de toute algbre de Lie
quantique 7', de dimension gnie, et tout comodule V sur I un complexe de cochanes:

anl Dn+l

crv) V2 vema 2 XN vema, L veima,,, 2.

lie
Dgnition 4

La cohomologie de ce complexe de cochanes, note H}';e(T, V), est appele la cohomologie de
lalgbre de Lie quantique 1’ valeurs dans le comodule V :

HO

lie

HTL

lie

(Ta V) = ker DO’
(T,V) = ker D"/im D" ! pour n > 1.
Lorsque le comodule V est k muni de la structure de comodule trivial (i.e. Ag identiquement

nul), nous crirons C! (T'), H; (T) la place de C; (7T k), H (T, k) et nous parlerons de la
cohomologie de I'algbre de Lie quantique 7.
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Exemples :
1) Supposons que 7' soit une algbre de Lie classique, c’est dire que U(tl ®t2) =19 @ 1y.
Alors, il est vident que A, dsigne en fait antisymtrisation de I'®" et que la transpose

de A, est la somme P, — Py + Py + ---+ (—1)""'P,, avec

p_ (123 - i itl - m
i1 2 =1 ikl e o )

De plus, comme l'application entre V ®@im A, et Hom(A"T, V') qui transforme v® fi®---® f,
en lapplication ¢t A---At, — (f1® - ® f,)(t1 ® --- @ t,)v est un isomorphisme, nous
pouvons obtenir la cohomologie de 1" valeurs dans V en considrant les applications d"
dgnies ci-dessous:

V ®imA, - V®imA,

Hom(A™T,V)

- Hom (A", V)

En munissant V de la structure de 7T-module dgnie via AR et en convenant que l'image
d’un Iment v de V par AR est gale ZU’@U”, nous obtenons immdiatement que

d(v)(t) =) V"t =t-v.

De mme, si application f de Hom(A™T, V') correspond Ilment Y v ® f1 ®@---® f, de
V ®im A,,, nous voyons facilement que

n+1
(@Dt A Aa) = 3Dt flt A Foe M)
=1
+f(Z(—1)i+jC(ti QUYAL Aty d /\tn+1).

1<J
Comme ces formules sont celles qui dgnissent la cohomologie des algbres de Lie classiques,

valeurs dans le T-module V, nous voyons que la cohomologie des algbres de Lie quantiques
introduite dans cette partie est une extension de la cohomologie des algbres de Lie.

2) Lorsque V est une varit lisse et |’ est un groupe discret qui agit sur | par diccomor-
phisme, A. Connes montre dans [7] comment dcrire la cohomologie cyclique de l'algbre
produit crois C2°(V) x T'. Pour cela, A. Connes construit une algbre dicerentielle (C,d).
En tant qu’algbre, C est le produit crois B X I', o B est I’algbre obtenue en faisant le
produit tensoriel gradu de l’algbre A*(V) des formes dicerentielles lisses de V' support
compact par l'algbre extrieure A*(I'), o I est le noyau de augmentation de k(). Si
nous convenons de noter U; un lment g de I' vu dans C et §, la projection de ce mme
Iment dans I, la dicerentielle d est donne par la formule:

d(bU,) = da~vy(0)U, + (=1)%b(1 ® §,-1)U,,
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o da-(v)(D) est la dicerentielle de A*(V') qui agit sur la partie A*(V') de B. Pour montrer
que d est une dicerentielle, A. Connes utilise que d est la somme des applications d' et d”
dgnies par d'(bU,) = (—1)%U,0, et d"(bU,) = da=)(b)U,. I constate ensuite que ces deux
applications sont deux dicerentielles qui anticommutent.

Maintenant, si nous voulons transposer cela au cas quantique en remplaant I' par une
algbre de Hopf A et A*(V) par une A°-module algbre V (AP dsignant lalgbre de
Hopf A munie du coproduit oppos A“?(a) = a® ® aV) munie d’une dicerentielle dy qui
commute laction de A, nous sommes confronts plusieurs problmes. Tout d’abord, il faut
gnraliser la notion de puissance extrieure de kere. Pour cela, il su(Bt de remarquer que le
quatrime exemple d’algbre de Lie quantique donn permet de munir kere d’une structure
d’algbre de Lie quantique, puis de suivre les ides de S. L. Woronowicz en dgnissant la
puissance extrieure d’ordre m de kere& comme l'image de 'application A, qui correspond
o'. Ensuite, si nous voulons gnraliser les applications d’ et d”, il est naturel de poser pour
tout v ® € de B et ade A:

d((v®e)-a)=(-1)"(v® Aps11(e ® S~ (a®))) - a?,

d"(v®e)-a)) = (dv(v)®e) -a,
o S71(a®) est la projection de S_l(a(z)) sur le noyau de . Nous remarquons que d’ est
une dicerentielle qui anticommute avec d’ et qui n’est pas de carr nul. En introduisant un
terme qui correspond la cohomologie de I'algbre de Lie quantique ker e, nous dgnissons
une nouvelle application d’:

d(w®e)-a) = (v ® () - a+ (~1)"(v ® Ays1a(e® S1(a))) - a.

Ainsi corrige, d’ est une dicerentielle qui anticommute avec d’. Remarquons pour gnir que
dans le cas o A est lalgbre du groupe I, la puissance extrieure im A, concide avec la
puissance extrieure A"I” et lapplication C' qui dcrit la cohomologie de l'algbre de Lie
quantique kere est identiquement nulle.

2.3 Calcul dierentiel et algbre de Lie quantique

Jusqu’ prsent, nous avons gnralis la notion d’algbre de Lie en construisant de
nouveaux objets algbriques, les algbres de Lie quantiques, et en dveloppant une thorie
cohomologique adapte. Nous allons maintenant voir pourquoi ces objets sont appels des
algbres de Lie quantiques.

Dans le cas classique, nous savons qu’ chaque groupe de Lie est associe une algbre de
Lie et que la cohomologie de celle-ci permet de reconstruire la cohomologie de de Rham du
groupe de Lie. Dans [33], S. L. Woronowicz dgnit un analogue quantique de la dicerentielle
de de Rham : le calcul dicerentiel sur les groupes quantiques. Aprs quelques rappels sur les
calculs dicerentiels de S. L. Woronowicz, nous verrons comment associer chacun d’entre
eux une algbre de Lie quantique, puis que la cohomologie de celle-ci permet de reconstruire
le calcul dicerentiel dont elle est issue.
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2.3.1 Calcul dicerentiel sur les groupes quantiques

La notion de calcul dicerentiel sur une algbre de Hopf a t dgnie par S. L. Woronowicz
[33]. Rappelons quelques rsultats qui nous seront utiles par la suite.

Lorsque A est une algbre de Hopf, un bidule de Hopf (ou bimodule bicovariant) sur A
est un espace vectoriel I' qui est un A-bimodule, un A-comodule droite et gauche, et de
sorte que les coactions Og, O, soient des morphismes de A-bimodules qui vrigent

(id ® 6)dr, = (61, @ id)dg.

Le sous-espace de ' form des lments 7y qui vrigent 5L(’y) = 1 ® 7y est appel espace des
convariants gauche et est not I't. Ce sous-espace est un sous-comodule droite de I' et
est un A-module droite pour l'action 7 -a = S(a)ya®. Cette action et cette coaction
munissent I'¥ d’une structure de bicomodule crois droite (cf. [35]), c’est dire vrigant

Or(y-a) =+ a® @ S(aV)yVa. (2.32)

La structure de bicomodule crois de I' permet alors de reconstruire le bidule de Hopf I
Plus prcisment, I' est isomorphe au bidule de Hopf A®T" muni des actions et des coactions
suivantes :

b-(a®7v)=ba® ", (a®@7)-b=ab® @y b?,

SLla®7)=a® ®a® ®7, or(a®7y)=a® Q@O ®a@y.

Un calcul dicerentiel sur une algbre de Hopf A est la donne d’un A-bidule de Hopf I
et d’une application linaire d : A — I ayant les proprits suivantes: d est une drivation,
d est un morphisme de comodule droite et gauche, 'image de d engendre I' en tant que
A-module. Alors, si nous notons d" lapplication A — '™ obtenue partir de d en projetant
sur 'espace des convariants gauche (i.e. d°(a) = S(a®)d(a®)), nous vrigons immdiate-

ment que
d™(ab) = d“(a) - b+ &(a)d™(b), (2.33)
Sr(d (a)) = d“(a®) ® S(a™)a®. (2.34)
A partir d’un tel calcul dicerentiel, S. L. Woronowicz construit des analogues quantiques

des puissances extrieures de I' et de I'" que nous notons respectivement Al et AT'". L’espace
A" est muni par S. L. Woronowicz de deux structures dicerentes:

1. Pespace Al est un A-bidule de Hopf;
2. l'espace Al est une algbre dicerentielle gradue.

La structure de A-module gauche du A-bidule de Hopf Al est isomorphe A ® AI'". La
drivation d : AI' — A" qui munie AI" de sa structure d’algbre dicerentielle est obtenue en
tendant Al le calcul dicerentiel d : A — I'. Comme l’explique S. L. Woronowicz, cette
dicerentielle extrieure est 'analogue quantique de la dicerentielle de de Rham. Par la suite,
nous noterons Hdiﬁ(d) la cohomologie qui lui correspond.
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2.3.2 Algbre de Lie quantique associe un calcul dicerentiel

Soit d: A — T un calcul dicerentiel et soient of : " @It - Tt@T Ct: Y =Tt
les applications dgnies par

(M ®@7) =7 @m -5, (2.35)
C*(y) =7 @ d*(v™). (2.36)

Proposition 1

1. L’espace vectoriel 1 des formes linaires sur I'" muni des deux applications linaires
0:TRT —-TRTe C:TRT — T obtenues par transposition des applications o’
et (" est une algbre de Lie quantique.

2. Tout A-comodule droite (V 5R) est muni d’une structure de comodule sur 7T par
I’application (id®dL)5R. En particulier, la dicerentielle d vue en tant qu’application
de A sur A® T* munit A d’une structure de comodule sur 7.

3. La cohomologie de I’algbre de Lie quantique 7' valeurs dans le comodule A est celle
dgnie par la dicerentielle extrieure de S. L. Woronowicz.

Preuve :

1) Tl s’agit de voir que les applications o' et (" vrigent les relations (2.16)”(2.19). Comme
tout Iment de I' s’crit comme une somme Y aid(by), il est clair que tout lment de It

est de la forme dL(a). Or, en utilisant les formules (2.33) et (2.34), nous voyons que I'image
d’un tel lIment par C* est contenue dans im(id — '), et plus prcisment que

C(d"(a)) = d"(a®) @ d"(S(a")a®)
= d"*(a®) ® d*(S(a™))a® + d"(a™) @ d“(a®)
- —dL(a(3>) ® dL(a(l)S(a@)))a(“) + dL(a(2)) ® dL(S(a(l)))a(B) + dL(a(l)) ® dL(a@))
—dY(a®) @ d*(a®)S(a®)a® + d-(a™) @ d-(a®)
(id — Ut)(dL(a“)) ® dL(a<2))).
La formule (2.16) est donc vrige. Quant aux formules (2.15)"(2.19), elles rsultent toutes
des formules (2.32), (2.33), (2.34).
2) C’est vident puisque nous savons que C'(d“(a)) est gal (id — o*)(d"(a®) @ d“(a®)).
3) Par construction, la dierentielle extrieure d® : A"I' — A""!I est une application qui,
vue comme application de A ® AT sur A® AL vrige d" = d®id +id ® ¢, o ¢ est
la restriction de d" : A"I' — A™"'T" aux convariants gauche A"I'". Aussi, nous aurons gni

si nous montrons que les deux diagrammes ci-dessous sont commutatifs:

A® AT d®id A @ AHITL APTL c AR+ITL
I id®An id®An+1 { é An An+1 l
A®im A, ARim A, imA, ———— imA,

C’IL
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Par dgnition de la structure de comodule mise sur A, le premier diagramme commute
lorsque 7 est nul. Ensuite, en utilisant la proprit (2.20) de A,, il est clair que ceci est encore
vrai pour tous les autres M. Le second diagramme commute lorsque 1 est gal 1 puisque
CH(d"(a)) = —C*(d"(a)) = —Az(d"(a') ® d"(a®)) = A2(d(S(aV) @ d(a®)) = Axd(d"(a)).
Ensuite, en raisonnant par rcurrence et en utilisant que ¢ = d®id—id®c" ™!, nous obtenons

tous les autres cas:

C"A, = C"Api(id® A,_y)
a"CHid @ Ap_1) — Apr1(id@ C"H([id @ A, 1)

a"(id®id® A, 1)C; — App11(id @ C" 1A, )

= a"([d®id® A4, 1)(A4;®id® - ®id)(d®id) — A,p11(1d @ 4,)(id @ ")
= 0a"(ARid®- ®id)(i[d®id® A, 1)(d®id) — A, (id @ ")
Api12(id® A, ) (Id@id® A, 1) (d®id) — A, (id @)

Apir [(d®id) — (id® "))

= A,

OJ

Dans la dmonstration de la proposition prcdente, nous avons utilis que Cl(dL(a)) tait
gal —As(d"(a®) @ d“(a®)). En fait, nous avons un rsultat plus gnral.

Lemme 6

Pour tout entier 7, nous avons
C"A, (d"(a1) ® - -- @ d"(a,))

Zi}ﬂ%mM%M®m®&@%®&@%®m®&@»

Preuve :
Raisonnons par rcurrence sur 7. Nous avons dj vu que cette formule est vraie au cran 1.

Si elle est vraie au cran 7 — 1, nous avons

C" A, (d(a) ® - @ d*(a,))
= C"A(id® Ay (d¥(a) ® - @ d“(a,))
= [a"C; —Ay11(ide C" ] (i[d® A1) (d¥(ar) @ - - @ d"(a,))
= a"(ARide - 0id)(id®id® A4,_1)(d" (") ® d"(a]’) ®--- @ d"(a,))
— i (F) A1 ([d ® Appa)(d(ar) © - - @ dM(afy) @ dM(afy) @ - © d(a,))
= —An(id® A (id @id @ A,1)(d"(a”) @ d“(a)”) @ - - @ d"(a,))
o (1) A (di(a) @ - @ d(af") @ d4(0f”) ® - - ® d"(a,))
= YDA (d(a) @ @d(a”) @ d(a”) @ - @ d"(a,)).

Celle-ci est donc vrige au cran 7. [
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2.4 Thorie de van Est

Dans les parties prcdentes, nous avons vu que les algbres de Lie quantiques se compor-
taient vis--vis des calculs dicerentiels sur les groupes quantiques comme les algbres de Lie
vis--vis de la dicerentielle de de Rham. Il est donc naturel de se demander si le thorme
de van Est sur les groupes de Lie, qui sous certaines hypothses sur la dicerentielle de de
Rham permet de comparer la cohomologie de P'algbre de Lie associe un groupe de Lie
avec la cohomologie de ce groupe, admet un analogue quantique.

Dans le cas quantique, nous savons que le groupe de Lie est remplac par une algbre
de Hopf A qui doit tre vue comme l'algbre des fonctions C* sur celui-ci. La cohomologie
des formes dicerentielles de de Rham est alors remplace par la cohomologie dgnie par un
calcul dicerentiel sur A et la cohomologie du groupe par la cohomologie de la cogbre A.
Dans les parties prcdentes, nous avons vu comment associer une algbre de Lie quantique

ce calcul dicerentiel et nous avons dgni une notion cohomologique pour celle-ci. Nous
verrons que, sous ces conditions, le thorme de van Est reste valable.

Aprs avoir introduit les notations, nous commencerons par rappeler quelques faits sur
la cohomologie des cogbres. Ensuite, nous construirons un bicomplexe qui nous permettra
gnalement d’noncer et de dmontrer 'analogue quantique du thorme de van Est.

Dans toute cette partie, A est une algbre de Hopf, V un A-comodule et d: A — I un
calcul dicerentiel sur \A. Notons 1" = (FL)* lalgbre de Lie quantique associe ce calcul
dicerentiel et d” : A — TF Papplication a — S(a®)d(a®). Munissons V et A®° @V des
structures de T-comodules issues des structures de A-comodules droite ci-dessous :

Ir(v) =02 @ S(v'Y),
SR ® - Ra, V) =01 Q- ® a,_1 @ a @v9 @aPS(vY).
Intressons-nous maintenant la cohomologie de la cogbre A. Pour cela, notons
dy : A%" — ASmHL qns A9 @V — A¥"TL @V les applications respectivement dgnies par
B @ Qay) =100 - Qa,+ Yo (1)o@ ®ad’@a” @ @ a,, (2.37)
d'(a; @ ®a, ®v) =di(a;1 ® - ®a,) @v+ (—1)"Ma; ® - ®a, vV @v®. (2.38)
D’aprs les travaux de P. Cartier (cf. [5]), les applications d[j et d" dgnissent deux complexes.

Le premier complexe est acyclique. Quant au second, il n’est en gnral pas acyclique et
dgnit la cohomologie H,,(A) de la cogbre A.

2.4.1 Construction du bicomplexe (F,A)

Soit F' l’espace bigradu admettant *F" = A®* ® VV ® im A, pour espace de degr (s,r).
Notons F", *F les espaces lignes et colonnes correspondant et A", A les gltrations qui en
rsultent :

Fr=@,A** @V ®imA,, A" = @p>r B A @V ®@im A,
F =@,A% @V ®@im A,, A =@Bp>s Br A1V ®@imA,.

Soit d' : F' — F' la dicerentielle de degr (0,1) qui concide sur chaque espace colonne °I
avec la dicerentielle qui dgnit la cohomologie de T valeurs dans le T-comodule A®* @ V.
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Soit ¢’ : F' — I la dicerentielle de degr (1,0) qui concide sur I'espace ligne F avec la
dicerentielle d dgnie par (2.38) et qui concide sur les autres espaces ligne F" (r # () avec
dp ® idygim a,, 0 dy est dgnie par (2.37).

Lemme 7

Les dicerentielles d’ et &' commutent.

Preuve :

Comme la structure de comodule de A®*®V utilise uniquement la composante gnale AQV,
d’ agit principalement sur A®V ®im A;. Comme il en est de mme pour ¢, nous voyons que

si nous vrigons que d’ et ¢ commutent sur °F0, 1FO OF1 11 alors des calculs similaires

permettront de montrer que d’ et ¢’ commutent sur n’importe quelle composante F". En
utilisant que V est un comodule sur A et que d“(1) est nul, nous voyons que pour tout

Iment v de V = FV:
(d'o"—&'d)(v)
= d1®v—vR0®) - §©? e A4, 1d"(Sv'™))
= 109 ® A11d"(Sv™Y) + v @ 0@ @ A 1d (v Sv) — 1@ 0@ @ A d-(SvY)
= 0.
Ce qui prouve que les applications d’ et ¢ commutent sur V = "F’. De mme, en utilisant
que A est une cogbre, que V est un comodule sur A et que dL(l) est nul, nous voyons que
pour a@UEF v teflet a@uete !
(d'd —§d)(a®v)
= d1l®ev-a?®d?v+a@v 7 @v”) - § @ @v° @ A 1d"*(a®SvY))
= 1804 ®v° ® A1d (@@ S V) — a® @ a® @ v @ Ay 1d"(a® v D)
+a® ,U(*3) ® ’U(O) ® Al,ldL(U(*Q)Sv(*l)) -1® a(l) R ’U(O) ® AlyldL(a(Q)S/U(*l))
+(I(1) R a® ® @ ® Al 1dL(a(3)Sv(*1))

(dl(gl_ 5/d,)(’0®t)
= d1®vet)—§veCHt) +v?® A d"(Sv))

100 CH () +1®@0v@ @ Apd*(Sv") — 1@ v @ C(t) — 1 v® @ Ay1d(SvD)

= 0,

(d'd"—d'd)a®v®t)
= d1®a®vet—a’@ad” vat)
—§(a®@v®@CHt) +a® @ v @ Agy(d(a®Sv'™") @ 1))
= 1®aRvaCHt)+1®a" @v® @ Ay, (d*(a®Sv ™) ®@t) — a® ® a® @ v ® CL(t)
—a" ®a® @ v ® Ag1(d*(a®Sv ) —1®a®v® CH(t) +a" @ a® @ v CHt)
—10a" @v°® Ag,l(dL(a@)Sv(’l)) ® t)) +aP®a? 09 ® Ag,l(dL(a(B)Sv(’l)) ® t))
= 0.
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Ce qui prouve que d' et ¢’ commutent sur ‘F°, OF1 1R O

A partir des dicerentielles d’ et ¢’, dgnissons Papplication A : F' — F qui concide sur
chaque espace colonne °F' avec I'application (—1)%d’ + 4.

Lemme 8

1. (F,A) est un bicomplexe;

2. le sous-complexe (A!,; A) est acyclique.

Preuve :

Les applications d’ et 0’ tant deux dicerentielles qui commutent, (F,A) est un complexe.
Reste montrer que (AI,A) est acyclique. Prenons un lment ¢ de Al, de degr total k,
vrigant A(gy) = 0 et montrons qu’il existe un Iment g_; de A', de degr k — 1, tel que

A(g-1) = go.

gg_s la composante de degr (S,k—s) de go et i(go) le plus grand i tel que igg_i soit
non nul. Puisque A(gp) a t suppos nul, nous avons

Notons °

dé(go)(i(gg)gg—’i(go)) —-0.
Mais, comme le complexe dgni par la dicerentielle dy est acyclique, il existe un lment
i(go)=1pk=i(90) qe 1A de degr total kK — 1, tel que
i(go)g(’)“*i(go) — dé(QO)*l(i(go)—lhk’—i(go))_
La dicerentielle A s’annule sur g; = go—A(i(QO)_lhk_i(g(’)) qui est un lment de 'A, de degr
k, et tel que i(gl) < i(go). En ritrant ce procd, nous trouvons un Ilment g_; de 1A, de
degr k — 1, tel que g, = go — A(g_1) soit un Iment de 'A, de degr k, et avec i(g,) au

plus gal 0. Alors A(g,) est gal 1® g, modu lo des lments de °F. Comme A(g,) est
nul, nous avons g, =0 et go = A(g_1). O

2.4.2 Le thorme de van Est

Dans cette partie, nous allons prouver le thorme ci-dessous.

Thorme 5
Soit m un entier. Si H'('F) N (kere @ V) =H!('F) = ... = H*(!F) = 0, alors:
1. H(F°) et H'('F) sont isomorphes pour i =0,...,n;

2. Hn+1(F0) s’injecte dans Hn+1(0F).
Remarquons que lorsque V est le comodule trivial, le thorme ci-dessus devient :

Corollaire 1

Soit n un entier. Si HY,(d) N (kere) = H} (d) = -+ = H} (d) =0, alors:
1. Hiog(A) et H. (T) sont isomorphes pour i =0,...,n;

2. H""(A) s’injecte dans HF(T).

cog lie

25



Le morphisme 7T

Soit 7 : F® — F Plapplication obtenue en sommant toutes les applications 7, : F° — F”"
avec

T ® - ®as ® )

R - Ra, QU sir=0,
= 1 ® - Qa,, @V @A (d" (A5 150 @ - @ d (a,SVET)) si 1 < < s,
0 sinon.

Proposition 2
L’application 7 est un morphisme de complexes injectif de (F°, d) dans (F,A).

Preuve :

Comme T(CL1 R Ras R v) est gal a1 ®---®as ® v modulo des Iments de Al, il est

clair que 7 est injectif. Ensuite, pour voir que 7 est un morphisme de complexes, il su(Et de
vriger que sur chaque espace sFO.

7d = (—1)" ' r_ + 07, (2.39)

Sir< —lour>s+2 la formule (2.39) est vraie puisque 7, et 7,_1 sont nuls. Pour 7 nul,
T_1 est nul, 7y est l'identit, et ¢’ concide avec d sur FY. La formule (2.39) est donc vrige
dans ce cas. Pour 7 = s+ 1, la restriction de 7, SFY est nulle. De plus, pour tout lment
Q- Qa, v de *FY nous avons

Trd(a1 @ ®as @)
= Tr(1®a1®---®as®v)+Zle(fl)iTr(a1®~~~®a1(.1)®a£2)®---®as®v)—|—(71)s+1Tr(a1®---®as®v(*1)®v(0))
= vORA (A" (SWE)@d" (a1 S(v(—D))@-@d"(asS(v(—))
+ 35 (D) @A, (Al (a1 So(-D)@--@dl (ol So(-D)@dl (a?) So(—i=1))@..@dL (as Su(—T)),
(=1 d 71 (a1 ®--®as@v)
d' (VO RA,_1(d (a1 S~ 1)@ @dL(asv(—TTD))
= vOCT1A,_1(d"(a1 Sv(-1)®--@d" (asv(~"tD) 40D ® A, 1 ((d® A1) (d" (Sv(—1)Rd" (a1 Sv(=2)@--@d" (as Sv(=7)))
= Y (D)@ A (A (a1 5o D) R--@dl (al) So(—D)@dL (0l Su(—iD) @ @d (as Sv(—T))

+0 O A, (dH (S (v~ )@dL (a1 S(v(~2))) @ @dL (as S(v(—™)).

Ce qui prouve que la formule (2.39) est vrige lorsque 7 = S+ 1. Engn, si 1 < r < s, nous
voyons que pour tout lment a; ® -+ &® a; X v de SF9 nous avons

&' r(a1®---Qas@v)
= (01®®as—rRVOD QA (d%(as—r41 S0~ )R- @d" (as Sv(—)))
= 1®al®"'®a577‘®v(0) ®AT(dL(asfr+ISU(_1))®"'®dL(asS'U(_T)))

+ Y icor(~Dia1@-0al) 90> @ as—r 0O Ap(d" (as—rs150 D)@ @d" (as Sv)),
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Trd(a1 ®--Qas@v)
= Tr(l®a1®---®as®v)+2le(—l)iTr(a1®---®a1(.1)®al(.2)®---®a5®v)+(—1)5+1Tr(a1®---®a5®v(*1)®u(0))
= 1®a1®-Qas_r@UORAr(d" (as_rr1Sv" )R- Qd" (asSv(~))

+ ¥ (-Diar 900V @-0asr@v® A (dU(as 41 So(D)@--@d (a5 Sv(-T))

. [
1<s—r

(1) Ha@-@al) L @@ @A, (dhal?,  SoD)RdE (05— 4250 D)@ @dL (a5 Su(—™))

+ > +2(*1)ia1®"'®a577-+1®UO®AT(dL(057T+23U(71))®---®dL(a,gl)Sv(7i+sf’"+l))®dl‘(a§2)Sv(*H’S*T))®...®dL(aSSv(*T)))’
i>sr
(=) d 71 (a1 ®--®as@v)
= (D)5 (a1®®as—r 1100 Ap 1 (dY(as_r12S0"))®--@d" (as Sv(=TTDY))
= (15" @-Qas_r 1@ QCT A1 (dX (a5 ry2SvD)@--@d  (as Sv(—TTD)Y)
H(-1) a1 @ Bas—r@al, @O @A 1 (1d@A—1)(d= (0, SvCD)@dE (a5—r4250(2)@--@dL (asSv())
- Y (—D)ia®-®as 100D Ar(d (a5 rp250("D)@-0dl (0l Su(—i+tsmrHD)@dL (af?) Su(—its=))@. . @db (as Sv(~7))

i>s—r+2

1

D109 @ear@@?,  soD)@d (as_p 0500 g (ass0(~)).

+(71)S_r+1a1®---®ag
Ainsi

nda;® - ®a,@v) = (1) "7 _1(a1® - Qa; @) +7.(a; @ - R a, D).

Ce qui prouve que la formule (2.39) est vrige lorsque 1 <7 < s. [

Proposition 3
1. La projection 0y : F — I est un quasi-isomorphisme;
2. lapplication 7: F — F est un quasi-isomorphisme;

3. les applications 0y et 7 induisent en cohomologie des isomorphismes inverses l'un de
lautre.

Preuve :
Gree la suite exacte de complexes 0 — A — [ — FO — 0, 0 A, F et " admettent
respectivement A, A et d pour dicerentielle, nous obtenons le triangle exact

H(F) H(F°)

H(AY

Comme H(Al) est nul, la premire assertion est dmontre. Ensuite, en utilisant que 0o7 = id,
nous obtenons les autres rsultats annoncs. [

27



Les morphismes oo et T

Soit (o la projection canonique de F sur °F.

Lemme 9
L’application (0 est un morphisme de (F,A) sur (YF,d') et la restriction de oo TF est

surjective.

Preuve :

Il est clair que (o0 est un morphisme de complexes. Montrons que sa restriction TFV est sur-
jective. Tout Iment de YF' §crit comme une somme de termes de la forme
VR Ar(tl K- Q tr). Par dgnition du calcul dicerentiel sur les groupes quantiques, nous
pouvons crire t; sous la forme Zaid(b%). Ensuite, en projetant sur I’espace des convariants
gauche, nous voyons que t; = d"(b;) avec b; = Z&(az)bi. Aussi:

VR At @@t
= v @A b)) ® - ® (b))
= v @ A (d"((bp ) S) @ @ d" (b ) S (v "))
(bt @ - @ b @ v®)
00T(biv" @ @ b @ v ).

U

Soit o7 Papplication de [V — F obtenue en composant oo et 7. Par dgnition, nous avons

07 |spo = Ts- (2.40)
Lemme 10
1. Le noyau Z de (T est stable par d;
2. la suite suivante est exacte:
- — H(Z) - H(F") - H(°F) - H*Y(Z) — H*H(F%) — ... (2.41)

Preuve :
1) Soit 2z un Iment de /. En notant 2z la composante de degr (5,0) de z, nous avons
Te2s = 0, puis:

oTd(2) = Z oTd(2) = Z Tep1d(zs) = Z d'15zs + 0 Tg412, = 0.

2) En utilisant que la suite 0 — 7 — F° — F%/7 — ( est exacte et que (o induit un
isomorphisme de H(F°/Z) sur H(°F), nous obtenons la suite exacte voulue. [

Lemme 11
L’application 7 induit un isomorphisme entre H(Z) et H(IA).
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Preuve :
Puisque l'application o : TEFY — OF est surjective, nous pouvons crire:

F=7F"+'A
Nous avons donc la suite exacte de complexes

0 — 7F°N'A — 7F°¢@'A — F — 0
u —  (—u,u)
(v,w) +— V4w

puis le triangle exact

TFO @ H( 1A

Nl

avec a(u) = (—mu,nu), B(v,w) = (v + Gw et 7;, (; induits par les injections. Comme T
est un quasi-isomorphisme, I'application (7 : H(TFO) — H(F') est un isomorphisme. Ce qui
implique que (3 est surjective, que 7y est nulle et engn que « est injective. Donnons nous un
Iment ¥ du noyau de 7). Cela signige qu’il existe un Ilment v de 1A tel que U = A(v).
Mais, comme 7 est un quasi-isomorphisme, nous savons que v est un lment de la forme
T(w) + A(x) avec w € TF’ et * € F. D’o u = A(Tw). Ce qui montre que u est contenu
dans le noyau de 7. Comme U est aussi un lment du noyau de 72, 4 est un lment du
noyau de «. Puisque « est injective, u est nul et ’application 7)3 est injective. Maintenant,
soit % un lment de H(IA). Comme (; est surjective, il existe un lment v de H(TFO) tel
que a(u) = a(v). Alors 4 — v appartient au noyau de cx et U — v = ﬁ(w) pour un certain W
de H(TF°N'A). En appliquant la projection de H(7F°) @ H(*A) sur H(*A), nous obtenons
U= 772(UJ). Ce qui montre que 73 est surjective et dgnit un isomorphisme

ne : H(TFONtA)——H('A).

Comme (0 est la projection de F' sur OF, un lment 7u avec u € F° appartient LA si et
seulement si 0 = goTu = gTu. Puisque Z est le noyau de (T, cela prouve que T/ est gal
TFON 1A, puis que

no : H(1Z)-==H(*A).

D’autre part, comme T est injectif, 7 induit un isomorphisme entre H(Z) et H(7Z). Aussi,
comme l’application 7 induite par I'injection est un isomorphisme de H(7Z) sur H(*A), nous
voyons que T induit en fait un isomorphisme de H(Z) sur H(*A). O
Preuve du thorme de van Est

Grce au lemme 11 et la suite exacte (2.41), il su(Et de montrer que les 1 + 2 premiers

groupes de cohomologie de ('A,A) sont nuls. Soit f un lment de 'A, de degr k <n+ 1,
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et tel que A(f) = 0. Il s’agit de voir qu’il existe un lment g de ‘A tel que f = A(g).
Notons P f? la composante de degr (p, q) de f et s > 11le plus petit indice j pour lequel la
composante jfk_j est non nulle. Distinguons deux cas.

i) Si kK — s est nul.

Dans ce cas, [ est un lment de kO et peut donc s’crire sous la forme Za1®---®ak®v.
Comme f est un lment de ko qui est un cycle pour A, f est aussi un cycle pour ¢'. En
appliquant id ger1 ® € @ idy ¢’ f, nous obtenons alors que »_ c(ap)a; ® -+ @ ap_1 @ v est
contenu dans le noyau de dy®idy. Mais comme le complexe dgni par dj est acyclique, nous
avons un lment » by ® --- ® by_o ® v tel que

Zg(ak)alég_..@ak_l@v = (dp ® idy) (Zbl®"'®bk—2®v> ‘
Nous avons alors aussi:
Z elap)ay @+ @ ap—1 @ vV @ 0@ = ¢ (Z h® Qb0 Q® Uw)) .
Puis, comme d'() b1 ® - - @ br_o @ v @ v?) est nul, nous avons en fait :
Z elag)a; @ -+ @ ap— @Y @0 = A <Z @ Q@bo@vY® vm)) .

Mais comme l'intersection H(!F')Nker e®@V est nulle et que > a1®- - -QarQv—y_ e(ay)a; ®
e @ap 1 @vEY @v© appartient AP @ (Z°(1F) Nkere), cela signige que

Y@ @aeur = Y sa)ud - Qu@u v
= A(Y e b o @),

ii) Si kK — s est non nul.

Comme f appartient au noyau de A, il est clair que *f*~* appartient au noyau de d’. Mais,
comme H!(!F) = ... = H*(!F) = 0, nous avons H'(°F) = --- = H"(°F) = 0 et il existe
SgF=s71 tel que *fF=° = d'(*¢**7"). L’lment f—(—1)*A(°¢**7') est nouveau un Iment

de 'A, contenu dans le noyau de A, de degr k, mais avec un s plus grand (et donc un k—§
plus petit). Aussi, en ritrant ce procd autant de fois que ncessaire, nous aboutissons au

cas 0 k — s est nul. [

Remarque :
La preuve prcdente montre que les isomorphismes du thorme (5) sont induits par (T.
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C lassigcation of bicovariant dice erential

calculi on quantum group s

Introduction

Let G be a semi-simple connected simply-connected complex Lie group, g its Lie algebra, Uqg
the quantized enveloping algebra of g. U,gis a Hopf algebra. The associated quantum group
is an object of non-commutative geometry. According to a point of view due to Woronowicz
and developed by Faddeev, Reshetikhin and Takhtadzhyan [12], one may view the restricted
(Hopf) dual (Uqg)*res as the function algebra .AqG on this quantum group. In this way,
the Peter”Weyl theorem becomes a degnition: the rational representations of the quantum
group are the gnite dimensional representations of Uqg.

In order to study the diccerential geometry of quantum groups, Woronowicz [33] degned
the notion of bicovariant diceerential calculus. As in the classical case, one needs only to degne
the diccerential of functions at the unity point of the quantum group. If € : AqG — C(q)
is the augmentation map, this amounts to take the residual class of functions belonging to
ker € modulo a right ideal R C kere. In the classical case, one takes R = (kere)?. As for
quantum groups, it is more important to preserve the group structure than the ingnitesimal
structure, and one is led to select ideals R as above by the requirement of a certain invariance
condition. In this article, we solve the classigcation problem for these ideals /R, and we give
a picture of what they look like.

We now compare our results with previous ones. Rosso [22] showed how to use the quasi-
triangular structure of U,g in order to construct left covariant diceerential calculi on the
quantum group. Modifying this construction, Juro [17] used the R-matrix in the natural
representation of U,g (and in the dual of it) so as to construct bicovariant diceerential calculi:
he obtained particular cases (when M is the natural g-module or its dual) of our theorem?2.
As regards classigcation results, Schmdgen and Schler have classiged the ideals R as above,
but only when g is of classical type, and under restrictive assumptions on R. Most of the
results in [28, 29] are particular cases of our theorem 1. For instance, the classigcation given
in [28, Theorem 2.1] corresponds (in the wording of our theorem) to the ideals R constructed
(up to a twisting character Y : 2X/2Q — C(q)*, as explained in the section 3.3.3) from the
natural U,g-module or its dual.

Let us explain our proof and the contents of our article. Our proof relies on the quasi-
triangular structure of U,g. Since the formalism of R-matrices may be justiged only for gnite
dimensional Hopf algebras, we will employ the dual notion of co-quasi-triangular (c.q.t.) Hopf
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algebra (see [18]): the algebra A,G is a c.q.t. Hopf algebra. We use then a bilinear form
on AqG, introduced by Reshetikhin and Semenov-Tian-Shansky. As Uqg is a factorizable
quasi-triangular Hopf algebra (in the terminology of [25]), this pairing is non-degenerate and
gives a linear injection A,G — U,g C (A,G)*. The image of R under this map is nearly the
annihilator of a U,g-module. It is then easier to discuss what R may be. The degnitions
and the proofs of these assertions are given in sections 3.1 and 3.2. In section 3.3, we present
a contruction of bicovariant diceerential calculi valid for any factorizable c.q.t. Hopf algebra.
Finally we link, in the case of .AqG, these constructions with our classigcation result.

Notations

e Let A be a k-algebra. If M is an A-module, its annihilator is noted anny M. If m € M
and m* € M* (the k-dual of M), we denote by Oy(m,m*) the matrix coe(®cient

Ou(m,m*): A — k

a — (m* a-m)

e For a Hopf algebra H, we will use Sweedler’s notation for coproduct (A(a) = > aq) ®
a(2)) and for coaction on comodules. The sum sign will generally be omitted. We will
denote the augmentation and the antipode of H by £ and S respectively.

e Let H be a Hopf algebra, and H*™ be the restricted (Hopf) dual of H. A ¢gnite
dimensional left H-module M of M*) can be viewed as a right H*"**-comodule with

structure map
op: M — M®H*"
m = > m; ® Oy(m,m?)

where (m;) is a basis of M and (m]) is the dual basis of M™.

3.1 Co-quasi-triangular Hopf algebras

3.1.1 Some degnitions

Let H be a Hopf algebra over a geld k. A right crossed bimodule over H (in the sense of
Yetter [35]) is a k-vector space M, which is also a right H-module, a right H-comodule (with
structure map 0g : (M — M ®@ H,m — Zm(o) ® m(l))), and such that:

(5R(m . CL) = Zm(o) “a2) ® S(a(l))m(l)a(g) for me M, a € H.

Examples :
There are two easy examples: we can endow H with the structures:

a-b= ab, 5R(CL) = Q(2) X S(a(l))a(g)).
Alternatively, we can put on H the structures

a-b= S(b(l))ab(g), 5R(CL) = a(1) ® a().
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When M and N are right crossed bimodules over H, M ® N becomes a right crossed
bimodule for the action and coaction given by :

(m®n)-a=m-aq) @n-ag), Oor(men)= (mge ®ng)) @ mupna-

When ['is a bicovariant bimodule (see [33]), the space I'" of left coinvariants is a right
crossed bimodule over H. Conversely, any right crossed bimodule over H is the space of left
coinvariants of a bicovariant bimodule.

Finally, we endow the tensor product coalgebra H*™ ® H with the product

(f®@a)(g®@0b) = (9p), a3)) (91, S(a))) (92)f @ a)b).

We obtain a bialgebra, called Drinfel’d’s double of H and denoted by D(H). When M is a
right crossed bimodule over H, it is a right D(H)-module for the actions:

m-(f®1)=(f,mq)mg, m-(1®a)=m-a.

3.1.2 Degnition of a co-quasi-triangular Hopf algebra
We give the degnition of c.q.t. Hopf algebras, by now usual (see [18] for historical notes):

Degnition 1

A co-quasi-triangular Hopf algebra is a pair (A,’y) where A is a Hopf algebra and
v: A — A" is a coalgebra morphism and algebra antimorphism such that we have the
Yang-Baxter equation :

a(l)b(l)Wa(g), b(g)) = (7a(1), b(1)>b(2)a(2) for all a,b e A.

That 7y is a coalgebra morphism and an algebra antimorphism gives us that for all a,b € A,
(va,b) = (ySa, Sb). So there exists a map 0 : A — A* such that

(va,by = (6b, Sa).

We verify easily that 0 takes its values in A*™ and (4,0) is a c.q.t. Hopf algebra.
Example :

If Uis a Hopf algebra quasi-triangular for an R-matrix Rio, then U™ becomes a c.q.t. Hopf
algebra for the map <y given by:

(v(a),b) = (b® a, Ry2) for a,b & U*rs,
Then
(6(a),b) = (b®@a, Ry') for a,b € U*r,

This follows from Drinfel’d’s classical axioms. For instance, let H be a gnite dimensional
Hopf algebra, and U = D(H) the Drinfel’d’s double of H: the dual vector space H @ H* of
U is the underlying space of the restricted dual of U. If (e;) is a basis for H, the canonical
R-matrix is Y (e ®1)® (1 ®e¢;) € UR U. Tt corresponds to the maps

v: HoH* — U 0: HoH* — U
a®f = ela)f®l bog + g(1)e®@S7'(b)
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The category of left modules over a quasi-triangular Hopf algebra is braided. The trans-
lation in the present formalism is the:

Proposition 4
Let (A,7) be a c.q.t. Hopf algebra. If M is a right A-comodule, it becomes a right crossed
bimodule over A when endowed with the right module structure given by:

m-a = (ya,mu)mp for m €M and a € A.
This extra structure is compatible with tensor products of comodules and crossed bimodules.

Proof.
We have:

m) - a) ® Slaq)mmae = me) @ (Yae), ma))S(aq)me)as)

= my)
= m) @ ma){va, me))
= Or(m-a)

The compatibility with tensor products is a consequence of 7y being a coalgebra homomor-
phism. [

We also note that the antipode of a c.q.t. Hopf algebra is always invertible, the square
of its transpose being an inner automorphism of the algebra A" (see [10]).

Finally, when (A,7)is a c.q.t. Hopf algebra, Radford [20] has shown that (im~)(imJ) is
a sub-Hopf-algebra of A*™ and that

(im~)(imd) = (im §)(im ).

This was shown in the early [25]: there is a Hopf algebra structure (with invertible antipode)
on the tensor product coalgebra A ® A such that the map

A@A N A*I‘GS
a®b +— ~b-da

is a coalgebra morphism and an algebra antimorphism.

Example :

In the F.R.T. construction [12], one considers matrices L™ and L™, whose elements lie in
im+y and im0 respectively. Then Faddeev, Reshetikhin and Takhtadzhyan degned U,g to be
the algebra (im~)(im ).

3.1.3 The maps I ana J

We ¢x in this subsection a c.q.t. Hopf algebra (A, ’y) over the geld k, and note O the
associated map. We degne two maps [ : A — A*™ and J: A — A*™ by :

[(a) = v(aw)) So(aw),  J(a) = Sd(aw)) v(aw))-
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Equivalently, we may consider the pairing of two elements a,b € A:

(l(a), b) = (J(b), a).

We have
[=S0JoS, J=SoloS.

Example :
When A is the dual of a quasi-triangular Hopf algebra, this pairing is (@ ® b, Ro; R19).

We will now state an important property of the map I. A*™ is a left A*™®A*™-module
for the law (r ® y) -z = 22 5(y). A is a right crossed bimodule over A for the structures:
a-b=aband 0r(a) = ap) ® S(an))as), so Ais a right D(A)-module. Let

I : D(A) = A*res ®A N A*res ®A*res
r®b = Y(bay)za) ® 0(b2))r(2)

Proposition 5

1. Il is an algebra antimorphism.

2. If £ € D(A) and a € A, then

Proof.
That Il is an antimorphism is already in [25]. Then, as a consequence of the Yang-Baxter
equation, we may write, for x € A*™ and a € A, that:

Sy(aw)(@, a) = (T@); 1@)2w)S7(a@)S(@E)-
Then we compute, for E =z ®b € D(A):

I(a-&) = (z,S(an))ae) (agb)
= (b)) (z. Sa@)aw) v(aw) So(as)) S6(b))

1)
= (b)) (@), S(aw)) S7S(aw) (2@), aw) S3(a@) S0(bw)
= 7(bw) (), Slaw)) za) S75(aw) S(z@) (26), a@) 2@ S0(aw) S(ze) S0(be)
= (b)) (@), S(a@)) xw) S5 (aw) (X@), a@) S0(aw) S(zw) S6(be)
= 7(bw) 2@ v(aw) S(ac) S(@) Si(be)
11(€) - 1(a)

We single out the particular case £ =2 ® 1:

Proposition 6
We consider A and A*™ as left A*"™-modules for the adjoint action:

v-a=(z,5(am)a)ae for e A7 ac A
x - y — -T(l)y S(aj(z)) fOI‘ aj, y G A*res

Then I: A — A*™ is a morphism of A*™-modules.
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Finally, we give the degnition, due to Reshetikhin and Semenov-Tian-Shansky [25]:

Degnition 2
One says that (A, 7) is factorizable if the pairing given below is non-degenerate:

Ax A — k
(a,b) — (la),b)

Thus (A, ’y) is factorizable ice the maps I and J are injective. It is possible to show that
(A,7) is factorizable ice (A, J) is so.

3.1.4 A related construction

First, let U be a Hopf algebra. It is a left U-module for the adjoint action: z-y = 1)y S(:r(g)).
We let Fy(U) be the sum of all gnite dimensional U-submodules of U. It is known [15] that
F¢(U) is a subalgebra of U, a left coideal in U, and a U-submodule for the left adjoint action.
The multiplication in U degnes a morphism of left U-modules Fy(U) ® Fy(U) — F,(U). We
can then do the semi-direct product Fy(U) ® U: we obtain an algebra. U ® U denoting the
ordinary tensor product algebra, there is an algebra morphism

F (U)o U — U®U
TRY = 2Y) @ Y2

We can make the same constructions on the right: we obtain an algebra F,.(U), and the
resulting algebra morphism

U®F,(U) — U®U
TRy = T @ Ty

This algebra morphism has same image as the previous one. Hence this image contains

F(U)®@F,.(U)CUxU.

We take now a c.q.t. Hopf algebra (.A, 7), with 0, I and J as in the preceding subsection.
Let U be the minimal sub-Hopf-algebra of A*™ in which ¥ and 0 take their values:

U = (im~)(im ).

We consider on A and A*"™ the A*™-module structures of proposition 6. By restriction, A
and A*' are U-modules, and 1: A — A*™ is a morphism of U-modules. We can see that
I takes its values in U, which is a U-submodule of A*"™. Further, A is the sum of its gnite
dimensional U-submodules, hence

imI C Fy(U).

Proposition 7
Let (.A, 7) be a c.q.t. factorizable Hopf algebra, and I be the associated map. Let U be the
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sub-Hopf-algebra (im~)(imd) C A*™. We suppose that iml = F;(U). Then I induces a
bijection between:

e the set of right ideals R of A, which are subcomodules for the right coaction

op: A — AR A
a — ag ®S(au))ae)

e the set of two-sided ideals Z of Fy(U), which are U-submodules for the adjoint action.

This bijection preserves dimensions, codimensions, and the inclusion ordering in both sets.

Proof.

By assumption, I : A — F;(U) is a U-module isomorphism. We adopt the notations of
the proposition 5. A is a D(.A)—module, and U ® A is the underlying space of a sub-Hopf-
algebra of D(A). So we will view A as a right U ® A-module: 1 ® A acts on A by right
multiplication, U ® 1 acts on A by the left adjoint action. The injectivity of I implies that
imJ C U separates the points of A: hence the sub-U ® A-modules of A are the right ideals
which are subcomodules for the right coaction JR.

On the other hand, we let E be the image of the morphism

F(U)eU — U®U
TRY = 2Ya) @ Y@

Uis a U® U-module, so is an E-module, and Fy(U) is a sub-E-module of U. E contains
F/(U) ® F.(U), with S(F,.(U)) = F¢(U). Therefore, the sub-E-modules of F;(U) are the
two-sided ideals Z which are U-submodules for the adjoint action.

Now the proposition is a consequence of the proposition 5: writing Il as the composition
of the maps

A* res ® A — FK(U) ® A* res FK(U) ® A* res  __, A*res ® A*res
r@a = laq) ®@d(ag)r rTRY = 2y @ Y2)

and using the assumption im[ = F;(U), we can see that E is the image of U® A through II.
O

3.2 The case of the quantum coordinate algebra

3.2.1 Notations

In this section, we study the preceding constructions in the case where A is the algebra .AqG
of regular functions on a quantum group.

Let gbe a gnite dimensional semi-simple split Lie algebra, 0 a splitting Cartan subalgebra,
{ai1,...,a;} C b* a basis for the root system, {a7,...,a)} C b the inverse roots, P C h*
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and Q C h* the weight and the root lattices. The choice of an invariant (under Weyl group
action) scalar product (-|) allows us to identify h and h*, with
(ai | o)

5 .

We choose the normalization of (+|-) so that (A | 1) € Z whenever A and p belong to P. We
denote by p half the sum of the positive roots, by P, the set of dominant weights, and by

Y
Q; = diOéi s di =

wWq the longest element in the Weyl group.
We now choose the following version of U,g: this is a C(q)—algebra (q is generic) generated
by F;, F; and K, (A € P). The relations are the usual ones among which:

K\E; = W E K,

K\F; = ¢ W) K,

Ko, — K_q,

d .

EZ'F]' —EEZ — 51']' —d
qz_q 7

The coproduct is given by:
AK)\ = K)\ & KA

AE; = E &1+ K., ®E;
AF, =10 F+F oK,

We note S the antipode of U,g. If one chooses a dominant weight A and a character
X : P/ZQ — C(q)*, one knows how to construct a simple gnite dimensional U g-modules, in
which there is a highest weight vector m) such that

K, - my = x(u mod QQ)Q(M'\)W,\-

We note L, (A) such a Ujg-module ; when X is the trivial character, we simply write L(\),
and then L, (\) = L(A) ® L, (0).

The matrix coe(Ecients of the representation [.(\) span a linear subspace C(\) of the
restricted dual of U,g, and we let

AG =P co.
AEP,
This is a Hopf subalgebra of (U,g . The elements of A4,G separate the points of U,g [15],
so that there is an inclusion of U,g into the dual of A,G, actually into the restricted dual of
A,G. We note S the antipode of A,G, which is the restriction to A,G of the transpose of
the antipode of Ugg.

There is an R-matrix for U,g [9, 30, 13]. We choose the R-matrix with the structure
> (diagonal part)(polynomial in F') ® (polynomial in £). If a and b belong to A,G, the
number (Ry2,b® a) € C(q) is well-degned (thanks to the weight graduation of U,g and of
any gnite dimensional U,g-module), and we can degne 7,0 : A,G — (A,G)" such that

(Ri2,b ® a) = (v(a),b) = (5(b), S(a)).

(A,G,v) and (A,G,d) are c.q.t. Hopf algebras, im(7y) and im(J) are the sub-Hopf-
algebras U U and UUT of Usg C (.AqG)*res respectively, and U,g is the sub-Hopf-algebra
(im~v)(im d) = (im ) (im~) of (A,G)"™.

)*I‘GS
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3.2.2 Factorizability of .AqG

Let (.AqG,’y) be the c.q.t. algebra presented above, and 0 be the associated map. For all the
section, we endow A,G and U,g with the left adjoint action of U,g, as in the section 3.1.4:
in particular, the map I: A,G — Fy(U,g) is a morphism of left U,g-modules. Joseph and
Letzter [15, 16] have studied the structure of Fy(U,g), and we need the following results:

o If A€ Py, K_5) generates a gnite dimensional U,g-submodule of U,g, and

Ff(Uqg) = EB (Uqg - K _oy).

AeP

e Each block U,g- K_5) contains a unique one-dimensional U,g-submodule; it degnes a
unique (up to scalars) element z) of the center of Uqg.

(] Fg( ) (A G) separates the points of .AqG.

The next assertion has been stated in [25]:

Proposition 8
(A,G,v) is a factorizable c.q.t. Hopf algebra, and im[ = Fy(U,g).

Proof.
Let A € Py, L()\) the standard U,g-module, m) a highest weight vector, m,,\ a lowest
weight vector, (m;) a basis for L(\) composed of weight vectors, (m]) the dual basis. We
have:

® The matrix element GL(/\)(mwoz\vmz*qu) is the linear form on Uqg given by (in the trian-

gular decomposition Ut ® U’ @ U™ of U,g): EK,F s e(E)qoXme(F).
e On this element, 7y takes the value K, ) and 0 the value K _,).

e The image by <y (respectively 0) of the matrix element QL(A)(mivaOA) (respectively
9L()\)(mw0,\,m§)) is zero if 7 # woA.

So we have:

L(Or (3 (Masor, Maen)) = Y ((Or) (Magrs Moo ) (1)) S OO (Mawprs Maer)) ()
= 2 (Ouny(mi, my,y)) S(0(6 (mwo)\’m*)))
= (O (Mawgr, Mg r)) 5(5(9L(A (Mawprs M)

ngo)\.

Hence imIis a Uyg-submodule of F¢(U,g) which contains all the Ko\ (A € Py), so
iml = Fy(U,g).

We now want to show that J is injective. If b € ker J, then for all a € A,G,



So b is null when viewed as a linear form on imI = F,(U,g). Then b = 0, because F,(U,g)
separates the points of A,G. Finally, owing to the formula J = SoloS and to the invertibility
of S, I is also injective. This concludes the proof of the proposition. []

There is another way to present this result. Rosso [21] introduced a bilinear non-

degenerate ad-invariant form on U,g, that Caldero [3] writes

U x Ug — C(¢'7?)
(z.y)  +— (((2),5 ' y)

where ¢ : U,g — (U,g)*. Rosso’s non-degeneracy result is that ( is injective; Caldero’s
theorem states that ( maps F,(U,g) onto A,G C (U,g)"™
Rosso’s form gives us that

The triangular behaviour of

C(K2w0>\) = '9L(/\) (mw())\’ mlox)-

The ad-invariance of Rosso’s form can be translated for (: when we restrict ( to Fg(Uqg)
and .AqG, ( is a morphism of Uqg—modules for the adjoint structures. Now the maps
[o¢: Fy)(U,g) — Fe(Uyg) and (ol : A,G — A,G are morphisms of U,g-modules and
¢x the respective generators ngo,\ and QL(/\)(mwoAvm«z;oA) of these modules (the fact that
OLx) (Maor, My, \) generates the Ugg-submodule C(A) of A,G is equivalent to the fact that
My @ Myyy generates the Ugg-module L(A)* ® L())). So we conclude that ¢ and I are
mutually inverse isomorphisms, and that [ is a bijection between C()\) and U,g- K3,,). The
analysis also shows the amusing side-result:

Proposition 9
If z € Fy(U,g), y € U,g, then the Rosso form on (z,y) is given by (I"'(x),S™'(y)) where

I: AG — Fy(U,g)
a +— (a®idy,g, Ro1R12)

Remarks :

1. It is also possible to give an heuristic proof of this result, using the canonical R-matrix
for Drinfel’d’s double and using Rosso’s formula for his form [23].

2. In the preceding discussion, we were lying a bit. Caldero’s map ( does not give exactly
Rosso’s bilinear form, but our formula connecting I and Rosso’s form is correct as
stated. In our notations, Caldero’s map ( is the inverse of the map

A,G — Fy(U,g)
a 5(a(1))57(a(2))

Later, we will need to know the relations between the central elements z) degned above.
To this aim, we recall Drinfel’d’s construction of the center of U,g [10]. Let A € P, and
t € A,G be the quantum trace in L(\):

(t,x) = Trooy (Kap ) for o € Ugg.
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l is an invariant element for the adjoint action of U,g in A,G, so I(t) is central, and belongs
to Uyg - Koygr- We choose the normalization of z_,,) by letting 2_,,» = I({). We then have
a Mackey-like theorem (which is implicit in [10] and in the thesis of Caldero, chapter II, 1.2):

Proposition 10
Let ¢}, be the fusion coe@®cients for g:

Then

Proof.
Let 1 € Py. With the help of the formulas S(0p(,)(m,,m})) = OL( wow (M, m”,) and
J=S0l0S, we compute

IOy (M, my,)) = Koy

Now let A\ € P, and let ¢ be the quantum trace in L(A). Let U be the Harish-Chandra
morphism from the center of U,g to UY [21]. We want to compute W(2_,0,) on p+ p
(evaluation on j + p means the algebra homomorphism (U’ — C(q), K — qA#)). The
result will be the image of z_,,) by the central character of L(u). So it is

<I(t)7 QL(N) (m,uv m;» = <J0L(#) (m,ua m;)a t> = <K2,u> t) = TrL(A)(K2uK2p) = TrL(A)(K2(y+p))-

Thus W(z_y,r) equals the sum of K>, for v/ in the set of weights (with multiplicities) of L(\).
We then use the fact that W is an injective algebra homomorphism. []

We note R the Grothendieck ring of the category of gnite dimensional U,g-modules
whose components are modules L()\), without any twisting character y : P/2Q — C(g)*.
Let Z(U,g) the center of U,g, and Z[P] the group algebra of P. The map

R — AG
[M] — TTM(KQP—)

is a ring homomorphism. If a,b € A,G are such that [(a) belongs to the center of U,g, then
I(ab) = 1(a)I(b). As a consequence, the map

R — Z(Uqg)
M] = I(Try(Ks,—))

is a ring homomorphism. This shows again the statement in proposition 10, and we can
paraphrase the above proof by saying that the following diagram is commutative:

R A,G——7(U,g)

ch v

Z[P] o
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Here ch : R — Z[P] is the ring homomorphism which maps a module to its formal character,
and the bottom arrow is the map

zp] — 1U°

e’ = KQU

where (€”),cp is the standard Z-basis of Z[P].

3.2.3 A technical result on the representation ring

We have just introduced a Grothendieck ring R: by the classical results of Lusztig and Rosso,
R is naturally isomorphic to the representation ring of g. The elements [L(A)] (A € P,) form
a Z-basis of R and a Q-basis of R ®7 Q.

Proposition 11
Let A € P,. Then the ideal of R®7; QQ generated by the elements [L(A+ w)] (w € Py) is the
whole algebra R ®7 Q.

The proof of this proposition can be skipped without any drawbacks. Before we give it,

we have to state an elementary lemma:

Lemma
Let (/,L(l),... ,/,L(k)) € ((Ce)k be such that their image in (C/Z)E are all diccerent, and let
& k i : (y _
(PO, ..., P®) € (C[Xy,..., X D)k 1t 3, PO(ny,. .. ng) exp(2mi >-;n;i;") = 0 holds for
all (ny,...,ng) € N’ then the polynomials P, ..., P® are all equal to zero.
For ¢ = 1, this lemma states linear independance of elementary solutions of a linear

diceerence equation. The general proof is by induction on /.

Proof of proposition 11
In this proof, we are in a classical context and we do not identify h and h*. Let R C h* and
RY C b be the direct and inverse root systems, a — «" the canonical bijection between R
and RY, Q(RY) C b the root lattice. P =P(R) C h* is still the weight lattice; we denote by
{af,... ,a)} the set of inverse simple roots, and by {wj,...,w,} the set of fundamental
weights. RY and R degne Q-structures on h and h*, and we can degne hr and hc. The Weyl
group W operates on h and h*, and the aBne Weyl group W, = W X Q(RY) operates on h.
Let Z[P] be the Z-algebra of the group P, Z[P]V be the set of elements which are invariant
under Weyl group action, ch : R=Z[P]W be the ring isomorphism iformal characterj. Finally,
we denote by (w) = +1 the determinant of an element w of the Weyl group.

For p € Bg, let ev, : Z[P| — C be the ring morphism which sends a basic element €”
(v € P) to exp(2mi(u,v)), where exp is the complex exponential. This extends to an algebra
morphism ev, : C[P] - C. If v € P, let f, be the map

fl/: b(C — C
b ev (L))
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We grst assert that given any (a:l, . ,Ig) S (Cé, there exists i € h¢ such that

fwi(pp) = x; for all i € {l,..., ¢}

We view C[P] as the coordinate ring of the a@ne variety (C*)‘, and we view an element
p=> ) (u; € C) as the point (2™ ... e¥He) € (C*)’. By the Nullstellensatz, it is
suE cient to prove that the elements (ch L(w;)—z;e") (i = 1,... () generate a proper ideal in
C[P]. This is already true in C[P]W by [1], ch. VI, 3, Thorme 1. The case of C[P] is given
by a standard trick: let f§ : C[P] — (C[P]W be the projection onto the trivial homogeneous
component in C[P] for the action of W; [ is a morphism of C[P]W-modules, and thus a relation
> Q; - (chL(w;) — x;€°) = 1 in C[P] would give a relation ZQE - (chL(w;) — 2;€°) = 1 in
C[P]"Y, which is impossible.

We now want to prove a formula for the character f, () =ev,(chL(r)). We grst remark
that f, is invariant under the action of the a(Ene Weyl group W, in hc. If the real part
Re(p) of p lies in an open alcove of hg, our formula will just be Weyl’s character formula:

> wew E(w) exp(2mi{wp, v + p)) _

Jop) = > wew £(w) exp(2mi (wy, p))

Writing the denominator as a product over the positive roots:

exp(27i{p, p)) HaeR,azo (1 — exp(=2mi(p, @),

we can see that it is a non-zero complex number. In the general case, we let
T={a€R|Re((1,a)) € Z}.

This is a closed symmetric subset of R ([1], ch. VI, 1, Dgnition 4), thus T is a root system

in the vector space Vi C hp that it spans ([1], ch. VI, 1, Proposition 23). The stabilizer
of ;tin W, is generated by the reFEections across the a(Ene hyperplanes in which R,e(,LL) lies
([1], ch. V, 3, Proposition 2), thus

Wi ={weW|p—wneQRY)}

is precisely the subgroup generated by reEections along a” (o € T), and its restriction to V;
is the Weyl group of T. Let o be half the sum of the inverse positive roots of T*:

1
g = — E OZV.
2
acT,a>0

In restriction to Vi, 0 is the sum of the fundamental weights of the root system T of V7.
Let h be a small real parameter: Re(s) + ho then lies in an open alcove of hg and we can
compute (with a small piece of abuse):

fu(,u) = }lziir(l]fl/(/vé+ hU)

I ZuJGW/Wl Zunewl E(wwl) eXp(2m<w/~‘a v+ p>) eXp(27mh<w10—a w_l(l/ + p>>)
= lim - .
h—0 ZwEW/Wl Zwlewl e(wwn ) exp(2mi{wp, p)) exp(2mih{wio, w=1p))
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In the sums, we gx W € W/W1 and compute the sums on wj: in the numerator for instance,
we have an alternating sum of exp(2mih(wio,w™' (v + p))) where w™ (v + p) € P(R) has to
be projected on Vi, as in [1], ch. VI, 1, Proposition 28. The formula (valid in the group
algebra of the weight lattice of T")

Z e(wy)e? = e H (1—e™)

w1 €W} a€T,a>0

then gives

> wewyw, (W) expri{wp, v + p)) [Loer,asola’, wi (v + p))
ZweW/Wl e(w) exp(2mi{wp, p)) HaeT,aZO (@¥,wtp)

fulp) =

As v+ p and p are regular, neither of the products occurring here can be zero (we will see
soon that the denominator cannot be zero.)

We now prove that the ideal of R ®z C generated by the elements [L(A + w)| (w € Py)
is the whole algebra R ®; C. We consider again [1], ch. VI, 3, Thorme 1: this time, the
isomorphism ¢ : C[X1,..., X,] — C[P]W is given by

©(X;) = ch L(wy).

Composing with the isomorphism ch: R — Z[P]V, we can see that R @z C is a polynomial
algebra over C. We suppose by the way of contradiction that the elements [L()x + w)]
(w € P,) all belong to some maximal ideal of R ®; C. Then, by the Nullstellensatz, there
exists a point (71,...,%y) € C* such that

¢ Hch LA+ @))(x1,... ,) =0 for all @ € P,.

We can ¢nd i € he such that fo, (u) =x; (i =1,...,0): then fiin(p) =0 for all w € P,.
We next use the formula:

friw(p) (denominator) = Y e(w)exp@ri(wp, A+ w+p)) [[ (@, w A+ +p)),
weW /W1 aeT,a>0

and write @ = »_ n;w;, where (n;) € N’ are any integers. The wpu (w € W/W,) are all
distinct modulo Q(RY), and the expressions HaET,a>0<av7w_l(>\ + w + p)) are non-zero
polynomials in (n1,...,7n) (they never vanish indeed). Then the above lemma states that
the right-hand side cannot vanish for all (n;) € N’. This proves grstly that the denominator
is not null, and secondly that fA+ZniW¢(M) cannot vanish for all (n;) € N’. We have reached
a contradiction.

To go down to the case of R ®7 Q is then easy: we have shown that we can express in
R ®z C the unity as a gnite sum 1 = > z;[L(7;)][L(;)], where 7, € Py, v; € A+ P, and
x; € C. As the structure constants of R ®z C are integer-valued, this system, viewed as
linear equations in (z;), has a solution in C, so has a solution in Q. O
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3.2.4 Classigcation of some ideals of Fg(Uqg)

In order to achieve our classigcation of ideals R C AqG in the next section, we must study
the ideals Z C Fy(U,g) which are stable by the adjoint action of U,g. The analysis requires
the use of the subalgebra V of U,g generated by F;(U,g) and by the elements Koy (A € P).

Joseph and Letzter [15] have shown that V is the subalgebra generated by the elements
E;, IiK,, and Ky (A € P). As it is such a 1big) subalgebra of U,g, its representation theory
is similar to that of U,g. We will describe it in the next subsection, but in the following
proof, we need to know that the annihilator of a gnite dimensional V-module is homogeneous
with respect to the (Q-graduation of V.

Proposition 12
The following two properties for a subspace Z C Fy(U,g) are equivalent:

1. 7 is the annihilator in Fy(U,g) of a ¢nite dimensional V-module;

2. T is a gnite codimensional two-sided ideal of Fy(U,g) and a U,g-submodule of F;(U,g)
for the left adjoint action.

Proof.
We grst show that (1) imply (2). If M is a gnite dimensional V-module, its annihilator in V
is a gnite codimensional two-sided ideal of V, and is homogeneous w.r.t. the (Q-graduation
of V. It is then easy to see that anny M is a U;g-submodule of V for the left adjoint action.
The annihilator Z = (anny M) N Fy(U,g) of M in Fy(U,g) thus satisges the property (2).
Conversely, let Z C F,(U,g) satisfying the property (2). We consider the left regular
F¢(U,g)-module M = F¢(U,g)/Z. T is its annihilator, so it is su(Ecient to show that M
extends to a V-module. We thus want to show that the elements K_oy € Fy(U,g) (A € Py)
map to invertible operators in End(M).

1. Mis a gnite dimensional algebra, and is also a left U;g-module (for the adjoint action).
The multiplication in M degnes a morphism of left U,g-modules: M ® M — M. Thus
the Q-graduation of M (degned by the structure of U,g-module) is an algebra grading.

2. We gx A € P,. We can write M = My ® M., (as C(g)-vector space) where K _o) acts
nilpotently on My and inversibly on M, (Fitting’s decomposition). My and M, are
stable by the commutant of K_5) in End(M), so are right ideals of M. If = € Fy(U,g)
is homogeneous w.r.t. the (Q-graduation of Fg(Uqg), T commutes (up to a scalar) with
K_5), so Mg and M, are stable by left multiplication by x. Thus Mg and M, are also
left ideals of M.

3. We now show that My and M, are U,g-submodules of M.

(a) Let {e1,...,ex} be the set of central idempotents in M. The elements K, (1 € P)
of Uqg act on M (by the adjoint action) as algebra automorphisms, so permute the
elements of the set {61, - ,ek}. Hence for each p, there exists an integer n > 1
such that /X, gxes each e;. Since M is, as a U,g-module, a direct sum of modules
L(l/) (without any twisting character ), and since ¢ is generic, we conclude that
€1, ..., € are gxed by the adjoint action of the elements Ku'
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(b) Let e be a central idempotent in M. e is of weight zero. We consider the g¢-

exponential

dE"
exp,(ad F;) Zq_d”(n 1/ Qa[ }" for i € {1,...,(}.

n>0

Then equ(ad E;) is a well degned operator in M. The formula

A = D kiR 6 B
k=0

enables us to see that equ(ad E;)(e) is an idempotent which we write e+ 2. Then
2er + 2? = z, (1l — 2¢) = 2% and = = 2(1 — 2¢)? = 2°. The weights of the
(Q-homogeneous components of - belong to {nozi | n > 1}; so the weights of the
(Q-homogeneous components of x3 belong to {nozi | n > 3}, and the homogeneous
component of T of weight ¢ is null. We obtain that

(ad E;)(e) =0 for i€ {1,... 0}

Similarly,

(ad F;)(e) =0 forie {1,...,(}.

(¢) Mg and M., are ideals in M generated by central idempotents €y and €., respec-
tively. (a) and (b) show that €y and ey degne the trivial U,g-module. Hence for
x € My and u € Ugg,

u-x=u-(xeg) = (up - 2)(ug) - €) = (uq) - ©)e(ue))eo = (u-x)eg € M.
The same holds for M

4. We grst consider the case g = sly. We choose naturally A = w the fundamental weight,
and write Mg = Lo/Z and My, = L /7. The points 2) and 3) show that Ly and Lo
are two-sided ideals and left U g-submodules of Fy(U,g). By degnition of the Fitting
decomposition, there exists an integer n > 0 such that K o, € L. Hence for all
integers m > n, we have K 5, € Lo, and thus 2, € L. Let ng > 0 be the
smallest integer such that for all m > ng, 2o € Lo. The proposition 10 and the
Clebsch”Gordan theorem show that if n > 1

Z(n+1)w + Zn—1)w — fwinw-

Thus ng has to be equal to zero. So 1 = 2y € Lo, Moo =M, and K_5_ acts inversibly
on M.

5. The general case is solved in the same way. We consider the decomposition of the point
2) and write My = Lo/Z and My = L/Z. Ly and L are two-sided ideals and left
U,g-submodules of F;(U,g), and there exists an integer n > 0 such that K_5,) € L
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If w € Py, then K_ypuryw) € Lo, and thus 2y € Lo. Let ¢ be the Q-algebra

morphism
p: R@z,Q — 7Z(U9)
M) = I(TTM(K% )

considered at the end of section 3.2.2. Then 90 “HLy) is an ideal of R ®z Q, which
contains all the elements [L(—wonA + @)] (@ € P4). Thus ¢ 1(Ly) = R @z Q by the
proposition 11, and so 1 = ¢([L(0)]) € L, M = M, and K_,) acts inversibly on M.

U

Remark :

This result is a particular case of the proposition 8.4.13 in [14]. Accordingly, its proof
is shorter than the one of Joseph’s theorem, and does not require the knowledge of the
inclusions between Verma modules, nor the use of Gel’fand“Kirillov dimensions.

3.2.5 Classigcation of some right ideals of .AqG

The notations A,G, U,g, V have the same meaning as in sections 3.2.1 and 3.2.4. The map
I:A,G5Fy(U,g) was introduced in section 3.1.3.

We now specify the structure of the gnite dimensional V-modules: they are completely
reducible; each U,g-module L,(A\), with A € Py, x : P/2QQ — C(q)*, is by restriction a
simple V-module; the V-modules L, (\) and L,(y) are isomorphic ice A = /1 and the characters
X, @ restrict to the same character 2P/2Q — C(q)*. The simple gnite dimensional V-
modules will be denoted by L,()\) with A € P, and x : 2P/2Q) — C(g)* a character.
We gnally remark (see [15]) that a simple gnite dimensional V-module is still simple as a
Fg(Uqg)—module. Consequently, if (I\/L-) is a gnite family of non-isomorphic gnite dimensional
simple V-modules, the natural ring homomorphism F,(U,g) — @ End M, is surjective.

Theorem 1

1. Let R be a gnite codimensional right ideal of AqG, which is a subcomodule of AqG
w.r.t. the right coaction

oR: AG — AGRAG
a = ap @ S(aq))as)

Then there exists a gnite dimensional V-module M such that

R = I"!(anng,u,q M).

2. If M is a gnite dimensional V-module, then Ifl(annFZ(Uqg) M) is a gnite codimensional
right ideal of A,G, stable by the right coaction

op: AG — AGRAG
a = ap ®S(aq))as)
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3. If M and N are gnite dimensional V-modules, then M and N have the same irreducible
components ice

™ (annp, v, M) = I (annp,,q) N).

4. If M is a gnite dimensional V-module, then M contains the trivial V-module ice
I (annp,(u,q M) is included in the augmentation ideal of A,G.

Proof.
1) and 2) are consequences of the propositions 7 and 12. Let M and N be two gnite dimen-
sional V-modules having the same annihilator in F;(U,g). Then

annp,(u,e) M = anng,(u,q(M & N).

Let My,... , My (respectively My,... ,M,) be the distinct irreducible components of M (re-
spectively M @ N). Then we have

Fy(Uy9) /anng, v, g @Endl\/[“ Fi(Uq8)/anng,,q(M & N) =~ @EndM

So k =n and all the irreducible components of N appear in M. 3) follows. 4) can be proved
in a similar way, using the fact that the augmentation ideal of A,G is the inverse image by
I of the annihilator of the trivial V-module. []

3.3 Dicc erential calculi on quantum groups

3.3.1 Woronowicz’s degnition

Let A be a Hopf algebra, I' be a bicovariant bimodule and d: A — I be a linear map. We
say that ([',d) is a bicovariant diceerential calculus on A if d is a derivation, a morphism of
two-sided comodules and if the image of d generates the left A-module I". The dimension of
the space 'Y of left coinvariants will be supposed to be gnite.

When (F,d) is a diceerential calculus over A, we note d" the map

v : A — Tt
a — S(a(l))-d(a(g))

The subspace R = kerd“Nker ¢ is a gnite codimensional right ideal of A, and a subcomodule
for the right coadjoint coaction

a = @) @S

As shown by Woronowicz, the subspace R determines (up to isomorphism) the bicovariant
diceerential calculus (I',d): we call it the ideal associated to (I, d).

Geometrically, A must be viewed as the algebra of functions over a group G, I is the
space of 1-forms on G, I'" is the space of left-G-invariant 1-forms on (, identiged with the
cotangent space at the unity point of G, and dv maps a function on G to its diceerential at
the unity point.
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3.3.2 A construction of bicovariant diccerential calculi

Let A be a c.q.t. Hopf algebra over the geld k, and let ¥, 0 be the associated maps.
We take a gnite dimensional right A-comodule M. We note (m;) a basis of M, (m}) the
dual basis, and Rij the elements of A such that

5R(mz) = ij X R]z
Then
AR]'Z' = Z Rjk &® Rkia €(Rj') = 5JZ
where 0j; is the Kronecker’s symbol. Also, M is a left A*-module, and the Rj; (viewed as
linear forms on A*) are the matrix coe@®cients Opr(m;, ™M) of this module.
Since (A,7) is c.q.t., M becomes a right crossed bimodule over A for the action

mi-a = ((a). Ryihm;.

M* is a right comodule over A too, for the coaction
Sr(my) =Y m} @ S(Ry).

Using the fact that (.A, 5) is a c.q.t. Hopf algebra, we may endow M" with the structure of
a right crossed bimodule over A for the action

m;-a=Y_(5(a), S(Ri;))m;.

Then, by making the tensor product, we obtain that End(M) ~ M ® M* is a right crossed
bimodule.

We denote by I' the bicovariant bimodule associated to this right crossed bimodule
End(M). As a vector space, I' is just the tensor product A ® M ® M*. On the basic el-

ements, the structure maps are:
) = ba®m;®m;]
(@@m;@mj)-b = 3 aba) @ (v(b), Bri)mx ® (b)), S(Rje))mj
) = ag) ®ap) @ m; @ m;
) = Z a(l) R mg K m}‘ X (I(g)RkZS(R]g)

It follows that the canonical element X = > 1 ®m; @ m} of ' is left and right coinvariant.
The linear map

d: A —- T
a — X-a—a-X

is then a derivation and a morphism of two-sided comodules.
Theorem 2

1. If (.A, 7) is a factorizable c.q.t. Hopf algebra and if M is a simple gnite dimensional
non-trivial A-comodule, then the above construction gives a bicovariant diceerential

calculus d: A — T = A® End(M).
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2. Tts associated ideal is R = I !(anng«(k @ M)), where k is the trivial A*module.

Proof.
We grst compute for a € A:

da) = Y aw(l(ag), Rie) @ my @ mj — aqy(ag), re) @ my @ mj
= > an(la@), Rre — 0ke) @ my, @ my

and so:

d“(a) = X (I(a—¢(a)), Ry @ m]
= 2 (J(Rie — Ore), @)y, @ my.

The Rj; are the matrix coe(Ecients QM(mi,m]*-) of the A*module M, which is irreducible
and non-trivial. Thus, by the Jacobson density theorem, the (dim M)? + 1 elements {1, R;;}
are linearly independant in A. The (dimM)2 linear forms {J(Ry¢ — Ox¢)} are then linearly
independant in A*, and the formula for d“(a) shows that d* maps A onto I'" = End(M).
1) is proved. The same formula shows that R is the set of elements @ in the augmentation
ideal of A such that I(a) is orthogonal to all the matrix coe(Ecients Ry of the A*-module
M. Thus
R = kere N1~ ann g M) = T (anny- (k @ M)).

We have shown 2). [

If we consider now a gnite family (M;) of non-trivial non-isomorphic gnite dimensional
simple right A-comodules, we can do the direct sum of such constructions. If (A7) is
factorizable, then the map d : A — (A ® EndM,) is a bicovariant diceerential calculus.
The associated ideal is I7!(ann4«(k & @ M;)).

3.3.3 The link with the classigcation theorem

We are now gathering the pieces of our patchwork. According to the statements in sec-
tion 3.3.1, the theorem 1 yields a complete classigcation of bicovariant diceerential calculi on
.AqG. Morally, they are all given by the construction described in section 3.3.2.

Proposition 13

Let U,g and AqG be the objects degned in section 3.2.1. If the root and the weight lattices for
g are equal, all the bicovariant diceerential calculi on AqG can be constructed by the method
described in section 3.3.2.

Proof.

The results in section 3.2.5 tell us that an ideal R associated to a bicovariant diceerential
calculus on A,G is a subspace I"'(anng,,q M), where M is a V-module containing the
trivial V-module. Let M;j,... , M, be the distinct non-trivial irreducible components of M.
The assumption on @ gives us that the M; are modules L()\i), and so can be considered as
non-trivial non-isomorphic simple right AqG—comodules. The construction of section 3.3.2
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for this family of comodules leads to a bicovariant diceerential calculus whose associated ideal
is the inverse image by I of the annihilator of the (A,G)*module C(q¢) @ M,;. It is R, and
the proposition is proved. [J

In the remainder of this section, we will discuss what happens when the root and the
weight lattices diceer. Up to the end of this article, we consider this case. There exist
non-trivial characters x : 2P/20Q) — C(g)*, and for any weight A, we can look at the ideal

R = I (annp,u,q(C(q) & Ly(N))),

and at the associated bicovariant diceerential calculus. It cannot be constructed by the
method of the theorem 2, since LX()\) is not a right AqG—comodule. However, one may
notice that the main trick in the construction of section 3.3.2 consisted in using two diceerent
R-matrices, namely Ris and R2_11. Ry5 was used to endow the A,G-comodule L(\) with the
structure of a right crossed bimodule over A,G, and Ry, turned the A,G-comodule L(\)* into
a right crossed bimodule over AqG. The tensor product of these right crossed bimodules then
gave the bicovariant diceerential calculus associated to I™'(annp,u,q(C(g) ® L()\))). When
one uses the small freedom allowed in the choice of the R-matrix of U,g (see [13]), one can
make similar constructions for the bicovariant diceerential calculi associated with some of the
ideals I7!(annp,(u,q(C(q) @ Ly(A))). We will not write all the details, but point out that
this is the way followed by Schmdgen and Schler for the construction described in [28],
theorem 2.2.

As an example, we now describe explicitely the bicovariant diceerential calculus associated
with the ideal

™! (anng, (v, (C(q) @ Ly(0))).

Let (P/Q)A be the group of characters ¢ : P/(Q — C(g)*. If (is such a character, it extends
to a one-dimensional representation ( of A,G by letting

C(OLny(m,m")) = ¢(A mod Q)(m*, m),

and this gives an inclusion of the group (P/Q)A into the center of (AqG)*reS. Since
((®id) odr : A,G — C(q) ® A,G is given by z — ((7) ® 1, we can see that the ker-
nel of Eis a one-codimensional two-sided ideal of A,G, stable by the right coaction dg. If
is non-trivial, the ideal R = kere Nker ¢ degnes a bicovariant diceerential calculus on A,G.
Putting
x: 2P/2Q  — C(g)*
22 mod 2Q +— ((Amod Q)

we can check that

R = 17" (annp,(,)(C(q) @ Ly(0))).

This construction gives all the one-dimensional diceerential calculi on AqG (generalizing the
result of [28], remark 4 after the theorem 2.2).

Finally, let X be an intermediate lattice between P and Q. The matrix coe(Ecients of
the irreducible representations of Uqg whose highest weight belongs to X span a subalgebra
AqGX - .AqG. These algebras AqGX are factorizable c.q.t. Hopf algebras. For instance,
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.AqGQ is the algebra of functions on the quantum adjoint group, and A,G = A,G; is
the algebra of functions on the quantum simply-connected group. Our arguments in the
section 3.2.5 show that the indecomposable bicovariant diceerential calculi on AqGX are
classiged by ideals

R = AyGy N7 (anng, 1,0 (C(g) & L (V)

where X : 2X/2Q — (C(q)X is a character (extended arbitrarily to a character of the group
QP/ZQ). Thus the 1twistedj bicovariant diceerential calculi are non-local, their appearance
depending of the choice of X. The bicovariant diceerential calculi seem localized at the central
elements of Gy, that is to say, at the gxed points of Gx under the adjoint action.
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H om ologie de H ochschild des algbres de

battages quamntiques

Introduction

A tout espace vectoriel tress (V, U) est associ son algbre de battages quantique TU(V).
L’espace vectoriel sous-jacent de T, (V) est celui de I'algbre tensorielle T(V) et le produit est
obtenu via l'action des battages releve aux groupes des tresses sur les puissances tensorielles
de V. L’algbre T,(V) n’est pas engendre par V. Pour certains exemples de tressages, la
sous-algbre de T,(V) engendre par V n’est autre que la sous-algbre U,n, des algbres
enveloppantes quantiques. Dans ses travaux (cf. [31]), A. Varchenko relie la cohomologie de
Hochschild de Ugny valeurs dans certains modules la cohomologie de certains groupes
des tresses pures. En s’appuyant sur des travaux de C. de Concini et M. Salvetti (cf. [6]),
nous montrons comment 'homologie de Hochschild de T’algbre TU(V) valeurs dans le
bimodule trivial est relie la cohomologie du groupe des tresses valeurs dans les puissances
tensorielles de V.

La construction du complexe de cochanes de C. de Concini et M. Salvetti est rappele
dans la premire partie. Aprs avoir nonc le thorme de C. de Concini et M. Salvetti qui
permet de relier la cohomologie de leur complexe la cohomologie du groupe des tresses,
nous transformons ce complexe de cochanes en un complexe de chanes. La construction
de P’algbre de battages quantique associe un espace vectoriel tresse est explique dans
la seconde partie. Dans la troisime partie, nous dgnissons pour toute algbre de battages
quantique une graduation de son homologie de Hochschild. En utilisant le complexe de
chanes dgni dans la premire partie, nous relions la composante de degr n de 'homologie
de Hochschild de cette algbre la cohomologie du groupe des tresses 7 brins.

Notations

Le cardinal d’un ensemble [ sera not card /. Pour toute partie J d’un ensemble [, nous
noterons J¢le complmentaire de J dans /.

Les espaces vectoriels considrs dans cet article sont des espaces vectoriels sur un corps
commutatif k ¢x. Les oprations d’algbre linaire (produit tensoriel, ...) auront lieu dans la
catgorie des k-espaces vectoriels. Si |/ est un espace vectoriel, nous noterons Ve gsa n-ime

puissance tensorielle.
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Le groupe des permutations de 7 lments sera not S,. Pour tout entier 7 compris entre
l et n—1, nous dsignerons par 7; la transposition (i,i+ 1) de S,,. L’ensemble form par ces
transpositions sera not S et sera muni de la relation d’ordre suivante: 73 < Tp < + -+ < Tp—1.
Pour toute permutation P de S,, nous noterons /(P) sa longueur. Si I" est une partie de S,
nous noterons < I' > le sous-groupe de S, engendr par les Iments de I

Le groupe des tresses 7 brins sera not B, et nous dsignerons par s; (1 =1,...,n—1)
ses gnrateurs.

4.1 Le complexe de C. de Concini et M. Salvetti

Dans [6], C. de Concini et M. Salvetti construisent un complexe de cochanes partir
d’un systme de Coxeter et d’une reprsentation de son groupe d’Artin. IIs dmontrent que
ce complexe de cochanes permet de calculer la cohomologie de ce groupe d’Artin. Dans
cette partie, nous considrons le systme de Coxeter (Sn,S). Le groupe d’Artin qui lui est
associ est le groupe des tresses B,. Choisissons une reprsentation p, de B, dans U. Pour
ces donnes, le construction du complexe de cochanes de C. de Concini et M. Salvetti sera
rappele. Nous noncerons le thorme de C. de Concini et M. Salvetti qui permet de relier
la cohomologie de ce complexe la cohomologie de B, valeurs dans U. Finalement, pour
des raisons pratiques qui apparatront la ¢n de cet article, nous transformerons le complexe
de cochanes de C. de Concini et M. Salvetti en un complexe de chanes.

Comme l'explique H. Matsumoto (cf. [19]), le morphisme de groupe B, — S, qui associe

respectivement aux gnrateurs Si,...,S,_1 les transpositions 77,...,7,_1 admet une section
I1:5, — B,.

Cette section est dgnie comme suit: si la permutation P de S, admet Tiy " Tigpy POUT

(P)
dcomposition rduite, alors

H(P) = SiySiy -

Pour tout couple (I',I’) de sous-ensembles de S vrigant ' C I, C. de Concini et M. Salvetti
dgnissent I’endomorphisme de U

To(=p) = Y (=)L),

PES, (I,

" Siypy

S, (I, I ={Pe<I">| VQ €T, {(PQ)>((P)}.

Pour tout entier p compris entre 0 et 7 — 1, notons CP l'espace vectoriel U'°, o APS
dsigne l’ensemble des parties p lments de S. Etant donns un Iment ¢ de CP et un
Iment [' de APS, notons ¢(I') la [-ime composante de c. Avec cette convention, nous
dgnissons pour tout entier p compris entre 0 et n — 2 une application 0” : C¥ — CP*! en
posant pour tout lment c de CP et tout I' de APT1S

p+1

(1) = Y (—1) T T (—p,) (e(T\ {3, 1)

r=1
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O Tiyy---,Ti,., sont les lments de I' ordonns par ordre croissant. D’aprs C. de Concini
et M. Salvetti, ces applications dgnissent un complexe de cochanes.

Dgnition 5
On appelle complexe de cochanes de de Concini-Salvetti le complexe ci-dessous:

0 1 n—3 n—2
CO 4 Cl 4 L. 4 Cn—2 4 Cn—l'

Dans [6], C. de Concini et M. Salvetti dmontrent le thorme suivant.

Thorme 6 (C. de Concini et M. Salvetti)
Le complexe de cochanes de de Concini-Salvetti permet de calculer la cohomologie valeurs
dans U du groupe des tresses B, :

H*(B,, U) ~ H*(C*, ).

Pour tout entier p compris entre 0 et 7—1, dgnissons une application ¥, : C¥ — cr—t-»
en posant pour tout lment c de CP et tout I' de A"717PS

Up(e)(I) = ().

Nous remarquons facilement que ces applications sont des isomorphismes et que Q/Jp admet
Yy,_1_, pour inverse. Pour tout entier p compris entre 1 et m — 1, notons 9§, : C¥ — CP*

I’application dgnie par le diagramme commutatif suivant:

cp #, cpr-1

d"p { l ¢p—1
Cnflfp - Cn717p+1
onT P

Comme les applications 6” (1 < p < n — 1) dgnissent un complexe de cochanes, les appli-
cations 0, (1 <p <n —1) dgnissent un complexe de chanes.

Dgnition 6
On appelle complexe de chanes de de Concini-Salvetti le complexe ci-dessous:

Sn- 6
cr—1 oy on=2 02 0 %2 o1 01 0

En utilisant que 'application 1, induit par passage au quotient un isomorphisme de kerd,/imd,
sur ker 5”_1_]’/ im 6" P71 nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 14
Pour tout entier p compris entre 0 et 1 — 1, nous avons

H,(C*,6,) ~ H*'"2(B,, U).
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Proposition 15

Soit ¢ un Iment de CP dont toutes les composantes sont nulles, sauf ventuellement la I-
ime. Les composantes non nulles de 5p(c) sont des (F \ {Ti})—composantes, o T7; est un
Iment de I'. De plus, pour tout lment 7; de I', nous avons

8y(c) (D\A{m}) = (=1t [m=rd el o (=pa) (e (D).

Preuve :
Par dgnition de lapplication d,, nous avons pour tout Iment I” de AP"1S la formule

n—1—p+1

@) @) = Y (1T T () (e (U {7, ),

r=1

O Tiys- s Tip 1 pyy sOnt les Iments de ['® ordonns par ordre croissant. Comme la seule
composante non nulle de c est ventuellement la I'-ime composante, il rsulte de la formule
ci-dessus que, si [” n’est pas de la forme I'\ {7;} pour un Iment 7; de I', alors la ["-ime
composante de 0,(C) est nulle. Supposons maintenant que 1" est de la forme I'\ {7;}, o 7
est un lment de I'. Comme 7; n’est pas un lment de 1”, nous savons que 7; est gal T;,

pour un certain entier 7 compris entre 1 et n—1—p+1. Les ensembles ["U{7; }, "\ {7, } et
[’ sont alors respectivement gaux [, et ['°U{7;}. Nous dduisons donc de la formule

prcdente que

0yp(c) (N\ {m}) = (=)t In=mdai (=) (e ().

4.2 Les algbres de battages quantiques

Dans [24], M. Rosso associe tout espace vectoriel tress une algbre associative appele
algbre de battages quantique. Aprs avoir rappel la notion d’espace vectoriel tress, voyons
comment M. Rosso construit ces algbres de battages quantiques.

4.2.1 Espaces vectoriels tresss

Dgnition 7
On appelle espace vectoriel tress la donne d’un couple (V U), o V est un espace vectoriel
et o 0 est une automorphisme de V ® V vrigant I'quation de Yang-Baxter:

(0 ®id)(id ® 0)(0 ®id) = (id ® ) (0 ®id)(id ® o)

Par la suite, pour tout espace vectoriel tress (V, 0) et tout entier m > 2, dsignons par o}
l'endomorphisme de V®" dgni par

i—1 n—(i+1)

"=1d®- - Qidereid® - @id.
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Grce l'quation de Yang-Baxter, on vrige immdiatement la proposition suivante.

Proposition 16
La donne d’un espace vectoriel tress (V, U) permet de dgnir pour tout entier n > 2 une
reprsentation p, du groupe des tresses n brins dans V@ en posant

pn: B, — Aut(V®")
s; oy
4.2.2 Dgnition des algbres de battages quantiques

Soit (V, U) un espace vectoriel tress. Comme ’application o vrige I’quation de Yang-
Baxter, nous savons que pour toute permutation P de Sn nous pouvons dgnir un automor-

phisme P, de V%" en posant
P, = p,(II(P)).

Pour tout couple (7, p) d’entiers vrigant 1 < p < n, posons

A, = Z (-1)"P) P, € End(V®),

PESnp

0 Opnp est I'ensemble des (n,p)—battages:
Snp={P€S,|Pli)<P(j)sii<j<poup<i<j}

Il est facile de vriger que les applications Anyp ainsi dgnies vrigent le lemme suivant.

Lemme 12
Pour tout triplet (m, n,p) d’entiers strictement positifs, nous avons

Am+n+p,m+n(Am+n,m ® id) = Am+n+p,m (id ® An-l—p,n)'

Proposition 17
L’espace vectoriel EBnZOV@m admet une unique structure d’algbre associative telle que

v

'unit du corps de base soit 'unit de l’algbre,

“ le produit d’un Iment v; ® ---® v, de V (p > 0) par un lment v, 1 ® -+ ® Uiy
de V1 (¢ > 0) soit donn par la formule

(1 ® - @Up) - (Upp1 @ -+ @ Vpyg) = Aprgp(V1 @ - B U @ Up11 ® -+ ® Upg).

Cette algbre est une algbre N-gradue admettant V®" pour composante de degr n.

Preuve :

Il est clair que les deux conditions imposes dgnissent entirement le produit. En utilisant

le lemme 12, il est facile de remarquer que ce produit est associatif. Cela prouve l'existence
et l'unicit d’une telle algbre associative. Puisque le produit d’un lment de V®” par un
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Iment de V%7 est un Iment de V®T4 cette algbre est une algbre N-gradue au sens
indiqu dans I'nonc. [J

Dgnition 8
Soit (V, U) un espace vectoriel tress. On appelle algbre de battages quantique associe
(V,0) et on note T, (V) 'unique algbre associative gradue @,>oV %" telle que:

¥ T'unit du corps de base k soit I'unit de 'algbre,

¥ le produit d’un Iment v; ® --- ® v, de V (p > 0) par un Iment vp11 ® -+ ® Vpiy
de V¥ (¢ > 0) soit donn par la formule

(1@ @Up) - (Upt1 @ -+ O Vpyg) = Aprgp(V1 @ - B Up @ Up11 @+ ® Upag).

4.3 Hom ologie de Hochschild des algbres de battages

quantiques

Fixons un espace vectoriel tress (V, U). A cette donne est associe, d’une part, 'algbre
T,(V), et d’autre part, une famille de reprsentations (p, : B, — Aut(V®")),. L'objet de
cette partie est de relier 'homologie de Hochschild H.(T,(V),k) coe@cients dans le bimo-
dule trivial k£ aux groupes de cohomologie H*(B,,V®") du groupe B, valeurs dans la re-
prsentation p,. Aprs avoir explicit un complexe de chanes dgnissant H.(T,(V), k), nous
dgnirons une graduation de cet espace: pour tout entier p, nous dcomposerons le groupe
d’homologie H,(T5(V),k) en une somme @©,>,H,(T5(V), k), . Puis, en utilisant les complexes
de chanes de de Concini-Salvetti qui correspondent aux reprsentations p,, nous montre-
rons que pour tout couple d’entiers (n,p) vrigant 1 < p < n, les espaces Hy(To(V), k), et
H""?(B,, V®") sont isomorphes.

4.3.1 Homologie de Hochschild de l'algbre TU(V)

Soit Ty (V) I'idal d’augmentation de T(V), i.e. le noyau du morphisme envoyant V" sur
0 pour tout 1 > 1. Cette algbre sans unit est gradue par les entiers n > 1 et admet V"
pour espace de composante N. Pour tout entier p > 1, dgnissons une application linaire

By - To(V)™” — To(V)™ " en posant pour tout v, @ v, @ -+ ® vy de T, (V)™

d<v®v® ®v>_ 0 sip=1
P 1 2 p) f:l(_l)rvl®...®vﬂ®vﬂ'vﬂ®...®/UI_7 Slp22

Par associativit du produit, ces applications dgnissent un complexe de chanes

dq

— k.

n—1 dn—l d3 = ®2 da

s T, (V) T(V) T,(V)" = To(V)

Proposition 18 (cf. [4], chapitre X)
L’homologie de Hochschild H.(T,(V'), k) est 'homologie du complexe de chanes

=1 &n  dp

—T(V)T = TU(V @2 b &

5 T,(V) — k.

)®”*1 In—1
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4.3.2 Graduation de I'homologie de Hochschild de l'algbre TU(V)

m ®
Pour tout entier p > 1, munissons ’espace vectoriel TU(V) Y de la graduation tensorielle
associe la graduation de T,(V). L’algbre T, (V) tant gradue par les entiers n > 1,

l'espace vectoriel TU(V)®p est gradu par les entiers 1 > p. Pour tout entier n > p > 1,
== [ == ®
notons TU(V)np la composante de degr n de T,(V) " :

T,(V)" = PT.(),"

n>p

= O = e @p—1
Il est clair que pour tout entier p > 2, 'application d, : T, (V) N T,(V) v respecte la
graduation. Ceci nous permet d’introduire la dgnition suivante. Pour tout couple d’entiers
(n,p) vrigant n > p > 1, notons d,,, : TU(V)np — T, (V) v

1
" la composante homogne
de dp de degr m. Pour tout entier n > 1, les applications dp,n dgnissent un complexe de

chanes:

®n dn,n e ®n—1 dn—l,n d3n = ®2 d2,n = dl,n
E—

Ts(V), — e S T(V), T = Te(V),b— k.

Dgnition 9
Pour tout entier 7 > 1, on appelle homologie de Hochschild de 7,(V) en degr n, note
H.(7,(V),k),, 'homologie dgnie par le complexe de chanes

®n—1 dn—l,n dS,n

T, (V)" 5 T, (V)" B T (v)

®2 d2,n dl,n

—T,(V),b—5 k.

n

n utilisant que est ga a somme ny 1la proposition suivante e€st mmmadiate.
En utilisant d, est gal 1 n>p dpns 1 iti ivante est immdiat

Proposition 19
Pour tout entier p > 1, nous avons

Hy(T-(V), k) = @HP(TU(V)v k)n-
nzp
4.3.3 Homologie de Hochschild de l'algbre TU(V) en degr T

Dans cette partie, nous gxons un entier 1 et nous considrons le complexe de chanes de
de Concini-Salvetti qui correspond la reprsentation p, de B, dans V@ Pour tout entier
p vrigant 0 < p <n — 1 et tout Iment I' de APS, notons

Cr: Vo — Vo g V¥t g g Vo i ¢ T, (V)"
I’application de csure dgnie par
Cr(v @+ @u,) = (’U1®"'®Ui1)®(Ui1+1®"'®Ui2)®"'®<Uip+1®---®un)j

O Tiyy---,Ti, sont les Iments de [' ordonns par ordre croissant. A partir de ces applications

de csure, nous dgnissons pour tout entier P compris entre 0 et 7 — 1 'application linaire
APS m ®p+1

0 1 CP = (V)2 — T,(V),” " en posant pour tout Iment ¢ de C?

eo(c) = Y Cr(e(l)).

Tenrs
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Lemme 13
Pour tout entier p compris entre 0 et 7 — 1, application ©p est un isomorphisme d’espaces

vectoriels.
Preuve : -
Il est clair que ¢, admet pour inverse I'application ¢, : TU(V)np — (V®")Aps dgnie par
V1 ®---Qu, sil = {iy, i, ..., 0}
¢ U1®U2®"'®U+1 I = . S .
p(v1 ® vy p+1) (1) 0 si I' £ {iy,42,...,0,}
o] Ul:'l)l@"'@vil, vg:vi1+1®---®vi2, PN Umzvip+1®"'®’£}n. O

Proposition 20
Pour tout entier p compris entre 1 et n — 1, le diagramme ci-dessous est commutatif:

cc —r ., !

(2 U] pp—1

Xp

T,(V),"" ——— T.(V),

n
dp+17n

Preuve :
Considrons un Iment ¢ de CP dont seule la [-ime composante, gale v; ® --- ® v, est
ventuellement non nulle. Grce la proposition 15, nous savons que

p

1 (8,(0)) = D (= 1) Tiey gy (=pa) (01 @ - - @ vy),
r=1
O Tiy,...,Tj, sont les Iments de I ordonns par ordre croissant. Par dgnition, nous avons
Ty (o) ou)= 3 () ONP) e 0,)

PeSp(IeU{r;, },I'°)

o Sn(FCU{TiT}, FC) est 'ensemble des permutations P qui appartiennent au sous-groupe en-
gendr par ['°U{7; } et qui vrigent {(P1;) > {(P) pour tout 7; de I'°. Des rsultats classiques
sur le groupe symtrique nous permettent de voir que Sn(FC U {Tir},FC) est 'ensemble:

{Qe<T®U{n,}>| QU) <QU +1) V] #ir,...,ip}

Or, nous vrigons aisment que cet ensemble correspond aux permutations P de S, vrigant
) P(‘j) =JsiJ<ipqouj =it 1,

PG < PG)siipq+1<i<j<iyoui,+1<i<j<ing
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Donc, comme nous utilisons ¢ pour dgnir la reprsentation p,, nous avons

Trrccu{m}(—Pn)(Ul R QuUp) =V R BUe1 @V V1 @+ ® Upt1,

U;:U1®"'®Uz‘1,Ug:Uz‘1+1®"'®Ui2,---,Up+1:7)ip+1®"'®vn-
D’o

p

Pp—1 (517(0)) = Z(—l)TUl @ QU1 QU Vg1 @ -+ @ Up+1 = dpi1n (@p(c)) .

r=1
Par linarit, cela achve la dmonstration. [J

Thorme 7
Pour tout entier p > 1 et tout entier n tel que n > p, nous avons

H,(T,(V), k), ~ H"?(B,, V).

Preuve :
D’aprs la proposition 20, le groupe d’homologie H,(T,(V), k), est isomorphe au groupe
d’homologie H, 1(C*,d,). Or, ce dernier est, d’aprs la proposition 14, isomorphe
H,—,(B,, V®"). Donc,

H,(T,(V), k), ~ H"?(B,, V).

U
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