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INTRODUCTION

Cette these est consacrée a 1’étude de divers problémes concernant la
stabilisation de systemes vibrants. Etant donné un systéme vibrant (par
exemple une corde), on mesure & tout instant ¢ les vibrations a ’aide de
’énergie, qu’on note F(t). On suppose que ce systéme est soumis & un
terme d’amortissement, qui fait décroitre I’énergie. Notre probleme est de
déterminer le comportement asymptotique de I’énergie : étudier sa limite
(c’est-a-dire déterminer si elle est nulle ou pas), et, si cette limite est nulle,
donner une estimation de la vitesse de décroissance de ’énergie vers zéro.
Tout cela dépend des hypotheses sur le terme d’amortissement.

Divers aspects de ce probleme ont été étudiés par de nombreux ma-
thématiciens ces dernieres années : sous diverses hypotheses sur le terme
d’amortissement,

des propriétés de stabilité asymptotique forte, c’est-a-dire
E(t) — 0 quand t — 400,

ont été prouvées notamment par C. M. Dafermos, A. Haraux, J. E. Lagnese,
I. Lasiecka, F. Conrad et M. Pierre, E. Zuazua;

des propriétés de stabilisation uniforme, c’est-a-dire
Vi >0, E(t) <Cf(t),

ol C est une fonction constante par rapport a t et qui dépend de la norme des
données initiales, et f : Ry — R, est une fonction continue décroissante
qui satisfait

f(t) — 0 quand ¢t — o0,

ont été démontrées pour des systemes linéaires ou non linéaires, notamment
par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch (en utilisant des techniques d’analyse
micro-locale), par F. Alabau, F. Conrad, A. Haraux, V. Komornik, J. E.
Lagnese, J.-L. Lions, M. Nakao, J.-P. Puel, M. Tucsnak, B. Rao, E. Zuazua
(avec la méthode des multiplicateurs et la construction de fonctions de Lya-
punov), M. A. Horn, I. Lasiecka, D. Tataru, R. Triggiani (en combinant les
deux méthodes); les problemes causés par des singularités du domaine (do-
maines polygonaux) ont plus particulierement été étudiés par P. Grisvard et
M. Moussaoui;
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des propriétés de stabilité asymptotique faible, c’est-a-dire

(u(t),u'(t)) =0 quand ¢ — +o0

dans un certain espace de Hilbert H, ont aussi été obtenues, notamment par
M. Slemrod, J. Vancostenoble.

Dans ce travail, on améliore sensiblement divers résultats antérieurs de
stabilisation uniforme.

e Dans la Partie 1, on commence par rappeler les inégalités intégrales
utilisées par A. Haraux et V. Komornik, et dont on se servira dans
les Parties 2 et 3. On généralise ensuite ces inégalités dans plusieurs
directions; ces nouvelles inégalités seront appliquées dans la Partie 4.

Dans la Partie 2, on consideére le systeme de 1’équation des ondes
stabilisé par un feedback frontiere linéaire.

— Dans un premier temps, a I’aide de multiplicateurs adaptés au
domaine, on affaiblit les conditions géométriques sous lesquelles
on peut montrer que ’énergie décroit exponentiellement avec un
taux de décroissance explicite.

— Ensuite, on utilise ce résultat pour améliorer le taux de décrois-
sance dans des domaines polygonaux particuliers (les polygones
réguliers).

— Enfin, on utilise ces nouveaux multiplicateurs pour améliorer les
résultats connus sur la stabilisation de I’équation des ondes avec
la condition de Neumann sur le bord par un feedback localement
distribué.

Dans la Partie 3, on étudie le systeme d’élasticité relatif aux cristaux
cubiques, qui n’est pas homogene isotrope. A l'aide d’un feedback
frontiere non linéaire bien choisi, on obtient des résultats de stabili-
sation uniforme.

Dans la Partie 4, on introduit une nouvelle méthode permettant
d’estimer le taux de décroissance de I’énergie pour des problemes dis-
sipatifs. Cette méthode est basée sur la construction de partitions du
domaine dépendant du comportement du feedback en zéro, a l'infini,
et éventuellement des données initiales, et sur la construction de fonc-
tions poids reliées au comportement asymptotique du feedback. Elle
permet d’améliorer plusieurs résultats antérieurs sur la stabilisation
de I’équation des ondes par un feedback non linéaire de la forme g(u’),
ou g est une fonction non linéaire :

— lorsque g est croissante et se comporte de maniere linéaire a
I’infini, on obtient un taux ezplicite de décroissance de I’énergie,
sans supposer que ¢ a une croissance polynomiale en zéro. On
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compléte ainsi des résultats antérieurs en obtenant la stabili-
sation uniforme de I’énergie avec un taux de décroissance ex-
plicite, pour une large classe de feedbacks pour lesquels la sta-
bilisation uniforme était connue mais sans estimation explicite
du taux.

Ensuite, on considere une classe de feedbacks non monotones :
en toute dimension, on montre que I’énergie tend vers zéro avec
un taux de décroissance explicite. En particulier, on obtient
des résultats nouveaux de stabilité forte.

Enfin, on étudie un systeme linéaire pour lequel les conditions
géométriques utilisées dans les cas précédents ne sont plus sat-
isfaites; a I’aide d’une étude du comportement asymptotique du
feedback au bord du domaine, on obtient encore une estimation
du taux de décroissance de ’énergie.
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PARTIE 1

Inégalités intégrales généralisées

On commence par rappeler deux inégalités intégrales & A. Haraux et V.
Komornik, dont on se servira dans les Parties 2 et 3. Puis on généralise
ces inégalités dans plusieurs directions; ces nouveaux résultats seront utiles
dans la Partie 4.

Dans les parties suivantes, on étudiera divers problemes dissipatifs. Pour
chaque systéme, on montrera que I’énergie vérifie une inégalité intégrale, et
on en déduira une estimation de sa vitesse de convergence vers zéro.

Les premieres estimations du taux de décroissance sont dues a G. Chen
[12]. Elles reposent sur la théorie des semi-groupes.

Pour obtenir une meilleure estimation du taux de décroissance, et pour
pouvoir étudier des problemes non linéaires, A. Haraux et V. Komornik
ont amélioré et généralisé cette méthode. lls ont introduit des inégalités
intégrales qui permettent d’obtenir de maniere tres efficace de trés bonnes
estimations de décroissance pour de nombreux problemes linéaires ou non
linéaires. En particulier, V. Komornik ([44], [46]) a obtenu des estimations
optimales de décroissance concernant le probleme de stabilisation uniforme
par un feedback linéaire de ’équation des ondes ou du systeme de 1’élasticité
relatif & un matériau homogene isotrope. Par ailleurs, M. Aassila [1] a
obtenu un résultat remarquable d’optimalité du taux de décroissance pour
un probléme non linéaire.

On utilisera ces inégalités dans les Parties 2 et 3 pour étudier le taux de
décroissance de I’énergie d’un probleme dissipatif linéaire, puis d’un prob-
leme non linéaire, sous certaines restrictions sur la croissance de la fonction
g en zéro.

Toutefois, ces inégalités ne donnent pas de résultat lorsque la décrois-
sance de ’énergie n’est pas assez forte (au moins polynomiale).

A Taide de fonctlions poids, on généralise ces inégalités intégrales dans
plusieurs directions (Lemmes 2.1 & 2.7). Ces nouvelles inégalités permettent
d’estimer la vitesse de convergence vers zéro, méme lorsque celle-ci est arbi-
trairement lente. Elles seront tres utiles dans la Partie 4, entre autres pour
donner une estimation du taux de décroissance de I’énergie méme lorsque le
feedback n’a pas une croissance au moins polynomiale en zéro (hypotheése qui
permet dans de nombreux cas de montrer que I’énergie décroit de maniere
polynomiale vers zéro).
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PARTIE 2

Stabilisation frontiére de I’équation des ondes
dans des domaines presque étoilés

On considere le systéme de 1’équation des ondes dans un domaine borné
Q avec la condition de Dirichlet sur une partie I'y du bord et la condition
de Neumann sur 'autre partie I'y du bord. Ce systéme est soumis a un
terme d’amortissement exercé sur la frontiere, et représenté par une fonction
linéaire de la vitesse :

u'" — Au=0dans Q x Ry,
u=0sur I'g x R4,

dyu+au+ lu' =0 sur 'y x Ry,
u(0) = «%, u'(0) = u!,

ol a et £ sont des fonctions continues positives. On définit I’énergie de u

par
E(t) = 1/ <u’2—|— |Vu|2> dzr + l/ au? ds.
2 Ja 2 Jr,

On s’intéresse au probleme de décroissance exponentielle de 1’énergie
des solutions, étudié par de nombreux auteurs depuis les travaux de D. L.
Russell [69] : sous quelles conditions géométriques sur le domaine et sous
quelles conditions sur a et £ peut-on montrer que 1’énergie décroit expo-
nentiellement, et si possible donner une estimation explicite du taux de
décroissance?

Deux méthodes complémentaires permettent de donner des réponses a
ce probleme.

Les techniques d’analyse micro-locale développées par C. Bardos, G.
Lebeau et J. Rauch [8] donnent une condition nécessaire et suffisante por-
tant sur la géométrie du domaine : il existe deux constantes strictement
positives C' et w telle que

(0. 1) Vi >0, E(t)<Ce™™

si la “condition géométrique des rayons optiques” est satisfaite. Cette con-
dition est la suivante : il existe T > 0 et « > 0 tel que tout rayon issu du
bord et soumis aux lois de la réflection de I'optique géométrique traverse la
zone {z € I'y : {(z) > a} x [0,T].

Cependant, ce résultat ne s’applique que si le domaine est assez régulier,

et ne donne pas d’estimation sur les constantes C' et w, qui permettent de
mesurer le cotut d’observabilité du systeme.

La méthode des mulliplicateurs, développée par exemple par J. E. Lagnese
[47], J.-L. Lions [54] ou V. Komornik [44], permet d’obtenir (0. 1) de
maniere élémentaire et avec des constantes explicites C et w si le domaine 2
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est ét0ilé, et avec certaines constantes si €2 vérifie des hypotheses géométriques
un peu plus générales. Notons que cette méthode fournit parfois des esti-
mations optimales, notamment lorsque le domaine €2 est une boule et que a
et £ sont bien choisies voir V. Komornik [44]).

I. Lasiecka et R. Triggiani [52] ont obtenu des résultats intermédiaires
en combinant ces deux méthodes : a 'aide de résultats de régularité cachée,
ils ont prouvé (0. 1) sous des hypotheses géométriques treés faibles et en
simplifiant les preuves de [8], mais sans obtenir de constantes explicites. M.
A. Horn [34] a obtenu des résultats semblables sur le systéme de ’élasticité.

On se propose d’affaiblir les conditions géométriques sous lesquelles on
peut montrer la décroissance exponentielle de I’énergie a I’aide de la méthode
des multiplicateurs. Pour cela, on introduit de nouveauz multiplicateurs,
mieux adaptés a la géométrie du domaine, a partir de notions introduites
par J. E. Lagnese [47] et B. V. Kapitonov [41]. On définit une nouvelle
classe de domaines :  est presque étoilé s'il existe ¢ € C%(Q) vérifiant

A¢ =1 dans €,
Al(qb) > 07

d,¢ < 0 sur [y,
d,¢ > 0 sur I['y,

(0. 2)

ou A (@) := inf{Ai(z),z € Q}, A () désignant la plus petite valeur propre
de la matrice carrée symétrique réelle D?¢(z). En particulier, tout domaine
étoilé est presque étoilé : si Q est étoilé par rapport au point z°, il suffit de
choisir ¢(z) = 7|z — 2°%.

A l'aide de techniques d’analyse complexe, on construit de tels domaines:
par exemple, le domaine représenté ci-dessous est presque étoilé sans étre
étoilé :

Ensuite, on montre que, si 2 est presque étoilé, I’énergie décroit exponen-
tiellement, avec un taux de décroissance explicite dépendant de la fonction
¢ qui satisfait (0. 2) :

inf{3, M1(¢)}

0.3 Yi>0, E(t < E(0)e' @ avec w(e) =
(0. 3) > (t) < E(0) (¢) 2Vl

Enfin, on améliore des résultats antérieurs de stabilisation uniforme sur
certains domaines étoilés particuliers : les polygones réguliers. Pour ces
domaines, on détermine toute une famille de multiplicateurs ¢ satisfaisant les
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conditions requises pour l'obtention de (0. 3). On améliore alors I’estimation
de décroissance exponentielle en optimisant le taux de décroissance w(¢) sur
la famille des multiplicateurs admissibles. Ceci donne lieu a I’étude d’un
probleme d’optimisation non classique. A l'aide de techniques d’analyse
complexe, on construit pour chaque polygone régulier des multiplicateurs
admissibles donnant une meilleure estimation du taux de décroissance de
I’énergie. Par exemple pour le triangle équilatéral inscrit dans le cercle de
rayon R, on améliore 'estimation de L. R. Tcheugoué Tébou [71]

Vi>0, E(t) < E(0)e!/E
pour obtenir, de maniere théorique,
Vi>0, E(t) < E(0)e! /R

estimation que 'on améliore par des calculs numériques pour obtenir finale-
ment

Vi>0, E(t)<E(0)e "t/2%E

On étudie ensuite de maniere semblable le cas des polygones réguliers.

Cette méthode est présentée dans le cadre bien connu de I’équation des
ondes, puis dans celui des équations de Maxwell. Toutefois, on peut aussi
I’appliquer & des problemes que les techniques d’analyse micro-locale ne per-
mettent pas encore d’étudier, par exemple le probleme de stabilisation non
linéaire des plaques de Kirchhoff dans des domaines non étoilés. Elle permet
aussi d’étendre les résultats de décroissance exponentielle de 1’énergie de F.
Alabau et V. Komornik [4], obtenus pour le systeme général de ’élasticité
lorsque le domaine est une boule, a des domaines “proches” (en un certain
sens) d’une boule (voir aussi les travaux de M. A. Horn [34], [35] pour
I’étude du systeme de ’élasticité pour les matériaux homogenes isotropes).

Enfin, on utilisera cette méthode de multiplicateurs adaptés dans le
Chapitre 9 pour répondre a une question soulevée par E. Zuazua concernant
la stabilisation par un feedback localement distribué de I’équation des ondes
avec la condition de Neumann au bord : a I’aide d’une méthode de multi-
plicateurs par morceaux introduite par K. Liu [56], on montre que ’énergie
décroit exponentiellement méme si le terme d’amortissement ne s’exerce pas
sur un voisinage de tout le bord du domaine. Avec des techniques d’analyse
complexe, on donne des exemples explicites de géométries admissibles.

Les résultats de cette partie ont été annoncés dans une note parue aux
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris, et font 'objet d’un
article accepté pour publication au STAM Journal on Control and Oplimiza-
tion.
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PARTIE 3

Stabilisation uniforme du systéme d’élasticité
relatif aux cristaux cubiques

On étudie le systeme d’élasticité relatif aux cristaux cubiques, stabilisé
par un feedback frontiere non linéaire.

Ce travail a été motivé par deux articles antérieurs de J. E. Lagnese
[48] et [49] et un article de V. Komornik [46]. Dans le premier, J. E.
Lagnese prouve des résultats de décroissance uniforme de I’énergie pour les
solutions du systeme d’élasticité linéaire soumis a un feedback représenté
par une fonction linéaire de la vitesse, sous certaines conditions techniques
sur le tenseur d’élasticité. En particulier, ces résultats ne s’appliquent pas
au cas linéaire homogene isotrope, pour lequel le tenseur d’élasticité dépend
de deux parameétres, appelés constantes de Lamé.

Dans le second article, il obtient des estimations de décroissance uni-
forme de I’énergie pour des systemes d’élasticité homogenes, isotropes, linéai-
res et bidimensionnels. Ces systémes sont soumis & un feedback (représenté
par une fonction éventuellement non linéaire) dépendant de la vitesse, mais
modifié par un feedback linéaire artificiel.

V. Komornik a montré que la méme estimation est valable, sans ce terme
linéaire artificiel, pour les systémes homogenes isotropes en dimension 2 et 3,
soumis a une force qui dépend linéairement de la vitesse. Ses estimations sur
le taux de décroissance de I’énergie sont méme optimales lorsque le domaine
est une boule de R3.

Le but de cette partie est d’étendre ces résultats au probleme de stabi-
lisation du systeme de I’élasticité relatif aux cristaux cubiques, et soumis a
une force qui est une fonction non linéaire de la vitesse. Pour ces systemes,
le tenseur d’élasticité dépend de trois parametres. En utilisant les notations
de R. P. Feynman ([22]) :

Cz‘zyy - A, Cz*ya:y - 2”7 Cza:a:a: =1,
le terme général du tenseur d’élasticité s’écrit
Cijkt = A0ii0k1 + (81650 + 0:05%) + (71— X — 21) 65810k

Le cas homogene isotrope correspond au cas 7 = A+ 2p. Dans la suite,
on suppose seulement que n > A+ p : d’apres les valeurs numériques don-
nées par R. P. Feynman, cette hypothese est physiquement vérifiée pour de
nombreux cristaux, comme par exemple Fe, Al le diamant, LiF, NaCl, KCl,

Nabr, KI, AgCl...
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En notant v := n — (A + 2u), le systeme d’élasticité s’écrit

(divu) — v 2% — () dans Q x Ry,

Ox;2

uf = pAui = (A p) 5
u; = 0 sur I'p X Ry,
oy u; + (A + p) (dive)y; + 72;; vi + au; + Lg(ul) = 0 sur I'y x Ry,
u(0) = u® et w'(0) = u' dans Q.

On suppose que g est une fonction croissante qui vérifie

1
erfal? < |g(e)] < ealel? i fo] < 1,
esla] < 1g(@)| < eale] si fa] > 1,

avec p > 1. Sous certaines hypothéses géométriques, on montre que
sip=1, E(t) < E0) ™" Vi>0,

et
sip>1, E@)<ct™e=D vi>o.

Ensuite, grace a un principe général de D. L. Russell [69], on déduit un
résultat de controlabilité exacte. Puis, par 'intermédiaire de ce principe et
d’une méthode introduite par W. Liu [58] dans le cadre d’un systéme de
thermoélasticité, on retrouve une partie du résultat de décroissance expo-
nentielle de I’énergie lorsque g est linéaire. Cette méthode ne donne pas
de résultats nouveaux dans le cadre des cristaux cubiques, mais se révele
tres efficace dans I’étude de la stabilisation uniforme du systéeme général de
I’élasticité.

Ce travail fait I'objet d’un article accepté pour publication au journal
Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Applications.
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PARTIE 4

Nouvelle méthode d’estimation du taux de décroissance
pour des systémes dissipatifs

On considere des systemes vibrants dissipatifs, par exemple 1’équation
des ondes soumise a un terme d’amortissement g(u') dépendant de la vitesse
de maniere non linéaire. On suppose que g(0) = 0.

Lorsque g est croissante, deux types de résultats sont connus

e des propriétés de stabilisation forte (par exemple A. Haraux [31], C.
M. Dafermos [17], F. Conrad et M. Pierre [15]),

e des propriétés de stabilisation uniforme avec un taux de décroissance
explicite lorsque g a une croissance polynomiale en zéro (par exemple
M. Nakao [61], A. Haraux [29], E. Zuazua [79] et V. Komornik [44]).
I. Lasiecka et D. Tataru [51] ont obtenu des résultats de stabilisation
uniforme sans cette hypothése de croissance polynomiale en zéro, mais
sans obtenir un taux de décroissance réellement explicite.

Lorsque g n’est pas monotone, le probleme est beaucoup plus déli-
cat (notamment concernant 'existence et la régularité des solutions). Seuls
semblent connus des propriétés de stabilisation faible (par exemple M. Slem-
rod [70], J. Vancostenoble [74]) et quelques résultats de stabilisation forte
en dimension 1 (E. Feireils [20], M. Pierre et J. Vancostenoble [66]).

A I'aide des inégalités intégrales généraliséesde la Partie 1, et en dévelop-
pant une méthode de partition du domaine dépendant du comportement
de la fonction g en zéro et a l'infini, et parfois des données initiales, on
améliore et on complete de facon sensible de nombreux résultats antérieurs.
On obtient des résultats nouveaux dans le cas monotone et dans le cas non
monotone.

Chapitre 16 : Stabilisation frontiére par un feedback monotone
On considere le systeme

u" — Au =0 dans Q x Ry,

dyu+au+ Lg(u') =0sur IQ x Ry,

u(0) = u°, u/(0) = u'.

On suppose que g est strictement croissante, de classe C! sur R, g(0) = 0 et
que ¢ a un comportement linéaire a I'infini :

Vly| > 1, aly| < lg(y)| < Bly|

avec o > 0.
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Lorsque ¢ a une croissance au moins polynomiale en zéro :

Viyl <1, eyl < lg(y)| < |yl,

avec p > 1, ¢ > 0 et ¢/ > 0, plusieurs auteurs (voir par exemple M. Nakao
[61], A. Haraux [28], E. Zuazua [79], F. Conrad et al. [14], V. Komornik
[44]) ont montré (par différentes méthodes) que ’énergie vérifie :

< C
— $2/(p-1)°

Lorsque ¢ n’a pas une croissance polynomiale, par exemple
Yyl <1, lg(y)| = e /M

I. Lasiecka et D. Tataru [51] ont montré que I’énergie décroit plus vite qu'une
certaine fonction S(t) :

Vit > 1, B

Vi>1,FE(t) < S(),
ou S(t) est la solution de I’équation différentielle
S'0) + a(S(1)) =0,
¢ étant une fonction dépendant de g par I'intermédiaire d’un certain algo-

rithme.

A Daide des inégalités intégrales établies dans la Partie 1, et d’une décom-
position du domaine dépendant du comportement de ¢ en zéro, on prouve
le résultat plus explicite suivant : I’énergie décroit de maniére uniforme vers
zéro, avec un taux de décroissance explicite :

vz, B <C(GT) ot Gly) = uslw)

De plus, si la fonction H : z — %—l") vaut zéro en zéro et est croissante sur

[0, 7] pour un certain 1 > 0, alors on montre qu’en fait :
1.\2
Vi> 1, E(l) < C'(g_l(z)) .

En particulier, on obtient des estimations méme si ¢ n’a pas une croissance
polynomiale en zéro. Ainsi, on voit que si ¢ est impaire et tend exponen-
tiellement vite vers zéro en zéro, par exemple

Yy €]0,1], g(y) = e/,

alors I’énergie décroit de maniere logarithmique :

C
> < —.
V22, B0 < G

Ce travail fait ’objet d’un article soumis.
Chapitre 17 : Stabilisation par un feedback monotone locale-
ment distribué
On considere le systeme
u’ — Au+ a(z) g(v') = 0 dans Q x Ry,
u=0sur 00 x R4,
u(0) = u®, u/(0) = u',
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ol g est une fonction croissante et a : @ — R est une fonction continue
positive, pouvant s’annuler sur €.

D’une part, on affaiblit les hypothéses géomélriques généralement uti-
lisées sur la localisation a(-) de la dissipation (a I'aide de la méthode de
multiplicateurs par morceaux utilisée dans le Chapitre 9) D’autre part on
affaiblit, par rapport au paragraphe précédent, les hypotheses portant sur le
comportement de g en zéro (en ne supposant plus g dérivable en zéro). On
obtient encore un résultat analogue au précédent. On obtient aussi le méme
type de résultats pour le systeme général de 1’élasticité.

Ce travail fait I'objet d’un article accepté pour publication a la Rewvista
Matemdtica Complutense.

Chapitre 18 : Stabilisation interne par un feedback monotone

faible
On considere le systeme

u” — Au+ g(u') = 0 dans 2 x Ry,
u=0sur 0Q x R4,
u(0) = u®, u'(0) = u'.

On se restreint au cas des fonctions g de classe C! telles que g(0) = 0, et
¢(0) # 0.

En dimension 2, lorsque g est croissante, éventuellement bornée, on mon-
tre que I’énergie des solutions fortes décroit exponentiellement vers zéro :
étant donné (u®,u') € H*(Q) N HZ(Q) x HF(Q), il existe w > 0 dépendant
de la norme des conditions initiales dans H?(Q2) N HL(Q) x HL(Q) tel que

Vi >0, E(t) < E(0)e'™"

Ceci améliore des résultats antérieurs de V. Komornik [45] et M. Nakao [62],
qui avaient donné des estimations polynomiales de décroissance.

La preuve est basée sur une partition du domaine qui dépend des données
initiales.

Chapitre 19 : Stabilisation interne par un feedback non mono-
tone

On considere le systeme précédent. On se restreint au cas des fonctions
de classe C! telles que g(0) = 0, et ¢’(0) # 0.

Il existe tres peu de résultats sur le comportement asymptotique de
I’énergie dans le cadre non monotone. M. Slemrod [70] a montré des pro-
priétés de stabilité asymptotique faible : si g est globalement lipschitzienne,
alors

(u(t),u'(t)) =0 quand ¢ — +oo dans Hy(Q) x L*(Q).

J. Vancostenoble [74] a étendu dans plusieurs directions les résultats de M.
Slemrod [70] (en supprimant I’hypothése de croissance au plus linéaire de
g, et en considérant des classes plus larges de feedbacks).
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En dimension 1, E. Feireils [20], M. Pierre et J. Vancostenoble [66] ont
montré des propriétés de stabilité forte :

E(t) — 0 quand ¢ — 400,

mais leurs preuves sont basées sur la structure spécifique ou sur des pro-
priétés de régularité qu’ont les solutions en dimension 1.

On voit assez facilement que les résultats du Chapitre 17 s’adapte au cas
non monotone : lorsque g a un comportement linéaire a U'infini, ’énergie des
solutions globales tend fortement vers zéro, et avec un taux de décroissance
explicite. Par contre il est plus difficile d’adapter le résultat du Chapitre 18,
relatif au feedbacks faibles a I'infini, dont la preuve est basée sur la régularité
de la solution que confére la monotonie de g.

En dimension N > 2, on suppose que g est non monotone et satisfait

{‘v’x €ER, zg(z)>0 et g¢'(z)>—m,

Vel > 1, ey < (@) < Jal?,

avec ¢; > 0,c0 > 0,m > 0,g > 0 et & € [0,1]. Sous ces hypothéses, on
montre qu’il existe une constante w > 0 dépendant de la norme des données
initiales telle que ’énergie des solutions fortes décroit vers zéro avec un tauz
de décroissance explicite :

Vi >0, E(l) < E(0) et e~ gk e o, 1],

w
w0, B < L0
(2+1)~
En particulier, ceci donne des résultats nouveauz de stabilisation forte val-
ables en toute dimension.
La preuve est basée sur une partition du domaine qui dépend des données
initiales, et sur les inégalités de la Partie 1.

si k=1.

Les Chapitres 18 et 19 ont été écrils en collaboration avec J. Vancosteno-
ble (LR.M.A.R. Université Rennes I et E.N.S. Cachan, Antenne de Bretagne)
et font 'objet d’un article soumis.

Chapitre 20 : Stabilisation interne par une dissipation haute-
ment dégénérée au bord

On considere le systeme linéaire suivant

v — Au+ a(z)u’' = 0 dans Q x Ry,
u=0sur 00 x R4,
u(0) = u% ' (0) = u.

On se place dans le cas ou € est la boule centrée en O et de rayon R. De

plus, on suppose que a : @ — R, est réguliere, positive, et s’annule au

bord de €.

D’apres C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7], I’énergie des solutions
ne décroit pas de maniére exponentielle uniforme. M. Nakao [63] a montré
que lorsque a tend vers zéro de maniere au plus polynomiale au bord, alors
I’énergie décroit de maniére polynomiale.
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Soit € > 0. On ajoute ’hypothese
Vel > R—=, a(e) = a(la]),

ou a:[R—e, R] — R est décroissante et a(R) = 0.

On obtient alors un résultat de stabilisation uniforme méme si @ décroit vers
zéro en R plus vite que tout polyndéme. Par exemple, on montre que si a
décroit exponentiellement vers zéro :

V|z| € [R—e,R[, a(z)=e /Bl
alors ’énergie décroit de maniere logarithmique :

c
Vi> 2, F(it)<——

ol ¢ est une constante strictement positive qui dépend de la régularité des

conditions initiales.

La preuve repose sur la méthode précédemment décrite, et sur une étude du

comportement asymptotique de la fonction ¢ au bord.

Ce travail fait ’objet d’un article soumis.
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Publications

Les résultats suivants ont été publiés ou soumis :

concernant la Partie 2 :

e Uniform stabilization of the wave equation in almost star-shaped do-
mains, acceplé pour publication au SIAM J. on Control and Opli-
mization.

e Stabilisation uniforme de I’équation des ondes dans des domaines
presque étoilés, C. R. Acad. Sci. Paris, Série I Math, t. 322, 1996,
no. 4, 365-370.

concernant la Partie 3 :

e Uniform stabilization of elastodynamic systems of cubic crystals by

nonlinear feedbacks, accepté pour publication au journal Nonlinear
Analysis, TMA.

concernant la Partie 4 :

e A new method to obtain decay rate estimates for dissipative sys-
tems with localized damping, acceplé pour publicalion a la Revista
Matemdtica Complutense.

e A new method to obtain decay rate estimates for dissipative systems,
article soumis.

e Exponential stability for the wave equation with weak nonmonotone
damping, en collaboration avec J. Vancostenoble, article soumis.

e Decay of solutions of the wave equation with a local highly degenerate
dissipation, article soumis.
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Partie 1

QUELQUES INEGALITES
INTEGRALES



Dans cette partie, on rappelle d’abord des inégalités intégrales de A.
Haraux et V. Komornik utiles dans les Parties 2 et 3, puis on généralise ces
inégalités dans plusieurs directions.

Dans les parties suivantes, on étudiera divers problemes dissipatifs. Pour
chaque systéme, on montrera que I’énergie vérifie une inégalité intégrale, et
on en déduira une estimation de sa vitesse de convergence vers zéro.

Les premieres estimations du taux de décroissance sont dues a G. Chen
[12]. Elles reposent sur la la théorie des semi-groupes : par exemple, con-
sidérons le systeme

' — Au+u' =0 dans Q x Ry,
u=0sur 0Q X Ry,
u(0) = u®, u/(0) = ul.

On définit ’énergie par

B(l) = / (2 + 1Vul?) de.
Q
On voit facilement que F est décroissante car
E'(t) = —/ u* de <0.
Q

D’autre part, on peut montrer qu’il existe C' > 0 tel que

/TE(t) dt < C E(0) + C/T/ u' de = 2CE(0) — CE(T).
Comme F e(;t décroissante, o
TE(T) < /TE(t) dt,
on obtient donc que i

2C
E(T) < c+T
SiT > C, k < 1. Un argument classique de la théorie des semi-groupes
permet alors d’aflirmer que ’énergie décroit exponentiellement : soient £ > 0
et n € N tel que

E(0) = kE(0).

nl <t<(n+1)T.
Alors

N

E(t) < E(T) <kBE((n—-1)T) <K"E(0) < kT~'E(0).

Pour obtenir une meilleure estimation du taux de décroissance, et pour
étudier des problémes non linéaires, A. Haraux et V. Komornik ont amélioré
et généralisé cette méthode. Ils ont introduit des inégalités intégrales qui
permettent d’obtenir de maniere tres efficace de trés bonnes estimations de
décroissance pour de nombreux problemes linéaires ou non linéaires. En
particulier, V. Komornik [44], [46] a obtenu des estimations optimales de
décroissance concernant le probleme de stabilisation uniforme par un feed-
back linéaire de ’équation des ondes ou du systéme de 1’élasticité relatif a
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un matériau homogene isotrope. Par ailleurs, M. Aassila [1] a obtenu un ré-
sultat remarquable d’optimalité du taux de décroissance pour un probleme
non linéaire.

Toutefois, ces inégalités ne donnent pas de résultat lorsque la décrois-
sance de ’énergie n’est pas assez forte (au moins polynomiale).

A Taide de fonclions poids, on généralise ces inégalités intégrales dans
plusieurs directions (Lemmes 2.1 & 2.7). Ces nouvelles inégalités permettent
d’estimer la vitesse de convergence vers zéro, méme lorsque celle-ci est arbi-
trairement lente. Elles seront tres utiles dans la Partie 4, entre autres pour
donner une estimation du taux de décroissance de I’énergie méme lorsque le
feedback n’a pas une croissance polynomiale en zéro (hypothése qui permet
dans de nombreux cas de montrer que I’énergie décroit de maniere polyno-
miale vers zéro).
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CHAPITRE 1

RAPPEL DE QUELQUES INEGALITES
INTEGRALES FONDAMENTALES

On commence par rappeler les inégalités utilisées par A. Haraux et V.
Komornik, dont on se servira dans les Parties 2 et 3.

1. Un résultat de décroissance exponentielle

Les résultats de nombreux auteurs concernant ’estimation de décrois-
sance de I’énergie de certains problémes dissipatifs linéaires sont basés sur
le lemme suivant, utilisé par A. Haraux [27] :

LEMME 1.1. Soit E : Ry — R4 une fonction continue décroissante.
Soit w > 0. Supposons que F salisfait la relation

(1. 1) viso, [ EB(rdr<te.

t w
Alors E vérifie l'estimation de décroissance suivante

(1. 2) Vi >0, E(t) < E(0)e' ™"

Remarques. 1. Comme E est décroissante, (1. 2) est vraie si ¢ <

€|

suffit donc de démontrer que (1. 2) est vraie pour ¢ > L.
2. L’estimation (1. 2) est optimale (voir [44]).

Preuve du Lemme 1.1. Soit

+co
h:Ry — Ry, h(t) = E(7) dr.
t

h est bien définie, décroissante, positive et de classe C! sur Ry. D’aprés
(1. 1), h satisfait I'inéquation différentielle suivante :

Vi >0, h'(t)+wh(t) <O0.

Soit
(1. 3) Ty :=sup{t, h(t) > 0}.
(To vaut éventuellement +00.) Pour tout ¢t < T, on a
()
< _
ORI

25
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donc
1

(1. 4) VO <t < To, h(t) < h(0)e ¥ < —E(0)e .
w

Notons que, puisque h(t) = 0 si t > Tp, cette relation reste vraie pour tout
t.

Soit € > 0. Comme F est positive et décroissante, on déduit de la définition
de h et de 'estimation précédente que

[ 1 1
Vi >e, E(t)< —/ E(r) dr < =h(t — ) < —E(0) e“*e™*".
€ Ji_e € we
La meilleure constante e, c’est-a-dire celle qui donne la plus petite valeur a
la quantité %, est € = % Ainsi
1
Vi > —, E(t) < E(0)e ™+
w

Ceci acheve la preuve du lemme 1.1. B

2. Un résultat de décroissance polynomiale

Les résultats de nombreux auteurs concernant ’estimation de décrois-
sance de ’énergie de certains problemes dissipatifs non linéaires sont basés
sur le lemme suivant, di a V. Komornik [44] :

LEMME 1.2. Soit E : Ry — R4 une fonclion contlinue décroissante.
Supposons qu’il existe deur constantes o el w striclement posilives telles
que E satisfait la relation

+oo 1
(1. 5) Vi >0, E(r)'*7dr < — E(0)°E(1).
t w
Alors E vérifie l'estimation de décroissance suivante
140 \1/e
1. 1>0, E()<E (7) .
(1.6) W20, B < BO)(1—

Remarques. 1. Cette estimation est en fait optimale (voir [44]).

2. Comme E est décroissante, il suffit de démontrer que (1. 6) est vraie
pour ¢ > %
Preuve du Lemme 1.2. L’idée directrice est la méme que précédemment.
Par homogénéité, on peut supposer que E(0) = 1.

Soit

+ oo
h:Ry — Ry, At) = E(r)'* dr.
¢

h est bien définie, décroissante, positive et de classe C! sur Ry. D’apres
(1. 5), h satisfait I'inéquation différentielle suivante :

Vi>0, —h'> (wh)'t.
Soit Ty défini par (1. 3). Alors
Vte[0,To[, (h7%) > ow'te.
On integre cette relation pour obtenir que

VO <t < Ty h(t)™ —h(0)™7 > ow't7¢,
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donc
—1/e
(1. 7) YO0 <t < Ty, hit) < (h(O)“’ + 0w1+gt) ,

Notons que cette relation reste évidemment vraie si ¢ est supérieur ou égal
a Tp. Comme

1 1
_ E(O)HU ==,

w

h(0) <

€

on peut majorer le second membre de (1. 7) par
—1/e
(h(O)_U + 0w1+gt)

Comme F est positive et décroissante, on déduit de la définition de h et de
I’estimation précédente que

1
< —(1+wat)”o.
w

Vs >0, E ! 1)s)t! ! %HOH)SE +tlq
> — 7 < 7
s20, B+ < | ()7 dr
w w 1
< <— - ~1/o,
- 1—}—w05h(8) - 1+w05w(1—|—was)
Donc
Vs >0 E(1+(+1))< !
s — o s —_
- w ~ (14 waos)t/o

Ceci donne l'estimation (1. 6) en choisissant ¢ := 1 + (o4 1)s. B

On note que si F est une fonction positive qui décroit “lentement” vers

zéro, par exemple
1

 In(24+1)’
alors F ne peut pas satisfaire une des deux inégalités intégrales précédentes,
car ces deux inégalités n’ont une chance de s’appliquer que si F est inté-
grable. C’est dans cette optique qu’on cherche a généraliser les Lemmes 1.1
et 1.2 : trouver des inégalités intégrales convenables qui permettent de don-
ner une estimation de la vitesse de convergence vers zéro, méme si celle-ci
est arbitrairement lente.

E: R+ — R+, E(t)
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CHAPITRE 2

DE NOUVELLES INEGALITES INTEGRALES

1. Premiers résultats

1.1. L’inégalité intégrale de base.

L’inégalité intégrale suivante permet de donner une estimation du taux
de décroissance vers zéro méme si celui-ci est faible. FElle est basée sur le
Lemme 1.1 et sur un changement de variable :

LEMME 2.1. Soit ¥ : Ry — R4 une fonclion continue décroissante.
Soit ¢ : Ry — Ry une fonction strictement croissante de classe C! lelle
que

(2. 1) ¢(0) =0 et ¢(t) — 400 quand t — +o0.
Supposons qu’il existe 0 > 0 et w > 0 tels que
+oo 1
(2. 2) VS >0, E)to¢ (t)dt < —E(0)7E(S).
S
Alors E vérifie l'estimation de décroissance suivante :
(2. 3) sio =0, alors E(t) < E(0)e!~+?®) vt > 0,
. 140 /o
. < ——— > 0.
(2. 4) si o >0, alors E<t>_E(O)<1—|—wa¢(t)) Ve >0

Remarques. 1. Le Lemme 2.1 est une généralisation des Lemmes 1.1 et
1.2 : il suffit de choisir ¢(¢) =t sur R.

2. Le Lemme 2.1 permet de donner une estimation de la vitesse de
convergence vers zéro méme si F converge trés lentement vers zéro, la con-
vergence de l'intégrale étant alors assurée par I’adjonction de la fonction ¢’
convenablement choisie : par exemple, si E vérifie (2. 2) avec

¢(t) =In(In(3+4+1¢)) —In(In3) et ¢ =0,
ou avec
o(t)=In(34+1t) —In3 et o >0,
alors le Lemme 2.1 montre que E décroit de maniere logarithmique : il existe
c > 0 tel que
c E(0)
(In(3+1¢))7’

avec vy =w si 0 =0 et v = 1/0 sinon.

E(1) <

29
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3. Si ¢(0) # 0, il suffit de remplacer ¢(t) par ¢(t) — ¢(0) dans (2. 3) et
(2. 4).

Preuve du Lemme 2.1. Par hypothese, ¢ définit une bijection de R4 sur R,.
On note ¢! sa fonction inverse. Soit

[:Ry — Ry, f(r)=E(¢7'(r)).

[ est décroissante et f(0) = £/(0). Grace au changement de variable défini
par 7 = ¢(t), on a

(T) ()
00 * 7_1-}-0‘7_: —17_ 1+<77_
W <S<T< /M) F(r)*od /W) E(¢~\(r))+d
T
= [ B0 0d < ZBO)EB(S) = Z107 1(6(5))

Notons s := ¢(S). En faisant tendre 7" vers 'infini, on voit que f vérifie :

vszo [ sy < Lo

On applique alors le résultat du Lemme 1.1 si ¢ = 0 et du Lemme 1.2 si
o > 0 pour en déduire que

sio =0, f(s) < [(0)e!™", ¥s >0,

ou

1 1o
So>0, f(s)< f(())(1 :w‘;) Vs> 0.

(2. 3) and (2. 4) découlent du fait que E(t) = f(¢(t)). R

1.2. Conséquence.
On déduit du Lemme 2.1 le résultat suivant :

LEMME 2.2. Soit F : Ry — R4 une fonction continue décroissante.
Supposons qu’il existe 0 > 0, o' > 0 et ¢ > 0 tels que :

too E0)7FE(t
(2. 5) vVt >0, E(r)'*7 dr < CM.
t L+
Alors il existe une constante C' strictement positive telle que
C
(2. 6) Vt>0, E) <FEO)

(14 ¢)(ta)/o

Preuve du Lemme 2.2. Par homogénéité, on peut supposer F(0) = 1. Soit
E()

(1+8)7"

g est décroissante et g(0) = 1. De plus g satisfait I'inéquation suivante :

g:R+—>R+7 g(t):

+ oo
Vit > O,/ g() (14 7)) dr < cq(1).
t

Alors on peut appliquer le Lemme 2.1 avec

$(t) = (14 1) O — 1
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et on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 (qu’on peut aisément
calculer) telle que

Vi>0, g(t) < ¢ _ _c .
(1+ )"0+ 4D/ = (14 )7 (1 4 t)(1+0)/7

ce qui implique (2. 6). W

Toutes les estimations précédentes portent sur des fonctions qui satisfont
une certaine inéquation différentielle dont le second membre est constitué
d’un seul terme. On va regarder ce qu’on obtient lorsque le second membre
est constitué d’une somme de deux termes :

2. Perturbation du second membre par une fonction
exponentielle

Le premier résultat est un résultat de décroissance exponentielle. On
va en donner deux preuves : la premiere est basée sur la méthode utilisée
pour démontrer les résultats précédents. La deuxieme repose sur ’analyse
qualitative de ’effet de la perturbation.

LEMME 2.3. Soit F : Ry — R4 une fonction continue décroissante.
Soit v > 1. Supposons qu’il existe w > 0 lel que F salisfait
e 1 1
(2. 7) vt >0, E(r)%dr < —E(1)*+ —E(0)E(t)e™"".
w

t w
Alors il existe une constante C, > 0 telle que F wvérifie l'estimation de
décroissance sutvanle :

1 yw

2.8 Vi >0, E(t)<C,E0)e M qvec w(y) := = .
(2. %) >0, E(1) < Cy E(0) () = 5
Remarque. En fait, I'estimation donnée par (2. 8) sur le taux de décrois-
sance de F n’est pas optimale : si F satisfait (2. 7), on voit facilement a
partir de la premiere preuve de (2. 8) que pour tout £ > 0, il existe C'y . > 0
telle que

Vi>0, E(t)<C,.E(0)e " avec w, = % —e.

Premiére preuve du Lemme 2.3. Soit
G:Ry — Ry, G):=FEt)?+E0)E({t)e .

G est décroissante, positive et vérifie

+ oo + oo
Vi1, / G(r)dr < 2G()+ E(O)E(t)/ e dr
t w t

< %G(t) + E(0)E(t) /;OO %y%‘le‘y dy
1 1 e l l 7 tw
< SGW+_POBO < (0 + )G = T2 6GO),

car v > 1l et ¢ > 1. Alors on déduit du Lemme 1.1 que :

Yw

Vi>1, G(t) < G(1)e a7,
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Donc

Vi>1, E(t) <C, E(1)e 0 < E(0) e 0a

Deuzieme preuve du Lemme 2.3. On raisonne dans le cas v = 2; I'étude
est identique pour v > 1. Cette preuve est basée sur une étude qualitative
de linfluence des deux termes E(1)2 et E(t)e™* sur la décroissance de E.
Cette preuve donne une moins bonne estimation du taux de décroissance
de F mais permet de mieux comprendre les intéractions entre les effets des
deux termes.
Commencons par remarquer que si
+o0o 1
Vi >0, E(r)%dr < —E(1)?,

t w
alors, d’apres le Lemme 1.1, F décroit exponentiellement :
E(t) < cE(0) e,

D’autre part, si F vérifie
oo 1 2
vVt >0, E(r)*dr < —E(0) E(t)e™",

t w
alors on peut raisonner comme pour le Lemme 2.1 : soit

V>0, g(t):=E@l) e "

et

9y du

t 12
Yi>0, ot ::/ eZTsz:/ et ——.
0=, o ¢ 2/

2
et — 1
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On voit que

Vi> 1, é(t) >

il est clair que ¢ est décroissante et vérifie

Vi > 0, /;OO g(7)*¢'(7) dr < 59(0) g(t).

On déduit du Lemme 2.1 appliqué, avec ¢ = 1, et de la minoration de ¢,
que :

cg(0) —2t?

Ainsi F satisfait
Vi>1, E(t)<cE0)te ™",
donc décroit bien plus vite que exponentiellement.

Supposons a présent que F satisfait

+oo 1 1
vt > 0, E(r)*dr < —EM)?+ —E(0)E(1)e™".
t w w

Soit A > 0. On considere
(2.9) Ey :ti—>E(0)€_t2 et Ey:treE(0)ete T,
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On va montrer que si A est assez grand, alors
Vi >0, E(t) < E(t).
On choisit A tel que

1
4N > —w?
> 16w

En particulier, cela implique que le discriminant du polynéme de second
degré 12— %t + % + A est strictement négatif, donc
1 w
V>0, —t2< -4+ X- "4,
- 2 + 4
et on déduit que
Yt > 0, El(t) < Eg(t)
Comme E(0) = E4(0),
E(t) < E5(t) sit est assez petit.

Supposons qu’il existe ¢, > 0 tel que E(t}) = Ey(t}). Soit

tp:= Min {t: E(t) = Ea(t)} et t; := Max {t :t <ty et F(t) < Fy(t)}.

t1 et ty sont bien définis par compacité et, par construction, on a
E(tl) = El(tl) et E(tg) = Eg(tg),
Vi€ [ty ta], Er(t) < E() < Ey(t).

Fig. 1 : Allure de Fy, E et Ej.
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Comme F est décroissante, F(t1) > F(t3). Cela implique que
et > ee e_t2%,

donc
4

1
to > ;(t%—}—i—l_/\)'

On vérifie facilement, a partir du choix de A que

(2. 10) VE>0, 24N> %t.
Ainsi, on a 'estimation
2
to >t + —.
w
D’autre part, on déduit de (2. 7) que
+oo 92
Vit € [ty,ta], E(r)*dr < =E(t)%
t w

Les calculs effectués pour prouver le Lemme 1.1 montrent que
Vie [t + %,tQ], E(t)? < E(ty)%e!~20-1),
En particulier
BEy(ty) = E(ty) < E(ty) ee 715 = By (1) e e (21T
Ceci implique que
VeE(0) et e it < E(O)e_t% Vee )T
donc
e < et e%h’
ce qui équivalent a
A<~ 4 %tl.

Mais ceci est impossible d’apres (2. 10). W

On voit que 'exposant critique est v = 1. 1l semble naturel de penser
que lorsque 7 sera strictement inférieur & 1, c’est le terme E(t)e™"" qui aura
un effet prédominant sur 'autre. En effet, on a le résultat suivant :

LEMME 2.4. Soit F : Ry — R4 une fonclion continue décroissante.
Soit v €]0, 1[. Supposons qu’il existe w > 0 tel que F satisfail
oo 1 1
(2. 11) vt > 0, E(r)%dr < —E()? + —E(0)E(t)e™"".
; w w
Alors il existe ¢ > 0, Cy > 0 tels que F vérifie l’estimation de décroissance
suivante :

(2. 12) Yi>0, E)*<C,E0)e .
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Preuve du Lemme 2.4. Soit
G:Ry — Ry, G):=Et)?+E0)E({t)e .

G est décroissante, positive et vérifie

+o0 oo
Vi 0, G(r)dr < %G(t) + E(O)E(t)/ e dr,
1

+oo . too g 14
/ e’ dT:/ -y e Ydy
t v

1 1_ 4o 1 1 ooy
= [——y” le‘y} +—(——1)/ y eV dy
Y 1l v ¢

,
1 1.1 tooo g
= et 4 —(=- 1)/ yi 2e7Y dy
Y Yy o
1 11 1.1 1 too gy
= e p (- =DV 4 (= = 1) (= — 2)/ Y73 dy.
v v v Y -

Par une récurrence évidente, on voit qu’il existe ¢ > 0 tel que
+ oo
—77 — —Y
/ e dr < ettTVe !
¢

On en déduit alors que
+co
Vi 0, G(r)dr < L G() + ' G(0).

Soit

On remarque que la divergence de I'intégrale impropre

too dr

assure que ¢(t) — 400 quand ¢ — +oo. De plus, comme on integre des
fonctions positives et que

1

Y
Lypert=r  ert™

quand ¢t — +o0,

on obtient par un résultat classique sur les équivalents de sommes partielles
que

td 1
o(t) ~ / T quand ¢t — 400.
1

erl=v ey
Donc il existe ¢ > 0 tel que

Vi>1, o) > 1.
Soit

+ oo
Vit >0, h(t):= G(7)dr.
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h est bien définie, de classe C!, décroissante, et vérifie :

(1)
h - .
Vi>0, h(t) < o)
Soit Ty :=sup {t > 0,h(t) > 0}. Alors
h'(t) /

donc par intégration
Viel[0,Tof, h(t) < h(0)e ¢,

Cette relation reste évidemment vraie si ¢ > T;. Comme G est décroissante
t+1 )
Vi>1,G(t+1) < / G(r)dr < h(t) < h(0)e="".
t

On en déduit le résultat en remarquant que

¥i>0, E(t)<+/G().m

Le résultat suivant est un résultat de décroissance polynomiale :

3. Perturbation du second membre par une fonction polynomiale

LEMME 2.5. Soit ¥ : Ry — R4 une fonclion continue décroissante.
Supposons qu’il existe 0 > 0, o' > 0 et ¢ > 0 tels que :

+oo 1
2. 13 vt >0, E(M)' dr < cE)"" 4+ c———
(2:18) V20, [ BT dr < B0 4 e

Alors il existe C' > 0 telle que

E(0)°E(t).

(2. 14) Vi>0, E(t)< WE(O)

Preuve du Lemme 2.5. L’idée principale de la démonstration est que le
terme E(¢)'*° a un effet négligeable par rapport au second terme sur la
décroissance de F. En effet, sans le second terme, (2. 13) implique que E
décroit exponentiellement (d’apres le Lemme 1.1), tandis que sans le premier
terme, (2. 13) implique que F décroit seulement polynomialement (d’apres
le Lemme 2.2).

On va prouver (2. 14) par récurrence. Par homogénéité, on peut sup-
poser que F(0) = 1. On note C' diverses constantes qui dépendent de o, o’
et de c.

D’abord, on déduit de (2. 13) que
+ oo
vVt >0, E(r)'*t7 dr < CE(1).

¢
Alors le Lemme 1.2 assure que

E(t) < ¢

1+ 1)1/
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On réinjecte cette estimation dans (2. 13) pour en déduire que E vérifie

e E(t E(t
t E(r)tte dTSCl—T—)t—I_C(l—}—(t))U"
Soit o7 = inf{1,0’}. Alors
e ar <o 2O
¢ (142)7
et d’apres le Lemme 2.2 :
C

< ——m—7F7— .
E(t) < (1+ t)(+o1)/o
Si o/ < 1, on obtient (2. 14). Sinon

C

E(t) S m7

et on recommence jusqu’a obtenir I’exposant voulu : soit n € N tel que
o € [n,n 4 1]. On prouve par récurrence que pour tout kK € N, & < n,
satisfait :

Cy
(2. 15) ez 0, Bl < G

On a prouvé (2. 15) pour k = 0 et pour k = 1 si n > 1. Supposons que
n > 2 et que (2. 15) est vraie pour un certain £ < n. Alors on utilise (2. 15)
pour déduire de (2. 13) que E satisfait :

> E(r)'t7 dr < .
vt >0, t (1) dr < C(l 1)1+ G

Comme 1+ k<n<o',ona

+oo E(t)
> 1+o <(—\7
Vit >0, t E(T) dT_C(l—I—t)H‘k’

et on déduit du Lemme 2.2 que

Ci
> <
V20, Bt) < (14 t)2t+k)/o
Cela montre que
C
V20, Bt) < (14 ¢)(nt1)/e”
et avec le méme argument :
Cy
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4. Généralisation
Par changement de variable, on obtient les deux résultats suivants:

LEMME 2.6. Soit F : Ry — R4 une fonction continue décroissante.
Soit ¢ : Ry — Ryune fonclion sirictement croissante de classe C1 telle
que

(2. 16) $(0)=0 et ¢(t) — 400 quand t — +oo.
Soit v > 1. Supposons qu’il existe w > 0 lel que E salisfait
oo 1 1
(2.17) ¥t >0, E(1)%¢ (1) dr < —Et)> + —E(0)E(t)e ()",
w w

¢
Alors il existe une constante C, > 0 telle que F wvérifie l'estimation de
décroissance sutvanle :
1
(2. 18) Vi >0, E(t)<CyE0)e M0 qrec w(y) = ket

o ify—l—w'

LEMME 2.7. Soit F : Ry — R4 une fonction continue décroissante.
Soit ¢ : Ry — Ryune fonclion sirictement croissante de classe C1 telle
que

(2. 19) $(0) =0 et ¢(t) — 400 quand t — +o0.
Suppposons qu’il existe o > 0, o' > 0 et ¢ > 0 lels que
(2. 20)
+oo
VS >0, EW)Y¢ ()dt < cE(S)'T + c————— F(0)° E(S).
i ()¢ (1) (5) 0ol (0)7 E(S5)
Alors il existe une constante C' > 0 dépendant de o, o' et ¢ telle que
C
2. 21 Yt>0,FE(t) < E(0).

Preuves des Lemmes 2.6 et 2.7. il suflit de considérer

J(r) = E(¢7(1))
et d’appliquer a f les résultats des Lemmes 2.3 et 2.5.
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CHAPITRE 3

INTRODUCTION

On consideére le systéme de ’équation des ondes dans un domaine borné
Q avec la condition de Dirichlet sur une partie I'y du bord et la condition
de Neumann sur 'autre partie I'y du bord. Ce systéme est soumis a un
terme d’amortissement exercé sur la frontiére, et représenté par une fonction
linéaire de la vitesse :

u” — Au =0 dans Q x Ry,
u=0sur I'yg x R4,

dyu+au+ lu' =0sur ' x Ry,
u(0) = u®, ' (0) = u!,

ol a et £ sont des fonctions continues positives. On définit I’énergie de u
par

1 1
E(t) = 5/9(1/2 + |Vu|2> dr + 5/1“ au? ds.
1

On s’intéresse au probleme de décroissance exponentielle de 1’énergie
des solutions, étudié par de nombreux auteurs depuis les travaux de D. L.
Russell [69] : sous quelles conditions géométriques sur le domaine et sous
quelles conditions sur a et £ peut-on montrer que I’énergie décroit expo-
nentiellement, et si possible donner une estimation explicite du taux de
décroissance?

Deux méthodes complémentaires permettent de donner des réponses a
ce probleme.

Les techniques d’analyse micro-locale développées par C. Bardos, G.
Lebeau et J. Rauch [8] donnent une condition nécessaire et suffisante por-
tant sur la géométrie du domaine : il existe deux constantes strictement
positives C' et w telle que

(3. 1) Vi>0, E(t)<Ce™™

si la “condition géométrique des rayons optiques” est satisfaite. Cette con-
dition est la suivante : il existe " > 0 et « > 0 tel que tout rayon issu du
bord et soumis aux lois de la réflection de I'optique géométrique traverse la
zone {z € I'y : {(z) > a} x [0,T].

41
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Cependant, ce résultat ne s’applique que si le domaine est assez régulier,
et ne donne pas d’estimation sur les constantes C' et w, qui permettent de
mesurer le cout d’observabilité du systeme.

La méthode des multiplicateurs, développée par exemple par J. E. Lagnese
[47], J.-L. Lions [54] ou V. Komornik [44], permet d’obtenir (3. 1) de
maniere élémentaire et avec des constantes explicites C et w si le domaine
est ét0ilé, et avec certaines constantes si €2 vérifie des hypotheses géométriques
un peu plus générales. Notons que cette méthode fournit parfois des esti-
mations optimales, notamment lorsque le domaine €2 est une boule et que a
et ¢ sont bien choisies voir V. Komornik [44]).

I. Lasiecka et R. Triggiani [52] ont obtenu des résultats intermédiaires
en combinant ces deux méthodes : a 'aide de résultats de régularité cachée,
ils ont prouvé (3. 1) sous des hypotheses géométriques treés faibles et en
simplifiant les preuves de [8], mais sans obtenir de constantes explicites. M.
A. Horn [34] a obtenu des résultats semblables sur le systéeme de 1’élasticité.

On se propose d’affaiblir les conditions géométriques sous lesquelles on
peut montrer la décroissance exponentielle de ’énergie a I’aide de la méthode
des multiplicateurs. Pour cela, on introduit de nouveauz multiplicateurs,
mieux adaptés a la géométrie du domaine, a partir de notions introduites
par J. E. Lagnese [47] et B. V. Kapitonov [41]. On définit une nouvelle
classe de domaines : Q est presque étoilé s'il existe ¢ € C?(Q) vérifiant

A¢ =1 dans €,
Al(qb) > 07

d,¢ < 0 sur [y,
d,¢ > 0 sur 'y,

(3. 2)

ou A (¢) :=inf{Ai(z),z € Q}, A1 () désignant la plus petite valeur propre
de la matrice carrée symétrique réelle D?¢(z). (En fait, on donnera une déf-
inition un peu plus générale des domaines presque étoilés, mais on étudiera
surtout les fonctions ¢ qui vérifient (3. 2).) En particulier, tout domaine
étoilé est presque étoilé : si Q est étoilé par rapport au point z°, il suffit de
choisir ¢(z) = 7|z — 2%

A l'aide de techniques d’analyse complexe, on construit de tels domaines
: par exemple, le domaine représenté ci-dessous est presque étoilé sans étre
étoilé:
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Ensuite, on montre que, si Q2 est presque étoilé, I’énergie décroit exponen-
tiellement, avec un taux de décroissance explicite dépendant de la fonction
¢ qui satisfait (3. 2) :

Cerl
(3. 3) V>0, E(t)<E0)e' @) avec w(¢) := W

Enfin, on améliore des résultats antérieurs de stabilisation uniforme sur
certains domaines étoilés particuliers : les polygones réguliers. Pour ces
domaines, on détermine toute une famille de multiplicateurs ¢ satisfaisant les
conditions requises pour l'obtention de (3. 3). On améliore alors I’estimation
de décroissance exponentielle en optimisant le taux de décroissance w(¢) sur
la famille des multiplicateurs admissibles. Ceci donne lieu a I’étude d’un
probleme d’optimisation non classique. A l'aide de techniques d’analyse
complexe, on construit pour chaque polygone régulier des multiplicateurs
admissibles donnant une meilleure estimation du taux de décroissance de
I’énergie. Par exemple pour le triangle équilatéral inscrit dans le cercle de
rayon R, on améliore 'estimation de L. R. Tcheugoué Tébou [71]

Vi>0, E(t) < E(0)e!/E
pour obtenir, de maniere théorique,
Vi>0, E(t)<E(0)e! /2R

estimation que 'on améliore par des calculs numériques pour obtenir finale-
ment

Vi>0, E(t)<E(0)e "2

On étudie ensuite de maniere semblable le cas des polygones réguliers.

Cette méthode est présentée dans le cadre bien connu de I’équation des
ondes, puis dans celui des équations de Maxwell. Toutefois, on peut aussi
I’appliquer & des problemes que les techniques d’analyse micro-locale ne per-
mettent pas encore d’étudier, par exemple le probleme de stabilisation non
linéaire des plaques de Kirchhoff dans des domaines non étoilés. Elle permet
aussi d’étendre les résultats de décroissance exponentielle de 1’énergie de F.
Alabau et V. Komornik [4], obtenus pour le systéeme général de ’élasticité
lorsque le domaine est une boule, a des domaines ”proches” (en un certain
sens) d’une boule (voir aussi les travaux de M. A. Horn [34] pour I’étude du
systeme de ’élasticité pour les matériaux homogenes isotropes).

Enfin, on utilisera cette méthode de multiplicateurs adaptés dans le
Chapitre 9 pour répondre a une question soulevée par E. Zuazua concernant
la stabilisation par un feedback localement distribué de ’équation des ondes
avec la condition de Neumann au bord : a ’aide d’une méthode de multi-
plicateurs par morceaux introduite par K. Liu [56], on montre que ’énergie
décroit exponentiellement méme si le terme d’amortissement ne s’exerce pas
sur un voisinage de tout le bord du domaine. Avec des techniques d’analyse
complexe, on donne des exemples explicites de géométries admissibles.
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CHAPITRE 4

DOMAINES PRESQUE ETOILES :
DEFINITIONS ET EXEMPLES

1. Définition

Soit Q un ouvert borné de RY. Soit {I'y,';} une partition du bord T
de Q. On note v le vecteur normal extérieur a I' et (| ) le produit scalaire
canonique de R,

DEFINITION . (Q,[g,1'1) est un domaine presque €toilé s’il existe ¢ €
C?(Q) telle que :

(4. 1) Sup {A¢(x) — 2X1(z),z € Q} < Inf {A¢(z),z € Q}
(4. 2) 0,¢ <0 sur g,
(4. 3) 0,0 > 0 sur 'y,

ot Ai(z) désigne la plus petite valeur propre de la matrice carrée symétrique

réelle D*¢(x).

En particulier, (2,Tg,[';) est presque étoilé s’il existe ¢ € C2(Q) telle
que :
(4. 4
(4.5
(
(4.7
ot A1(¢) :=infreq A1 ().

Remarque. J. E. Lagnese [47] et B. V. Kapitonov [41] ont introduit des
notions semblables.

N

A¢ =1 dans €,
Al(qb) > 07
d,¢ < 0 sur Iy,
d,¢ > 0 sur I'y,

N

N
(@)}

)
)
)
)

L’exemple le plus simple est le cas ot §2 est étoilé par rapport & z°, et 'y = 0:
alors la fonction

1
(4. 8) do(w) = 5;lv — "’

vérifie (4. 4)-(4. 7), donc (2,0, Q) est presque étoilé.

On commence par montrer que toute petite perturbation d’un domaine
étoilé donne un domaine presque étoilé :

45
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2. Perturbation d’un domaine étoilé

On va montrer que toute perturbation suffisamment petite de classe C*
d’un domaine étoilé de classe C? donne un domaine presque étoilé.

Soit Q un domaine borné de classe C?, étoilé par rapport & z'. On peut
construire f € C%(RY) telle que

D= {ocRY, [(x) = 0)
|f(z)] — 400 quand |z| — 400,
Ve el', Vf(z) #0,
Vo el, (m — x1|Vf(a:)> >0,
a ’aide de la distance signée a I' par exemple.
Soient £ > 0 et g € C}(RY). Considérons I’ensemble des points z. vérifiant
flze) +eg(ze) = 0.
Soit
h:(z,e)— f(z)+eg(z).
h est de classe C? et
Vih(z,e) =V f(z) +eVg(z).

Ainsi, si ¢ € I, h(z,0) = 0 et V,h(z,0) # 0. On peut alors appliquer le
théoreme des fonctions implicites, et on en déduit que si € est assez petit,
z. est bien défini, et la fonction € — z, =: z(£) est de classe C* au voisinage
de chaque point de I'.

On appelle €. le domaine borné ayant pour bord I'; I’ensemble des points
z.. Montrons que si € est assez petit, (Q,0,'.) est presque étoilé : soit
c>0et

bla) = sole — o'+ cef ()
Alors
Ag(z) =1+ ecAf(z),
AG(z) — 20(z) = 1 — o+ 2e(Af(x) — 20 (1) (2)),

ot A(f)(z) est la plus petite valeur propre de D?f(x). Ainsi (4. 1) est
satisfaite si ec est assez petit.
On étudie ensuite la dérivée normale de ¢ : si z. € I'.,

(Volwa) IV f(z2) +eVa(ae)
= <%($6 —z') +ecV f(z)|Vf(z:) + 5V9(9fs))

1
= (e 2190 + el V)

e

+ N(% - wlIVg(xs)) +52C<Vf($f)|vg($s)>'
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On recouvre ' par un nombre fini de voisinages V;; de points z; € I tels
que € — z, = z(¢) est de classe C? sur V,,. Alors il est facile de voir qu’il
existe M > 0 tel que

e

(5 =197 @0) + 5 (52 - 11V g 02))

N
~ 5 (20 = 9 ()| < e,

Comme z(0) € T,
(2(0) = 'V /(2(0))) > 0.
Donc il suffit de prendre c¢ assez grand de telle sorte que

M < ZIVS@O)IF < 51V @)l

si € est assez petit. On en déduit (4. 3) si € est assez petit.

Supposons maintenant que (€2,1'g,I';) est presque étoilé, et qu il existe
¢ vérifiant (4. 4)-(4. 7). Soit 2° € RN et ¢ définie par (4. 8). Soit P définie
par
(4 9) PI¢—¢0
Alors P vérifie :

(4. 10) AP =0 dans Q,
1

(4. 11) A (P) + ke 0,
(4. 12) 0 P—I—i<$—$0|l/($)) <Osurl

. v N >~ 0,

1 0

. ( —lz - > .

(4. 13) 0, P+ N(x x |1/($)> > 0sur I'y

Réciproquement, s’il existe P € C%(Q) et z° € RY tels que (4. 10)-(4. 13)
ait lieu , alors ¢ définie par (4. 9) vérifie (4. 4)-(4. 7).

Les problemes (4. 4)-(4. 7) et (4. 10)-(4. 13) sont donc équivalents via (4. 9).
On étudiera plus volontiers le probleme (4. 10)-(4. 13), plus aisément ma-
nipulable que (4. 1)-(4. 3), pour savoir si le domaine en question est presque
étoilé.

3. Cas des domaines plans : utilisation des fonctions
holomorphes

On confondra le complexe z = z + iy et le vecteur de R? ayant pour
cordonnées dans le plan (z,y).
Soit 2 un domaine ouvert borné connexe. Soit f une fonction holomorphe
sur 2, et appartenant & C%(Q). On note P sa partie réelle et () sa partie
imaginaire :

[(2) = P(z,y) +iQ(z,y).
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En dérivant par rapport a z et a y, on obtient :

oFP .0
1) = 9y + i e y),
o JoP .0
i) = 5 ) + 52 ).

On en déduit les équations de Cauchy-Riemann :

oP _0Q 0P 0Q

%_%et dy Oz’

Par conséquent :

(4. 14) 7 = G tes) + i @)

Ainsi le vecteur VP(z,y) correspond au nombre complexe f/(z).
Intéressons-nous maintenant a la matrice hessienne de la fonction ¢
définie par (4. 9) :
1
D*¢ = Sld + D*P.
On voit donc que :

(4. 15) M (6) = % +M(P).

Reste & calculer A;(P). Puisque P est harmonique et appartient & C2(9),
D?P(z,y) est une matrice carrée symétrique réelle ayant deux valeurs pro-
pres réelles et opposées, notées u et —pu.

—u? =det D*P(z,y)
_0*PO?P B ( o*p )2
- Q22 Oy? 0zdy

02 02
- _<??7];)2 B ((?ax(l;y)Q

Or, par dérivation :

o*p o*p
" T
Fil2) = Ox? Z@x@y'
Ainsi
-t =—1"(=)]%
On en déduit que
1

(4. 16) M(9) = 5 = 1" lleo;

ol [|f"]loe = sup{[f"(2)], = € Q.

Supposons que (2, g, ['1) est presque étoilé et qu’il existe ¢ satisfaisant
(4. 4)-(4. 7); on note P la fonction harmonique vérifiant (4. 9)-(4. 13). Si
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Q est simplement connexe, il existe une fonction holomorphe f ayant pour
partie réelle P. La fonction f vérifie donc :

(4. 17) 1/l < %
(4. 18) (WW(Z)) + %(z — ZO|I/(Z)) < 0 sur Iy,
(4. 19) <W|I/(Z’)> + %(z — ZO|I/(2)) > 0 sur I'y.

f" doit donc étre suffisamment petite (condition (4. 17)), mais f’ doit
étre suffisamment grande pour pouvoir corriger éventuellement le défaut
d’étoilement de € (condition (4. 19)). Ces deux conditions ne sont pas
toujours compatibles. Dans le paragraphe suivant, on exhibe un exemple
explicite de domaine presque étoilé non étoilé satisfaisant ces conditions.

4. Application : exemple d’un domaine presque étoilé non étoilé

Le domaine suivant, avec I'y = I', est un exemple de domaine non étoilé
et presque étoilé.

Fig. 2 - Domaine non étoilé presque étoilé

On note :

p:= min {|z|,z € '},

R:= max {|z|,z € '},

2z le milieu du segment [GH],
L la longueur du segment [GH].

Pour simplifier les calculs, on supposera que [C'D] et [GH] sont symétriques
par rapport a O.

ProrosiTION 4.1. Soit Q2 le domaine polygonal ABCDFEFGH.
St zo, L, p, R vérifient :

L
(4. 20) 0< Imz < %<|z0| - 5),



50 4. DOMAINES PRESQUE ETOILES : DEFINITIONS ET EXEMPLES
alors (2, 0,T) est presque €loilé sans élre étoilé.

Remarque. Cela fournit un exemple explicite de domaine presque étoilé
non étoilé. On a choisi de présenter un exemple de domaine polygonal, sur
lequel les calculs sont plus faciles & faire. Mais on peut ensuite arrondir les
angles pour obtenir un domaine de classe C2.

Preuve de la Proposition 4.1. Commencons par montrer que {2 n’est pas
étoilé : si Q était étoilé, il existerait z; tel que :

(4. 21) (ZO - 21|I/(Zo)) >0,
(4. 22) (=20 - =1lv(~20)) > 0.
Or, grace a la géométrie de Q, v(—zy) = —v(zp). Donc (4. 22) s’écrit :

(Zo + Z1|V(Zo)) >0,
et en ajoutant (4. 21) et (4. 22) :
2(z0lv(20) ) > 0,

ce qui est impossible si Im zg > 0.
1

Pour corriger le défaut d’étoilement, on perturbe ¢o(z) = %|z|? par une

fonction harmonique suffisamment petite pour que (4. 17) ait lieu, mais
dont la dérivée normale corrigera 9, ¢g la ou celle-ci est strictement négative.
Pour cela, on construit f holomorphe ainsi : soit > 0; on impose :

f'(z0) = —mi et f'(—z0) = ni.
Pour ce faire, on peut choisir :
(4. 23) f(z) = -mi—.
On définit alors ¢ par :
1
B(z,9) = 71l + Ref(2).
A l'aide des résultats précédents :

Vo(e,y) = 52+ T2,

1
M (@) = 5 = 1o

Or,
n
1/ loo = =
EN
Cela nous donne une premiere condition nécessaire :
1
o
lzo] 2

Etudions maintenant 0d,¢ sur [C'D] et [GH]; par symétrie, on se contente
d’étudier sur [GH], qu’'on parametre ainsi pour ¢ variant dans [0, 1] :

z:t(zo—}—g)—l—(l—t)(zo—g):ZO—I—(t—%)L.
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Alors a ’aide de ce paramétrage :

) 1 n 1 .
0,6(2) = —51mz0 + (%(zo +(t-3)D) - i)
_ L I <m’ I )
= —5imz — m %(20‘1‘( —5) )
_ 1 L n(t— )L
= —§Imzo + Im <m 4+ T)
1 nL
9,6(2) > — ~Imzg — ——
d,0(z) > n 5 mzg 21z0)

On étudie ensuite d,¢ sur les autres cotés :

0,6() = 5 (21v(2)) + (FEI(2))

2
N 1 R
Ceci nous amene les conditions suivantes :
n 1
4. 24 e = — < =,
(4. 24) 17 = < 5
1 nL
4. 25 n— =1 —— >0
( ) n 9 mzy 2P = Yy
R
(4. 26) p—2n—>0.
|0l

(4. 24) est automatiquement vérifiée des lorsque (4. 26) Dest.
Reste (4. 25)-(4. 26) :

(1- QL—p)n > % Im zg,
1< 4=l
- 2R
L’hypothése (4. 20) nous assure qu’on peut trouver 5 vérifiant (4. 25)-

(4. 26).

Ainsi (2,0, 1) est presque étoilé sans étre étoilé. M

Je tiens a remercier B. Rao pour de fructueuses discussions qui ont conduit
a la construction de cet exemple.
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5. Contre-exemple : la couronne

On s’intéresse au probleme de la couronne.

Soient :

C, = {z: |2 = pb,
Cr:={z:|z| = R}.

Il est clair que si on impose la condition
FO :CP et Fl :CR,
alors la fonction ¢(2) = 1|z|? vérifie (4. 4)-(4. 7). Donc (2,C,,Cr) est

4
presque étoilé.
Que se passe-t-il si on impose que I'g = 7

ProproSITION 4.2. Soit Q la couronne {z : p < |z| < R} et 'y = T.
Alors (Q2,0,T) n'est pas presque €toilé.
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Remarque. Cela montre les limites de cette classe de domaines. En effet,
considérons le probleme

u” — Au = 0 dans Q,

Oyu = 0sur C,,

du+ au+ v =0 sur Cg,

u(0) = u®, u'(0) = u!,
Le résultat de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [8] s’applique et assure que
I’énergie de la solution décroit exponentiellement vers zéro. Par contre on

ne pourra pas appliquer le Théoréme 5.3, parce que ce domaine ne satisfait
pas les hypothéses géométriques requises.

Preuve de la Proposilion 4.2. Supposons qu’il existe une fonction ¢ sa-
tisfaisant (4. 1)-(4. 3). Compte-tenu des symétries du domaine, on peut

supposer que ¢ est radiale. On note r := y/22 + y2. Soit

o(r) = é(z,y).
On va calculer A¢ et \i(z,y) en fonction des dérivées de 1 :
06 _0vor _z, 96 _0vor _y
dxr  Or 0z sz(’r‘) et gy _ ordy Tﬂﬁ(ﬂ-
82¢ ’t,/), r £C2 ¢/, r wl r $2 yg
a7 7{ '+ 7<# B r(z )y = TV )+ V),
82Q5 ¢/ r y2 ,(/}// r ,(/}/ r y2 £C2
gye = o S-S = B+ v
0% _ vy '(r) _ ¥(r),
dzdy r 2

Ainsi la matrice hessienne de ¢ s’écrit

DQq)(x - f_j ///Igr) + 17{—3/1&/(7‘) ?(¢r(r) _ ¢T(2r))
Y= ﬂ(dJ (r) _ 1/!(27‘))) Y (1) + T (r)

r r r

On retrouve la formule
/‘/
Aﬂb: L/J”(T‘) _I_ 11) (T’)
r

D’autre part, un simple calcul montre que le déterminant de D%¢(z, y) vaut

4 4 2

2
z ) 7Yy
SV (r) + ¢ ()" (r) + 2—5=¢'(r) 9" (r)
22+ 2)2 ‘ ‘ W (g
_ ( r5y ) ¢/(r>w//(r) _ w//(r)@tﬁ )
On en déduit donc que les deux valeurs propres de D?¢(z,y) sont
¢'(r)
" t 7
() e O

Ainsi, en notant Ay(z,y) 'autre valeur propre de D%¢(z,y), on a la relation

20(e,) = 22a(a.9) = Naley) ~ Maler ) = 87 - E,

r
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On peut alors réécrire le systeme (4. 1)-(4. 3) sous la forme

¢'(r)

(@ 27) sup {1670) ~ L) e o, By < ind () + D e ),
(4. 28) ¢Y'(R) >0,
(1. 29) ¥(p) < 0.

De (4. 28) et (4. 29), on tire que ¢’ s’annule sur [p, R]. Soit ro tel que
¥'(ro) = 0. Alors, on tire de (4. 27) que

¢'()
r

< inf {¢"(r) +

%" (ro)| < sup {|¢"(r) - |, € [p, B}

!/

()

;7 € [p, R]} < 1/)”(7‘0),

d’ou la contradiction. W

6. Exemple en dimension supérieure

L’étude se fait de la méme facon : on corrige le défaut d’étoilement par
le gradient d’une fonction harmonique.
On peut ainsi montrer sans peine que le domaine suivant est non étoilé et
presque étoilé.

Fig. 4 - Domaine presque étoilé



CHAPITRE 5

STABILISATION FRONTIERE DE
L’EQUATION DES ONDES DANS UN
DOMAINE PRESQUE ETOILE REGULIER

Soit Q est ouvert borné de RY de classe C?. On note v le vecteur normal
extérieur au bord I' de . On suppose que la partition du bord {['p,I';}
vérifie
(5. 1) [only =0.

On suppose que (€2,'g,I'1) est presque étoilé. On s’intéresse au probleme
de décroissance rapide de I’énergie des solutions de ’équation des ondes

stabilisée par un feedback frontiere, probleme déja étudié notamment par
V. Komornik et E. Zuazua [42], V. Komornik [43], L. R. Tcheugoué Tébou

[71].

Soient

(5. 2) ¢ une fonction positive et bornée sur €2,

(5. 3) a et ¢ deux fonctions positives de classe C! sur T'y.

On supposera

(5. 4) q#0 ou To#0 ou a#0.

On note de maniére usuelle Hf (Q) := {u € H'(Q),u = 0 sur [o}. Soit
(uo, u1) € HY () x L*(€2). On considere le probleme d’évolution suivant :

5

[

u" — Au+qu =0 dans Q x R,
u=0sur 'y x Ry,
O,u+ au~+ fu' =0 sur 'y X R,
u(0) = u°, «'(0) = u’.

ot
(@]

o)
-1

Ut

(
(
(
(5. 8

)
)
)
)

On va montrer que, moyennant des choix particuliers de fonctions a et £,
I’énergie décroit uniformément vers 0 si 2 est presque étoilé, et que dans le
cas de certains domaines dont la géométrie est connue, on peut améliorer le
taux de décroissance de I’énergie en choisissant judicieusement la fonction ¢
vérifiant (4. 4)-(4. 7).

55
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1. Théoréme d’existence

THEOREME 5.1. On suppose que (5. 1)-(5. 4) sont réalisées. Alors, élant
donné le couple de données initiales (u®,u') € Hf, Q x L*(Q), le probléme
(5. 5)-(5. 8) admel une solulion unique vérifiant :

(5. 9) uc C<R+, H%O(Q)) net (R+, LQ(Q)).

u sera appelée solution faible du probléme (5. 5)-(5. 8).
Lénergie E/ : Ry — R4 de la solution u définie par :

(5. 10) E(t) = l/u’2—|—|Vu|2—l—qu2alx—|—1/ au® ds
2 Ja 2Jr,

est décroissante au cours du temps.

THEOREME 5.2. Si en plus de (5. 1)-(5. 4), on suppose que (u°,u')
vérifie :
(5. 11) (u®,ul)y € HE(Q)N H%O(Q) X H%O(Q),

. d,u® + au® 4 fu' =0 sur 'y,
alors la solution u posséde la régularité suivante :
5 1) we 12 (Ry, HAQ)), o € L= (Ry, HE (9)),
5. 12
' € L <R+, L2(9)>.

Dans ce cas, u sera appelée solution forte du probléme (5. 5)-(5. 8).

La preuve de ces deux théorémes est classique (voir par exemple [44]).

2. Stabilisation uniforme sous un feedback particulier

THEOREME 5.3. Soit Q un domaine borné dans RY de classe C?. Sup-
posons que (Q, Lo, ['1) est presque étoilé, et supposons qu’il existe ¢ € C*(R)
vérifiant (4. 4)-(4. 7). On définit

2
(5. 13) C = maz (3, 1= 2(9)), et Q1 = |V
On suppose

(5. 14) C+Q < 1.
Soit :

1-C -0
5. 15 =
(5 15) Vel

On définit les fonctions a et £ par :

C 1
- dbell=——0,0
2[[VellZ IV&lloo

Soit (u®,u') € HE (Q)x L*(Q). Alors, l'énergie de la solution faible associée
u vérifie estimation suivante :

(5. 17) Vt >0, E(t) < E(0)e' ™"

(5. 16) a
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Remarques. 1. Si ¢ satisfait seulement (4. 1)-(4. 3), 'estimation (5. 17)
de décroissance exponentielle (5. 17) demeure vraie. La seule différence
provient de la valeur de C.

2. On montrera apres la preuve du théoréme comment obtenir un résul-
tat de stabilisation uniforme sous des conditions moins restrictives sur « et

L.

3. Preuve du Théoréme 5.3

La démonstration de ce théoréme est basée sur la méthode des multipli-
cateurs. On commencera par prouver ’estimation (5. 17) pour des données
initiales régulieres, c’est-a-dire vérifiant (5. 11) et on concluera avec un ar-
gument de densité. Lorsqu’on considére des données initiales régulieres, la
validité des calculs est acquise a I’aide de la régularité de la solution w don-
née par le Théoreme 5.2. On omettra de préciser les éléments différentiels
dans les calculs.

3.1. Inégalités fondamentales.

LEMME 5.1. Soit (u°, u') vérifiant (5. 11). La solution de (5. 5)-(5. 8)
vérifie :

(5. 18) VO< S <T < +o0, E(S) / /Eu dsdt.
Iy

Preuve du Lemme 5.1. On multiplie (5. 5) par u’ et on intégre par parties.

0:/ / o' —Au—l—qu)

2[/Qu —}—|Vu| —}—qu / /

1

—[/ u'2+|Vu|2—}—qu2—}—/ au’ / /EU’Q.
21 Jq r,

Le résultat fondamental prouvant le Théoréme 5.3 est obtenu par la méthode
des multiplicateurs. Soient ¢ une constante, (u’, ul) vérifiant (5. 11) et u la

solution de (5. 5)-(5. 8). On définit

M(u) =2V¢ - Vu+ cu.

LEMME 5.2. Soient (u’,u') vérifiant (5. 11) et 0 < S < T < +oo.
Alors :

(5. 19) /T/F —(au+ Cu') M (u) + 0,0 (u"* — |Vul?) ds dt

T T
+/ (0,u)%0, ¢ ds dt = [/ u' M (u) dx}
s Jrg Q S

T
—I—/ /(1 —o)(u"” = |Vul?) + qu M (u) + 2<D2¢ : Vu|Vu) dz dt
S JQ
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Preuve du Lemme 5.2. On multiplie I’équation (5. 5) par M (u) et on integre
par parties sur Q x [S,T7].

Oz/ST/Q(u”—Au—I—qu)M(u).

:[/ // 2V - Vi + cu') //OuM
_|_/S /QVu-V(Qqu-Vu—}—cu)—l-/S /QQUM(“)

= [/ﬂ u'M(u)E_/ST 5 ayuM(u)_/ST/FO2(61,u)26y<b+/ST/Qun(U)
_/ST/Qqu-V(U’Q)—|—Cu’2—}—/ST/QC|VU|2+28iuai(aj¢aju)

= [/ﬂ u'M(u)E_/ST 5 ayuM(u)_/ST/FO2(61,u)26y<b+/ST/Qun(U)
—/ST/FU’Q(?VQH—/ST/Qu’Q—C(u’2—|Vu|2)—}—2<D2(¢)-VU|VU)—I—V¢-V<|Vu|2).

Donc, en faisant passer les intégrales sur le bord dans le membre de gauche:
T T 9
/ (0,u)%8,¢ —I—/ O, uM (w) + 8,0(u'” — |Vul?)
S Fo S 1_‘1

T T
- [/ u'M(u)| +/ (1= ) (w”* = |Vaf?) +2( D?6.Vu| V) + quM (u) B
Q S Js
Remarque. On a plusieurs fois utilisé le fait que, puisque v = 0 sur I'g,
Vu = (0,u)v sur ['g.

3.2. Fin de la preuve du théoréme.
On va commencer par estimer les termes du membre de gauche de
(5. 19).
LEMME 5.3. Soient (u®, u') vérifiant (5. 11) et ¢ € Ry. On définit a et
{ par :
c
(5. 20) 6= ——0,0ell=—
2|1V ellZ Vel

Alors la solution forte u de (5. 5)-(5. 8) satisfail :

0, 9.

(5. 21)
/ (Opu) l,cbdsdt—}—/ / (au+Lu") M (u) + 8,6 (u'> — |Vu|?) ds dt
FO 1_‘1

T
< 2|Vl (B(S) - E(T)) —g/s /F au? ds dL.
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Preuve du Lemme 5.3. Grace a (4. 6)

/ (Oyu) 20,6 < 0.
Lo

D’apres (5. 20), a et £ sont de la forme :
a=«ad,¢ et L= X0,0.
Alors :
—(au+ €u')(2V$ - Vu + cu) + 8,6 (v — |Vul?)
< ('?l,cb<HquHgo(au + ')+ |Vau|? = cou? — chun’ + ' — |Vu|2)
< 0,0((1+ NVl u™ + (a2 V6|4, - ca)u? + 2aX|VoI% — eNun).

A Taide des choix donnés par (5. 20) et en utilisant (5. 18), on en déduit
(5.21). m

LEMME 5.4.
(5. 22) ‘/QU’M(U) dac‘ < 2|Vl E(t)  sice[0,2].
Preuve du Lemme 5.5.
/(M(u))Qz/(Qqu-Vu—i—cu)?
o o

= / (2V¢ - Vu)? + c*u? 4+ 2¢V e - V(u?)
Q

2
= / <2Vq§ . Vu) + 2 + 26/ 0, pu? — / 2cu?
Q N Q

2
— / <2V(b . Vu> +c(c— 2)u2 + 2¢ d,ou’.
Q

Iy

Comme par la suite on choisira ¢ dans [0, 1], on peut se contenter d’étudier
le cas ¢ € [0,2]. Ainsi :

/M / 2V - Vu) + 2¢ 3, ou’.

Iy

Soit d un réel non-nul. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|/u’M(u)| < (/ ) ( /M(u)2 ’

Q Q
<d—2 +— (2V¢-Vu)2+ aqbu
=2 Jo" T 2

< Sup (d2 4”2?"2 )(Q/QU + [Vul* + ;/Fl au2>.

En choisissant d? tel que

AIVeIlZ

2 _
=~
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on obtient :

[ wM] < 2vel.p0)m

A T’aide des estimations (5. 21) et (5. 22), (5. 19) devient :

(5. 23) /ST/QQ_C)(U'? ~ IVu?) +2(D% - Vul Vu) + qui (w)

e [T
v [ [ e cavolps),
2J)s Jr,

(5. 24) / /1—cu + 2A (qﬁ)—(1—c)>|Vu|2—}—cqu2—|—2unqb-Vu

e [T
+ —/ / au? < 4|Vé||E(S).
2Js Jr,

Reste & examiner le dernier terme du membre de gauche de (5. 23) :

En utilisant (4. 5), on obtient :

LEMME 5.5.
(5. 25) |/quuv¢-vu‘ < 2lVaVoll E(t) = 20, E(t).

Preuve du Lemme 5.5. On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz comme
précédemment. Soit 5 > 0 :

‘/Qunqﬁ-Vu‘g (/qu) (/(\fw Vu))

N\ L 8
<5 [ DTS [ v

En choisissant 32 = ||,/gV¢||s, on obtient le résultat voulu. W
On obtient alors :

(5. 26) 2<inf{1—c,2/\1(¢) (1-c),e, oV - / E < 4]|Vé|l E(S)

Une simple étude graphique montre que la constante ¢ donnant le meilleur

résultat, c’est-a-dire le plus grand coefficient de fST E(7)dt dans (5. 26), est
la valeur donnée par (5. 14) :

¢ =C = max (;, 1- /\1(q6)).

Alors, (5. 26) devient :

T
2(1-C- Q) [ B <4IV6lE(S),

S

et, & condition que 1 —C — Q1 > 0:

T 2[| V]|
27 E< VOl -
(5. 27) s T 1-C-Q w
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En faisant tendre T vers 400, on voit que I’énergie F est une fonction
positive décroissante qui vérifie :

+oo 1
vS > 0, E < ~E(S).
S w

On conclut a ’aide de I'inégalité intégrale donnée par le Lemme 1.1 que
(5. 28) Vi >0, E(t) < E(0)e'™"

Ceci prouve donc l'estimation annoncée dans le Théoréeme 5.3 pour les solu-
tions & données initiales régulieres.

Remarque. Lorsque ¢ satisfait seulement les conditions plus faibles (4. 1)-
(4. 3), il faut simplement remplacer le coefficient (1 — ¢) par (A¢ — ¢) dans
(5. 23). L’hypothese (4. 1) permet alors de choisir une constante c telle que
(5. 27) soit vraie.

On prouve a ’aide d’un argument de densité que cette estimation reste
vraie pour toute solution faible u : soit (u°,u') € Hf (Q) x L*(Q), et u
la solution faible associée. Le sous-espace vectoriel formé par les couples
(v°,v') vérifiant (5. 11) est dense dans I’espace d’énergie Hf (Q) x L*(9).
On en déduit qu’il existe une suite (uy), u, )neny dans H? (Q)NH} () x HE ()

qui converge dans I'espace d’énergie vers (u°,u'). Soit u, la solution forte

du probleme (5. 5)-(5. 8) associée & la donnée initiale (u2,ul). A n fixé, on
peut utiliser I’estimation (5. 28) :

(5. 29) Ve >0, E(uy)(t) < E(u,)(0)e' ™"
Or, par construction, la suite (u2, ul),en vérifie :

(5. 30)
E(u,)(0) = ||(u%,, uln)”i@o (@x2@) E(u)(0) quand n — +oo.

D’autre part, en utilisant la décroissance de I’énergie du probleme linéaire :
E(u, —u)(t) < E(u, —u)(0);

on en déduit que :

(5. 31) Vt >0, E(uy)(t) — E(u)(t) quand n — 4o0.

Ainsi, en passant a la limite en n a ¢ fixé dans (5. 29), on obtient :

(5. 32) vt >0, E(t) < E(0)e!'™"

Ceci acheéve le démonstration du Théoreme 5.3. W

3.3. Stabilisation uniforme sous des conditions plus générales.
Soit 2 un domaine presque étoilé de classe C* et soit ¢ vérifiant (4. 4)-(4. 7).
On suppose que les conditions suivantes sont réalisées :

(5. 33) min r,d,¢ > 0,
(5. 34) min p,a > 0,
(5. 35) min 1, € > 0.
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THEOREME 5.4. Sous les hypotheses (5. 14), (5. 33)-(5. 35), il existe
deux constanles strictement positives C' et w lelles que, pour tout couple
de données initiales (u°,u') € HY, () x L*(Q), la solution faible associée
vérifie l'estimation :

(5. 36) Vi >0, E(t)<CE(0)e' ™"

Preuve du Théoréme 5.4. On travaille dans un premier temps sur des don-
nées initiales réguliéres, puis on conclut par densité. Grace a (5. 33)-(5. 35),
on peut écrire a et £ sous la forme

(5. 37) a=ad,¢ et L= X0,9.
On utilise alors Iidentité (5. 19) pour obtenir :

T
21 —c— Ql)/s E < A4Vl E(S)

T
-I-/ / (—(au—l—/\u’)Qqu-Vu—l—u’2—|Vu|2)(?l,qb—}—c’au2,
r

On voit sans peine qu’il existe une constante positive C' telle que

(5. 38) 21— c—Qn) / E < A4|V9|l E( +C/ /Flu +u”.

De (5. 18), on tire que
T 2
/ / u'* < CE(S).
S JI

Enfin, on utilise un résultat de F. Conrad et B. Rao [16] pour estimer le
terme qui reste :

LEMME 5.6. 3C' > 0,Ve > 0, la solution faible de (5. 5)-(5. 8) vérifie :

(5. 39) 0<S<T<—|—oo// —}—5/ E.
Iy

(on adaptera leur méthode dans les Parties 3 et 4 pour d’autres probléemes)

Alors, en choisissant € assez petit, on aboutit a une estimation du type
(5. 27), d’ou le résultat (5. 36). W



CHAPITRE 6

STABILISATION FRONTIERE DE
L’EQUATION DES ONDES DANS UN
DOMAINE POLYGONAL

L’intérét de 1’étude de la validité des résultats précédents sur un do-
maine polygonal presque étoilé est double : en premier lieu, pour connaitre
I’influence des singularités provenant des coins sur les résultats précédents,
et ensuite pour pouvoir effectuer des estimations sur le taux de décroissance
de I’énergie dans des domaines dont la géométrie permet de faire des calculs
explicites.

1. Casou Iy =0

Soit €2 un domaine polygonal sans fissure. Le bord I' de € est constitué
par la réunion de segments de droite notés I';. On suppose qu’il existe

® € C%(Q) telle que :

(6. 1) A¢ =1 dans ,

(6. 3) dy¢ > 0sur I

On s’intéresse au probleme :

(6. 4) u” — Au =0 dans Q x R,

(6. 5) dyu+au+lu =0sur I x Ry,

(6. 6) u(0) = u°, «/(0) = u’.

Soit (u°,u') € Hf () x L*(2). Alors, d’aprés les résultats de P. Grisvard

[24], le probleme (6. 4)-(6. 5) admet une unique solution faible u :
6. 7) we Ry, H'(Q)) N (Ry, L2(Q))

Mais des singularités apparaissent aux coins, empéchant u d’avoir la régu-
larité H%(Q), méme si les conditions initiales sont régulieres. En fait, la
régularité de u est fonction de la mesure des angles non convexes. Toutefois,
le résultat de stabilisation uniforme obtenu dans le Théoréme 5.3 demeure
valable :

63
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THEOREME 6.1. Soient

2 1-C

6. 8 C = -, 1-2A t =
( ) max<3, 1(¢)> € w QHVGb”oo
On choisit :
(6. 9) a—Laqﬁetﬁ—i@(b

' 2|Vellz, ™ IVlloo ™
L’énergie de la solution faible associée u vérifie ['estimation suivante :
(6. 10) Vi >0, E(t) < B(0)e!

Preuve du Théoréme 6.1. Le résultat crucial pour la démonstration du
Théoreme 6.1 est la validité de l'identité (5. 19). P. Grisvard [24] a travaillé
sur le systeme équation des ondes avec condition au bord de type Neumann
homogene, et a montré que l'identité (5. 19) demeure valable si u vérifie
(6. 4) et possede la régularité suivante :

(6. 11) dsp > % tel que v € L™ (R4, H*(Q)).

En fait, dans notre cas, il suffit que la solution du probleéme stationnaire
(6. 12) ~Av=feL*Q),

(6. 13) d,v+av=0sur [,

vérifie :

(6. 14) dsg > ; tel que v € H*(Q).

ProproOSITION 6.1. Soit Q un domaine ouvert polygonal sans fissure el
borné. Soil a une fonction positive non nulle sur ' appartenant @ C*(T).
Alors il existe sg > 3 tel que la solution v du probléme (6. 12)-(6. 13) vérifie:

(6. 15) ve H(Q).

Preuve de la Proposition 6.1. En considérant la forme bilinéaire symétrique
définie sur H1(Q2)? par :

B(u,v):/Vu-Vv—l—/auv,
Q r

on montre aisément Iexistence d’une solution faible du probleme (6. 12)-
(6. 13) dans H*(£2). (On utilise de maniere cruciale la compacité de I'injection
de H'(Q) dans L%(), et la continuité de I"application trace.)

Soit v la solution faible. Alors

av € H%(F)
En utilisant la surjectivité de ’application :

1Y Q) — [JHz(1y),

w —r (81/] w)j,
on en déduit qu’il existe wy; € H2() tel que :

(6. 16) d,;w = —av sur chaque coté I'; .
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On considere alors la solution wy du probléeme :
(6. 17) ~Awy = f + Aw; € L*(Q),
(6. 18) d,wy = 0.
D’apres P. Grisvard [24], il existe sg > % tel que wy € H* (). Mais alors,
la fonction w = v — (wy + wsy) est élément de H(Q) et vérifie :
(6. 19) Aw =0,
(6. 20) d,w =0,
Ce systéme n’admet pour solution H' que les fonctions constantes. Par
conséquent, v appartient & H*0(Q2). W
2. Cas ou I'g # 0

On considere le probleme ot € est polygonal sans fissure, son bord étant
partitionné en ['g et I'y. On supposera que chaque c6té fait partie soit de
I’y soit de I'y.

PROPOSITION 6.2. Soit v la solution du probléme stationnaire :

(6. 21) —Av=f€L*Q),
(6. 22) v =0 sur Iy,
(6. 23) dyv+av =0 surl;.

On suppose que a est une fonction posilive non nulle appartenant a C1(€).
De plus, on suppose que les angles ou il y a changement de condition auz
limites (c’est-a-dire d’un coté on est sur I'g et de lautre sur I'y) sont con-
vexes, c’est-a-dire leur mesure est strictement inférieure a w. Alors il existe
S0 > % tel que v appartient a H* ().

La preuve est analogue a celle du cas 'y = (). On en déduit alors le résultat
suivant :

THEOREME 6.2. Soit Q un ouvert polygonal sans fissure et borné. Soit
{lo,I'1} une partition du bord. On suppose que chaque c6té appartient soil
a g, soit a I'y, et que les angles de changements de condition aux limites
sont strictement convezxes. On suppose que S est presque éloilé. On définit
a et £ par (5. 16). Alors ’énergie de la solution u du probléeme (5. 5)-(5. 8)

vérifie l'estimation :
(6. 24) E(t) < E(0)e'™",

w €tant déterminé par (5. 15).

Remarque. Dans le cas d’un ouvert régulier dont la partition du bord
{To, 'y} vérifie :

ToNTy # 0,

'identité (5. 19) se transforme en une inégalité qui demeure suffisante pour
obtenir le résultat de décroissance uniforme de I’énergie (voir P. Grisvard
[24] ou M. Moussaoui [60]).
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CHAPITRE 7

APPLICATION : STABILISATION RAPIDE
DANS DES DOMAINES PLANS
PARTICULIERS :

LES POLYGONES REGULIERS

Soit Q un domaine plan de classe C? ou polygonal sans fissure. On
suppose que :

(7. 1) Iy =0,
(7. 2) gq=0

On suppose que (2,0, T') est presque étoilé, et qu’il existe ¢ de classe C? sur
Q vérifiant :

(7. 3) A¢ =1 dans ,
(7 4) /\1(¢) > 0,
(7. 5) 0,0 > 0 sur I

Soient a et £ les fonctions définies sur I' par (5. 16). Soit (u?, u') € H'(Q2) x
L*(Q). On considere le probleme d’évolution suivant :

(7. 6) u” — Au =0 dans Q x R,

(7. 7) dyu+au+lu =0sur I x Ry,

(7. 8) u(0) = u°, u'(0) = u'.

On est dans les conditions d’application du Théoreme 5.3 : ’énergie de la
solution faible u de (7. 6)-(7. 8) vérifie I'estimation :

(7. 9) E(t) < E(0)e'™,
w étant déterminé a l'aide de la fonction ¢ :

i (9))
2ol

En particulier, si Q est étoilé par rapport & un point zY, alors la fonction

(7. 10)

1
Po(z) = Z|$ - 950|2

67
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vérifie (7. 3)-(7. 5) et permet de retrouver le résultat de Tcheugoué-Tébou
[71] :

_t
(7. 11) E(t) < E(O)e1 3R(=%) avec R(z") := sup|z — 2°|.
T€EQ

Si le domaine €2 possede plusieurs fonctions ¢ satisfaisant (7. 3)-(7. 5),
on peut essayer d’optimiser le taux de décroissance sur ’ensemble des fonc-
tions ¢ admissibles. En particulier, si €2 est étoilé, on connait déja une
fonction ¢ admissible, il reste donc a voir si on peut en trouver d’autres qui
améliorent le taux de décroissance. On va voir que c’est impossible dans
le cas de la boule, mais que par contre on peut y arriver lorsque le do-
maine présente des “angles”. L’idée sera de perturber ¢y par des fonctions
harmoniques adaptées au domaine considéré.

1. Un résultat négatif : le cas de la boule

ProrosiTION 7.1. Soit Q la boule de centre O et de rayon R. Alors
Uestimation (7. 11) ne peutl étre améliorée a l'aide du Théoréme 5.3.

Preuve de la Proposition 7.1. En effet, soit ¢ vérifiant (7. 3)-(7. 5), et P
défini par :
1
P(z) = 6(z) = L Jaf”.

P est une fonction harmonique de classe C? sur . Alors,
/ 0,P = / AP =0,
r Q

e ou 0, P est nulle sur I', auquel cas P est constante, et on retrouve
I’estimation (7. 11) avec le meilleur choix possible : z° = O.

e ou il existe un point z! de T tel que 9, P(z!) > 0, ce qui signifie que
VP(z!) est sortant :

On en déduit que

T

NE—

Fig. 5
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Alors,

1
IVélloo > IVe(2h)] = H% + VP =

N | By

Par conséquent

inf{4,\1(6)} _ 1

2[Véllea T 3R

Remarque. 1l ne semble pas non plus possible d’améliorer le taux de
décroissance de I’énergie en utilisant des fonctions ¢ vérifiant les conditions
plus générales (4. 1)-(4. 3).

2. Le cas des polygones réguliers

On se place a présent dans le cas ou  est un polygone régulier. On va
montrer le résultat suivant :

THEOREME 7.1. Soit Q le polygone régulier a n c6tés inscrit dans le
cercle centré en O et de rayon R. Grace a un choix convenable de fonctlion
¢, et en choisissant le feedback défini par (5. 16), les solutions faibles du
probléme (7. 6)-(7. 8) vérifient Uestimation :

t

(7. 12) Vi >0, E(t) < E(0)e' .
avec
1
(7. 13) pn:(3——1)Rsi3§n§8,
n J—
2w 2

sin® - T .
2n ~— sin>9.

7. 14 = (3—6c,)R, =20
( ) p ( < ) avec 1_|_ (COS %)n—l 8n2

De plus dans le cas du triangle équilatéral (n = 3), on peut améliorer ce
résultat pour obtenir

(7. 15) p3 < 2,36R sin=3.

Remarques. 1. Le choix de la fonction ¢ sera explicité au cours de la
preuve.

2. Un principe général de D.L. Russell [69] montre que les résultats de
stabilisation uniforme (7. 13)-(7. 15) impliquent des résultats de controla-
bilité exacte du systeme associé en temps T > p,. En particulier pour le
triangle équilatéral, on obtient T > p3 > 2R > Rv/3. Donc cette méthode
n’est pas assez puissante pour retrouver des résultats connus (contrélabilité
en temps 7' > 2R), et encore moins des résultats semblables a ceux trouvés
dans des domaines analytiques par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [8].

3. 1l serait intéressant de savoir s’ existe une fonction ¢ donnant des
résultats optimaux, et si c’est possible de la trouver.

Preuve du Théoréme 7.1. Soit £ un polygone régulier a n cotés. Quitte

a faire un changement de repére, on peut supposer que les sommets de €
ik
sont les points d’affixe Re*n ,0< k <n-—1. La preuve du Théoréme 7.1

découle immédiatement de ’estimation donnée par le Théoreme 5.3, a ’aide
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d’un choix judicieux de fonction ¢ : en effet, étant donné que le feedback
est défini par (5. 16) :

sup{Z,1— A\i(6)} L
= 01, l= al/ 3
T Al - e

I’énergie des solutions vérifie :

inf{%7 A1(¢)}
2[[Velloo

Le but est de trouver ¢ de telle sorte que w(¢) soit le plus grand possible.
Pour ce faire, on écrit ¢ comme perturbation par une fonction harmonique
P de ¢p(z) = %|x|2. A I’évidence, il faut que V P soit rentrant aux points ot
V¢ atteint son maximum, dans le but de diminuer ||[V¢||. Par exemple,
pour le triangle équilatéral, on cherchera P telle que le champ de vecteurs
VP ait cette allure :

E(t) < E(0)e' ™" avec w(¢) =

Fig. 6- Allure du champs de vecteurs VP sur I'

On commence par étudier quelques propriétés préliminaires.

2.1. Quelques propriétés générales de ¢.

LEMME 7.1. Soit ¢ € C*(Q) vérifiant \1(¢) > 0. Alors, [|V¢|| atteint sa
borne supérieure uniquement sur le bord de §2.

Preuve du Lemme 7.1. Un argument classique de continuité nous dit que
[[V || est borné et atteint sa borne supérieure sur §2. Supposons que ||Vl
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soit atteinte en un point intérieur, noté z; = (z1,y;) Alors, comme ¢ est de
classe C? :

0 (/0¢p\2 0o\ 2

%((0_36) (x1,y1) + <0_y> (1‘1,?/1)) =0,

%((g_j)?(mayl) + (%)2(5317%)) =0.

D% -Vé(z1,p1) = 0.

Or, la matrice D?¢ est inversible en tout point. Donc, le vecteur V¢ est nul
en (z1,y1), donc partout sur €, compte-tenu de la définition de z;, ce qui
contredit le fait que D?¢ n’est jamais la matrice nulle. W

On en déduit :

LEMME 7.2. Parmi les fonctions ¢ vérifiant (7. 3)-(7. 5), et
(7. 16) V¢(0) =0,

la fonction ¢ donnant le meilleur tauz de décroissance vérifiera la condition
supplémentaire :

(7. 17) A1(¢) >

W =

Remarque. On verra par la suite que la condition (7. 16) est une con-
séquence directe des symétries du domaine.

Preuve du Lemme 7.2. Soit ¢ vérifiant (7. 3)-(7. 5) et (7. 16). Comme
d’habitude, on note P = ¢ — i z|?2. Comme § est simplement connexe, il
existe f holomorphe sur Q ayant pour partie réelle P. Pour tout € > 0, on
note :

(7. 18) ¢ = ¢o teP.
Alors

1
(7. 19) M(ge) = 5 = llef oo

Supposons Ai(¢) < 1. Soit £ tel que Ai(¢.) = 5. ¢. vérifie alors (7. 3),
(7. 4), (7. 16) et (7. 17). Supposons qu’elle vérifie aussi (7. 5). On va
montrer que

1 N A1(9)

= V. = <=

(7. 20) w(¢e) "2Vl

En effet,
p=¢po+P=¢o+eP+(1-ec)P=0¢.+ (1 -¢)P,

Vo(z) =V (z)+ (1 —e) f'(2).

1@ - o=z rua
Comme f'(0) = VP(O) =0 :
|7(2)] < Bl "l
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On en déduit :

IVélloa = IVeelloo = (1= )| llcos

M@ =3 = 1o = 5 = el oo = (1= )" le = 5 = (1= )17l
Alors :
o 20l 06l = (R
1(0) L= =)/l
En remarquant que
w0l s L2 yopy s L= L

(7. 21) devient :

AVolloo - oM — (1= S o
PO I ey TS Ty

Or, la fonction ¢ — ]\f__tt est monotone croissante des lors que M > % On en

3
déduit :

20l o

M
— = 6|V o.M
Remarque. La méme démonstration dit aussi que :

R
6 Vel > 65 = 202 5i M(6) >

W =

On n’obtiendra donc jamais de taux de décroissance meilleur que 2R avec un
feedback de ce type. Un principe de D.L. Russell [69] montre que la stabi-
lisation uniforme entraine la contrélabilité exacte du systeme associé, mais
I’application de ce principe & notre probléeme nous fournit un temps mini-
mal moins bon que 2R, celui obtenu directement en appliquant la méthode

H.U.M. de J.-L. Lions [54].

On s’intéresse maintenant & la dérivée normale de ¢ sur le bord :

LEMME 7.3. Soit ¢ € C%(Q) vérifiant (7. 3), (7. 16) et (7. 17); alors ¢
satisfait automatiquement la condition (7. 5) : 0,¢ > 0 sur le bord.

Preuve du Lemme 7.3. On note z = Re%k”/”,o <k<n-—1,etyle
vecteur unitaire normal sortant de Q au coté |zz, zpy1/.

(7. 22) Vg = Gt = k) Zk)e_”/Q.
|2k41 — 2]
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Le long du segment |z, zxy1[, la dérivée normale de ¢ vaut :

0,9(z) = (2 + f'(z )|1/k)
= (3) + (FGIlw)
= (3) + (FGI)
> Seos T RIS
Or
cos T2 cos 5> 0 et S =5~ M(9) < o

On en déduit la positivité de d,¢ sur chaque segment |zx, zx4[. B

Optimiser sur la famille de fonctions ¢ admissibles nous améne donc a
étudier le probleme d’optimisation suivant : trouver f holomorphe sur €
telle que :

7. 23) {Hf”l!oo <5

6(|V¢|| le plus petit possible.

2.2. Quelques propriétés générales de f.
Placons-nous d’abord dans le cas du triangle équilatéral :

LEMME 7.4. sin = 3, on peul se contenter de chercher f sous la forme:

+oo
(7. 24) f(2) =) ag2™
k=1

Preuve du Lemme 7.4. Ce lemme a une signification géométrique simple :
on se contentera d’examiner les fonctions harmoniques P dont le gradient
en chaque sommet S est colinéaire au vecteur O

On donnera deux preuves de ce lemme, I'une analytique, et I’autre géométrique
(cf paragraphe suivant), mais I'idée directrice est la méme : c’est la symétrie
du domaine qui apporte la réponse. Soit f une fonction holomorphe sur Q2
et de classe C? sur €, dont la série entiere a un rayon de convergence stricte-
ment supérieur a R.

+ oo

flz)= Z apz”.

k=0
On définit pour ¢ =0,1,2

+oo

(7. 25) gi(z) = Za3k+i23k+i.
k=1

On va montrer que gq est meilleure que f pour notre probleme, c’est-a-dire,
si ¢ (respectivement 1) désigne la fonction associée a f (respectivement a
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go), alors :
- 26) 18l0e < 17"
Volleo < [IVPlco-

En effet, |g{/| est continue sur Q donc est bornée et atteint sa borne supérieure
sur €. D’apres le principe du maximum, les points de maximum se trouvent
sur le bord. Soit zg un point de maximum de ¢g”. Montrons qu’il n’est pas
possible d’avoir :

(o) < lg§ (o)l
(7. 27) [ (20e7) | < |8 (206%7/9)],
[ (zoe ™27 < g (z0e =27,

Soit f3; := ¢¥(z9). Comme f = gg+ g1+ 92, le systéme (7. 27) peut étre écrit

|ﬁo+ﬁ_1+ﬁ2| < |ﬁ_0|7 _
(7. 28) |Boe™™/3 + B1e7 /% 4 By < |Boe /3],
|Boe®™/3 4+ B1e27/3 4 By| < | Boet™/3).

Si Bg = 0, la contradiction est claire. Sinon, on définit :

71'2& et 72'2@
Bo Bo
En divisant chaque équation par |Ggl, le systéme (7. 28) devient :
T+v1+72l <1,
(7. 29) 11+ 71€37/3 4 ype=27/3] < 1,

|1_|_,)/1€—2i7r/3_|_,.)/262i7r/3| < 1.

Or, cela est absurde :

|1 + 7 _|_72|2 + |1_|_71€2i7r/3 _|_726—2i7r/3|2 + |1_|_,_)/1€—2i7r/3 _|_7262i7r/3|2
=301+l + [l 23

Donc

196 11o0 < 11/ llco-

On réalise exactement la méme étude sur ||Veo||eo et ||V@||s : on suppose
qu’il existe z; un point de maximum de ||Vl tel que :

IVo(z)ll < VoDl
(7. 30) IVo(e1em) | < [V do(zae™)],
IV6(z1e=%7) | < [[Vro(z1e=27)].

N

En notant
dg = EZ;X()) 3k03k2fk_1 + %Ev
(Sl = ;:;X()J(Sk‘ —|— 1)(13k+12’?k,
52 = ;:;X()J(Sk‘ —|— 2)(13k+22’?k+1,

on retrouve un systéme de la forme (7. 28). W
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De la méme maniere, si Q est le polygone régulier a n cotés, il convient de
rechercher f sous la forme :

+ oo

(7. 31) f(z) = Zaknzk”.

k=1

2.3. Calculs explicites : premiére étude.
Au vu des résultats précédents, on va commencer par étudier ce que
nous donne la fonction f :

(7. 32) f(z) = ay2".

Pour que VP soit rentrant aux sommets, il convient de prendre a,, de la
forme :

1
y, = —6——,
an—2

avec € > 0. Cela nous donne alors les relations :

z 71
(7 33) Vé(Z) = 5 — 8@,

1
(7. 34) A(p) = 3~ e(n—1).
D’apres le Lemme 7.2, on prendra € € [0, m] De plus, la relation

Vé(2)] = [V (ze*™™)]

nous permet de restreindre I’étude de ||V¢||s a n’importe quel c6té du
polygone.
e Sin est impair, n = 2n’ 41, les calculs seront plus simples si on étudie
sur le segment vertical I, := [Re2"' /" Re2(n'+1)n/n],
e Dans le cas ou n est pair, on effectuera au préalable une rotation
d’angle 7 sur le domaine, de maniere a ce qu’il présente un co6té
vertical.

On commence par traiter le cas n impair. Soit z € I,/ :

27n’ 27n' 27n'
2 =R cos " + iy, y € [-R sin T , R sin 7Tn].
n n n
On notera :
2 !

(7. 35) p:= R cos o —R cos Z,

n n
(7. 36) Y = y?,

2wn’ 2
(7. 37) Yinax = (R sin 0 ) = R?sin?”.

n n

A Tl'aide de ces notations, on peut écrire sur I, :

7,LI

1 €
IV = J(° +Y) = g 3 CH(=1)pm 7y

9=0

() 6,
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On note F.(Y) la fonction ainsi obtenue. Le but étant de calculer ||V¢||oo,
on va étudier les variations de F.. Montrons que F; est convexe sur [0, Yiax]:

’

FY) = =225 alg = )C2 (1) pr 2ty

9=0

=)= 2) (g ) (P Y

o sin' <2, F! est clairement positive.
e sin’ > 3, on groupe les termes deux par deux; il suffit alors de montrer
que J, est positif ou nul, J, étant défini pour tout ¢ pair par :

Jq 1= qlq — D)CR(=1)9p" 2171V 172 4 (q 4 1)qCRrH2(—1) (o) pr=2a=3y o=t
F!' g’écrira alors comme la somme de termes positifs.
Jok (Y) — Qkpn—élk—SYQk—Q ((2[6 _ 1)Cgkp2 . (2]6 + 1)Cgk+2Y>

nl2kprim4h=2y 2h-2 ( 2k — 1 2 2k + 1 )
(4k)!(n — 4k — 2) \(

n—dk)(n— 4k —1)" (4t 2)(4k + 1)
Jak (YY) est du méme signe que Vo (Y) 1= ((n_4k2)’(“7:_14k_1)p2— (4k_|_22k)‘("41k+1)Y> .

Or la suite ((n—‘lk?)](ﬂ#k—l)) i est croissante, tandis que (m> . est décrois-
sante. On en déduit :
Vot (¥) > V(Vinas) = mfﬂ ~ 7+ Vonas
> (L — tan2z> ,0_2
“\(n—4)(n-5) n/ 10
Comme, pour tout n > 7,
tan22 < 10

n~ (n—4)(n-5)’
on en déduit que F!' est positive, donc que F. est convexe. Ainsi :

[Ezl[co = sup{£=(0), Fe(Ymax)}-

Maintenant que I'on connait le comportement de la fonction F; a e fixé,
il nous reste a choisir ¢ de telle sorte que ||F;|| soit le plus petit possible.
Pour cela, on va regarder comment se comporte ||F;||« en fonction de e.

1 n—1. 2
F.(0) = (5,0 - 51'0%”_2) croit quand ¢ croit, car p < 0;

2imn’

1
F.(Ymax) = |[Vo(Re™ = )|> = |[Vo(R)|* = (5 — £)?R? décroit quand ¢ croit.

Pour minimiser ||V¢||, on choisira donc si possible € tel que :
FE(O) = Fs(yymax)7
c’est-a-dire :

1
“cos © + &(cos z)”_1 =-—g,

1
2 n n 2
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ce qui nous donne la valeur annoncée dans le Théoréeme 7.1 :

in2 T
sin“ 5 -

(Dans le cas n pair, on commence par effectuer une rotation d’angle = sur le
domaine, de maniére & pouvoir travailler sur un coété vertical. Les résultats
sont alors identiques.) Toutefois, encore faut-il vérifier que cette valeur est
dans l'intervalle dans lequel on cherche a priori € : [0, ﬁ] En calculant
les valeurs numériques, on se rend compte que

1

1)’ alors :

e sin<8.¢g,> m, la meilleure valeur de € est donc

1
n—1

w(9) = 6[|Vollee = 6|VO(R)| = (3 - )1

esin>9,¢,< L alors la meilleure valeur de ¢ est ¢, et :

_1
6(n—1

w(6) = (3 - 62,)R.M

2.4. Calculs explicites : deuxiéme étude.
Dans le cas du triangle équilatéral, on peut pousser un peu plus loin les
calculs explicites, et travailler avec des perturbations de la forme :

(7. 38) f(z) =az® +b2° et P(z) = Re f(2).
On impose la relation :
(7. 39) VP(R) = (-R,0) ie. 3aR?®46bR°=—R,

de telle sorte que, si ¢(z) = |z|* +£f(z), alors :

IVo(A)| = (5 — ) k.

Commengons par étudier || f”||oo-
Rappelons que le cas étudié dans le paragraphe précédent était celui de :

1
R=——¢etb=0,
a 3 e
et on obtenait :

1/ le0 = 1S"(R)] = 2.

Or, plus || f"]| s est petite, plus on pourra choisir £ grand, et donc augmenter
le role de la perturbation. Dans le cas étudié a présent :

|f"(R)| = |6aR + 30bRY = 5 + 9aR.

On choisira donc ¢R < —%,

Hf”Hoo SOlt o = _53 Z 0.

et par suite b > 0, dans le but de diminuer

"(2) = 6az(1 — az?),
() = (60)* (2 + y7) (1 - 20(2° - 3ay?) + a*(a? + *)*).
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Comme précédemment, on se place sur le c6té vertical; on note p = —% et
Y = y%. On définit :

GY):=(p*+Y) (1 —2ap(p? = 3Y) + o’ (p* + Y)S)

d2G . R 2 N2
T (Y) = 1204(—5 +a(p? +7)?)
On obtient le tableau de variations suivant :
- - R?
Y 0 ymax — ST

G"(Yimax) = 12a(=E 4+ aRY)
d’G
v’ _—

G"(0) = 1204(—% + a]f—g)

Premier cas : aR® < % Alors G”(Ymax) < 0, et donc G’ est décroissante :

- 3R?
Y |0 Ymax = 74—
G'(0) = 2ap®* +1)?2 > 0

av —~—

Les résultats vont donc dépendre de la position de « par rapport a %.
e si aR? < I, G est croissante, et donc || f”||c = [f”(R)|. En parti-

G (Yimax) = (a@R® — 1) (4aR® — 1)

culier, pour aR? = i, c’est-a-dire :
10 1 5
pour aR = ~57 et bR = ¥ OO0 obtient ||f"||c = 3
o si aR? € [i, %] : le graphe de GG a ’allure suivante :
Y |0 Vinax = 2

4

T

On voit alors numeriquement que la plus petite valeur de || f”||s est obtenue
pour

aR~ —0,4 et bR ~ 0,033;
et alors :
1/ |loo == 1, 56.

A Tl'aide de ces valeurs, on étudie les variations de

|VM@P,&WCV¢@%:§+5ﬂ@)

On voit aisément que |V¢|? est une fonction croissante de Y sur [0, #]; on
en déduit que :

WVMmZGWMRM:M%—@R§23M%

ce qui donne 'estimation (7. 15) annoncée.
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Deuziéme cas : si aR> > %, le graphe de G a lallure suivante :

Y |0 Y, . = 3

4
et les résultats sont moins bons. (Le réle de la perturbation devient trop
important.)

Pour terminer, voici ce que donne ’étude numérique :
al®| aR | [[f"s | 6]Vl
0,25 1-0,370 | 1,666 | 2,400 R
0,3 |-0,379| 1,61 2,379 R
0,42 |1-0,400 | 1,562 | 2,359 R
0,43 1-0,402 | 1,617 | 2,359 R
0,44 1-0,404 | 1,5618 2,36 R
0,45 | -0,406 | 1,562 2,36 R
0,47 | -0,41 | 1,564 | 2,361 R
0,5 |-0,416 | 1,57 2,363 R
0,55 | -0,43 | 1,58 2,367 R
0,6 | -0,44 | 1,60 2,375 R
0,65 | -0,45 | 1,63 2,386 R

2.5. Remarques sur les calculs précédents.

Quand on trace le graphe de |V @|? sur [0, Yinax], dans les trois cas étudiés
i.e.

L f(z) =0,

2. f(2) = az®,

3. f(2) = az® + bz5,
on se rend compte que 'effet de la perturbation tend a “aplatir” le graphe

de |Vo|? :

Vo|? I\

|
I

0 Ymaz‘

A J

Fig. 7- Allure de |V¢|? dans les 3 cas étudiés
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Existe-il une méthode pour trouver la meilleure fonction holomorphe f, celle
qui donne le résultat optimal? Les deux études précédentes ne nous perme-
ttent pas d’entrevoir une facon de la construire.

3. Cas de la dimension d’espace 3.

Soit © un domaine ouvert borné de RY, avec N > 3, ayant un bord I' de
classe C2. D’apreés le Théoréme 5.3, si (2, [g,['1) est presque étoilé et sous
certaines conditions sur le feedback, on obtient la stabilisation uniforme des
solutions de I’équation des ondes sur €2. On se place dans le cas :

(7. 40) Iy =0,
(7. 41) q=0.

On suppose que (2, #, ') est presque étoilé. Soit ¢ de classe C2 sur Q vérifi-
ant:

(7. 42) A¢ =1 dans €,
(7. 43) Ai(o) >0,
(7. 44) 0,9 > 0 sur I

Pour tout € , D?¢(z) est une matrice carrée symétrique réelle possédant
N valeurs propres supérieures ou égales a A1(¢) et de somme 1. On en
déduit que :
1 1
(o) < N < 3
Dans le cas ou  est étoilé, peut-on espérer effectuer un travail similaire
a celui fait sur les polygones réguliers, sur le triangle équilatéral par exemple,
ol, a l'aide de fonctions ¢ adaptées a la géométrie du domaine, on a réussi
a augmenter le taux de décroissance de ’énergie? Bien qu’il soit toujours
possible de corriger V¢ par le gradient d’une fonction harmonique si le do-
maine présente des angles (un tétraédre par exemple), une difficulté d’ordre
technique interdit d’améliorer les résultats : en dimension 2, le Lemme 7.2
montrait la nécessité de la relation A;(¢) > % Mais en dimension N > 3,

1 1
NXi(¢) < A¢p=1donc A\(¢) < N < 3
Pour simplifier, on va se placer dans le cas ou 2 est le tétraedre régulier

ABCD (voir la Figure 8).

ProOPOSITION 7.2. Soit 2 le tétraedre régulier ABC'D centré en O. soil
¢ vérifiant (7. 42)-(7. 44). Alors :

(7. 45) w(g) = D 1

= <
2(|VY|loo ~ 2R

Remarque. La Proposition 7.2 assure qu’on ne peut pas améliorer le taux
de décroissance de I’énergie en dimension 3 avec des fonctions ¢ vérifiant
(7. 42)-(7. 44). Des perturbations de ¢g(z) := L||? vérifiant les conditions
plus générales (4. 1)-(4. 3) semblent ne pas donner de taux de décroissance
meilleur non plus.
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A

C

Fig. 8- Comportement du champs de vecteurs VP sur le bord du tétraedre

Preuve de la Proposilion 7.2. Soit

1
(7. 46) ¢o(z) = 6|$|2 et P = ¢ — ¢o.
On sait que :
1 1
M) = 5+ M(P) < 5= M)
Si 'on veut que
(7. 47) pIVelleo oIV e0lloe _ 2R,

A1 () A1(¢o)

il faut donc que VP soit rentrant aux points ot ||[V¢yl|| est maximal, c’est-
a-dire aux sommets. Compte-tenu des symétries du domaine, on verra par
la suite que ’on peut supposer que P est de la forme :

(7. 48) P=¢P,
avec £ > 0 et P harmonique sur € et vérifiant :
(7. 49) VP(S) = ~08 pour tout sommet S.

Supposons pour 'instant que P est de cette forme. Alors :

(7. 50) 196l > IV6(S)| = (5~ ).

Si (7. 47) est réalisée, P vérifie :

1_
(5 €)~ < 2R,

(7. 51) 2R—3
3 teM(P)
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donc
14+ X (P) > 0.

Or, d’apres le théoreme fondamental du calcul différentiel,
1
VeeQ: VP(z)-VPO)= / D?*P(tz) - xdt.
0
On définit la matrice symétrique
(7. 52) T(z) = D*P(z) + 1dy.
Comme sa plus petite valeur propre vaut A;(P)+1, T(z) est définie positive.
On peut alors écrire :
1
VeeQ: VP(z)=VP(O) —I—/ T(tz) - zdt — z.
0
Dong, si S est 'un des sommets :

VP(0) +/1T(t@) .08dt = 0.

En effectuant le produit scalaire par O3 et en ajoutant les quatre identités
obtenues, on en déduit :

(VP(O)OA+0B+0C+0D) + Y. / 1(:03)- 03108 ) dt =

S=A,B,C,D
Mais m + O—B% + m + éﬁ = 0. Comme les fonctions

€[0,1] — (T(tO?).O_fﬂO?)

sont positives, continues et non nulles, on aboutit a une contradiction. W

Montrons maintenant que ’hypotheése (7. 49) est justifiée : (7. 49) est
I’analogue en dimension 3 du Lemme 7.4, dont on avait fait une preuve
analytique. Pour simplifier, on va faire une preuve géométrique du Lemme
7.4, preuve qui peut s’adapter en dimension 3.

Preuve géomélrique du lemme 7.4. Soit ¢ vérifiant (7. 42)-(7. 44) sur le
triangle équilatéral €2 de sommets R,NRe%”/B,Re‘l”/?’. On va utiliser les
symétries du domaine pour construire ¢ vérifiant (7. 42)-(7. 44) sur Q et en
plus :

(7. 53) Vo(S) = ~08 pour tout sommet S,
(7. 54) IVllso < IV lleo,
(7. 55) A($) > Ai(9).

On considere d’abord :

(7. 56) é1(2) = é@(z) b $(aet 1) 4+ (s,
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Alors :
(7. 57) ¢1 = ¢o + 1,
(7. 58) avec Pi(z) = %Re (f(z) + f(ze¥7/%) 4 f(ze4i7r/3)> = Re fi(2).

ou f est la fonction holomorphe de partie réelle P = ¢ — %|2|2. On en déduit
que P; est harmonique, et donc que ¢, vérifie (7. 42). D’autre part, il est
clair que

11l < N1F"[lo0
donc

N < )
Enfin, on s’intéresse a d,¢; :

(Var22)) = 3[(Vo) (=)
+ (Vo) u(=)) + (Vs )lu (=)

V($(2€* %) = 1 _gps5 - V(2e5™/3)

ol r_y,/3 désigne la rotation d’angle —%ﬂ. On en déduit :

(7. 60) dyo1(z) = %(51165(2) + 0, p(2e*™3) + d,qb(ze‘“'”/S))

Donc, ¢y satisfait (7. 42)-(7. 44), et (7. 55). Mais ¢y ne satisfait pas encore
(7. 53). Pour cela, on définit :

(7. 61) $2(2) = ¢1(2).
Clairement,
Agpy = A¢py = 1.

Et méme mieux : en tout point z € , la matrice D?@;(z) posseéde la méme
trace et le méme déterminant que D?¢;(z). Ces deux matrices ont donc les
mémes valeurs propres. Donc :

A(d2) = Ai(o1).

D’autre part, ¢9 vérifie :
$2(2) = da(2e*™/7),

11 suffit donc d’étudier la dérivée normale de ¢ sur 'un des co6tés. On choisit
le coté vertical :
0¢

8u¢2(2) = - ox

(2, —y) = 1 (3) > 0.
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Pour conclure, on considére la moyenne de ¢; et ¢y, que l'on appelle ¢. ¢
satisfait clairement (7. 42) et (7. 44). De plus, soit Y € R? :

<D2q3(z).Y|Y) - %[(D%l(z).ny) n (D%;,(z).ny)]

S a0V I + 2oy P
M@V

v

v

On en déduit que

A1) > Ai(¢) > 0.
D’autre part :

(7. 62) Vo(A) = %(qul(A) £ Vou(4)) = (%(H, 0),0).

Donc Vé(A) est colinéaire 3 OA. 1l en est de méme pour les autres sommets
B et C. Enfin, il est clair que :

~ 1
IVélleo < 5(IIV61lloc + 1V 62llo0 ) = V10 < [[V6]cc. M

Cette preuve géométrique du Lemme 7.4 s’adapte au cas de la dimension 3
en effectuant de maniére similaire des moyennes, et en utilisant les symétries
du domaine.

La méthode qui consiste a corriger la fonction ¢g par des fonctions har-
moniques adéquates ne donne donc aucun résultat en dimensions strictement
supérieures a 2 quant a I’amélioration du taux de décroissance de ’énergie,
comme semblait le suggérer le résultat du Lemme 7.2.



CHAPITRE 8

STABILISATION UNIFORME DES
EQUATIONS DE MAXWELL DANS DES
DOMAINES PRESQUE ETOILES

On étend des résultats de V. Komornik [44] concernant la stabilisation
uniforme des équations de Maxwell aux cas de domaines presque étoilés de
dimension 3. La condition essentielle ne sera plus : A;(¢) > 0 comme pour
I’équation des ondes, mais : A;(¢) > . En imitant les études réalisées dans
le premier chapitre, on peut aisément construire des domaines admissibles
non étoilés. B. V. Kapitonov [41] a déja obtenu des résultats de stabilisation
uniforme dans une classe d’ouverts non étoilés.

1. Probléme étudié et principaux résultats

On considere le probleme :

>

1 E' =rot H dans Q x Ry,

)
) H' = —rot F dans Q x Ry,
)
)

®
w N

div £ =div H = 0 dans Q2 x Ry,
vX (Exv+H)=0sur ' xRy,
8. 5) E(0) = E° H(0) = H° dans Q.

™
o

(
(
(
(
(

Soit €2 un ouvert borné de R? de classe C? vérifiant : il existe ¢ appartenant
a C%(Q) telle que :

A¢ =1 dans Q,

(8. 6) A(8) > 1
0,0 > 0 sur I.

On notera v le vecteur unitaire normal sortant de I'. Comme de coutume
dans I’étude des équations de Maxwell, on introduit I’espace d’énergie :

H={(F,H)e L*(Q)% div E = div H = 0 dans Q}.

C’est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit de la norme :

1 1
I, Dl = (5 [ 1P+ 1 de)

85
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Soit
A:D(A) — N,
(E,H)— A(E,H) = (—rot H,rot £),
avec D(A) = {(F,H) e H'(Q)°NH,v x (Ex v+ H)=0sur I'}.

Le probleme (8. 1)-(8. 5) peut alors s’écrire :
(E,H)' 4+ A(E,H) =0 sur Ry,
(E, H)(0) = (E°, H").

D’apres H. Barucq et B. Hanouzet [9], A est maximal monotone sur . En
appliquant le théoreme de Hille-Yosida, on obtient le théoreme d’existence
suivant :

THEOREME 8.1. 1. Pour tout élément (E° H®) de H, il existe une
unique solution faible

(8. 7) (E,H) e C(Ry, H);

2. Pour tout élément (E°, H°) de D(A), il existe une unique solution
forte

(8. 8) (E,H) € C(Ry, HY(Q)®) nCH (R, L*(Q)%).

On définit ’énergie des solutions par :
1
(8. 9) £(t) = §/Q|E(t)|2+ [H (1) da = [|(£, H)[3(t).

THEOREME 8.2. Soit (E°, H°) € H. L’énergie de la solution associée
vérifie l'estimation suivante :

1—wt — 4A1(¢) —1
(8. 10) VE2 0, E(l) < EO)eT avee w = AT A
ot
I
R(¢) = S'I{p a,6

2. Preuve du Théoréme 8.2

2.1. Identités fondamentales.

On va se contenter de prouver cette estimation pour des données ini-
tiales régulieres (E° H®) € D(A). On concluera en utilisant la densité de
D(A) dans #H. La régularité des solutions donnée par la seconde partie du
Théoréme 8.1 montre la validité des calculs. On commence par montrer que
I’énergie est décroissante :

LEMME 8.1. Pour 0 < S <1 < 400, on a

(8. 11) E(S)—S(T):/ST/F|ET|2dsdt:/ST/F|HT|2dsdt,

ot F, et H. désignent la composante tangentielle de E et H.
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Preuve du Lemme 8.1. Grace & la définition de ’énergie et la régularité des
solutions :

£(t) = / E\E| + EyEb+ ByEL+ HyH, + HyHY + HyH)
Q
:/E-rotH—H-rotE
Q

:/Fz/-(HxE).

On décompose F et H en partie tangentielle et partie normale :
EF=FE +FE,et H=H +H,.

En reportant cette décomposition dans la condition au bord (8. 4), on ob-
tient :

(8. 12) FE.=H,; Xv.
Alors :
v-(HxE)=v-(H, xE,+H. xE,+H, x E;)
=v-(H; x E;)
=—-v-(H; xvxH,)
= _|I{T|2 = _|ET|2-

d’ou le résultat. W

L’outil principal pour la démonstration du Théoreéme 8.2 va étre I'identité
suivante :

LEMME R.2.
T
S

(8. 13) /ST/F(|E|2+|H|2)81,¢dsdt—|—2[/Q(E>< H).V 6 de]
T
_2/5 /F(H-qu)(H-z/)+(E-V¢)(E-z/)dsdt
T 2 2 2 2
:/S /Q|E| +H[ 2D B|E) ~2(D% - H|H ) de di.

Preuve du Lemme 8.2. On va obtenir cette identité par la méthode des
multiplicateurs. Soit ¢ vérifiant (8. 6).

2(F1Hyps) = 2(Hsg — Ha3)Hap 3+ 2(F31— F13)Er¢ 3
=2H35Hy¢3 +2F51E1¢5 — (H3) 363 — (E7) 30,33
2(E2H163) = —2H31H1¢ 3 — 2E32F2¢ 3(HY) 303 + (E3) 303

En intégrant leur différence sur © x [S, 7], on obtient :

T T
2{/ (E1H, — E2H1)¢,3]S = / / —(H{ + H} + Ef + E%),quﬁ
Q s Ja
+2(H3pHy + Hz Hy + B3 By + B3 0Fq)¢ 3
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T T
—/ /(Hf +H + Ef + B3 303 +/ /(Hf +H+ Ef+ B}

s Jr s Ja

T
+ 2/ / HsHy¢ 3v3 + HsH ¢ 301 + EsEy¢ 301 + EsEag 31y
s Jr
T

- 2/ / HsHy 903+ HsHop 39+ HsHy 193+ HsH19 31

s Ja

T
- 2/ / EsEy 103+ EsE¢ 31+ E3ls 003+ E3ly¢ 3.
s Ja
Or div F =div H = 0. Donc :
—2/ (Erg+ Eao) B30 3 = 2/ B3 3F30 3 = /(Eg) 303

[ B30~ [ Biou

On en déduit donc que
T
2{/ (EhH;y — E2H1)¢,3}
Q S
T
—/ /(H12+H22+H32 + B} 4+ B3+ B3¢ avs
s Jr
T
+ 2/ / ¢ava(HoHs + E2Es) + ¢ avi (Hy Hy + By Es)
s Jr
T T
+ 2/ /(H§ + E3) ¢ svs + / / (Hi + H; + H} + B} + B3 + E3)¢33
s Jr s Ja

T
-2 / / H3Hy¢ 30+ HaH 31+ FE3F ¢ 31+ FEaEyd 30+ Hih 33+ Fad 33
s Ja

Deux identités analogues sont obtenues en faisant permuter cycliquement
les indices 1, 2, 3. En ajoutant ces 3 identités, on obtient :

o [wxmwdl=— [ [0mr i

+2/S /F(H.Vcb)(H.y)—|- (E.V¢)(E.v)
—|—/ST/Q|E|2—|—|H|2—2<D2¢-E|E) —2(D2¢-H|H),

ce qui conclut le preuve du Lemme 8.2. B

2.2. Fin de la preuve du Théoréme 8.2.
On va estimer les divers termes de (8. 13) :

LEMME 8.3.

(8. 14) /Q|E|2+ H[? - 2(D% - E|E) - 2(D% - 1|H)

> (4(6) — 1) /Q B+ |H|2
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Preuve du Lemme 8.3. Soit z € Q. D?¢(x) une matrice carrée symétrique
réelle définie positive. Soient Aj(z), Az(z), As(z) ses trois valeurs propres
rangées par ordre croissant. Elles sont supérieures & A;(¢), et de somme 1
(car ¢ satisfait (8. 6)). Alors :

(D26(2) - B@)|E@)) < Xs(@) | E(@)[2 < (1= 2X1(6)| ()]

Donc :

/Q B+ |H|? - 2(D2¢ : E|E) - 2<D2¢ : H|H>
(1—2 1— 2)( /|E|2+|H|2

> (i(e) - 1) [ |EF+ |1
Q
LEMME 8.4.
(8.15) (|E]*+[H[*)0v¢ — 2(E- V) (E -v) — 2(H - V)(H - v)
< Ivel?
- 09
Preuve du Lemme 8.4. Pour établir (8. 15), on utilise la condition au bord
(8. 4) exprimée sous la forme (8. 12) :

FE.=H, xv.

(B | H ).

En utilisant la décomposition en partie tangentielle et partie normale :
(E*+ |H[*)0,¢ - 2(E-V)(E - v) = 2(H - V) (H - v)
= (|ET|2 + |El/|2 + |I{T|2 + |HV|2)81/¢
- QEU(V¢’T ) E‘T + VéuEu) - QHV(Vé‘T ) H‘T + quyle)
= (|E7|2 + |HT|2)81/¢ - (lEu|2 + |HV|2)31,¢
—-2E,V¢,-E. —2H, V¢, - H,.
Mais on peut majorer les derniers termes par :

Ve,
¢

Alors en reportant cette majoration, on obtient :

(1B +[H]*)0,6 — 2(E- Vo) (£ -v) —2(H - V) (H - v)

< (B + [ H ) (0,0 +
[vel®
0y ¢

Ces estimations vont permettre de démontrer le Théoreme 8.2 : définis-
sons

v 2
(8. 16) R(¢) = S%p ”ajbqy .

|2E1,V¢7— . E‘T| S 8u¢|Eu|2 |E |2

|V, |2
55 )

< (1B + | H- )
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A Taide de (8. 11) et des estimations (8. 14) et (8. 15), I'identité (8. 13)
devient :

204h(9) = 1) / 5</ HWHQ (B2 + | H,1?) + 2|V 6]l (£(S) + £(T))
<2R(6 (S)—E(T))+2HV¢HOO(5(S)+5(T))-

Or nécessairement :

R(¢) 2 [[VYl|oo;

donc :

T

617 @) -1 [ €< (RE)+IVele) E05).
S

Le Lemme 1.1 donne alors I’estimation (8. 10). W

3. Contrélabilité exacte des équations de Maxwell sur un
domaine presque étoilé

Les résultats précédents permettent d’affaiblir les conditions géométriques
des résultats de V. Komornik [44] concernant la controlabilité exacte du sys-
teme suivant :

(8. 18) E' =rot H dans Qx]0, 7],

(8. 19) H' = —rot F dans Qx]0,T7,
(8. 20) div £ =div H = 0 dans Qx]0,T7,
(8. 21) vx H=J sur I'x]0,T],

(8. 22) E(0) = E° H(0) = H° dans Q.

THEOREME 8.3. Soil Q un domaine de classe C* | tel qu’il exisle ¢ de
classe C*(Q) vérifiant :

A¢ =1 dans €2,
(8. 23) A (8) > 1,

d,¢0 >0 surT.
Soit

R(¢) + ||V&||co

(8. 24) T>Ty= (4;1((;)’ - loo
Alors, pour tout (E°, HY), (K1, HY) € H, il existe
(8. 25) J € L*(0,T; L*(I')?)
vérifiant
(8. 26) J -v =0 presque partoul sur T,
et telle que la solution du systéme (8. 18)-(8. 22) vérifie :
(8. 27) E(T)=FE', et H(T)= H".

La preuve découle directementde I’application du principe de D. L. Russell
[69]. On reviendra sur ce principe dans la Partie 3.



CHAPITRE 9

STABILISATION DE L’EQUATION DES
ONDES AVEC LA CONDITION DE NEUMANN
AU BORD PAR UN FEEDBACK
LOCALEMENT DISTRIBUE

On considere le systéeme de I’équation des ondes avec la condition de
Neumann au bord, soumis & un terme d’amortissement localement distribuée
dans le domaine. Ce terme d’amortissement est représenté par une fonction
linéaire de la vitesse. Lorsque la dissipation est effective sur un voisinage de
tout le bord, E. Zuazua a montré que I’énergie décroit exponentiellement.

A P’aide d’une méthode de multiplicateurs par morceaux, introduite par
K. Liu, on montre le méme type de résultats sous des conditions géométriques
plus faibles. On donne des exemples explicites dans deux cas : lorsque le
domaine est un polygone, et lorsque le domaine est un disque. La preuve
est basée sur la construction de multiplicateurs adaptés aux conditions
géométriques.

1. Introduction

Soit © un domaine borné dans RY de classe C!. Le probleme de la
stabilisation de 1’équation des ondes avec la condition de Dirichlet au bord
a 'aide d’un feedback localement distribué a été étudié par de nombreux
auteurs. Considérons le probleme

v — Au+ a(z)u’ = 0 dans Q,
(9. 1) u =0 sur 092,

u(0) = u% ' (0) = ul.
Soient av > 0 et
9. 2) w:={z € Q,a(z) > a}.

On définit ’énergie du systéeme par

E(t) = %/ﬂ@”ﬂvuﬁ) da

Il est facile de voir que si w = €2, ’énergie décroit exponentiellement. E.
Zuazua [78] a montré cela reste vrai sous des conditions géométriques beau-
coup plus faibles : il suffit que w contienne un voisinage de la partie du bord

91
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['(2°) de Q définie par

['(z%) == {z € 09, (z — 2°) - v(z) > 0},

)
(9. 3) z
ot 2° € RN et v(z) désigne le vecteur unitaire normal sortant en = € 99.
Sa méthode est basée sur la construction d’un multiplicateur bien choisi, et

s’adapte au cas plus général d’une équation des ondes semilinéaire :

u" — Au+ a(z)u' + f(u) =0 dans Q X Ry,
(9. 4) u=0sur 002 x R4,
u(0) = u% ' (0) = u.

Récemment, K. Liu [56] a étudié I'observabilité d’une classe d’équations
aux dérivées partielles. Il a étendu les résultats de E. Zuazua [76] en af-
faiblissant les conditions géométriques sur la région d’observation : en util-
isant une méthode de multiplicateurs par morceaux, il a obtenu des con-
ditions géométriques tres générales et facilement vérifiables. K. Liu et M.
Yamamoto [57] ont adapté cette méthode et des résultats d’analyse non
harmonique développés par V. Komornik [44] pour établir ’observabilité du
systeme de I’équation des ondes avec la condition de Dirichlet au bord sous
les mémes conditions géométriques et avec des estimations tres précises sur
la durée minimale T au dela de laquelle le systéeme est observable.

(on reviendra dans la Partie 4 sur ce probléme.)

D’un autre coté, C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7] ont prouvé que
si 2 et a sont analytiques, I’énergie des solutions de (9. 1) décroit exponen-
tiellement si et seulement si w satisfait la “condition géométrique des rayons
optiques” : il existe T' > 0 tel que tout rayon suivant les lois de réflection de
l'optique géométrique intersecte 'ensemble w X (0, T'). Leur preuve est basée
sur des techniques d’analyse micro-locale, et ne s’adapte pas au probleme
semilinéaire (9. 4).

Considérons a présent le probleme de ’équation des ondes avec la con-
dition de Neumann au bord :

u — Au+ a(z)u’' 4+ qu = 0 dans Q,
(9. 5) J,u = 0 sur 012,
u(0) = u®, ' (0) = u!

ol ¢ : 2 — R, est une fonction positive non nulle. On définit I’énergie par

(9. 6) E(t)= %/ﬂ(u’2 + | Vul* + qu2) dz.

La méthode employée par E. Zuazua [78] permet de prouver que I’énergie
décroit exponentiellement si w contient un voisinage de tout le bord de €2,
mais ne donne aucun résultat si w contient seulement un voisinage d’une
partie du bord de €.

Le résultat de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7] s’applique encore
au probleme (9. 5) lorsque le domaine et la fonction a sont suffisamment
régulieres, mais ne s’applique plus si on remplace le terme qu par f(u).
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En adaptant cette méthode de multiplicateurs par morceaux aux pro-
blémes posés par la condition de Neumann sur le bord, on donne des condi-
tions géométriques suffisantes sous lesquelles on peut montrer la décroissance
exponentielle de I’énergie pour les solutions de (9. 5). On donne ensuite des
exemples d’application, en construisant explicitement des multiplicateurs
adaptés au domaine considéré. Cela donne une réponse a une question
soulevée par E. Zuazua dans [78].

2. Résultat principal

Soit © un domaine borné dans R, et w un sous-domaine de €. Soient
a,q:Q — Ry deux fonctions continues positives. On suppose que
z — a(z)g(z) n’est pas identiquement nulle. On considere le probleme de
I’équation des ondes avec la condition de Neumann au bord, soumis & un
terme d’amortissement représenté par une fonction linéaire de la vitesse :

9. 7) u" — Au+ a(z)u' 4 a(z)g(z)u = 0 dans Q x Ry,
(9. 8) Jdyu =0 sur 092 x Ry,

(9. 9) u(0) = u°,u/(0) = u'.

Comme d’habitude, on définit I’énergie par

(9. 10) E(t) = %/Q<u'2 + |Vaul® + aqu2> dz.

On utilisera les notations suivantes :

e -y représente le produit scalaire euclidien de z par y dans R,

®siQ); C R™ est un domaine Lipschitz, v; représente le vecteur unitaire
normal sortant au bord 99;,

esi O C RNetz e RY, d(z,0) = infyeolz — y|, et No(O) := {z €
RY :d(z,0) < ¢} .

Hypothéses géométriques : on suppose satisfaites les conditions sui-
vantes sur 2 et w :

e  est convexe ou de classe 1. (Alors il existe une solution unique
u(t) au probleme (9. 7)-(9. 9) qui possede la régularité

u € L (Ry, H(Q))

avec un certain sg > %, suffisante pour justifier les calculs effectués
par la suite.)

e il existe £ > 0, > 0, des sous-domaines ; C 2,1 < 7 < J, ayant
un bord Lipschitz 9€;, des fonctions associées ¢; € C%(Q;) et des

constantes yu; telles que

(9. 11) {Aqu(x) — pj > n dans €2,

201 5(2) — Agj(z) + p; > 1 dans €,

ol Ay j(z) représente la plus petite valeur propre de la matrice symétrique

D%¢;(z).
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De plus on suppose que

(9. 12) QiﬂQjIQSii#j,
(9. 13) w D QNN [ujr}(qb]-) U <Q \ uij)],
(9. 14) U3 (¢;) = {z € 09; : 9,,¢;(x) # 0}.

On a alors le résultat suivant

THEOREME 9.1. Supposons les hypotheses (9. 11)-(9. 13) satisfaites. Sup-
posons que a est minorée par une constante strictement positive « sur w :

(9. 15) a(z) > a >0 surw.

Alors Uénergie décroil exponentiellement : il existe des constantes C',y > 0
telles que

(9. 16) E(t) < CE(0)e™ .

Remarque. Le cas ot w contient un voisinage de tout le bord (traité par
E. Zuazua [78]) correspond au cas ot on a un seul sous-domaine §2; égal a
Q, et on choisit

1 012 1 1

T)=-——7=lz—=z =1-—= = —.

Gbl( ) 2N| | Y l'[/l N’ 77 17\7
Dans le paragraphe suivant, on donne des exemples d’application du
théoreme, dans lesquels les conditions géométriques (9. 11)-(9. 13) sont sa-
tisfaites : on traite d’abord dans le cas d’un polygone, et ensuite le cas (plus

difficile) du disque.

3. Exemples de géométries admissibles

Si w est un voisinage de tout le bord, il suffit de choisir un seul sous-
domaine Qq, égal a 2. On fixe z; € RY et on considere

1
(9. 17) ¢p1(z) = ﬁm —z1]%
Alors
1
Vo € Ql, Aél(.f) =1let A171($) = V
On voit qu’en choisissant

1
p=1——= etn=

N N’

(9. 11)-(9. 13) sont satisfaites.

Si a est nulle sur une partie d’intérieur non vide du bord «, w n’est pas
un voisinage de tout le bord. On va essayer de construire ¢ telle que sa
dérivée normale soit nulle sur v :

Aé(z) — > 7 dans O,
(9. 18) 21 (2) — Ad(z) + p > 1 dans Q,
0,¢ =0 sur v,
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oil Q est un sous-domaine de Q tel que

NN I = 7.

En particulier, les conditions (9. 11)-(9. 13) sont satisfaites si les con-
ditions suivantes, plus facilement manipulables, le sont : il existe des sous-
domaines ; C 2,1 < 57 < J avec un bord 992; Lipschitz et des fonctions
¢; € C2(Q;) telles que

A¢;(z) =1 dans €,
0,¢; = 0 sur 9€2; N 9.
Alors il suffit de choisir
pi=1-=2i(¢;) on Q;.
Cette remarque permet de donner un exemple simple :
3.1. Le cas d’un polyedre.
Soit © un polyedre dans RY. On note (Ci)i<j<ri les faces de €2 et on

fixe un point z; a I'intérieur de chaque face. Soit O; un voisinage de z; dans
RN tel que Q; :=0; N, soit un domaine Lipschitz qui vérifie :

(89]‘ N 09) C C]‘.

Fig. 9 : Domaine polygonal admissible

(w est représenté par la partie hachurée)
11 suffit alors de définir

1
¢i(2) = 55

(9. 19) est satisfait grace au choix de z; :

|z — x|

0,6i(z) = —

N (z — z;|v(z)) = 0 sur 992; N O
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Toutefois, il faut noter que ces fonctions ¢; ne peuvent étre utilisées que
dans des géométries trés spéciales (comme un polyedre), mais en général, on
ne peut pas trouver un point z; qui est tel que

(z —z;) - v(z) = 0 sur une partie de 942,

par exemple si 2 est une boule.

3.2. Le cas du disque.
Si Q est un disque dans R?, il est impossible de trouver z; € R? tel que

(z —z;) - v(z) = 0 sur une partie du bord de 9.

Il semble aussi difficile de trouver des fonctions ¢; qui vérifient (9. 19)
(Phypothése sur le laplacien et celle sur la dérivée normale semblent dif-
ficilement conciliables).

Soit 2 le disque D(O, R) de centre O et de rayon R. Comme € est
simplement connexe, le théoréme d’uniformisation de Riemann (voir par
exemple W. Rudin [68]) assure qu’il existe une bijection holomorphe entre
D(O, R) et le demi-plan P := {Re z < 0} : par exemple, I'application

eP

z
(9. 20) 2€D(O0.R) =

en est une. Soit
1
¥ vérifie

(9. 21) M) =3,

Ceci nous amene a considérer

(9. 22) ¢:2€DO,R) —

Z—R‘Q
z4+ RI|

On a alors le résultat suivant :

ProPposITION 9.1. Soit € €]0, 1] et Qy défini par

(9. 23) Q ={(z,y) €Q:(z - R)?*+y* < 125;68(@ + R)* +yH)'}.

Alors il existe py tel que (¢, p1, 1) satisfait (9. 11) avec un certain n > 0.

Remarque. 2; est un voisinage du point (R,0), dont on déterminera ex-
plicitement deux sous-parties (voir Figure 10).

Preuve de la Proposition 9.1. Pour simplifier les calculs, on effectue une
translation : supposons que € est le disque D(R, R); on définit

z—2R ‘2
. .

(9. 24) @:ZED(R,R)H‘
On note

Rez=zet Imz=y.
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Des calculs faciles montrent que

= 16 R?
et

0P z? — 2Rz — y?
il —yRp_ == J
ox (x,y) R |Z|4
0P z— R
— =8R .
ay (Cl'],y) y |Z|4

On a alors la propriété désirée : comme

(x — R)> 4+ y? = R? ie. 2* +y* = 2Rz sur 09,

on a
z? — 2Rz — y? x—R
9, =4z - R)——— < L a—
0,9(z,y) (z — R) EE S8Ry L
—2y? -R
:4($—R)%+8Ry2x|z—l4—08111‘09

Ensuite on calcule la matrice hessienne de @ :

8R (31‘ _R_ 4z2(z—R)) @(y _ 4zy(z—R )

ER ER

8_1|?1 (y _ 4zy(ﬂT2—R)) SR (x _R_ 4y2($|2—R))

E E

D*®(z,y) =

Sa plus petite valeur propre est
8R
2 (p_ _ 2 4 .2
A(z) = EL <R Viz—2R)?+y )

Si (9. 11) est satisfait sur un sous-domaine €, on peut trouver p tel que

2
p1 < lﬁ,ﬁ — n dans €y,

o 2 B = 4 (R = VT = 2R )+ dans @,

B

(9. 25)

Ceci équivaut a dire que

16R .. 16R?
(9. 26) sup q, O (z —2R)2+y? < inf T

Ceci est clairement possible au voisinage du point (2R, 0) (ou la quantité du
membre de gauche est nulle). 1l reste a trouver le plus grand sous-domaine
Q; sur lequel on a cette propriété. On voit que

16R?  16R* 1

inf o—— = = .
MO TR T R

Donc on veut que

16R3"
On définit 1 pour que cette propriété soit satisfaite. Pour en savoir un peu
plus, on se place sur le cercle centré en O et de rayon p < 2R :

1
(9. 27) sup @, PR (z—2R)?2+y? <
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N

\\x2+y2:p2

Fig. 10 : Graphe de ©; (partie hachurée)

Les deux cercles D(R, R) et D(2R, R) s’intersectent aux points (%R, j:@R),
qui ont pour module Rv/3. Ainsi, si RV3 < p < 2R,

sup { /(& — 2R 1 42, (£,4) € QN C(O, p)}

|2[*
= ,01—4$up {m, (w,y) € QOC(OHO)}

est atteint aux points d’intersection du cercle C(O, p) avec €2, dont on calcule
facilement les coordonnées :

(x = R)? +y*=r?
v’ +y? = p?
ce qui donne

2
w:p—ety:j:\/pQ—xQ.

2R
Ainsi
2

1 4R? —
“ssup (V2R + 7 ((9) € 2000, p)} =

Cette quantité vaut 0 quand p = 2R, et est croissante quand p décroit. On
vérifie numériquement que lorsque p = 1,86R, on a
4R? — p? 1
1 P < 3
p 16R
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Ainsi la zone
{z€Q:|z| > 1,86R}
satisfait les conditions géométriques requises.

Si on se place sur le cercle C(2R, p’), on voit que

sup {#\/(Jc —2R)? +y?%, (z,y) € QNC(2R, p")}

et

/

P <
(2R — p')* ~ 16R®

2
ip' <=R.
sip' < E
Ainsi la zone

2
{z€Q:|z—2R| > 5R}

satisfait aussi les conditions géométriques requises. W

99

!/

__r
(2R — p")*’

Remarque. La Proposition 9.1 implique que si ¢ est minorée par a > 0
sur la partie hachurée du disque suivant (Fig. 11), alors les conditions
géométriques du Théoreme 9.1 sont satisfaites, et donc ’énergie des solutions

décroit exponentiellement vers zéro.

Fig. 11. Domaine admissible
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4. Preuve du Théoréme 9.1
On commence par vérifier que le probleme (9. 7)-(9. 9) est dissipatif :

LEMME 9.1.
(9. 28) VO<S<T <400, E(S / / 2)u’* de di.

Preuve du Lemme 9.1. On multiplie (9. 10) par «’ et on intégre par partie
sur Q x [5, 7] :

//_au // (u" - Au+ agu)

9 T
_ [Q/QU + Vel + agu?] = B(T) - B(5)m

4.1. La méthode des multiplicateurs par morceaux.

LEMME 9.2. Soit O C Q2 un domaine Lipschitz.
Soit h : O — R™ un champ de vecteurs de classe C1. Soit 0 < S < T <
+oo. Alors on a lidentité suivante :

T
(9. 29) /S/aozayuh-vuﬂh-y)(u'?—|vu|2)

:[/mlh Vu //2au+quhV“
ahk 8u 8’u
9 el
/ / (div h)(u'" = |Vu| )‘l'Q;; Oz; Oz; Oz

Remarque. Les intégrations par partie qui conduisent a (9. 29) sont habituel-
lement faites si O est de classe C?, et restent valables si O est seulement
Lipschitz grace aux résultats de P. Grisvard [23].

Preuve du Lemma 9.2. Cette identité est donné par la méthode des multi-
plicateurs : on integre par partie ’expression suivante :

T
0:/ /Qh-Vu (v’ — Au+ a(u' + qu))
s JO

{/ 2u'h - Vu / /2u’h V'
O

/ / 20,u b - Vu—l—/ Vu -V (2h-Vu)+2a(u' + qu) h - Vu,
90 (@)

T T 9
:{/QU/h-VU —/ / 20,u h-Vu+h v
O a0

/ / (div h) u —|—2 Z(d hi O;u Ogu+hy, O;u 0; ku)—l—Qa(u +qu) h-Vu,
o i,k
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{/ 2u'h - Vu / / 20,u b -Vu+h-v(u? —|Vul?)
90

/ / (div h) |Vu|2) + 2 Zaihk diu Opu + 2a(u’ + qu) b - Vu.
o ik

Ainsi, en mettant toutes les intégrales de bord dans le membre de gauche,
on obtient (9. 29). W

Le principal probleme est d’estimer, et plus precisément de majorer, les
intégrales de bord dans (9. 29). On utilisera I'identité (9. 29) sur chaque
sous-domaine ;. Dans le cas de I’équation des ondes avec la condition
de Dirichlet sur le bord, K. Liu [56] a construit un champ de vecteurs qui
permet facilement de Iestimer : sur la partie QN {m-v < 0}, la condition
de Dirichlet © = 0 permet de montrer que 'intégrale correspondante est
négative, et sur 'autre partie du bord h est nul. (On détaillera plus cette
partie dans le Chapitre 17.)

Pour le cas de I’équation des ondes avec la condition de Neumann sur le
bord, ce type de construction suflit encore lorsque w contient un voisinage
de tout le bord de €2. Dans le cas contraire, il faut raffiner la construction :
soit 0 < g9 < €1 < €9 < €; on définit pourt=04a 2 :

(9. 30) Qi = No, Ui} (@) U (2\U;9;) |

Comme (9, \ Q1) N Qo = B, on peut construire une fonction v¥; € C5°(R™)
telle que :

0<9; <1,
(9. 31) ;= 1sur Q;\ Q1,
;= 0 sur Qo.

On utilise I'identité (9. 29) avec O :=Q; et h = hj(z) := ¢;(z)Ve;(z) :
T 2
(9. 32) / / 2(?yju lb]‘Vqﬁ]' -Vu+ (QﬁjVéj . I/j)(u/ - |Vu|2)
s Jag,
= [/ 20"V - Vu / / 2a(u’ + qu);V; - Vu

v du 0
/ / (div %Vé;( — [Vl +QZ %0:6% kds 0;;

Pour commencer, on étudie l'intégrale de bord dans (9. 32). Par
construction

¥i(7)0d,,¢;(r) = 0 pour tout z € 99;.

Le deuxieme terme de l'intégrale de bord est donc nul. D’autre part, le
premier terme est nul sur 9Q;NJQ grace a la condition de Neumann. Comme
¥; = 0 sur 092, \ 09, on voit que l'intégrale de bord de (9. 32) est nulle.
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On déduit alors de la définition de ?; et de (9. 32) que :
T T
(9. 33) Z[/ 2u'1;V o, -W}SJFZ/ / 2a(u’ 4 qu);V; - Vu
e, —Js Ja,
T 2
+Z/ / Ad; (! —|Vu|2)—|—2(D2qu-Vu|Vu>
]' S QJ\QI

T
_ . — O(Y;Voj)k du Ju
- ZJ:/S /Qle(dW (%V%))( |VU| i dz; oz; aﬂﬁk

T
SCZ// u’2—|—|Vu|2§C// W+ |Vul?,
—~Js Ja,na, s Jana,

(Remarque : U;(92; \ Q1) = 2\ @Q1.)

Soit ; : © — R une fonction de classe C? constante sur les sous-
domaines €; :

u(e) = i sur 9.
En multipliant (9. 7) par pu, on obtient :

(9. 34) /ST/Q—,uua(u/—}—qu):/T/uu(u”—Au)
= /uuu / / (—u'? + |Vul?) + uVu - Vp.

Soit
{h(m) = i (2)V;(z) si x € Q,
h(z):=0sizeQ\U;Q;,
et
(9. 35) M (u) :=2h - Vu + pu.

On ajoute (9. 34) a (9 33) pour obtenir

(9. 36) [/ // a(u' + qu) M (u)

+3 /S /ﬂ J\Qle — W (u — 86|Vl +2(D%; - VulVu)

T
§C/ / W+ |Vul? + 2.
s Janog,

(On a utilisé le fait que Vu = 0 sur 2\ @Q1.)
On déduit alors de (9. 11) que

[ ] [ fot o vt
T
—I—n/ / u’2—}—|Vu|2§C/ / u’2—|—|Vu|2—}—u2.
S Q\Ql S QﬁQl
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Donc

T T T
37) 277/ Eg—[/ u'M(u)} —/ /a(u’—l—qu)M(u)
S Q S s Ja
T T
+C/ / u'2—|—|Vu|2—}—u2—|—77/ /aqu2
s Jang, s Ja

C’est 'inégalité fondamentale pour prouver (9. 16).

4.2. Estimation des termes du second membre de (9. 37).
Il est clair que

(9. 38) ‘ / u) de

D’autre part

<C\FE ()

LEMME 9.3. Il existe une constante strictement positive C lelle que,
pour tout 6 > 0, on a

T
(9. 39) ‘/ /a(u’—l—qu)M(u) dz dt‘
S Q
C T T
§—/ /au’2+au2dxdt—}—5/ Edi
) S Q S

Preuve du Lemme 9.3. Soit 6 > 0.

‘/ST/Q“(“'JFW) // SM()? + o=(au” + gau?) W

A T’aide des estimations (9. 38) et (9. 39), on déduit de (9. 37) que, si
d est assez petit, il existe une Constante strictement positive C' telle que

T T
(9. 40) / Edth’E(S)—I—C/ /aqu2
S S Q
T
+C/ / ' + |Vu|? dz dt
s Janog,

T T
§CE(S)+C/ /aqu2—|—0/ / |Vu|2dacdt7
S JQ S JanQ,

en utilisant le fait que a(z) > o > 0 sur QN Q.
Il reste & estimer le dernier terme de (9. 40) :

LEMME 9.4. Il existe une constante strictement positive C lelle que,
pour tout 6 > 0 :

T T
(9. 41) / / |Vu|? dz dt < CE(S) + C/ / W +u? da di.
S QNQq S QNQ2

Preuve du Lemme 9.4. Puisque R™\ Q; N Q1 = 0, on peut construire & €
C5° (R™) qui possede les propriétés suivantes

0<E<t,

& =1 sur @,

& =0sur R"\ Q,.
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On multiplie (9. 7) par {u pour obtenir :

/ST/Q—SM(U’HU):/ST/Q& (u" - Au)
= [/quu’E—k/ST/Q—£U’2—|—VU-V(SU)7

= [/quu’}z —}—/ST qub'/ﬂf(|Vu|2 —u'?) - %UQAf.

On en déduit que

[ o v
< —[Asuu’]Z+LTL—5ua<u’+qu>+5u’2+%u%s

T
< CE(S)+C/ / W+’ H
s JanQ,

Pour finir, on adapte une méthode introduite par F. Conrad et B. Rao
[16] pour estimer le dernier terme de (9. 41) :

LEMME 9.5. Il existe une constante strictement positive C lelle que,
pour tout >0 :

T C T 9 T
(9. 42) / /aqumdthE(S)—l——/ /au’ a’.:vdt—l—n/ E dt.
s Ja nJs Ja s

Preuve du Lemme 9.5. Soit t fixé. On considere la solution z du probléeme
elliptique suivant

(9. 43) —Az + aqz = au dans €,
(9. 44) 0,z = 0 sur 09.

On multiplie (9. 43) par z pour en déduire que

/|Vz|2—|—aq22:/auz.
Q Q

Comme & — a(z)g(x) n’est pas la fonction nulle, il existe ¢ > 0 tel que
el ey < e [ 1937 + ags?.
Q

Ainsi avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(9. 45) /22 < c/ au?.
Q Q

D’autre part, en dérivant par rapport a ¢, on voit que z’ est solution du
probleme

(9. 46) —AZ +aqz’ = au’ dans Q,
(9. 47) 9,2 = 0 sur 9.
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Donc on en déduit que

(9. 48) /2’2 < C/ au'?
Q Q

Ensuite on multiplie (9. 7) par z :

T
O:/ /z(u"—Au—l—au’—I—aqu)
S Q
T T T T
— [/ zu’} —/ /Z’u’—/ /qu—l—/ /az(u’—}—qu)
Q S s Ja s Ja s Ja
T T
= {/ zu’] —/ /z’u’
Q S s Ja
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T T
—I—/ /au2 — aquz—i—/ /az(u’—l—qu)
S Q S Q

Ainsi

o[t [ [ [ [

D’abord on remarque que

[ =] < el 0y < B,

On majore ensuite le second terme :

Ll [ (L) (L)

// +cn//u <<B(s +2m/ E.

Enfin, on estime le dernier terme de la méme maniere :

\/ /“Z“ 8 /</Q“2)1/2</Q“”’2)1/2Scn/STE+%E<5).

On déduit de (9. 49) et des trois dernieres estimations la validité de (9. 4
|

4.3. Fin de la preuve du Théoréme 9.1.
En utilisant (9. 41) et ensuite (9. 42), on déduit de (9. 40) que

/E<E—|—77/E

2.

En prenant 7 assez petit, et en faisant tendre T’ vers I'infini, on obtient que

(9. 50) /SOOESCE(S)

et on conclut & 'aide du Lemme 1.1. W
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STABILISATION UNIFORME
DU SYSTEME DE
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CRISTAUX CUBIQUES






CHAPITRE 10

INTRODUCTION

On étudie le systeme d’élasticité relatif aux cristaux cubiques, stabilisé
par un feedback frontiere non linéaire.

Ce travail a été motivé par deux articles antérieurs de J. E. Lagnese
[48] et [49] et un article de V. Komornik [46]. Dans le premier, J. E.
Lagnese prouve des résultats de décroissance uniforme de I’énergie pour les
solutions du systeme d’élasticité linéaire soumis a un feedback représenté
par une fonction linéaire de la vitesse, sous certaines conditions techniques
sur le tenseur d’élasticité. En particulier, ces résultats ne s’appliquent pas
au cas linéaire homogene isotrope, pour lequel le tenseur d’élasticité dépend
de deux parameétres, appelés constantes de Lamé.

Dans le second article, il obtient des estimations de décroissance uni-
forme de I’énergie pour des systemes d’élasticité homogenes, isotropes, linéai-
res et bidimensionnels. Ces systémes sont soumis & un feedback (représenté
par une fonction éventuellement non linéaire) dépendant de la vitesse, mais
modifié par un feedback linéaire artificiel.

V. Komornik a montré que la méme estimation est valable, sans ce terme
linéaire artificiel, pour les systémes homogenes isotropes en dimension 2 et 3,
soumis a une force qui dépend linéairement de la vitesse. Ses estimations sur
le taux de décroissance de I’énergie sont méme optimales lorsque le domaine
est une boule de R?.

Le but de cette partie est d’étendre ces résultats au probleme de stabi-
lisation du systeme de I’élasticité relatif aux cristaux cubiques, et soumis a
une force qui est une fonction non linéaire de la vitesse. Pour ces systemes,
le tenseur d’élasticité dépend de trois parametres. En utilisant les notations
de R. P. Feynman ([22]) :

szyy = A; Cﬂ:ymy = 2,“7 Ca:a:a:z‘ =1,
le terme général du tenseur d’élasticité s’écrit
Cijkt = A0ii0k + (81051 + 0:05%) + (71— X — 2p) 8561 0p1.

Le cas homogene isotrope correspond au cas n = A+ 2p. Dans la suite,
on suppose seulement que n > A+ p : d’apres les valeurs numériques don-
nées par R. P. Feynman, cette hypothese est physiquement vérifiée pour de
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nombreux cristaux, comme par exemple Fe, Al le diamant, LiF, NaCl, KCl,

Nabr, KI, AgCl...
En notant v := n — (A + 2u), le systeme d’élasticité s’écrit

u! — pAu; — (A4 p) aii (divu) — 'ygiﬁg =0 dans Q x Ry,
u; =0 sur I'p X Ry,
po,u; + (A + p) (dive)y; + 72;; v +au; + lg(ul) = 0 sur I'y x Ry,

u(0) = u® et w'(0) = u' dans Q.

On suppose que g est une fonction croissante qui vérifie

{clmp < lg(@)| < calals sifal <1,
calz] < g(2)| < eala| si [z] > 1,
avec p > 1. Sous certaines hypothéses géométriques, on montre que
sip=1, E(t) < E(0) ™" Vi>0,
et
sip>1, E@)<ct™e=D vi>o.

Ensuite, grace a un principe général de D. L. Russell [69], on déduit un
résultat de controlabilité exacte. Puis, par 'intermédiaire de ce principe et
d’une méthode introduite par W. Liu [58] dans le cadre d’un systéme de
thermoélasticité, on retrouve une partie du résultat de décroissance expo-
nentielle de I’énergie lorsque g est linéaire. Cette méthode ne donne pas
de résultats nouveaux dans le cadre des cristaux cubiques, mais se révele
tres efficace dans I’étude de la stabilisation uniforme du systéme général de
I’élasticité.
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PRINCIPAUX RESULTATS

1. Probléme considéré

Soit Q un domaine borné de R de classe C2. On note I' le bord de Q
et v = (vy,---,vy,) le vecteur unitaire normal sortant du bord. Soit I'g, I’y
une partition du bord I' telle que

(11. 1) [onTy =0.

Soient A, u, n trois réels strictement positifs. On note v =n — A — 2pu.
Soient @, £ : 'y — R4 deux fonctions de classe C!. On suppose que a n’est
pas identiquement nulle si I'g = (.

Soit g : R — R une fonction continue, croissante et s’annulant en zéro
et telle que

Ve € R, [g(2)] < (1 4+ [z])

avec ¢ > 0.
On considére le systeme (P) suivant, ou u = (uy, ug,- -, uy), ¢ variant
delaN:
(11. 2) ul — pAu; — (A4 p) 0 (divu) — 0u; =0dans Q xR
. 2 M 2 M 0372 701;12 - +
(11. 3) u; = 0 sur g x Ry,
(11. 4)

du;
poyu; + (A + p) (dive)v; + 78—;1/2- + au; + Lg(u;) = 0 sur I'y x Ry,
(11. 5) u;(0) = uf et u}(0) = u} dans Q.

2. Théoréme d’existence et de régularité

L’existence et la régularité des solutions découle d’un résultat standard
de théorie des opérateurs maximaux monotones :

THEOREME 11.1. Supposons que n > A+ .
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1. Etant donné (u®,u') € HY, (Q)N X LQ(Q)N, le probléme (P) admet
une unique solution faible

(11. 6) weC(Ry, HE (™) nC Ry, L2(Q)Y

).

De plus, Uapplication (u°, u') +— u est continue par rapport @ ces topologies,
et l’énergie de u, définie par

(11. 7)

1 : -
E(t):= 5 /Q o+ |Vt + (A + p)(div u)? + 72(
=1

ou;
Ox;

) 4y )
+ — au
2 r,

2. De plus, si g est globalement lipschilzienne, et si u® et u' vérifient
pout tout t :

est une fonction décroissante.

N N
a1 s) {uo e HX(QN N HL (Q),u! € HE (Q),

10, u® + (A + p)div «Cy; + vi%v + au + lg(u}) = 0,

alors la solution u du probléme (P) posséde la propriété de régularité plus
forte suivante :

(11. 9) we L% (Ry, HA(QN),
(11. 10) W' € LRy, HE (@),
(11. 11) W’ € LRy, (),

Dans ce cas u sera appelée solution forte du probléme (P).

3. Principal résultat de stabilisation

Du fait que z g(z) > 0 pour tout = € R, le probleme (P) est dissipatif.
Grace a un choix convenable du feedback, et sous certaines hypotheéses, on
va montrer que les solutions de (P) tendent vers zéro uniformément, avec
une estimation précise du taux de décroissance.

On suppose satisfaites les hypothéses suivantes :

e on se restreint au cas N > 3 (on indiquera comment modifier la preuve
Si 17V = 2).
e soit 29 € RV, et m(z) := = — 20; on suppose que
(11. 12) m(z)-v(z) <0 sur Iy,
(11. 13) m(z)-v(z) >0 sur Iy,
Soit R = supzeq|m(z)].
e on suppose que A, y, n vérifient
(11. 14) n>A+p (le p+v>0 avec y:=n—X—2pu).
(Le cas homogene isotrope correspond a n = A + 2u) .
Soit
(11. 15) §i=inf{p, p+7} =inf{py,n— A - p}.
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Soient «, § : I'y — R, deux fonctions continues et strictement positives;
on définit les fonctions @ et £ par la formule

(11. 16) a:=a(z)m- -vetl:=p(z)m- v
On a alors le résultat suivant
THEOREME 11.2. Supposons satisfaites (11. 12)-(11. 14).

1. Supposons qu’il existe p > 1 el qualre constantes strictement posilives
c1, C, €3, Cq lelles que

(11 17) ol < lg@)| < colol? sifo] < 1,
(11. 18) cslz] < |g(2)| < eqlz| si|z| > 1.

Alors étant donné (u°,u') € Hf, (Q)N X LQ(Q)N, la solution de (P ) satisfait
lestimation

(11. 19) Vt >0, E(t)<Ct@-D

ou C' esl une constante dépendant seulement de [’énergie initiale F(0) (et
de maniére continue ).

2. 8’il existe deux constantes strictement positives ¢ and ' telles que

(11. 20) Vz €R, c|z| < |g(2)] < ||,
Alors il existe w > 0 tel que toute solution faible de (P) satisfait lestimation
(11. 21) Vi >0, E(t) < E(0)e!™
De plus, si on définit a et £ par

N -1 ~
(11. 22) a=a:= fm-uetﬁ:ﬁ::ﬁm-u,

2R? Rc!
alors ’énergie de toute solution faible de (P) satisfait 'estimation

__c V%

(11. 23) Vi>0 E(t)<E(0) =R,

Remarque. 1. On prouvera le Théoréme 11.2 sous 'hypothese supplémen-
taire

g globalement lipschitzienne.

Cela permettra de travailler avec des solutions fortes, pour lesquelles les
calculs seront justifiés par la régularité donnée par (11. 9)-(11. 11). On
éliminera cette hypothese par la suite.

2. On pourrait montrer un résultat semblable en supposant €2 presque
étoilé.

3. Le systeme est homogene isotrope quand v = 0. Lorsque g(z) = z,
(11. 23) donne l’estimation

v
Vi>0 E(l) < E(0)e! 3"

V. Komornik a montré que cete estimation est optimale si € est une boule

de R3. Cette propriété est étroitement reliée & la plus petite vitesse de

propagation dans le matériau. On ne sait pas si I'estimation (11. 23) est

optimale dans le cas des cristaux cubiques.
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4. Contrélabilité exacte et stabilisation exponentielle

En appliquant un principe de D.L. Russell [69], on déduit du Théoréme
11.2 le résultat de contrélabilité exacte suivant :

THEOREME 11.3. Soit N > 3 et T > 2R/\/E. Elant donné (y°,y") et
(y7, yr) arbitrairement dans Uespace d’énergie Hf: () x L*(Q), il existe une
fonction v € L2(0,T; L*('y)) telle que la solution y du probléme

0 0%y;
Y/ _ L = . _ k3 —
(11. 24)  y — pAy, — (A +p) 92, (divy) 78332'2 0 dans Q x (0,T),
(11. 25) y; =0 on Ty,
(11. 26) poyy; + (A + p)(div y)v; + y%w =v; surl'y,
(11. 27) y(0) =y? et y'(0) =y} dans Q

satisfait la condition
y(T) =yr et y'(T) =y dans Q.
Ce théoreme découle du résultat de décroissance exponentielle (11. 23).

Une méthode récemment introduite par W. Liu [58], dans le cadre d’un
systeme de thermoélasticité (relatif a un matériau homogene isotrope), per-
met de retrouver le résultat de décroissance exponentielle (11. 21) dans le
cas linéaire ( i.e. lorsque g(z) = z pour tout z). On note que I’estimation
de décroissance exponentielle (11. 23) se démontre directement, sans argu-
ment de compacité, lorsque @ et £ ont les valeurs particulieres a et £. Par
contre, on a besoin d’arguments techniques supplémentaires pour prouver
(11. 21) (voir Lemme 13.6). A partir du résultat précédent de contrélabilité
exacte, de sa preuve et de I'estimation (11. 23), on peut éviter de démontrer
le Lemme 13.6, pour obtenir le résultat suivant:

THEOREME 11.4. Soient a el { définies par la formule (11. 16). On
suppose que pour tout x € R, g(z) = x. Alors il existe w > 0 tel que toute
solution faible de (P) salisfait Uestimation

(11. 28) vt >0, E(t) < E(0)e' ™"

Remarques. La preuve de ce théoréeme n’est pas constructive et ne per-
met pas d’avoir une estimation de w. La méthode de W. Liu ne permet
pas d’améliorer dans notre cas les résultats de décroissance exponentielle
de I’énergie. Par contre, elle est tres utile dans 1’étude de la stabilisation
du systéme général linéaire de ’élasticité : F. Alabau et V. Komornik [4]
ont prouvé que I’énergie décroit exponentiellement lorsque a est assez pe-
tit (et lorsque le domaine est une boule); la méthode de W. Liu permet
de s’affranchir de la condition “a petit” et d’obtenir un résultat pour toute
valeur positive de a (voir aussi A. Guesmia [26]).
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PREUVE DU THEOREME D’EXISTENCE

Le principe va étre de se ramener a un probléeme écrit sous la forme
!
U+ AU =0

et ensuite d’utiliser le théoréme de Hille-Yosida. On note H I'espace L%(Q)"
muni du produit scalaire habituel

(12. 1) ”'UH%Q(Q)N:/'UQ:/vivi.
Q Q

(on utilise la convention des indices répétés.)
On note V Pespace

HE (N ={ve HY(QN : v =0sur 'y}

muni de la structure euclidienne définie par :

N
) Jvi\2
(12.2) ol = [ ulVol' + (e m)div o) +9 3 (50) + [ au,
2 =1 i

(On notera v; ; == g;; )

L’hypothese p 4+ v > 0 nous assure que ||.||y définit bien une norme
euclidienne sur V, équivalente a la structure euclidienne classique. On notera
(+|')v le produit scalaire associé a || - || . Soit A l'opérateur défini par :

A:V =V
v Av: Yw eV, (Av,w)yry = (v|w)y.
Soit B 'opérateur défini par :

B:V =V

v Bv: YweV, (Bv,w)yy = / Lg(v)w.
Iy

B est bien défini et continu, en vertu de I'injection de H'(Q) dans L2(T) .
Supposons u solution de (11. 2)-(11. 5). Soit v € V. On multiplie
(11. 2) par v; , on intégre par parties sur €2 pour obtenir une formulation
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faible du probleme :

J ?u;
— "_ _ ; _ AP
0= /Q<uZ pAu; — (A + p) oz, (div u) 78@-2)%

Jdv; Ou; dv;
_ ", N i — ——
= /QuZ vi + uVu; Vg + (A + ) (div ) Oz, T 78:62- 0z;

. . dui
_ /Fl <;u?l,u2 + (A + p)(div w)y; + 'ya—xil/z)vz.

En sommant sur ¢, on voit apparaitre :

(12. 3) <u'+Au+ Bu o>y y=0 YveV.
Soient

(12. 4) U= (U1,Uy) := (u,u')

et A l'opérateur défini par

(12. 5) AU = (~Us, AU, + BU,).

Alors le probleme (P) se réécrit :
{U’—I—AU =0 sur Ry,
U(0) = (u,u')

On remarque que si u est solution suffisamment réguliere de (11. 2)-
(11. 5), alors U et AU sont éléments de V x H. Ceci nous amene a définir:
(12. 7) DA ={UeV xV:AU, + BU; € H}
et a définir les solutions faibles de (P) comme la projection sur la premiere

composante des solutions de (12. 6). Cette définition est justifiée par le fait
que :

(12. 6)

ProposiTION 12.1. A est un opérateur maximal monotone de V x H.

Preuve de la Proposition 12.1. On commence par montrer que 4 est un
opérateur monotone. soit U € D(A). Alors
(AU — AV|U — V)yxn
= (Vo = Uz|Uy = i)y + (AU, — AVy + BU; — BV3|Uy — Vo)
= (Vo = U3|Ur)v + (AU + BU3|Us)yr v
= —(Us|Uy = Vi)v + (AU, — AVi + BU; — BV3|Uy — Vo)yr v
= <BU2 — B‘/QlUQ — ‘/2>V’,V'
Donc
(12.8) (AU — AV|U = Vysy = / g(Us) — g(Va))(Us — Vi) > 0.
I

A est donc monotone.

Etudions maintenant le caractére maximal de lopérateur A. Cela re-
vient & étudier la surjectivité de 'opérateur I + A de D(A) sur V x H.

Soit W € V x H. Supposons qu’il existe U = (Uy, Uz) € D(A) tel que
(I+A)U)=W,
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c’est-a-dire :

(12. 9) Uy —U; =Wy

(12. 10) Uy + AUy + BU; = Wy

Alors Uy = Wy + Uy, et en reportant dans (12. 10), on voit que U, satisfait
(12. 11) Uy, + AU; + BU; = Wy — AW,

Cela revient donc a étudier la surjectivité de l'opérateur :
I+A+B:V —V

Supposons que cet opérateur est surjectif; alors comme Wy et W5 sont dans
V, Wy — AWy € V' il existera Uy € V tel que (12. 11) soit vérifiée, et on
utilisera (12. 9) pour définir U;. Montrons donc la surjectivité de 'opérateur

LEMME 12.1. Lopérateur I + A+ B :V — V' est surjectif.

Preuve du Lemme 12.1. On utilise le théoréme de Minty-Browder (voir par
exemple J.-L. Lions [55], p. 171-173) pour prouver la surjectivité de V sur
Vide I+ A+ B :

o /| + A4 B est monotone : soit v € V :
(12 12) <(I—|— A—|— B)’U,’U>V/7V = HUH%{ + (’U | ‘U)V + <B’U7’U>V/’V Z 0.

o | + A+ B satisfait :
<(I + A + B)’U, v)V’,V

llvllv

En effet, d’apres (12. 12), en utilisant la positivité de la fonction ¢, on
voit que :

(12. 14) (I+ A+ B, o)y > o]}

En remarquant que I + A+ B est continu de V dans V', on conclut a 'aide
du théoréeme de Minty-Browder que I+ A+ B est surjectif de V dans V'. R

(12. 13) — oo lorsque ||v||y — oo

Le Lemme 12.1 permet donc de finir la preuve de la Proposition 12.1.
Le théoreme de Hille-Yosida permet alors de prouver ’existence de solutions
faibles de (12. 6), et par suite de solutions faibles de (P) satisfaisant (11. 6).
On en deduit que I’ énergie d’une solution est décroissante, car F(u) =

AU -

Soient u® u! € V vérifiant (11. 8). On peut prouver (voir [44]) que
lorsque g est globalement lipschitzienne, les ensembles D(A) et

Dy = {(u°,u!) € (HAQN n 1, (") x i, ()" :
Iy
0,02+ (O )i a0 + 7 9y a4 Lul =0, pour i=1---N}
Z;

coincident (en fait Dy est inclus dans D(A) et on a I’égalité si g est globale-
ment lipschitzienne). Il est clair aussi que Dy est dense dans V x H.
Pour prouver (11. 9)-(11. 11), il suffit de prouver que :

(12. 15) A’ + Bu' € H.



118 12. PREUVE DU THEOREME D’EXISTENCE

Dans ce cas-1a, (u%, u') appartient & D(A), et (11. 9)-(11. 11) résultent de la
partie du théoréeme de Hille-Yosida concernant les solutions fortes. Prouver
(12. 15) revient a montrer qu’il existe une constante ¢ € R telle que

(12. 16) Vw eV, [{Au® + Bu', w)yrv| < C|lw||g.
Soit w € V

(Au® + Bu', w)yry = / pVudVw; + (A + p)div w’div w + yul jw;;
Q

+ / lu'w + au®w
Iy

_/—( AW+ (A + )2 (div ) + 82u?)w-
du?
[ 0+ (At v 495+ add +
I Ti

L’hypothése de régularité montre la validité des calculs précédents, et la
condition sur le bord (11. 8) assure que intégrale sur 'y est nulle.

Ainsi

(12. 17) (AW + Bu, whyry] < Ol |zl

Ceci acheve la démonstration du Théoréme 11.1. W



CHAPITRE 13

PREUVE DU THEOREME DE STABILISATION

On va prouver le Théoreme 11.2 lorsque g est globalement lipschitzienne.
On montrera dans le dernier paragraphe comment éliminer cette hypothese.

Supposons donc g globalement lipschitzienne. Il suffit alors de prouver
les estimations (11. 19), (11. 21) et (11. 23) pour les solutions fortes : on
déduit alors le résultat pour les solutions faibles a ’aide d’un argument de
densité. On supposera donc que u est une solution forte de (P); la régularité
de u donnée par (11. 9)-(11. 11) permet alors de justifier tous les calculs.

1. Identités fondamentales

La preuve est basée sur une identité (Lemme 13.2) donnée par la méthode
des multiplicateurs.
On vérifie d’abord que I’énergie est décroissante, et on donne I’expression

de F' :
LEMME 13.1.

T
(13. 1) VO S <T < +o0, E(S)—E(T) = / / Cui'g(u;') ds dt.
S JI

Remarque. (13. 1) implique que F est localement absolument continue,
et par conséquent elle est dérivable presque partout et

E' = —/ lu;'g(ui') ds.
Iy

Cette formule sera essentielle dans la suite.

Preuve du Lemme 13.1. On multiplie I’équation (11. 2) par u’ , et on integre
par partie sur Q x [S, 7] :
r J 0%u;
0= <<<’— Au; — (A diva) — )
/S /Qu ui = pAu = (At p) g =(dive) =57

T P
_ L LoV 4 (A + )di
/S /QuZuZ + uVu; - Vu; + (A + p)div u(’?xi + 7(?.%’ oz,

T Ou;
— M ud, s i . —y.
/S /FUZ (,udl,uZ + (A + p) (divu)y; + 78@'%)
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On déduit de (11. 3) que u} = 0 sur [y ; grace a (11. 4) on obtient :

T /
ou; Ou; Ou;’
— Z/ " ; ; A di ? ?
0 /S /Qu + uVu;' Vu; + (A +p) 1vua + 0372 oz,

—I—/ / auw; + lu;'g(u),
S Iy
0_/T/il<u'2+ IVaul? + (A + ) (div w)? + (6“2))

~J J a2 . . "z,

T
d 2
— = f/i '/2'..
0 Get) + et

Pour simplifier les calculs, on considere le vecteur M(u) € RV ayant
pour composantes

(13. 2) M (u); = M(u;) == 2mpu; p + (n — 1)u;

(en utilisant la convention des indices répétés).

Supposons que g vérifie (11. 17) and (11. 18). (Si g vérifie (11. 20), il
suffit de prendre p = 1 dans les calculs suivants.) L’identité fondamentale
pour prouver le Théoreme 11.2 est la suivante :

LEMME 13.2. Pour tout 0 < S<T < +o0 , on a

T T
-1 _
(13. 3) 2/ E()% dt:p—/ E%—SE’/U’-M(U) dz dt
s 2 Js Q

T —
+ /S B /F<,u8yui + A+ p)divury; + 7ui7il/i) - M (u;) + au® dsdt
T ,
—I—/ E= / m - V(u’ — u|Vaul® — (A4 p)(divu)® - 'yuii) dsdt
S r
_ T
— [E%l/ u' - M(u) dx}
Q S

Preuve du Lemme 13.2. D’abord on multiplie (11. 2) par 2m-Vu; = 2myu; i
(en utilisant la convention des indices répétés) , et on intégre sur €2, ensuite

on multiplie le résultat par E*F et on integre par partie sur [S, 7] :

2
0—/ E%T / ;" — pAu; — (/\—I—u)aa (div u) — 'ygu>2mkuzk

= [ET/ 2u;" myu; k} - —/ E T E’/ kauzku
Q S Q
T b1
—I—/S ET/Q—Qu/mkuak—l—uVui-V(Q'mkui7k)

0
(kauz k) + YU (kauz k)

Ox;

+ Ok ) div )5

T —
- / B / poyu; + (A + p)divuy; + 'yui7i1/i)2mkui7k.
S I
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Donc

_ T
_ {Epz_l/ 2u/mkui7k}
Q S
T,
-l—/ ET/(M@/W-I- (A 4+ p)div UVZ'-I-’WZ',Z'W)kaui,k
s r

—1 (T b ’ ’
—_— F2F 2'mkui7ku2-
S Q

T
p=1l 12
-l—/ B /_mk(ui ) et G 5 2m U A p2mt
Q

+ (A + ) (div w) (2mg i e + 2mpt k) + Y (2 it e + 2MEt; k)
17T ,_
= _p_/ E%SE’/ ka'ui7kui’
2 s Q
T p=l 12 2 .
—I—/S E™ /QNu + 2pu; g+ pmg(ug ;) g 4 (A4 p) (diva)2u; ;

T —
+ /S B /Q(/\ + p)my(div u)27k + 2y u 5 + 7mk(uii)7k

T 1
—/ ET/mkl/ku/u/.
S r

On obtient donc
_ =1 A, . T
(13. 4) [E : /Qzuz mku%k}s
T
—}—/ ET/ ,u(?l,ui—l—(/\—I—u)divuw—I—'yui7iz/i>2nzkui7k
:/ Bt /Nu’2+(2 Nl Va2 4+ (2= N) (A ) (div )2+ (2 — Ny,

/E/ P IVl = (A ) (dive)? = yud)me v

-1 T =3 . I
—/ EFz2 F / Q*mkui7kui .
S Q

Ensuite on multiplie (11. 2) par u; et on intégre par partie sur Q x [S,T].
Comme

1 p=1 0 0%u;
— 3 M . H oA .
0= /S E / (uz LAY, (/\ + ,u) 9 (dlvu) Y _%ﬂ)uﬂ

on a

(13. 5)
_[E;/ / 7 / i+ (A4 p)div wvi + s )

/ / —u 4 p|Vul* + (A + p) (div ) + yul;
Q

J— T —
—1/ EPTSE'/ w; .
S Q
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En multipliant (13. 5) par N —1 et en ajoutant a (13. 4), on obtient (13. 3).
|

2. Fin de la preuve du théoréme

On estime les termes du membre de droite de (13. 3) en utilisant les
conditions de bord sur I'g et sur I'y.

LEMME 13.3. On a
(13. 6) / m - y(u’2 — | Vaul* — (A4 p) (div u)? - 'yuii) ds
o
+ / <,u81,u2- + (A + p)div uy; + ’YUi,z’Vz’) - M (u;) + au?ds <0
Lo
Preuve du Lemme 13.3. Sur I'g on a u; = 0. Donc
Vu; = (Qpui)v ie. up = (Opu)vg
et
M (u;) = 2mpu; p = 2my(Oyu;) vy = 2(0,us)m - v.
donc
M (u;) (,u@l,ui + (A + p)divuy; + 7u2-72-1/2-)
+m- y(u’2 — u|Vaul? — (A4 p)(divu)® - 'yu?ﬂ-)
=m- y(ul2 — pVul® = (A + p) (div u)? = yul; + 20(0,us)*
+ 2(A 4 p)(div w)dyu; v; + 27w, ;0L u; 1/2-)
=m- y(u'2 + M|VU|2 + (A + p)(div u)2 + 'yu;{i)
Comme m -v < 0 sur 'y, on en déduit (13. 6). W

Ensuite on étudie la partie sur I'y. On distinguera trois cas :

2.1. Premier cas.
Supposons que ¢ satisfait (11. 20) et que a et £ sont définis par (11. 22).

On étudie attentivement ce cas pour prouver (11. 23). Ensuite on indi-
quera comment modifier la preuve lorsque a et £ sont seulement donnés par
(11. 16). On a le résultat suivant :

LEMME 13.4.
(13. 7) / v (W = plVal = A+ ) (dive)? = ya?,) ds
I

+ / (,u(?l,ui + A+ p)divuy; + 'yui,ﬂ/i) - M (w;) + au® ds
I
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Preuve du Lemme 13.4. Soient

a ~ 14
o= et 0:= .
m-v m-v

En utilisant (11. 4) et (11. 22) on a

mev(w? = plVul? = (A + ) (dive)? - yul;)
+ (,u(?l,ui + A+ p)divury, + 'yum-z/i) - M (u;) + au?
=m- I/(Ul2 — | Vul® = (A + p) (div u)? — yul,; + au?
— (2mpu; g+ (N — 1)w;) (au; + B!](ui,)))
=m- V(u’2 — | Vul® = (A + p) (div u)? — yul; + au?
—&(N - 1)u? - B(N = Duig(ui') — 2mpu;  (Gu; + @g(u/)))

<m- y(u’2 —&|Vul* + au® — a(N — 1)d?

_ R? .
— B(N = Duig(us') + €| Vu|? + ?(dui + ﬁg(u/))Q)

RQBQC/Q R2 &2

< m-y((l—i— : Ju + (a(2 - N) + : Ju?
~ 2~
A = 1)+ Bug(u)))
Grace au choix
. N - 1)¢§
it 2R'~’)

le coefficient de w;g(u;") est nul, et celui de u? est 653_7” < 0. Donc comme

- \/E
ﬂ — @7
le coefficient de u'? vaut :
2Rc -~ 2Rc
2m-v = Bm-v= L.
VE VE

Comme g(z) > cx, on obtient (13. 7). W
Enfin, on étudie la derniere partie de (13. 3).

LEMME 13.5. On a

(13. 8) ‘/Qu’-M(u) dz| < %E(t).
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Preuve du Lemme 13.5. On a

/ﬂ(?mk’u“g —+ (Af — 1)’u2’>2

= / (kaui’k)Q + (]V — 1)21622 + 2(]\7 — 1)mk(u?)7k
Q

= / (2mpu; p)* + (N — 1)%u? — 2N(N — Du? + / 2(N = D)m -vu?
Q r

4 2
< 4R2/ |Vu;|* + L au?.
Q 5 r

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient que

[m)| < ([ )2 )’

R [ p, RVE s B[, 2R
S@/Q“ +08 [ wv Wz/r SN

Ceci conclut la preuve du Lemme 13.5. B

A Daide des différentes estimations (13. 6), (13. 7) et (13. 8), et en choisis-
sant p =1, (13. 3) devient

T / /
2R 2R ¢ 2R ¢ 2R
2/ E(r)dr < —=F(S)+ —=FE(I+ ——=FE(S)—- —=F(T).
[ B(r)ar < Z20(5)+ 2B + SZ2E(S) - SSET)
En faisant tendre T vers I'infini on obtient donc que
too c+c R
13. 9 FE(r)dr < —FE(S
(13. 9) g (r)dr < — E (5)
Comme F est décroissante, on applique le Lemme 1.1 pour conclure que
__ec &
(13. 10) VS >0, E(S)<E(0) a7 ®S,

2.2. Deuxiéme cas.
Supposons & présent que g satisfait (11. 20) et que a et ¢ sont définis
par (11. 16).

Dans ce cas, les résultats sont 1égerement différents. Il est facile de voir
qu’il existe une constante C' positive telle que

(13. 11) / (u’2 — [ Vaul? = (A4 p) (div u)? - 'yu?ﬂ-)m v

Iy

+ / (uaym + (A4 p)diver; + Wz’,ﬂ/i) - M (u;) + au?
Iy

<C | lui'g(ug) + augug
I

et
(13. 12) |/Qu/-M(U)| < CE(@).

Alors, en utilisant les estimations (13. 6), (13. 11) et (13. 12), (13. 3) de-
vient
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(13. 13) Q/STE(T)dT < 20}3(5‘)+C/ST/F au?.

On conclut en montrant le résultat suivant, adapté de la méthode de F.
Conrad et B. Rao [16] utilisée au cours du Chapitre 9 :

LEMME 13.6. Il existe une constante positive C' telle que pour tout e > 0,
T C T
(13. 14) / / au® dsdt < —E(S) —}—5/ E(r)dt
s Jr € s

On remarque que la preuve du Lemme 13.6 permet de conclure : en
utilisant (13. 14) avec ¢ assez petit, on obtient a ’aide de (13. 13) une
inégalité semblable a (13. 9); on peut alors achever la preuve de la méme
maniere.

Preuve du Lemme 13.6. Pour chaque ¢ > 0 fixé, on note z(t) la solution du
probleme

,uAZZ' + (A + M) 8(2‘1‘ (le Z) + 73:525 = 0 dans €,
z =u(t) sur I'.
Grace aux résultats de P. G. Ciarlet [13] ou R. Dautray et J.-L. Lions [18],

on voit que ce probleme est elliptique. Alors les résultats de régularité
elliptique assure que

(13. 15) HZ”LQ(Q)N < HUHLQ(F)N < C\/E
On applique ce résultat avec u’ & la place de u pour obtenir que
(13. 16) 12"l 2@y < Nlu'llp2yy < CVIE.

On remarque que
0 . 0%z
0= /Q(MAZi + (/\—I_'u)(?x-( div z) +78xi2)(u2 - z)

K3

0z;
= / <u81,22- + (A4 p)(divz)y; + 78—21/2-) (u; — 2)
r €Ty

_/szi'V(Ui—Zi)—l-(/\—l-,u) div z div (u_z)+7aziw_
Q

dz; Oz,
Donc
/ uVz - Vu; + (A4 p)divz divu + 'yézi auZ > 0.

Alors, comme

T d 0%u;
. . R4 _ R 3 _ ¢
0= /S /Q 2 (uZ pAu; — (A +p) 92, (div u) 78%2)

T T - .7 .
= {/Q ziu/}s—l—/s /Q—Z;ui'—l—,qui-Vui—}—(A—I—u)divz divu—}—'ygz gz:

T ) . Jdu;
- /S /FZZ' (ud,ui + (A + p)(diva) v, + 'ya—xiz/i),



126 13. PREUVE DU THEOREME DE STABILISATION

on déduit de la condition au bord (11. 4) que

T T T T
(13. 17) / /au2 < —[/ ziu/} —I—/ /qu/—/ / luig(u;).
s Jr Q S s Ja s Jr,

On peut majorer le membre de droite de cette inégalité ainsi

|| 1 < oz I 2oy < CE),

T T
M(/#MS/uﬂm@wmm@N
S Q S

T
g/ CTEWE
S
T
< 9/ cE4 LB
2 S )

c [T C
< — — .
< 28/5 E+25E(S)

De la méme maniére,

T T
[ gt < [l Iz
S Iy S
T
< C/ VEV|E|.
S

En substituant ces inégalités dans (13. 17), on obtient (13. 14). W

Considérons a présent le cas réellement non linéaire :

2.3. Troisiéme cas.
Supposons a présent que ¢ satisfait (11. 17), (11. 18), et a, £ sont définis
par (11. 16).

La plus grosse partie du travail est déja faite; en utilisant (13. 6), (13. 11),
et (13. 12), il est facile de voir qu’il existe C' > 0 telle que (13. 3) donne
I’estimation

T ptl T p—1
(13. 18) 2/ E(T)Tdrgc/ E|E'| + CE(S)
S S

T
+ C’/ E'T / m v + g(u)? + ui?).
S Iy
Le premier terme du membre de droite de (13. 18) est facile a estimer :

T pt1
/ BB < cB(S)S < cE(S).
s
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Le dernier terme f Tpe—1 /2f au? peut étre traité de la méme maniere
que dans (13. 14) : en considérant

0 0*u;
O—/ /Zz uz _:uAuz (A—}_N) (leU) 70.;2)7

on voit que

T oo —1 T — T _3
/ E%/au2 < —[E% ziu/} —}—p—l/ E’E%/ ziu;!
s r Q s 2 Js Q
T b1 T b1
—}—/ E= zz{ui’—/ ET/ luig(u;),
S Q S Iy

et on peut estimer les termes de la méme maniere que précédemment pour
montrer que

T T T
/ Epfz_l/au2 < EE(S)% + E/ Epz_l/ g(u/)Q—l—e/ B
s r € £Js r, s

En prenant € assez petit, on voit donc que

T _— T )
(13. 19) / E(T)Tdr§CE(S)+0/ B my(u +g(u/)2)_
S S Fl

Pour estimer le dernier terme du membre de droite de (13. 19), on a besoin
de distinguer les ensembles |u/| < 1 et |u/| > 1. Soient

(13.20) Ty;:={ozely:|u(z)] <1}et [3;:={z el :|u’(z) > 1}.
On étudie d’abord la partie sur I's; :

T p—1 2 2 T et 2
/ E= m-y<u/ +g(u) ) (1—|—C4)/ E= m - vu;'
S Ia;

FSL

<C/E2/ lu'g(w;)
FSz

< c/ E*T|E| < C'E"(9).
S

Ensuite on étudie la partie sur I'y;. Pour ¢ € [—1,1], en utilisant (11. 17),

on a
2

*<C tg(t))m,

g(t)? < c<tg(t)) G
Grace a I'inégalité de Jensen, on a

2
mov(u +g!)?) < [ mev(ulg(ud))

W F2,i
2

< C( m-yu/g(u/)) mH

I
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On conclut & 'aide de I'inégalité de Young :

T p—1 2 2 T p—1 2
/ ET/ m-y(u/ + g(u) ) < C/ E= | E| w1
s s s

T ptl T ptl
< / B _(e)E < g/ B 1 () E(S).
S S

En faisant tendre T vers l'infini, on déduit de ces estimations qu’il existe
C > 0 tel que

+co
(13. 21) E" < CE(S).
S

On conclut en appliquant le Lemme 1.2 que
VE >0, E(t) < C(E(0))t.

(ot C' une fonction continue de £(0).) B
Comme ’énergie est décroissante, un argument de densité donne les
estimations du Théoreme 11.2 lorsque g est globalement lipschitzienne.

Remarque. Si N = 2, les calculs sont presque les mémes; seules les es-
timations du taux de décroissance sont légerement différentes : par exemple,
si g(z) = z, avec a et £ définis par (11. 22), on obtient

3
W >0 E(t) < E(0)e!-3

(avec la méthode de la Partie 2, on pourrait améliorer ce taux...)

3. Preuve du théoréme lorsque ¢ n’est plus supposée
globalement lipschitzienne

Il suffit d’appliquer une méthode générale utilisée par V. Komornik [44]:
supposons que ¢ est continue, croissante, s’annule en zéro, et vérifie

cilz” < |g(a)] < eala|'/7 si |2] < 1
cslz] < |g(@)| < ealz| si [z > 1.
On commence par construire une suite de fonctions g continues, crois-

santes, s’annulant en zéro, globalement lipschitziennes, et qui, de surcroit,
satisfont :

(13. 22) Alzl? < |gp(z)] < chlz|VPsi |2 < 1
(13. 23) cslz) < lge(z)| < dy|z] si|z] > 1
(13. 24) gr(z) — ¢(2) quand £ — 400 pout tout z € R.

ou ¢}, ¢, ¢4, ¢} sont des constantes indépendantes de k.
Pour cela il suffit de considérer

(13. 23) 94(2) = 9((1ds + 79)7 (@),

On vérifie alors que (13. 22)-(13. 23) sont satisfaites avec des constantes ¢},
cy, ¢k, ¢y qui dépendent uniquement de ¢y, ¢, ¢3, ¢4 et de p.
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On peut alors appliquer le Théoreme 11.2 au probleme (Py) obtenu en
remplagant g par gx dans (P). Soit (u°,u') € Hf (€2) x L*(€2). On note u la
solution du probleme (P) et uj la solution du probleme (Py). Le Théoreme
11.2, nous dit que

Vi>0, E(u)(t) <Ct2F-Y)

ot C' est une constante dépendant uniquement de la norme de («°, «!) dans
HE (Q) x L*(Q), et des constantes ¢}, ¢}, ¢} et ¢}, donc est indépendante de
k. Pour conclure, il suffit de montrer que la suite (u(t), u}(¢))ren converge
dans Hf () x L*(Q) vers (u(t),'(t)). On montre cette propriété a l'aide
du théoréme suivant : (voir par exemple V. Barbu [6], Prop. 4.2.1. et
Théoreme 4.2.1.) :

THEOREME 13.1. Soit A et Ay, (k € N) des opérateurs mazimauz mono-
tones dans un espace de Hilbert H. On suppose que

(I +A)™'W — (I + A)7'W dans H quand k — +oo
pour tout W € H. Soient U°, U} des éléments de H lels que
U,S — U° dans H quand k — +oo.
Soit U la solution de
U+ AU =0 dans R, U(0) = U°.
et Uy la solution de
U, + AUp = 0 dans R, U(0) = Uy.
Alors
Ur(t) — U(t) dans H quand k — +o0
pour tout t € R.
Pour pouvoir conclure, il suffit donc de montrer que
(I + Ap)™'W — (I + A)~'W dans H quand k — 400

pour tout W = (W, Ws) € H, ou Ay désigne le générateur du semi-groupe
associé au probleme (Pg). Soit (Uy, Us) et (UF,UX) les éléments de D(A)
tels que

(I+ AW = (Uy, Uy) et (I 4+ Ap)~'W = (UF,UF).
Par définition,
Wy =U, —Uy=Uf - UF,
W, = Uz + AU, + BU, = U} + AUf + BRU§

(ou By désigne l'opérateur analogue a B correspondant a la fonction gg).
On veut donc montrer que

Uf — Uy dans H{ (),
Us — U, dans L*(Q).

Uk — U, =UF - U,.
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Tout revient donc a prouver que
Uy — U, dans H} (9).

Pour cela on considere

(I4+ A+ By)(Uf = U3), Uy = Us)yry = ((B = B)Up, Uy = Ug)yry.

On aremarqué dans la preuve du Lemme 12.1 sur la surjectivité de 'opérateur

I+ A+ B que
(I + A+ By)(US = U2), U = Us)yry > ||Uf = Us|I}.

Donc
U — T < /F (g(U) — gu(U2)(UE — 1)
1
1/2
< ([ 1o(2) - guU)2) " IUE - Ualv.
Iy
Ainsi

1/2
05 = Vally < ([ lo() - ()"

On conclut & ’aide du théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

g(Uz) — gx(Uz) — 0 preque partout quand k — 400,

lg(Uz) — gr(U2)* < (C(Q—I— 2|U2|)>2.

Ceci permet de conclure la preuve du Théoreme 11.2 en éliminant "'hypothese
g globalement lipschitzienne. W



CHAPITRE 14

PRINCIPE DE D.L. RUSSELL ET
DECROISSANCE EXPONENTIELLE DE
L’ENERGIE

1. Preuve du Théoréme 11.3

La preuve du Théoreme 11.3 découle d’un principe de D. L. Russell, qui
établit un lien entre la stabilisation exponentielle et la controlabilité exacte.
Soit (y% y') € Hf () x L*(Q), v € L*(0,T;L*(I'y)), et y la solution de
(11. 24)-(11. 27). Soient Ty := 2R//€ et T > Ty. On remarque que, par
linéarité, il suffit de montrer qu’on peut amener la solution (y(t),y'(t)) a
I’état de repos (0,0) en temps 7.

Premier cas. On raisonne d’abord si a est défini par

]V - 1
2R?

a=a:= Em - v.

On choisit £ = (.
Soit (u°,u') € Hf () x L*(R2). On considere la solution u du probleme

u! — pAu; — (A4 p) 821' (divu) — 'ygi?; = 0 dans €,

u; = 0 sur Iy,

poyu; + (A + p) (dive)v; + 'yg—zzw + au; + gu; =0 sur I'y,
u(0) = u® et w/(0) = u' dans Q.

Soit z la solution de

2 = pdai = (A ) g (div 2) — 5% = 0 dans ©,

dx; Ox2 —
z; = 0 sur Iy,

w0,z + (A + p)(divz)y; + 722_2 v; +az; + gzz’ =0 sur I'y,

xT

2(0) = —u(T) et 2'(0) = /(1) dans €.

On considere alors
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Alors v € L*(0,T; L*(Ty)) et y vérifie :

v — Ay — (A + p) 52 (divy) — 5% = 0 dans ©,
y; = 0 sur I,

i + (A + ) (divy)vs + v 524w, + dy; = v sur Ty,
y(0) = u® + 2(T) et y'(0) = u' — 2/(T) dans Q,
y(T)=0et y'(T) = 0 dans €.

11 suffit donc de vérifier que I'application linéaire £ définie par :
L1 Hf (Q) x L*(Q) — HE () x L*(9),
L(u® u) = (u® + 2(T),u* - 2/(T))

est bijective. On peut décomposer L sous la forme Id — K, ou K est défini
par

K : Hf (Q) x L*(Q) — HE () x L*(),
K(«®, u') i= (—2(T),2'(T)).

on va montrer que ||K| < 1, ce qui assure que Id — K est un opérateur
inversible, d’inverse

(Id — K)~ ZIC”

Pour cela, on utilise deux fois I’estimation (11. 23) (une fois pour u, une fois
pour z) avec g(z) =z, donc c=¢ =1

1K (u®, u)\PzH( 2(T), 2(T))|2 = |(=(T), 2(T))||?
2B (2)(T) < 2B(2)(0)e! 70 = || (—u(T), w/(T))||?e' ="/ T0
= ||(u(T), w/(T)) 2! =T/ = 2B (u) (1) !~/
< 2B(u) (0)¢! /T < (a0, ) |22,
Ainsi

1K) < 2=T/T0) < 1 car T > T M

Dans le cas général : on ne suppose plus que a = a. Soient T > Tp,
(y°, y') et (y2, y}). On vient de montrer qu’alors il existe v € L2(0,T; L*(I'y))
tel que la solution y du probleme

vl = uAy; = (A + ) 55
y; = 0 sur I'g,

po,y; + (A + p)(divy)v; + 'yg—ziw + ay; = v; sur 'y,
y(0) = y° et y/(0) = y' dans Q

-(divy) — 78 Y =0 dans Q,

satisfait

y(T) =y et y'(T) = yp.
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On en déduit que y vérifie aussi

= 3 O ) ) =152 = 0

y; = 0 sur Iy,

1O,y; + (A + ) (divy)v; + 752 vi + ay; = (¢ — @)yi + v; sur Ty,

y(0) = y° et y'(0) = y' dans Q.

Comme (a — a)y + v € L*(0,T;L*('1)), le nouveau contrdle satisfait la
régularité voulue. La preuve du Théoreme 11.3 est donc achevée.

2. Résultat de décroissance exponentielle de ’énergie

On peut alors, a partir de la preuve du résultat de controlabilité
exacte précédent, retrouver la partie 2 du Théoreme 11.2 sans passer par la
démonstration du Lemme 13.6. Le raisonnement suivant est adapté d’une
méthode introduite par W. Liu [58] pour obtenir des résultats de décrois-
sance exponentielle pour un systeme de thermoélasticité.

Soient a et ¢ définis par (11. 16). Toujours avec les mémes notations,
on a prouvé, de maniere directe, que lorsque a = @, ’énergie des solutions
du probleme (P) décroit exponentiellement (la meilleure estimation du taux
étant obtenue lorsque £ =/ ).

A présent, on ne suppose plus que ¢ = @. On considere la solution u de

u! — pAu; — (A4 p) 831‘ (divu) — 'ygi?; = 0 dans £,
u; = 0 sur Iy,
po,u; + (A + p) (dive)v; + 'y%w + au; + lu} = 0 sur I'y,

u(0) = u® et w'(0) = u! dans Q.

(14. 1)

Soit y vérifiant

y! — pAy; — (A4 p) 821' (divy) — 722’; = 0 dans Q,
y; = 0 sur I'y,

(14. 2) pdyy; + (A + p)(divy)y; + 'yg—Iil/i + ay; = v; sur I'y,
y(0) =0 et y'(0) = 0 dans €,

y(T) = u(T) et y'(T) = /'(T) dans Q.

A Taide du principe de Russell, on peut construire y en considérant la solu-
tion z de :

2 = pdzi = (A ) (div ) = 7 5% = 0 dans ©,

z; = 0 sur I'g,
o,z + (A + p)(divz)y; + 732 vi+ az + Lzl = 0 sur 'y,
2(0) = 2% et 2'(0) = —z' dans Q,

(14. 3)
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et la solution w de :

w! — pAw; — (A + p) 52 -(divw) — 'ygzﬁ = 0 dans €,
w; = 0 sur I'y,
po,w; + (A + p)(divw)y; + ’Yaa;f: , + aw; + lw; = 0 sur 'y,

w(0) = 2(T) et w'(0) = —2/(T) dans Q.

(14. 4)

Alors on voit que
y(t) = w(t) - =(T — 1),
v(t) := —bw' + 02" (T —t)

vérifient (14. 2). 1l suffit de bien choisir (2°,2!) pour avoir les conditions
finales requises sur y, ce qui est possible en inversant un certain opérateur,
d’apres ’étude réalisée au paragraphe précédent.

On calcule alors la quantité

0 0%u;
" k3
0= / / yilu! — pAu; — (A + ,u)a (divu) — 7—8@-2)

02
0 (dlvy) ayl)

+U( — pAy; — (A +p)- Y952

dy; Ou T }

_ 1o ) . .
= {/Qy u' + puVy - Vu+ (A4 p)(div y)(div u)—}—'yawZ oz,

T ou;
! : . : . .
- /0 /F% <M0uuz + (A + p)(divu)y; + 78902-1/2)

) dy;
/ - . 7 . 2 .
+ u; <u0yyz + (A + p) (divy)v; + L m)

dy; Ou, }

= {/ y'-u' 4+ pVy - Vu+ (A4 p) (div y) (div u) +
Q dx; 0x;

/ / au—}—€u —}—u’-(ay—ay—}—dy—v)

o(u, T) + / / (ay — ay — v + (u'),

ou E,(u,T) désigne I’énergie de w a I'instant 7" (I'indice a est 1a pour rappeler
que a intervient dans la définition de I’énergie de ). Ainsi

/ / (ay — ay — v+ Ly') ds dt.

Supposons démontré le lemme suivant

LEMME 14.1. [l existe C' > 0 tel que

T 2
2 2 v
(14. 5) /0 /le/(y +y" + m,,/:))det < CEq(u,T).
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Si (14. 5) est satisfaite, alors

4B, (0, T)? < </0T/r Vi - (Vi way - oy - %—I—Ey’)))Q
T

SC(/O Flm-l/u’2></0T Flm-y(yQ—I—y’Q—}—mv'QVQ)

(Ea(u,0) — Ey(u, T))(CEa(u, T)).

< —
~ min 3

Ainsi il existe C' > 0 tel que

!
C'+4
Un résultat classique de théorie des semi-groupes assure alors que ¢ —
F,(u,t) décroit exponentiellement. Il suffit donc de prouver le Lemme 14.1:

E,(u,T) < E,(u,0).

Preuve du Lemme 14.1. Par construction, on voit que

T T
/ / m-vy'? < / / m-v(w? 4 2'%)
0 r 0 r

< 1 /T/f(w/Q—}—Z/Q)
“min 8 Jy Jr

_ ﬁnﬁwd(w,o) — Ei(w,T)+ Ea(z,0) — Ez(2,T))
1 1
= s (Ba(2,0) = Ea(w, 1)) € —— Fa(=,0).

Or par construction, (2%, z!) est obtenu a partir de (u(7T), u/(T’)) par I'inversion

d’un opérateur inversible :

(w(T), w'(T)) = (y(T),y'(T) = (w(T) - 2% w'(T) - 2') = (Id - K')(z" 2"),
ou K’ est un opérateur de norme strictement plus petite que 1. Donc
1 2D < el (w(T), w(T))]],
et, grace a ’équivalence des normes correspondant a ¢ et @ dans H%O(Q) X
L2(2), on voit que
Fi(2,0) < cEz(u,T) < 'Ey(u, T).

De méme,

T ,U2 T 9 9
/ / §c/ /m-l/(w’ +2'%) < ¢F;(2,0) < cEy(u, T).
o Jrm-v o Jr
Enfin

T T T
/ / movy? < e / )3 < e / 102+ ]l
0 T 0 0

< cT'(E;i(2,0)+ Ez(w,0)) < cTE,(u,T).1
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Partie 4

NOUVELLE METHODE
D’ESTIMATION
DU TAUX DE DECROISSANCE
POUR DES SYSTEMES
DISSIPATIFS






CHAPITRE 15

INTRODUCTION

On considere ’équation des ondes soumise a un terme d’amortissement.
Cet amortissement est une force représentée par une fonction non linéaire
croissante de la vitesse g(u'). Supposons par exemple qu’elle soit exercée de
maniere locale sur le domaine :

u” — Au+ a(z)g(uw') = 0 dans Q x Ry,
u=0surI' x Ry,
u(0) = u’, u'(0) = u',
ol ¢ est une fonction continue, s’annulant en zéro. On définit I’énergie par

1
E() = 5/Qu'2+|vu|2da;.

E'(t) = —/ a(z)u' g(u') dw.
Q
On supposera donc de plus
zg(z) >0 Vz € R;

cette hypothese assure la décroissance de I’énergie.

Lorsque g est croissante, deux types de résultats sont connus :

e des résultats de stabilisation forte (par exemple C. M. Dafermos [17],
A. Haraux [31]), qui montrent que, si @ est non nulle, et si ¢ vérifie
certaines hypotheses de croissance, I’énergie tend vers zéro a l'infini.
La preuve est basée sur le principe d’invariance de LaSalle.

e des résultats de stabilisation uniforme, avec un tauz de décroissance
explicite (par exemple M. Nakao [61], A. Haraux [29], E. Zuazua
[79], F. Conrad et al. [14], V. Komornik [44]) sous des conditions
géométriques plus restrictives sur a et lorsque g a une croissance
polynémiale en zéro. La preuve de tels résultats est basée sur la
croissance polynémiale de ¢ en zéro (comme dans la Partie 3).

e des résultats intermédiaires d’l. Lasiecka et D. Tataru [51], qui sous
des hypotheses géométriques affaiblies, ont montré des résultats de
décroissance uniforme de I’énergie méme si g n’a pas une croissance
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polynémiale en zéro, mais en n’obtenant pas tout & fait de taux ex-
plicite de décroissance.

Lorsque g n’est pas monotone, le probleme est beaucoup plus com-
plexe, notamment pour ’existence et la régularité de la solution. Seuls sem-
blent connus des résultats de stabilisation faible (par exemple M. Slemrod
[70], J. Vancostenoble [74]), et quelques résultats de stabilisation forte, mais
uniquement en dimension 1 (E. Feireils [20], M. Pierre et J. Vancostenoble
[66]). Ces résultats de E. Feireils [20] sont basés sur la des propriétés de
régularité de la solution, et ceux de M. Pierre et J. Vancostenoble [66] sont
basés sur la structure particuliere des solutions en dimension 1.

En développant la méthode de partition du domaine utilisée dans la
Partie 3, et a I’aide des nouvelles inégalités intégrales obtenues dans la Par-
tie 1, on va améliorer plusieurs résultats antérieurs sur la stabilisation de
I’équation des ondes par un feedback non linéaire :

lorsque g est croissante :

e on obtient encore un taux de décroissance explicite méme si g ne
vérifie pas I’hypotheése de croissance polynémiale en zéro. Le Chapitre
16 est consacré a I’étude du probléme frontiere, et le suivant a I’étude
du probleme de stabilisation par un feedback localement distribué.

e dans le Chapitre 18, on étudie le cadre plus spécifique de la dimension
2; si ¢’'(0) # 0, on prouve que ’énergie des solutions fortes décroit
exponentiellement vers zéro, méme si g n’a pas une croissance linéaire
a l'infini (g étant éventuellement bornée).

e dans le Chapitre 20, on étudie le taux de décroissance de ’énergie
des solution du systéme linéaire (g(z) = z pour tout z) lorsque les
conditions géométriques portant sur a et utilisées précédemment ne
sont plus satisfaites.

lorsque g appartient 4 une certaine classe de fonctions non
monotones, on montre, en toute dimension, que I’énergie tend vers zéro
avec un taux explicite de décroissance. En particulier cela implique des
résultats nouveaux de stabilité forte.

Les Chapitres 18 et 19 ont été écrils en collaboration avec J. Vancosteno-
ble (1.R.MA.R. Université Rennes I et E.N.S. Cachan, Antenne de Bre-
tagne).



CHAPITRE 16

STABILISATION UNIFORME PAR UN
FEEDBACK FRONTIERE NON LINEAIRE

On considere ’équation des ondes soumise a un terme d’amortissement.
Cet amortissement est une force exercée sur la frontiére, et représentée par
une fonction non linéaire croissante de la vitesse g(u').

Plusieurs auteurs ont obtenu des estimations précises de décroissance
de ’énergie lorsque ¢ a une croissance polynomiale en zéro (voir par ex-
emple M. Nakao [61], A. Haraux [28], E. Zuazua [79], . Conrad et al.
[14], V. Komornik [44]). Ils ont montré qu’alors, sous certaines hypotheses
géométriques, I’énergie décroit vers zéro de maniere polynomiale.

Dans le cadre plus général d’une équation des ondes semilinéaire, et sans
supposer que ¢ a une croissance polynomiale en zéro, I. Lasiecka et D. Tataru
[51] ont obtenu des résultats de stabilisation uniforme, mais sans avoir une
estimation explicite du taux de décroissance de 1’énergie.

A TP’aide des nouvelles inégalités intégrales établies dans la Partie 1, on
obtient une estimation explicite du taux de décroissance méme si g ne sat-
isfait pas I’hypothése de croissance polynomiale en zéro. Par exemple, on
montre que si g tend exponentiellement vite vers zéro en zéro, ’énergie
décroit vers zéro de maniere logarithmique. La preuve repose sur une par-
tition du domaine dépendant du comportement de g en zéro.

1. Résultat principal et exemples

Soit ©Q un domaine borné de classe C* dans RY. Soit {I'p,I'1} une par-
tition de son bord I'. On note v le vecteur unitaire normal sortant au bord.
Soit zg fixé dans RY. On définit

m(z) = & — zo.

On s’intéresse & 'estimation de décroissance de ’énergie des solutions du
systeme suivant :

(16. 1) u"” — Au =0 dans Q x Ry,
(16. 2) u =0 sur Iy x Ry,

(16. 3) dyu+m-vg(u')=0sur 1 x Ry,
(16. 4) u(0) = u°, «/(0) = u'.
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On se restreint aux hypothéses suivantes :
(16. 5) Lo#DetTonly =0,
(16. 6) m-v <0sur I'get m-v > 0sur Y.

Supposons que g : R — R est une fonction strictement croissante de classe
C!. Supposons de plus que g est globalement lipschitzienne et que g(0) =
¢'(0) = 0. Pour simplifier, on va aussi supposer que g est impaire (cela
permet de ne pas avoir a distinguer le cas ou g tend beaucoup plus vite vers
zéro d’un coté de zéro que de 'autre). (Une plus large classe de fonctions g
est considérée dans [59]).

Soient

(16. 7 Gly) = ygly) et () = 2.

On remarque que H(0) = 0. Comme d’habitude, on définit
HE (Q) :={u€ H'(Q),u=0sur I'g}.

L’existence et la régularité de la solution u sont données par le résultat
classique suivant

THEOREME 16.1. Supposons (16. 5)-(16. 6) vérifiées.
1. Etant donné (u°,u') € HE (Q) x L*(Q), le probléeme (16. 1)-(16. 4)
admet une unique solution satisfaisant

(16. 8) u € C(Ry, H () NCH(Ry, L*(9)).
L’énergie de la solution u définie par
(16. 9) E(t) = %/ W + |Vl de

Q

est décroissante.
2. Elant donné (u°,u') € (H*(Q) N HE () x HE (Q) satisfaisant

(16. 10) d,u’ +m-vg(u') =0 sur 'y,

la solution de (16. 1)-(16. 4) posséde la régularité supplémentaire suivante:
(16. 11) u € LRy, H*(Q)), u' € L®(Ry, HE (),

(16. 12) et u" € LRy, L*(Q)).

Plusieurs auteurs ont obtenu des estimations precises de décroissance de
I’énergie lorsque g a une croissance au moins polynomiale en zéro. lls ont
montré qu’alors I’énergie décroit vers zéro de maniére polynomiale : si g
vérifie

2
Vy € [-1,1], l9(y)| = cly/”,

avec p > 1 et ¢ > 0, et croit de maniere linéaire a l'infini,

Vlyl > 1, dyl <lg(y)| < Clyl,

avec ¢ > 0, alors
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ou C' est une constante dépendant de E'(0). Leur démonstrations s’appuient
sur la méthode des multiplicateurs et nécessitent certaines hypothéses géomé-
triques (domaine étoilé) et sur I'inégalité de Holder pour conclure (comme
dans la Partie 3). De tels résultats ont été obtenus par M. Nakao [61] et A.
Haraux [28] dans le cas de feedback interne, par E. Zuazua [79], F. Conrad
et al. [14], V. Komornik [44] dans le cas de feedback frontiére sous diverses
hypotheses et par différentes méthodes.

I. Lasiecka et D. Tataru [51] ont étudié le cas plus général d’une équation
des ondes semiliéaire amortie par une fonction non linéaire de la vitesse
agissant sur une partie du bord. Sans aucune condition géométrique, ils ont
montré que ’énergie décroit plus vite que la solution d’une certaine équation
différentielle :

Vit > Ty, E(t) < S(t—"To)E(0),
ol S est la solution de
S'(t) +q(S(t)) =0,
¢ étant une fonction croissante dépendant de g a travers ’algorithme suivant:
h(yg(y)) > v* +g(y)* et h est concave,
p=(cId+h)~,
g=1d— (Id+p)~'.

Leur preuve s’appuie sur des résultats de régularité cachée, obtenus par
des techniques d’analyse micro-locale, et sur la construction d’une certaine
fonction concave, permettant de généraliser la méthode développée par les
auteurs précédents. Lorsque g a une croissance au moins polynomiale en
zéro, ils retrouvent I’estimation classique. Si on considere par exemple

Yy €]0,1], g(y) = eV,

alors & I'aide de plusieurs développements asymptotiques, leur résultat mon-
tre que

< < .
Ve < To, B0 <

On se propose d’obtenir des estimations explicites du taux de décrois-
sance quand on ne fait pas ’hypothése que g a une croissance au moins
polynomiale en zéro. Cela requiert le développement de nouveaux outils.
Notre méthode sera basée sur les nouvelles inégalités intégrales établies dans
la Partie 2, et sur une partition du domaine qui dépend du comportement
asymptotique de g en zéro. La preuve repose sur la construction d’une fonc-
tion poids dont le comportement a l'infini est relié au comportement de g
en zéro. On montre le résultat plus explicite suivant :

THEOREME 16.2. Supposons (16. 5)-(16. 6) vérifiées. Supposons qu’il
existe une constante strictement positive C lelle que

(16. 13) Yyl > 1, |g(y)| = Cilyl.
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Alors étant donné (u°,u') € Hf () x L*(), la solution u de (16. 1)-(16. 4)
satisfait ’estimation

(16. 14) Vi>0, E(l)< C(G—l(%)f,

ot C' est une constante qui dépend seulement de l’énergie initiale E(0) (et
de maniére continue), et G=1 désigne la fonction inverse de G.

De plus si H est une fonction croissante sur [0, n] pour un certainn > 0,
alors en fait

(16. 15) Vi >0, E(l)< C(g_l(%)f,

ot C' est une constante qui dépend seulement de l’énergie initiale E(0) (et
de maniére continue).

Soit ¢ une fonction impaire, croissante, de classe C' et ayant une crois-
sance linéaire a l'infini:

Exemple 1. si
g(z) = e Y pour 0 < y < 1

avec p > 0, alors (16. 15) donne l’estimation suivante

C
B < e

Exemple 2. si

et/

g(z) =e" Y pour 0 <y <1,

alors (16. 15) donne l'estimation suivante

_Cc
(In(Int))?

E(t) <
Exemple 3. si
g(z)=y? pour 0 <y <1

avec p > 1, alors (16. 15) donne ’estimation suivante

E(t) < C 177
on peut prouver aussi I’estimation meilleure suivante :

E(t) < Cutirte,
ce qui est arbitrairement proche de I'estimation trouvée par E. Zuazua [79]:
(16. 16) E(t) < CtiT
Toutefois, nous ne sommes pas arrivés a retrouver l’estimation (16. 16).

Remarque. En ce qui concerne I’Exemple 1 et I’Exemple 2, on retrouve la
méme estimation que celle trouvée par 1. Lasiecka et D. Tataru [51].
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2. Inégalité donnée par la méthode des multiplicateurs

On remarque d’abord qu’il est suffisant de prouver (16. 14) (ou (16. 15))
pour des conditions initiales (u°,u') € (H*(Q) N Hf () x HE (Q) satis-
faisant (16. 10). Ensuite, un argument standard de densité donne le résultat
(16. 14) (ou (16. 15)) pour toute donnée initiale dans Hf, (Q) x L*(Q).

Soit (u®,u') € (H*(Q) N Hf (Q)) x HE (Q) satisfaisant (16. 10). La
régularité de la solution u de (16. 1)-(16. 4) donnée par (16. 11)-(16. 12)
permet de justifier tous les calculs suivants.

Commencons par vérifier que le probléme est dissipatif :

LEMME 16.1. La fonction FE : Ry — Ry est décroissante, localement
absolument continue et

(16. 17) E'ty=-[ m-vidg(u)ds.
Iy

Preuve du Lemme 16.1. Ceci est un résultat bien connu. On multiplie
(16. 1) par «’ et on intégre par partie sur Q x [S,T] :

Oz/ST/Qu’(u"—Au): {%/KZU/2+|VU|2}Z_/ST/FU/6VU
T
:E(T)—E(S)—}—/S /Fm-l/u’g(u’).l

L’identité suivante sera fondamentale dans la preuve du Théoreme 16.2.
Elle est donnée par la méthode des multiplicateurs.

LEMME 16.2. Soit ¢ : Ry — R une fonction de classe C*. Soient
0< S <T < +4oo. Pour simplifier les expressions, on nole

(16. 18) M(u) =2m-Vu+ (N - 1)u.

Alors on a lidentilté suivante :

T T
(16. 19) 2/ E*¢ dt = / Ecb’/ M(u)d,u—+m-v(u'” — |Vu|?) ds dt
S S r

+ /T (E’qb’ + Eqb”) /QU/M(U) dz dt — {Eqb’/ﬂu’M(u) dx}z

S

Remarque. Cette identité est treés classique lorsque ¢(t) = ¢ sur Ry.

Preuve du Lemme 16.2. On integre par partie ’expression

0= /S TE(t)qb’(t) ( /Q M (u) (u" = Au) da ) dt

0= B¢ /Q u'M(u)]Z— /S T(E’¢’+E¢”> /Q o' M (u)

T
— / E(b’/ 2u'm - Vu' + (N — 1)u’”
Q

S

T T
_ / £ / . . _ 2
/S E¢ /FM(u)d,u—l—/S E¢ /QVU V(2m-Vu)+ (N - 1)|Vuy
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T T
= B¢’ / M) - / (B¢ + Bg") / ' M(u)
Q s Js Q
T T
—/ E¢’/ m-vu'” —I—/ Eqb'/ (div m)u'2 - (N - 1)u’2
s r s Q

_/STE¢//FM(U)8VU+/STE¢//Qm'V(|VU|2)+(N+1)|V‘u|2

- B /Q u'M(u)]Z— /S T(E’¢’+E¢”) /Q W' M(u)

—/ Eqb’/M Vdu+m-v(u? — |Vul?)

+/ E¢’/u’2+|vu|2.l
S Q

Supposons maintenant que ¢ est une fonction concave strictement crois-
sante. En particulier ¢’ est positive et décroissante, donc bornée sur R;. On
note C' le maximum de ¢ sur Ry. A partir de (16. 19) on montre I'inégalité
suivante :

LEMME 16.3. [l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout 0 < § <

T:
(16. 20) / E(t)%¢'(t) dt < cE(S / Et)¢'(t) m-z/u'st) dt.
Preuve du Lemme 16.3. 1l est clair qu’il existe ¢ > 0 telle que
(16. 21) ‘/ u’M(u)‘ < cE(l).
Q
Donc
(16. 22) ‘E(t)¢’(t)/ u’M(u)‘ < cCE()?
Q
Comme FE est décroissante et ¢ est concave :
T cC
(16. 23) ‘/ E’qb’/ u'M < cc/ —E'()B(t) dt < —E(S)?,
s Q 2
et
T
(16. 24) ‘/ E¢"/ u'M(u / E(1)2(=¢"(1)) di < cE(S)%(S).
S Q

Etudions 3 présent l'intégrale de bord : comme on a déja vu dans la Partie

3:

T
(16. 25) /S E¢' g B, uM (u) +m - v(u'? — |Vu|?)

T
= / E¢ [ m-v(d,u4)* <0,
s T
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et

T
(16. 26) /Eqb’ B, uM (u) +m - v(u'” — |Vul?)
S Iy

T
:/ E(b’/ m-y(—Qg(u’)m-Vu— (N = 1Dug(u') +u? - |Vu|2)
s i
T T
< E/ Eé’/ m-r/<'u’2+g(u')2) +€/ E(b’/ u?
€Js r s r
T , T
Sc’/ E(b’/ m-vu +/ B¢,
s I s

en utilisant le fait que g est globalement lipschitzienne et que ¢g(0) = 0.
L’inégalité (16. 20) découle de (16. 19) et des estimations (16. 22)-(16. 26).
|

3. Estimations sur le taux de décroissance de ’énergie

Lorsque g a une croissance polynomiale en 0, le dernier terme de (16. 20)
peut étre estimé a l’aide de 'inégalité de Holder (comme dans la Partie 3,
Chapitre 13). Mais quand on ne fait plus cette hypothése sur la croissance
de g en 0, on ne peut plus appliquer le méme raisonnement. I. Lasiecka
et D. Tataru [51] ont réussi a généraliser cette méthode, mais sans obtenir
d’estimation vraiment explicite. L’information dont on a besoin sur la crois-
sance de ¢ sera contenue dans le comportement de ¢ a 'infini. La fonction
¢ sera choisie avec soin de fagon a pouvoir appliquer les résultats du Lemme
2.7.

3.1. Premiére estimation.

Par hypothese, g est strictement croissante sur R et g(z) — 400 quand
& — 400, donc g est bijective de R dans R (en fait on n’utilisera que le
fait que ¢ est bijective au voisinage de 0).
Supposons maintenant que ¢ est une fonction concave strictement croissante
de classe C? telle que

(16. 27) #(t) — +oo et ¢'(t) — 0 quand ¢ — o0
(par exemple ¢+ In(1+4¢t)). Considérons
(16. 2) B = g7 (S (0).
h est une fonction positive décroissante et vérifie
h(t) — 0 quand ¢t — +o0.
Pour ¢t > 1, on définit

(16. 29) Il ={zely:|u]| <h(t)},
(16. 30) Ii,:={z el :h(t) <|u]<h(1)},
(16. 31) Iis:={zely:|u]>h(1)}

Cette partition de 'y généralise la partition généralement utilisée :

Dyi={zel: || <1}u{z el |d|>1}.
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Elle va nous permettre d’estimer le membre de droite de (16. 20). Soit
S > 1; on va estimer pour ¢ variant de 1 a 3 le terme

T
/ E¢ m-vu' dsdt.
S Fi,i

, . ¢
Etude de la partie sur Iis:

Comme
g9(y) = Cliy siy > h(1),
on a
(16. 32)
T 9 1 T
/ E(b’/ m-vu'dsdt < —// E¢ m-v u'g(u)dsdt
s I, C' Js rt,
c (T C
<— | E(-EYdt< E(S)?
<o [ B as soE)

Etude de la partie sur re, :
Comme g est croissante, si z € Fim alors

¢'(t) = g(h(t)) < lg(u)].
Donc

T T
(16. 33) / E¢ m-vuldsdt < / E m-v |gu)|w”* dsdt
S F§72 S F§72

T
< h(l)/s E . m-vu'g(u)dsdt < @E(S)z.
1,2

, . ¢
Etude de la partie sur Ii.:

(16. 34) /ST E¢' m-vu'ldsdt < C/STE(t)qb/(t) (/F h(t)? ds) dt

t t
Fl,l 1,1

<erpis) [ s @) e

Supposons pour l'instant que ¢ possede la propriété supplémentaire sui-
vante :

(16. 35) /100 &' (t) (g_l(oﬁ’(t)))th converge.

Cette propriété est étroitement reliée a la croissance de g au voisinage de 0
et & la vitesse de convergence de ¢’ a 'infini. En effet, comme on a imposé
a ¢ de tendre vers 'infini & ’infini, 'intégrale impropre

/loo @' (t) dt

diverge. Le choix de ¢ est donc assez délicat.
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Si ¢ possede cette propriété, on déduit de (16. 20) et des estimations
(16. 32)-(16. 34) qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

T
(16. 36) Vi< S < T,/ E(t)*¢/(t) dt < cE(S).
S

Ceci nous donne une premiere estimation du taux de décroissance de F : on
peut appliquer le Lemme 2.1 avec ¢ = 1 et on en déduit qu’il existe C' > 0
dépendant de F(0) telle que
(16. 37) i1, B(l) < <
.31 > < —.
’ (t)
Le probleme est donc de trouver une fonction strictement croissante ¢
satisfaisant les conditions suivantes :

(16. 38) ¢ est concave et ¢(t) — 400 quand ¢ — 400,
(16. 39) ¢'(t) — 0 quand t — 400,

+oo 2
(16. 40) / é'(t) <g_1(¢’(t))) dt converge,

1

et ensuite d’estimer la croissance de ¢ a l’infini, pour pouvoir prouver
(16. 14). Si une telle fonction existe, on peut supposer que ¢(1) = 1. A
I’aide du changement de variable défini par

T = ¢(t)

on voit que

(16. 41) /1+Oo ¢’(t)<g‘1(¢’(t)))2dt:/1+m(g‘1(¢’(¢‘1(r))))2d7

Définissons la fonction @ par

¢
1
(16. 42) Vi> 1, () = 1+/ L
1 !](F)
1 est une fonction strictement croissante de classe C2, et
y 1
Y'(t) = —5- — +oo quand ¢ — 4o0.
9(3)
Donc
¥(t) — +oo quand t — 400
et

teo 1 \2 teo
-1 dr = —d :
) = s

De plus 7' est croissante, donc v est une fonction convexe. Vérifions qu’alors
1~ ! est concave : en dérivant deux fois I’expression

(7)) =T,
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on voit que

(= () (
- o (-

|~~~
<
L
S
<
—
\]
S
N——
[N}
<
N
~—~
<
|
AR
o~~~
\]
S
Sa—

(™) (r) =

Il est alors naturel d’essayer de définir ¢ par
(16. 43) VE> 1, o(t) = o H(1).

¢ est une fonction strictement croissante, concave, et de classe C2, qui satisfie
toutes les hypothéses que nous avons faites au cours de nos calculs : (16. 38)
et (16. 40) sont automatiquement vérifiées, (16. 39) l’est aussi car

, 1 1
Y= em G0
On note aussi que ¢(1) = 1 car ¥(1) = 1. (Notons qu’on peut prolonger ¢ de
maniére C2 sur [0, +00]; si ¢'(1) = ¢g(1) < 1, on peut toujours s’arranger pour
que le prolongement soit concave sur [0, 4o0o[; sinon, on définit ¢ comme
précédemment sur [n,4oo[, avec 1 tel que g(n) < 1, et on prolonge de
maniére concave sur [0, +00].)

) — 0 quand t — +4o0.

Ainsi, on a explicitement construit une fonction ¢ qui satisfait toutes les
propriétés requises. Grace a ce choix spécial, on obtient en utilisant (16. 20),
puis les estimations (16. 32)-(16. 34) :

o4 [ pwrdw a<ens? e s) [ (57 () d
. t t) di <c¢ +c - T
s 4(5) g (¢=1)'(7)
teo ] E(S)
SCES2—|—CES/ —dr =cE(S)*+ ¢ .
(S +eB(s) [ = eBS) + e
On peut alors appliquer le Lemme 2.7 avec ¢ = ¢’ = 1 pour en déduire que
C
16. 45 Et) <
(16. 43 )< 57

Il reste & estimer la croissance de ¢ a I’infini, plus précisément, & minorer
¢ par une fonction tendant vers 'infini a I'infini. Ceci revient a majorer la
fonction ¢~ = 1. Soit 7 tel que

1
—) < 1.
g(TO) <
Comme g est croissante, on a
1 1 1
(16. 46) V7 > 1,¢(r) <14 (1 —1) <7 = ,
9(D) T 9(3)  G(E)
donc
1
(16. 47) < ¢(G(%)).
Ainsi
L < l avec t 1= 1
o) =T (1)’
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ce qui donne

Ceci complete la preuve de (16. 14). B
Remarque. Dans le cadre des Exemples 1 et 2, (16. 14) donne déja
I’estimation annoncée. Par contre, dans le cadre de I’exemple 3, si
g(z) =y’ pour 0 <y <1
avec p>1,0na
Gly) =y pour0 <y <1

et alors (16. 14) donne Iestimation suivante

2

E(t)<Ct w1,

Cette estimation est assez loin de l'estimation (16. 16). C’est dans ce but
qu’on va chercher a raffiner les estimations obtenues précédemment.

3.2. Estimation améliorée sur le taux de décroissance de ’énergie.

Lorsque H est une fonction croissante, valant zéro en zéro, (ce qui est le
cas pour tous les exemples proposés), définissons plutét la fonction h(t) par

(16. 48) h(t) = H™H(4'(1)).
Comme sur T'f ,
¢ (t)u” < |H(u)|u” = ug(d),

le méme raisonnement est valable. Alors, avec
¢
1
16. 49 o7 Ht) = 1+/ —dr,
on voit que
172
< =
EW<C(s73)

ce qui représente une meilleure estimation que (16. 14).
Ceci acheve la preuve du Théoreme 16.2. B

3.3. Estimation améliorée lorsque g a une croissance polyno-
miale en zéro.

Si g(y) = y? avec p > 1 sur (0,1), alors H(z) = y?~! sur (0,1). Ainsi
H est croissante et H(0) = 0. L’estimation (16. 15) donne alors le résultat
suivant :

C
E(t) < Ik

C’est encore assez loin de ce qu’a prouvé E. Zuazua dans le cadre du controle
frontiere :

C
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(Cette estimation avait déja été établie auparavant dans le cadre d’un con-
trole interne a croissance polynomiale en zéro par M. Nakao [61] et A. Ha-
raux [28].)

On peut toutefois améliorer notre estimation. On va montrer qu’on
peut obtenir une estimation aussi proche que l’on veut de (16. 16). Toute-
fois, nous ne sommes pas arrivés a retrouver cette estimation grace a cette
méthode.

Fixons
n > 1.
On définit
G (t) = tM0H2=1) i g > 1,

¢, est choisie de telle sorte que

1 1
H N —) = —.
(¢n)(r)” 7
De plus, il est clair que ¢, est une fonction concave qui vérifie (16. 27).
Alors on déduit de (16. 20) que E satisfait

(16. 50) /STE(t)%b;(t)dt < eB(S)*+CE(S) /ST o (t) (H—l(aﬁ;(t)))2 dt

on(T) 1 C  E(S)
§CE52—|—CES/ —— dr < cE(S)*+ ———-—.
BF+CEE) ], o N
On peut alors appliquer le Lemme 2.7 avec ¢ = 1 and ¢/ = 2n — 1 pour en
déduire que
(16. 51) E() < S — ot
. ) < — 2 = Cptaw-nT,
= hn ()2
En choisissant n assez grand, on obtient une estimation arbitrairement
proche de celle voulue. B



CHAPITRE 17

STABILISATION UNIFORME PAR UN
FEEDBACK NON LINEAIRE LOCALEMENT
DISTRIBUE

On considere le systéeme de I’équation des ondes avec la condition de
Dirichlet au bord, soumis & un terme d’amortissement. Cet amortissement
est une force exercée sur une partie de €2, et représentée par une fonction
p(z,u'), dépendant de la position du point considéré et de la vitesse de 'onde
en ce point, par exemple p(z,u’) := a(z)g(u’) ol a est une fonction positive
continue sur Q et ¢ une fonction non linéaire.

Ce probleme a été étudié par de nombreux auteurs lorsque le sous-
domaine w := {z,a(z) > o > 0} est un voisinage du bord de € ou au
moins un voisinage d’une certaine partie du bord de €2 : dans le cas linéaire
ou g(z) = z pour tout z, E. Zuazua [78] a montré que ’énergie décroit
exponentiellement. M. Nakao [64] a étendu ces résultats au cas ou ¢ a
une croissance polynomiale en zéro, et a montré qu’alors ’énergie décroit
polynomialement.

On améliore ces résultats dans deux directions : d’une part, a l'aide de
la méthode de multiplicateurs par morceaux introduite par K. Liu (utilisée
dans le Chapitre 9), on affaiblit les hypothéses géométriques sur la localisa-
tion de la dissipation. D’autre part, a I’aide de la méthode utilisée précédem-
ment pour étudier le probleme de la stabilisation frontiere, on obtient une
estimation explicite du taux de décroissance sans imposer I’hypothese de
croissance polynomiale de p en zéro. Par rapport au chapitre précédent, on
affaiblit aussi les hypothéses sur le comportement de p(z,-) en zéro, en ne
supposant plus que cette fonction est dérivable en zéro. La preuve est basée
sur une double partition du domaine dépendant du comportement de g en
zéro et sur les inégalités intégrales établies dans la Partie 1.

1. Résultat principal et exemples

Soit € un domaine borné de classe C? dans RY et w une partie de €.
On note v le vecteur unitaire normal sortant au bord. Soit p: Q2 X R — R
une fonction continue. On s’intéresse a ’estimation du taux de décroissance

153
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de I’énergie des solutions du systéme suivant :

(17. 1) u" — Au+ p(z,u') =0 dans Q x Ry,

(17. 2) v =0sur 9Q x Ry,

(17. 3) u(0) = u°,u/(0) = u'.

Comme d’habitude, on définit I’énergie de la solution u par :
(17. 4) E(t) = %/ﬂ(u'? +Vul?) da.

C. M. Dafermos [17] et A. Haraux [31] ont étudié la stabilité asympto-
tique forte de ce systeme, sous des hypotheses de croissance sur la fonction
p(z,-). M. Aassila [2] a étendu certains de leurs résultats en obtenant des
résultats de stabilité forte sans hypothese de monotonie et sur des domaines
de mesure finie (au lieu de borné) lorsque le terme d’amortissement est uni-
formément distribué dans le domaine : p(z,-) = p(+).

Quand le feedback dépend de maniere linéaire de la vitesse, c’est-a-dire
plz,u') = a(z),

E. Zuazua [78] a prouvé que I’énergie décroit exponentiellement si la région

ou la dissipation est effective, c’est-a-dire ou a(z) > a > 0, contient un
voisinage de 92 ou au moins un voisinage de

['(2%) == {z € 09, (z — 2°) - v(z) > 0}.

Sa preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs et sur un argument
de compacité.

D’autre part, C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7] ont obtenu une
condition nécessaire et suffisante en utilisant des techniques d’analyse micro-
locale : I’énergie décroit exponentiellement si et seulement si la région ou
la dissipation est effective satisfait la “condition géometrique des rayons
optiques ”.

M. Nakao a étendu les resultats de E. Zuazua [78] en étudiant le cas des
dissipations linéaires dégénérées (c’est-a-dire qui tendent vers zéro au bord)
([63]), et ensuite le cas des dissipations non linéaires ([64]), sous ’hypothese
habituelle que la fonction p(z,-) a une croissance polynomiale en zéro.

L. R. Tcheugoué Tébou [72] a simplifié les preuves de M. Nakao [64].

Dans la suite, on combine la méthode présentée dans le paragraphe
précédent et la technique de multiplicateurs par morceaux introduite par
K. Liu [56] et utilisée dans le Chapitre 9 pour améliorer les résultats de
stabilisation par un feedback localement distribué.

On utilisera les notations suivantes :

e 1z -y represente le produit scalaire euclidien de z par y dans RY,

e si); C R est un domaine lipschitz, v; represente le vecteur unitaire
normal sortant au bord 9€; de €,

esi O C RN etz cRY d(z,0) = infyeolz — yl|, et No(O) := {z €
RN :d(z,0) < e} .
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On effectue les hypotheses suivantes :

Hyp. 1 : sur le comportement du terme d’amortissement : on
suppose que p : (z,v) — p(z,v) appartient & C(Q x R) et est croissante en v.
De plus, on suppose qu’il existe une fonction positive et bornée a : 2 — R
et une fonction impaire strictement croissante g : R — R de classe C! telle
que

(17. 5) a(@)[v] < Ip(a,v)| < Ca(@)lv] si o] > 1,
(17.6) a(z)g(lv]) < lp(z,v)] < Calz)g™ (Jv]) st o] < 1,
ol g~ représente la fonction inverse de g et C' est une constante positive.
On note
(17.7) G(v) = vg(v) and H(v) = M
v

On remarque que G est continue, strictement croissante sur [0, 1] et G(0) =
0; H est continue sur [0,1] et H(0) = ¢'(0). M. Nakao [64] a traité le cas
ou g(v) = vP, avec p > 1.

Hyp. 2 : sur la localisation du terme d’amortissement : on
suppose satisfaites les conditions géométriques suivantes sur € et w comme
dans Liu [56] : il existe ¢ > 0, des sous-domaines Q; C Q,1 < 5 < J ayant
un bord Lipschitz 09Q; et des points z; € R”™ tels que

(17.8) Qiﬂﬂjszsii#j,
(17. 9) w D QNAN [U]’F]‘(.rj) U (Q \ Uij)},
(17. 10) ouI';(z;) :=={2 € 09Q; : (z — ;) - v;(z) > 0}.

Le cas traité par E. Zuazua [78] correspond au cas ou on a uniquement un
seul sous-domaine € coincidant avec Q. On note m;(z) =z — z;.

L’existence et la régularité de la solution u de (17. 1)-(17. 3) sont don-
nées par la Proposition classique suivante (voir par exemple A. Haraux [30]):

PROPOSITION 17.1. Supposons que § est de classe C? el que I’Hypothése
1 est satisfaite. Alors

1. étant donné (u°,u') € HI(Q) x L2(Q), le probléeme (17. 1)-(17. 3)
admet une unique solution u(t) vérifiant :

(17. 11) u € C(Ry, Hy(Q))NCHRy, L*(Q)).

2. Si de plus (u°,u') € H* N H}(Q) x HY(Q), alors la solution u(t) de
. 1)-(17. 3) vérifie :

S12)  w e WES(Ry, LA(Q) nWHS(Ry, HJ(Q)) N L= (R, H*(Q)).

-1

-~

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 17.1. Supposons que a € C°(Q) et est minorée sur w par
une certaine constante strictement positive o > 0 :

(17. 13) Ve ew, a(z) > a>0.
St Hyp. 1 et Hyp. 2 sont salisfaites, alors :
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1. dans le cas le plus simple ot g(v) = v, Uénergie décroit exponen-
tiellement il existe une constante v = v(Q,w, a,Q;,z;) > 0 lelle que, étant
donné (u®, ul) € HY(Q)x L2(Q), l’énergie de la solution u de (17. 1)-(17. 3)
satisfait ’estimation suivante :

(17. 14) Vi>0, E(t)<E0)e.

2. Dans le cas général, l’énergie de la solution u de (17. 1)-(17. 3)
décroit comme

(17. 15) Vi>0, ﬂngcgr%bf,

ou C' dépend seulement de l’énergie initiale E(0) (et de maniére continue).
3. De plus si H est une fonction croissante sur [0,n] pour un certain
n >0, et que H(0) =0, alors en fait

1.3\2
(17. 16) Vi 0, ﬂogc@*@ﬂ,
ou C' dépend seulement de l’énergie initiale E/(0) (et de maniére continue).

Remarques. 1. La Partie 1 du Théoréme 17.1 affaiblit les conditions
géométriques sur la localisation de la dissipation supposées par E. Zuazua
[78]. 1l n’est pas difficile de construire une fonction @ qui satisfait (17. 13)
sans vérifier la condition

a(z) > « on T'(z?).

Par exemple si Q est la boule ouverte dans R? centrée en O et de rayon
R, et a est une fonction continue minorée sur la partie hachurée de la Figure
12. Si les points 1, x2, z3 et x4 sont bien choisis (zq et x3 doivent étre
choisis assez loin sur les axes), on voit que

(z — ;) - v(z) <0 pour tout = € 92N OL;.

Alors (17. 8)-(17. 10) sont satisfaites si w est un voisinage de la partie
hachurée. (voir K. Liu [56] pour d’autres exemples).

La preuve est basée sur la méthode de multiplicateurs par morceaux in-
troduite par K. Liu [56] et donne une estimation explicite de la constante

.
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Fig. 12

2. Les Parties 2 and 3 du Théoréme 17.1 améliorent le résultat de M.
Nakao [64] dans deux directions : on affaiblit la condition géométrique et
on ne suppose plus que ¢ a une croissance polynomiale en zéro. En ce
qui concerne les exemples du chapitre précédent (cas frontiére), on obtient
les mémes estimations. D’autre part, on ne suppose plus que p(z,-) est
dérivable en zéro comme dans la partie précédente. On peut donner de
nouveaux exemples :

Exemple 1. Le résultat s’applique pour des termes d’amortissement de la
forme
-1 1
pla,v) = afa) (), Yo €lo, 5],
(qui est une fonction qui tend tres lentement vers zéro en zéro.) Alors, on
applique le Théoreme 17.1 avec

1
V) = —1/v g :
g(v) =a(x)e si0<v< o

t (17. 16) donne I’estimation

B < e
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Exemple 2. Si

1 1
p(.’E,U) = a(.f)m pour O<v< 6_2’

alors (17. 16) donne ’estimation

C
E(t) < W
Exemple 3. Si
plz,v) = a(z)v'/Pif0<v<1
avec p > 1, on prouve que
E(@) < CLtimtTe,

ce qui représente une estimation arbitrairement proche de celle trouvée par
M. Nakao [64] :

E(t) < CtiT,

On peut étudier de la méme maniere le probleme de stabilisation du sys-
teme général de I’élasticité par un feedback non linéaire localement distribué.
Contrairement au cas frontiére (pour lequel le probleme de stabilisation par
un feedback frontiere non linéaire est encore ouvert), on obtient des résultats
semblables :

2. Application au systéme de 1’élasticité
Soit (a;jk1) un tenseur ayant la propriété de symétrie suivante
;5K = Qjikl = QKL

(tous les indices vont de 1 & N), satisfaisant la condition d’ellipticité suivante
(avec un certain 3 > 0) :

@ikl €55 €K > B Eij €ij
pour tout tenseur symétrique €;;. Dans tout ce paragraphe, on utilise la

convention de sommation des indices répétés.
Soit 2 domaine borné de RY de classe C2. FEtant donnée une fonction

£:Q— RN &(z) = (&4(2), -+, En(x)), on note
€45 = %(fi,j + &) et 055 = aijripiy

ou §; ; = 0&;/0x;.

On considere le probleme

(17. 17) & — o+ p(x,&) =0 dans Q x Ry
(17. 18) E=0sur 02 x Ry
(17. 19) £(0)=¢"¢(0)=¢"
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On définit ’énergie par
E(t) = / 52/52/ + 045655 dx.
Q

Supposons satisfaites les conditions (17. 5)-(17. 10). On a alors le résultat
suivant :

THEOREME 17.2. Supposons que a € Co(ﬁ) el esl minorée par une con-
stante strictement posilive o sur w :

(17. 20) Ve ew, a(z) > a>0.

Si Hyp. 1 and Hyp. 2, sont salisfaites, alors

1. dans le cas le plus simple ot g(v) = v, l’énergie décroil exponentielle-
ment il existe une constante v = v(Q,w, o, Q;, z;) > 0 telle que, étant donné
(u®, ul) € HY(Q) x L2(2), Uénergie de la solution u de (17. 17)-(17. 19) sai-
isfait l’estimation suivante :

(17. 21) Vi>0, E(t)<E0)e

2. Dans le cas général, lénergie de la solution & de (17. 1)-(17. 3)
décroit comme

(17. 22) Vi>0, E(t)<C (G—l(%)ﬁ

ou C' dépend seulement de l’énergie initiale E/(0) (et de maniére continue).
3. De plus si H est une fonction croissante et que H(0) = 0, alors

1.3\2
(17. 23) Vi>0, E(l)< C(g_l(z)) ,
ou C' dépend seulement de l’énergie initiale E/(0) (et de maniére continue).

La preuve du Théoréme 17.2 est semblable & la preuve du Théoréme 17.1.

3. Inégalité donnée par la méthode des multiplicateurs par
morceaux

Comme précédemment, on travaillera sur des solutions fortes, pour les-
quelles les calculs sont justifiés. Un raisonnement par densité permet de
conclure.

On commence par vérifier que le probleme (17. 1)-(17. 3) est dissipatif:

LEMME 17.1.
T
(17.24) VO<S<T < +o0, E(S)—-E(T) :/ / u' p(z,u') dz dt.
S JQ

Preuve du Lemme 17.1. On multiplie (17. 1) par «’ et on intégre par partie
sur Q x [5, 7] :

_/ST/Qu/p(x,u'):/ST/Qu’(u”—Au)

- [%/ﬂu” + |vu|2]z = E(T) - E(S).m

La preuve du Théoreme 17.1 est basée sur 'inégalité suivante :
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PropPOSITION 17.2. Supposons satisfaite I’Hypothése 2.
Soit ¢ : Ry — R une fonction strictement croissante, concave et de classe
C?. Soit ¢ > 0.
Il existe une constante C' strictement positive telle que, étant donné (u°, u') €

u X , la solution u(l) de (17. 1)-(17. 3) salisfail
H2(Q)U H (O HMQ), 1 luti d sfai
T T
(17. 25) / EYg dr < C/ E%’/ u? dz dr
S S w

T
—}—C/ E"(b'/,o(ac,u')2 dz dr + CE(S)'*e.
S Q

Remarques. 1. La preuve de (17. 25) est basée sur des techniques de
multiplicateurs; la constante C' est explicite.

2. Quand ¢'(t) = 1, (17. 25) est classique. E. Zuazua [78], M. Nakao
[64] et L.R. Tcheugoué Tébou [72] 'ont prouvé sous differentes hypotheses
sur le terme p(z,-) et quand w contient un voisinage de I'(z°); K. Liu et M.
Yamamoto [57] 'ont prouvé sous Hyp. 2 quand p(z,u') =0et o = 0.
Dans les calculs prouvant (17. 25), on omet d’écrire les éléments différentiels,
pour simplifier les expressions. Toutes les constantes C' seront explicites.

3.1. La méthode des multiplicateurs par morceaux.

LEMME 17.2. Soit O C Q un domaine Lipschitz.
Soit h : O — R™ un champ de vecteurs de classe Ct. Soit ¢ : Ry — R4
une fonction de classe C?. Soit 0 < S < T < +oo et ¢ > 0. Alors on a
Uidentité suivante :

T
(17. 26) / anﬁ'/ 20,uh - Vu+ (h-v) (' = |Vul?)
S a0

= {Eggb’/o 2u'h - VU}Z — /T (UE’EU_lqb' + E“qb”) /OQU'h -Vu

S

T Ohy Ou Ou
o 4t . 2 2 k N .
—I—/S E°¢ /O(dw h)(u |Vul|”) + 2 ;k 9, 92; 91, +2p(z,u)h - Vu.

Remarque. Les intégrations par partie qui conduisent & (17. 26) sont
habituellement faites si O est de classe C2, et restent valables si O est seule-
ment Lipschitz grace aux résultats de P. Grisvard [23].

Preuve du Lemme 17.2. Cette identité est donné par la méthode des multi-
plicateurs : on integre par partie ’expression suivante :

T
0:/ Eg(b’/ 2h - Vu (u" — Au+ p(z,u'))
(@)

S
_ o ! ! T T ! ho—1 41 o ! !
= |E% 2u'h - Vu| — cE'E°T ¢ 4+ E%¢ 2u'h - Vu
o S s o
T T
- / EU(b// 2u'h - V' — / E7¢ 20,u h -Vu
S @] S 90

T
-I-/ qub'/ Vu-V(2h-Vu)+2p(z,u)h - Vu,
s o
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T T
- [Ew’ / 2u’h-vu} - / (aE’EU—1¢'+EU¢”) / 2u'h - Vau
o S s o

T T
—/ anbl/ 28l,uh-Vu—|—h-yu'2—|—/ qubl/(div h) u'?
S a0 S O

T
+ / Egél/ 2 Z(aihk Oiuw Opu + hy O;u 33k'u) + 2p(z,u)h - Vu,
S O ik

- {E"qb'/OQU’h-Vu}Z—/ST

T
- / qub’/ 20,u h-Vu+h-v(u —|Vu|?)
S 00

<aE’E"_1gb’+Eg¢”) / 2u'h - Vu
(@]

T
—}—/ anb’/ (div h) (u” — |Vu|?) + 2 Z@'hk O;u O+ 2p(z,u')h - Vu
S © ik

Ainsi, en mettant toutes les intégrales de bord dans le membre de gauche,
on obtient (17. 26). W

Le principal probleme est d’estimer, et plus précisément de majorer,
les intégrales de bord dans (17. 26). Habituellement, ce genre d’identité
est utilisé avec @ = €; alors, un champ de vecteurs h bien choisi permet
d’estimer les intégrales de bord en utilisant les conditions sur le bord : on
majore facilement sur {u =0} N{m - v < 0}, et on choisit h égal a zéro sur
I’autre partie du bord.

Dans notre cas, on utilisera I'identité (17. 26) sur chaque sous-domaine ;.
Pour éviter les problemes donnés par le manque d’information sur les valeurs
de u sur chaque 99, Liu [56] a construit un champ de vecteurs h; qui permet
d’utiliser la méme stratégie qu’auparavant : 'une de ces propriétés est d’étre
égal & zéro sur (0€2; \ 092) UL';(z;). On décrit la construction de h; :

soit 0 < g9 < €1 < €9 < €; on définit pourt=04a 2 :

(17. 27) Q: =N, {U]’F]'(:Cj) U (Q \ U]‘Qj)} .

Comme (Q;\ Q1) N Qo = 0§, on peut construire une fonction ¢; € C5°(R™)
qui vérifie :

(17. 28) 0< v <1,
(17. 29) ¢; = 1sur Q;\ Qr,
(17. 30) ¥; = 0 sur Qo.
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On utilise I'identité (17. 26) avec O :=Q; et h = hj(z) = ;(x)m;(z) :

T
(17. 31) / E°¢ 20,u Yym; - Vu+ (P;m; -V)(u'2 — |Vul?)
s 2%,

T T
- [E%’/ zu’wjmj.vu}s_/ (aE’EU—1¢’+E%”)/ 2u'tpim; - Vau
Q

J S Q]
T
o ! : S /2_ 2
—}—/S E%¢ /Q (div ¥;m;)(u |Vul9)

p]m] r Ou Ou

+2 0z,  Oz; 0z

+2p(z, u)ym; - Vu.

Pour commencer, on étudie l'intégrale de bord dans (17. 31). Par con-
struction, 1; = 0 en dehors de ((d9;\I';(z;))N9Q). Donc, il faut seulement
tenir compte de la partie sur ((9€2; \ I';(z;)) N 02). Mais sur cette partie,
u=0,doncu =0et Vu = (d,u)v = (d,,u)v;. On en déduit que I'intégrale
de bord dans (17. 31) est égale a

T
/ Eg(b// 20, u ym; - Vu+ (pym; - v;) (W — |Vul?)
S ((9Q\TI';(x;))N3K)

T
:/ E"(b’/ ;i (m; 'I/]')((?l,]’u)Q <0.
s ((982,\I';(2;))no%2)

Ainsi, en utilisant (17. 30), on déduit de (17. 31) que pour chaque indice j

T T
{anb'/ 2u'pim; - VU}S —/ <0‘E,EU_1¢, + anﬁ//) / 2u'pim; - Vu
Q

£ S J

T
+ / Eod | (div ym) (W — [Val?)
S 2;\Qo

T
d(pym;)k Ou Ju
EU / 2§ NI R J 2 <
+/S Qb/QJ\QO T dz; (?wz(?xk—l_ plw, wyym; - Vu < 0.
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Gréce a (17. 29), on a
T
(17. 32) Z[anb’/ 2u'4pm; - Vul
; 2 5
T
- Z/ <0E’E“_1qb' + E%b”) / 2u';m; - Vu
s Q,
T 2
+/ E° ¢ Nu'" + (2 — N)|Vu|?
s 2\Q1
T
-l—Z/ E"qb’/ 2p(z, u')p;m; - Vu
= Js Q;
T
. d(;m;)k du Ou
<- E“(b’/ (div ;) — [Vaf?) +2 37 L
ZJ:/S 9,10 77 or; Ox; g

T
< CZ/ E°¢ W+ |Vul? < c/ E%’/ W + |Vul?,
T s Q,nQ; s QNQ4

ou C' = C'(p, m) est une constante positive qui dépend de ¢; et m;. (Re-

marque : U;(2;\ Q1) = Q\ @Q1.)

Comme d’habitude, on obtient une autre identité remarquable en multipliant

(17. 1) par (N — 1)u

T
V-1 [ [ = Autpte ) =0,
donc

(17. 33)
N-1) {anb’/ﬂuul}z —(N-1) /ST (UE’EU_lqb/ + Egcb”) /Quu’

T
+ (N - 1)/ E“cb’/ Vu)? — o' + up(z, u') = 0.
S Q

On note
{h(.r) = (x)m;(z) stz € Q;,
h(z):=0sizeQ\U;Q;,
et
(17. 34) M(u) :=2h-Vu+ (N - 1)u.

On additionne (17. 33) a (17. 32) pour obtenir :
T
EU¢/M /( Ecr 1¢+EG¢// /M )
S
s E%’/M( wote)+ [ B0 [t
S S Q]\Ql

T
< C”/ EU¢’/ u? + |Vl
s QnoQ,
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Donc

T T
(17. 35) 2/ E1+U¢’§(C’—|—1)/ E"(b’/ u? + |Vul?
S S QNQ;,

- [E%’/QM(U) ul}Z+LT<UE/EU_1¢/+EU¢//) (/ﬂ M(u) ')

- gy | w0 pta

C’est I'inégalité clé pour prouver (17. 25). On commence par estimer les
différents termes du membre de droite.

3.2. Estimations des divers termes du membre de droite (17. 35).

Soit ¢ une fonction croissante, concave et de classe C? sur Ry.

LEMME 17.3. [l existe une constante strictement posilive C lelle que
(17. 36) ‘E%’/ M (u) o/ dx‘ < CEM™.
Q

Preuve du Lemme 17.3. D’une part, ¢’ est positive et décroissante donc
bornée sur R;. D’autre part, il existe ¢ > 0 tel que

‘/ M (u) dx‘ < E(t).
Q
On en déduit (17. 36). W

LEMME 17.4. [l existe une constante strictement posilive C lelle que

(17. 37) ‘/ST (oB"ET¢! + B¢ (/Q M(v) ' de) dt‘ < CE(S)'.

Preuve du Lemme 17.4. On utilise le fait que ¢ est concave et que F est
décroissante :

T
|/S (UE’EU_lqbl + Eggb") </Q M (u) dx)|

T T
< c/s _E'(7)E(r) di + cE(S) +U/S _¢(r) di

E(S)™7 + e/ (S)E(S)' .1

c
<
~— 140

LEMME 17.5. Il existe une constante strictement posilive C' telle que,
pour tout 6 > 0, on a

(17. 38) |/ST qub'/QM(u)p(x,u’) dz dt‘

T T
< Q/ qubl/ p(z,u)? d dt—|—5/ B4 dt.
6 S Q S
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Preuve du Lemme 17.5. Soit 6 > 0.

‘/STEUW/QM(“)P(%“/) < /STEGQb//QgM(u)Q‘l'%P(JE,u’V

C(S T 140 i/ 1 T o ! "2
<[ E"¢+— [ E¢ [ p(z,u) R

A T’aide des estimations (17. 36)-(17. 38), on déduit de (17. 35) que, si
& est assez petit, il existe une constante strictement positive C telle que

T T
(17. 39) / B¢ dt < CE(S)1+"+C/ qub’/ p(z,u)? dz di
S S Q

T
+ C/ E°¢ o + |Vu|? dz dt.
S QNQ,

Il reste & estimer le dernier terme :

LEMME 17.6. Il existe une constante strictement posilive C' telle que,
pour tout 6 > 0 :

T
(17. 40) / E7¢' |Vu|* dz dt < CE(S)'*°
S QNQ;

T
+ C/ qubl/ u'? + p(z, u’)2 +u? dz dt.
s QNQ»

Preuve du Lemme 17.6. Puisque R"\ Q2 N @Q; = 0, on peut construire
&€ € C3°(R™) qui ait les propriétés suivantes

0<¢<,
f:loan,
&E=0sur R"\ Qs.

On multiplie (17. 1) par £u pour obtenir :

/STEW/Q—MMM’) =[STE”¢’/Slsu (W - Au)
- [E%//f““'i‘/ST<"E’E"‘1¢’+EU¢”)/quu'

+[gTEU¢’/§Z—§u’2+Vu-V(€u)7

- [Eggb’/ﬂguu’i—LT(UE’EU—1¢’+EU¢")/quu’

T
+/ Egé'/§(|Vu|2—u’2) ~ Leae
s Q 2
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On en déduit que

T
/ Egél/ |VU|2
s QnQ,
T T 1
<—[Eq6/ﬂ§uu}s—|—/s (O‘EE qb—I—Eqb)/quu
T 1
—}—/ E"qﬁ’/ —fup(as,u’)—l—fu’2+§u2Af
S Q

T
SCE(S)HU—}—C/S E%¢ o p(z,u)? +u* + u* W
2

Pour finir, on estime le dernier terme a ’aide de la méthode de F. Conrad
et B. Rao [16] (déja utilisée précédemment) :

LEMME 17.7. Il existe une constante strictement posilive C' telle que,
pour tout > 0 :

T T
(17. 41) / E7¢' u? do dt < CE(S)'™7 + n/ E'Ytogldt
S QNQ- S

c (T c (T
+ —/ qubl/ p(x,u’)2 dz dt + —/ qubl/ u'? de dt.
nJs Q nJs w

Preuve du Lemme 17.7. Puisque R™\ w N Qq = §, on peut construire 3 €
C5°(R™) qui ait les propriétés suivantes

0<p<,

B =1sur Qa,
8 =0sur R"\ w.

Soit ¢ fixé. On considere la solution z du probléme elliptique suivant :
(17. 42) Az = B(z)u dans €,

(17. 43) z = 0 sur 0f.

On multiplie (17. 42) par z pour en déduire qu’il existe ¢ > 0 tel que :

/ V2 = /Q Bu = < cllull el
Donc

(17. 44) 12|22 () < ellullrz (o)

D’autre part, en dérivant par rapport a ¢, on voit que z’ est solution du
probleme :

(17. 45) Az = p(z)u dans Q,
(17. 46) z' =0 sur 99Q.
On en déduit que

(17. 47) /2’2 < c/ Bu’.
Q Q
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Ensuite on multiplie (17. 1) par z :
T
0= / qub’/ z (v — Au+ p(z,u))
S Q

T T
— [EUQb//ZU/} _/ (UE/EU_1¢/+EU¢”>/ZU/
Q ) s Q
T
—I—/ E“qb’/ 2 —uAz+ zp(z,u).
S Q
Donc

(17. 48)
T T
/ quﬁl/ﬁUQI [Eagb//zu/}T_/ <UE/EU_1Q5/—|—EJ¢”)/ZU/
s Q Q S s Q
T
—}—/ qub’/ —z’u’—l—zp(w,u').
S Q

D’abord, on remarque que

T T
‘|:EU¢//ZU/:| _/ (UE/EG_1¢/+EU¢//)/ZUI
Q S s Q
Ensuite, fixons n > 0 :
T T 1/2 1/2
[ [oo]= [l e ) (o
S Q S Q
¢ o 12 T o 4t 2
<< [ gy [oe+ S [ e [
2n Js s Q
S E/ EJ¢//U +C77/ EH'Uqb’.
n

Enfin, le dernier terme peut étre étudié de la méme maniere :

T T
‘/ qub/ (z,u)| < E/ E"cb’/p(x,u’)Q—l—nc/ Eltoy,
nJs Q s

On déduit (17. 41) de (17. 48) et des trois dernieres majorations. l

< eB(S)H.

3.3. Fin de la preuve de la Proposition 17.2.

A présent, on peut achever la preuve de la Proposition 17.2 : grice a
(17. 40) et ensuite a (17. 41), on déduit de (17. 39) qu’il existe C' > 0 telle
que pour tout > 0

T c (T
/ E”%’dthE(S)“"Jr—/ E“cb’/p(w,u’)de dt
g nJs Q

C T 9 T
—I——/ anb’/u’ dx dt—|—77/ Eltod dt.
nJs w s

Ainsi, en choisissant 77 < 1, on obtient (17. 25). W
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4. Estimations sur le taux de décroissance de ’énergie

On va chercher a appliquer la méme stratégie que lors du chapitre précé-
dent.

4.1. Décroissance exponentielle de I’énergie si g(v) = v.
Supposons que

Ve € Qv e R, a(z)]v] < [p(z,0)| < Calz)[v].

Montrons alors que I’énergie décroit exponentiellement : comme a(z) > o >
0 sur w, on déduit de la Proposition 17.2 que

T T
(17. 49) / B¢ dt < CE'™(S) +C/ E“¢’/ au'® dz di
S S Q

T
SC’EHU(S)—I—C/ E"qb’/ u' p(z,u') dz dt.
Q

Prenons ¢(t) =t et 0 = 0; on déduit alors de (17. 49) et de (17. 24) que

(17. 50) / E(r t<CE(S)+C/ /u’p(a@,u’) dz dt = 2CE(S).
S Q
Alors le Lemme 1.1 permet d’affirmer que
(17. 51) E(t) < E(0)e'~t/(0),
Ceci conclut la preuve de la premiere partie du Théoréme 17.1. B
4.2. Estimation sur le taux de décroissance : preuve de (17. 15).
Soit ¢ la fonction impaire, strictement croissante, de classe C! telle que

I’Hypothese 1 est satisfaite. Fixons ¢ = 1. Supposons que ¢ est une fonction
strictement croissante, concave, de classe C2, telle que

(17. 52) ¢(t) — +oo et ¢'(t) — 0 quand ¢t — +o00.

On va estimer les termes du membre de droite de (17. 25) dans la but
d’appliquer le Lemme 2.7 : on étudie d’abord

T
/ E¢ / u'? da dt
S w

On a l'estimation suivante :

LEMME 17.8. Il existe C' > 0 tel que

(17. 53)
/ST Eqb’/wu’Q do dt < C E(S)2 4 C E(S) /ST g 1) (g7 @) ar.

Preuve du Lemme 17.8. C’est la méme que lors du chapitre précédent : on
introduit

(17. 54) ht) = 9718 (1))-
h est positive décroissante et

h(t) — 0 quand ¢t — +o0.



4. ESTIMATIONS SUR LE TAUX DE DECROISSANCE DE L’ENERGIE 169

Pour ¢t > 1, on définit

(17. 55) Qi ={zeQ:|u] <h(t)},
(17. 56) Qi :={z e Q:h(t) < |u| <h(1)},
(17. 57) Qf 5 :={xeQ:|u]>n(1)}.

Soit S > 1; On étudie d’abord la partie sur Qf ;. Comme lors de I’étude
du cas frontiere, on voit que d’apres (17. 5)-(17. 6), il existe ¢ > 0 tel que

Ip(z,0)] > cale)lv] si o] > h(1).

En effet,
Ip(lﬂijl’vﬂ > a(z) si v > 1,
et,si h(1) <1,
oz, )l a($)g(|v|) > ca(z) si o] € [R(1), 1].

o]~
Donc

(17. 58) /ST Egb’/ﬂ

1 T
av” dedt < —/ Eqb'/ u' p(z,u') da dt
CJs Ot

t
1,3

< @/TE(—E’) < CE(9)%.
c s

Ensuite on étudie la partie sur Q¢ , : comme g est croissante, si z € Q¢ ,,
k) ,
alors

Comme
a(z) v |g(w')| < ' |p(z, u')| < o plz, o) si|u'] < 1,
et, si h(1) > 1,

(2)

u pz,u) a
|9 (u')]

2 2
u'” |g(u')|

on a

T T
(17. 59) / Eqb’/ a v dedt < / E/ a|g(u')| v dz dt
S Q S Qt7

t
1,2
T
gc/ E
S

Enfin, on étudie la partie sur Q7 ; :

(17. 60) /STEqb’/Q audedt < C/STE(t)cﬁ’(t) (/Q

<aaB(s) | (e m) @

u' p(z,u') dedt < CE(S)%

S~

&
Q1,2

h(t)? da:) dt

i t
1,1 1,1
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Comme a(z) > a > 0 sur w, on additionne (17. 58)-(17. 60) pour conclure.
|

Ensuite on cherche & estimer le terme

T
/ E¢’/ p(z,u)? de dt :
S Q

LEMME 17.9. Il existe C' > 0 tel que
(17. 61)
T
/ Eqb’/p(ac,u’)dedtgCE(S)2+CE(S)/
s Q

S

T

d0 (57 (¢0) d.

Preuve du Lemme 17.9. On suit la méme stratégie : on fixe ¢ > 1 et on

définit

(17. 62) QY = {e e Q|| < (1)},
(17. 63) Q9 —{9069 ¢'(1) < Ju'] < ¢'(1)},
(17. 64) 3 :={z € Q: | > ¢'(1)}.

Grace a cette partition de €2, on voit facilement que

(17. 65) /ST Egb’/ﬂ

T
p(z, ) dz dt < C/ E(b’/ u' p(z,u') da dt
2 S
2,3
T
<C | E(-E)<CE(S)?
S

Ensuite on étudie la partie sur Qf , : par définition, si z € Q% ,, on a
) k)

T T
(17. 66) / Eqb'/ p(z, ) dz dt < / E || p(z, u')? da dt
s QL , QL ,
< C/ E u' p(z,u') dedt < CE(S)%
Qt

Enfin, on étudie la partie sur €5, :
(17. 67)

/ST E¢' - p(z,u')? da dt < C/STE(t)cb’(t) (/Qt <g—1(|u’|))2dw) dt

2,1

<elolm(s) [ o0 (W) a.

Il suffit d’ajouter (17. 65), (17. 66) et (17. 67) pour conclure.
(Remarque : si ¢/(1) # 1, on répete les arguments utilisés pour prouver

(17. 58)-(17. 60).) W

On est alors ramené au méme probleme que celui étudié au chapitre
précédent : si ¢ possede la propriété suivante :

(17. 68) /100 é'(t) (g_l(qbl(t)))th converge,
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alors on déduit de (17. 25) et des estimations (17. 53) et (17. 61) qu’il existe
C > 0 telle que

(17. 69)
Vi< S<T, /T E(t)*¢'(t) dt < CE(S)*+ C E(S) /Oo
S S

0 (@) ar

On conclut alors de la méme manieére : ¢ défini par

t
¢ :=v¢ " avec Vit > 1,4(t) = 1—}—/ % dr,
1 g(;)

satisfait toutes les conditions requises, et alors

/T E)*¢'(t) dt < CE(S)* + C@.
S

¢(5)
on applique le Lemme 2.7 avec 0 = ¢/ = 1 pour en déduire que
C
E(t) < ,
= S
et on voit facilement que
1 1 1
= < = =G5
o(t) — T t

La preuve de (17. 15) est achevée. W

4.3. Meilleures estimations sur le taux de décroissance.
Supposons que H(0) = 0 et que H est croissante sur [0,7] pour un
certain > 0. Soit T3 tel que

Vi > T, H(%) <.
Soit Ty = sup{11, %} Supposons que ¢ est une fonction strictement crois-
sante et concave telle que
V> Ty, ¢'(t) <n et ¢'(t) < H(n)
et aussi telle que
¢'(t) — 0 quand ¢ — +oo.
Alors on définit
(17. 70) Vi > Ty, h(t) = HY(S'(1));

Comme H est croissante sur [0, 7], h est une fonction décroissante qui vérifie

et

h(t) — 0 quand ¢t — +oo.
Pour tout ¢ > T3, on définit

(17. 71) Oy ={zeQ:|d| <h)},
(17. 72) O, ={z e Q:h(t) < |u| < h(Ty)},
(17. 73) Qi,a = {z e Q: || > h(1y)}.
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Soit T' > S > T5. 1l est facile de vérifier que

T
(17. 74) / Eqb’[
S Q

T
m-vudsdt < c/ E¢' | m-vup(u)dsdt

t
1,3 S

Qs
T

< c/ E(=E') < ¢ E(S)2
S

Comme H est croissante sur [0, ], pour tout z € Qi’z, on a

¢ ()u' = H(h(1))u”” < [H(u)|u"* = o' g(u) < u/p(u).

T
(17. 75) / Eqb’/ m-v ' dsdt
S Q

t
1,2

T
§/ E m-vu p(u)dsdt < 1E(S)Q.
s Ot 2
1,2

Enfin, on a

T T ~
(17. 76) / E¢ | m.yu’stdtgc/ E(t)qb’(t)(/~ h(t)2d5> dt
s i s

t
Q1,1
2

< cB(S) /T ¢ ()(H (@ 0)

S
Ainsi, on obtient que

T
(17.77) VI, <S<T <o0: /S Eqb’/ﬂm-l/u’stdt
T 2
E(S)*+ cE(S ") (H (¢ dt.
< eB(S)+ e (s) [ oo (17 @) a

De facon similaire, pour tout ¢t > T5, on définit

(17. 78) QtM ={zeQ:g (W] <h(t)},
(17. 79) Qs ={zeQ:h(t) <g  (|u]) < h(T2)},
(17. 80) Qi,es ={zeQ:g7(|u]) > h(T2)}.
Soit T' > S > T5,. Alors
(17. 81)
T T
/ E¢' m-vp(u')?dsdt < C/ E¢' m-v u'p(u') dsdt
s Qg S Qg

T
§C/S E(-E') < cE(S)~.

Comme H est croissante sur [0, ], pour tout z € Q’i 5, ONl &

i

$0) = 1) < (g™ () = L
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Donc

(17. 82)
T

T
/ E¢ m-v p(u)?dsdt < / E m v ————p(u')* ds dt
s Qs s Qs g 1)

S 9575
Enfin on a

(17. 83)
T T
/S E¢' m-l/p(u’)stdtgc/ E(t)cb’(t)([ g (|w)? ds) dt

Q4 S QU
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T
1
</ E m-yu’p(u’)dsdtgiE(S)Q.

9&&£¢@@4wwfw

Ainsi, on obtient que

T
(17. 84) VI, <S<T <o0: / E¢’/m-yp(u’)2d5dt
S Q

< ¢E(S)? + cE(S) /ST (1) (H (1)) at

Définissons alors

t
. 1
17. 85 Vi > Ty, oM (1) =T / dr.
(17. 85) > Ty, ¢ (1) 2+T2H(%)T
Ainsi
vt > T, Gg(t) >T5 > l7
n
donc
. 1
Vit > Ty, ¢'(t) = H(=——) < H(n),
b 910 = H(z) < )
et
1 1 1

Vi > Ty, ¢'(t) < ¢'(T) = H(

=H(—)< H(=) <.
S = ) < HE) <
On en déduit que ¢ satisfait toutes les propriétés requises. Comme
Vy e0,1], gly) <y ie. H(y) <1,

on voit que

- t—T, S|
R Ty TTES RTEaY

Ainsi

Vi > Ty, E(t) < 056(1)2 < c<g—1(_))2.

Ceci conclut la preuve du Théoréme 17.1. B

Le cas polynomial se traite absolument de la méme maniére.
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CHAPITRE 18

STABILITE EXPONENTIELLE DE
L’EQUATION DES ONDES EN DIMENSION 2
PAR UN FEEDBACK MONOTONE FAIBLE

On considére le systéeme de I’équation des ondes avec la condition de
Dirichlet au bord stabilisé par un terme d’amortissement. Cet amortisse-
ment est une force exercée sur €2, et représentée par une fonction non linéaire
g(u'), dépendant de la vitesse de ’onde en ce point.

Si g est croissante (€ventuellement bornée), et si ¢'(0) # 0, on prouve
que I’énergie des solutions fortes décroit exponentiellement vers zéro. Cela
améliore des résultats antérieurs de V. Komornik et de M. Nakao.

La preuve est basée sur une partition du domaine qui dépend de la norme
des conditions initiales.

Ce travail, ainsi que celut du chapilre suivant a été réalisé en collabora-
tion avec J. Vancostenoble.

1. Introduction

Soit ©Q un domaine borné de classe C2 de RN, N > 1. Soit g : R — R
une fonction continue, croissante et qui s’annule en zéro.
On considere le systeme de ’équation des ondes avec la condition de Dirichlet
au bord. Un controle est exercé au moyen d’une force qui est représentée
par une fonction non linéaire ¢ de la vitesse. Le systeme considéré est le
suivant :
u”" — Au+ g(u') = 0 dans Q x Ry,
(18. 1) v = 0sur 92 x Ry,
u(0) = u®, w'(0) = ul,
avec (u%,u') € HY(Q) x L*(Q).
Comme d’habitude, on définit I’énergie du systeme par

(18. 2) E(l) = %/ﬂ(u'% Vaul?) da.

On suppose que g est croissante (éventuellement bornée) et on s’intéresse
au comportement asymptotique de ’énergie. On rappelle quelques résultats
connus sur cette question :

175
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C. M. Dafermos [17] et A. Haraux [31] ont prouvé la stabilité asympto-
tique forte pour ce probleme, c’est-a-dire :

E(t) — 0 quand ¢t — +o0.

Leur preuve est basée sur la compacité des trajectoires dans 'espace d’énergie
et sur le principe d’invariance de LaSalle.

M. Aassila [2] a étendu certains de leur résultats sur une classe de do-
maines non bornés (pour lesquels le principe de LaSalle ne peut plus étre
appliqué).

F. Conrad et M. Pierre [15] ont obtenu aussi des résultats de stabilité asymp-
totique forte dans un cadre abstrait.

De plus, quand on a la propriété supplémentaire

(18. 3) Vy eR, aly| <lg(y)| < Bly|

ou « et J sont des constantes strictement positive, on voit facilement que
I’énergie décroit exponentiellement vers zéro.

V. Komornik [45] et M. Nakao [62] ont étendu certains résultats de A.
Haraux et E. Zuazua [33], de F. Conrad, J. Leblond and J.P. Marmorat [14]
et de E. Zuazua [77] en étudiant par différentes méthodes le cas de feedback
qui ont une croissance polynomiale en zéro et a l'infini. En dimension N > 2,
ils ont prouvé que I’énergie décroit polynomialement vers zéro avec une
estimation explicite du taux de décroissance, méme si la dissipation est faible
a l’infini, ce qui signifie quand

% — 0 quand |y| — o0.

En particulier, M. Nakao [62] a considéré le cas de la fonction croissante

Y
18. 4 g(y) = ——
(15. 4 W=t
qui a des limites finies a 'infini. En dimension 1 d’espace, il a remarqué que
I’énergie des solutions fortes décroit exponentiellement; en dimension 2, il a
prouvé qu’elle décroit plus vite que t=™ pour tout m € N :

vieR,, B()< ™

pour tout m € N,

ou C'(m) est une constante qui dépend de la norme des données initiales
dans H?(Q) x H}(Q2); en dimension N > 3, il a prouvé qu’elle décroit poly-
nomialement.

Dans les deux cas, leurs preuves sont basées sur le fait que les trajec-
toires sont bornées dans H*(Q) x H}(Q), et sur le théoréeme de Gagliardo-
Nirenberg.

On combine les idées de M. Nakao et de V. Komornik avec la méthode
de partition du domaine, utilisée lors des chapitres précédents, pour étudier
le cas des dissipations faibles. En dimension 2, on prouve que si ¢ est
croissante (éventuellement bornée), le comportement de ¢ a l'infini n’a pas
d’effet réel sur le taux de décroissance de ’énergie des solutions fortes : si
¢'(0) # 0 (par exemple dans le cas (18. 4)), on montre que I’énergie décroit
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exponentiellement vers zéro, le taux de décroissance dépendant de la norme
des données initiales dans H*(Q) x H}(Q).

2. Résultat principal et exemple

L’existence et la régularité de la solution u de (18. 1) sont données par
un résultat de A. Haraux [32], améliorant des résultats antérieurs de J.-L.
Lions et W. Strauss [53] et de H. Brézis [10] :

THEOREME 18.1. Supposons que Q est de classe C2.
1. étant donné (u®, ul) € H}(Q) x L*(Q) le probleme (18. 1) admet une
unique solution u(t) vérifiant :

(18. 5) u € C(Ry, Hy(Q))NCHRy, L*(Q)).
2. Si de plus (u°,u') € Z ou
(18. 6) Z:={(u°u') e H*N Hi(Q) x Hy(Q) et g(u') € L*(Q)},

alors la solution u(t) de (18. 1) posséde les propriétés suivantes :

(18. 7) u € LRy, HA(Q) N HY(Q)),
(18. 8) u' € L¥(Ry, H}(Q)),
(18. 9) u" € L®(Ry, L*(Q)),
(18. 10) g(v') € L= (Ry, L*(Q)).

De plus, la fonction
teERy — / |Au(t,2)|* + |V (¢, 2)|* da
Q

est décroissante.

On notera

(18. 11) C(u®, ) ::/ |Au®(t, 2) |2+ |Vl (t, z)|* dz
Q

2.1. Résultat principal.
Notre principal résultat concerne ’estimation du taux de décroissance :

THEOREME 18.2. Supposons que N = 2. Soit g : R :(— R une fonction
croissante de classe C telle que g(0) = 0, ¢'(0) # 0 et

(18. 12) Viy[ > 1, lg(y)] < elyl?

avec c > 0 et g > 0.

Etant donné (u°,u') € Z, Uénergie de la solution u(t) de (18. 1) décroit
exponentiellement vers zéro : il existe une constante explicite w, dépendant
de C'(u®, u') telle que

(18. 13) Vt >0, E(t) < E(0)e' ™+
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Remarques. 1. Le Théoréme 18.2 améliore des résultats antérieurs de [45]
et de [62] qui ont montré que ’énergie décroit plus vite que =™ pour tout
m € N.

2. En fait, la faiblesse de la fonction ¢ a I'infini n’a pas d’effet réel sur la
décroissance de I’énergie des solutions fortes: on trouve la méme estimation
sur I’énergie que si g avait une croissance linéaire :

aly| < lg(y)| < Bly| pour tout y,

avec un certain o > 0. La seule différence provient du fait que le taux de
décroissance dépend de C'(u, u').

Exemple. On consideére la fonction bornée

Y
g(y) = ——= pour tout y € R;
V14 y?
on a ¢'(0) = 1. Alors (18. 13) donne 'estimation
E(t) < E(0)e' ™,

et on voit dans la preuve du Théoreme 18.2 que

c
w =
14 +/Cud,ut)’
ou c est une constante qui dépend uniquement de €. Le théoréme ne permet

donc pas d’obtenir une estimation de décroissance exponentielle de I’énergie
pour les solutions faibles.

2.2. Extensions.

1. Notre méthode n’est pas spécifique au cas de la dimension N = 2: en
dimension N > 3, elle permet de retrouver les résultat de V. Komornik et de
M. Nakao (& ¢ pres, pour tout £ > 0), et méme d’améliorer leurs estimations
pour toute une classe de fonctions : dans le chapitre suivant, on montre que
si

)
18.14) V21, a2 <o) <yl
(n2+1yD))
avec ¢; > 0,¢2 > 0,m > 0,¢ € [0, %] et k € [0, 1], alors Iénergie de

la solution vérifie :
(18. 15) Vi >0, E(t) < CE(0)e~0+0™"

ou w dépend de la norme des données initiales. (En dimension 3, ce résultat
demeure vrai pour tout ¢ > 0.)

2. En appliquant la méthode décrite dans les chapitres précédents, on
peut obtenir des estimations en éliminant ’hypothése ¢'(0) # 0.

3. On peut étendre les résultats du Théoreme 18.2 au cas d’une force
exercée seulement sur une partie de 2. On consideére 1’équation

u" — Au+ a(z)g(u') = 0 dans Q x Ry,
ol a : 2 = R est une fonction continue, positive et telle que, par exemple,
le région ou a(z) > « > 0, contient un voisinage de 052, ou les conditions

géométriques plus générales énoncées dans I’'Hypothese 2, dans le Chapitre
17.
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3. Inégalités fondamentales

3.1. Décroissance de I’énergie.

On considere seulement les solutions fortes, dont la régularité permet
de justifier les calculs suivants; pour simplifier les expressions, on omettra
d’écrire les éléments differentiels. On notera ¢ toutes les diverses constantes
qui dépendent seulement de la structure du probleme (€2, g) et C' qui dépen-
dent aussi de la norme des données initiales dans (H%(Q) N HL(2)) x HL ().

On vérifie d’abord que I’énergie est décroissante :

LEMME 18.1.
(18. 16)

T
V0 <SS <T < +oo, E(T)—E(S):—/ /u’g(u’)dwdt <0.
S JQ

Remarque. Comme zg(z) > 0 pour tout z € R, cela implique que ’énergie
est décroissante, localement absolument continue et

E'(t) = —/Qu’g(u’) dz p.p. dans Ry.

3.2. Inégalité donnée par la méthode des multiplicateurs.

LEMME 18.2. Soit Q un domaine borné de classe C* dans R?. On sup-
pose que g est une fonction de classe C1 telle que ¢'(0) # 0 et

Viyl > 1,|9(y)| < cly|” avec ¢ > 1.

Alors, il existe ¢ > 0 qui dépend de Q tel que, étant donné (u°,u') € Z, la
solution u(t) de (5)-(5) satisfait

(18. 17) /STE(t) dt < CE(5)+C/ST/QU'2 dz dt.

Remarque. Le résultat du Lemme 18.2 est a fortiori vrai si pour tout
lyl > 1, |9(y)| < c|y|? avec ¢ € [0, 1] (en particulier si ¢ est bornée).

Preuve du Lemme 18.2. Lorsque le terme d’amortissement est uniformément
distribué dans le domaine, la preuve du Lemme 18.2 est assez simple et ne
nécessite pas tous les arguments techniques utilisés dans le Chapitre 17. On
donne la preuve d’un résultat analogue au Lemme 18.2 lorsque le feedback
est localement distribué dans le dernier paragraphe de ce chapitre.

On integre par partie ’expression suivante :

():/ST/QU(U”—AU‘FQ(UI))
o L e [ et

/T T 12 12 2 /
:[/Quu}s—l—/s /Q—Qu +u"+ |Vul* +ug(u).



180 18. STABILITE EXPONENTIELLE

Donc

(18. 18) Q/STE:—[Auu’]§+[§T/§22u’2—ug(u’

On note que
‘/ wu' dz
Q

Il reste a estimer le dernier terme de (18. 18) :

< cE(t).

LEMME 18.3. Il existe ¢ > 0 dépendant de 2 tel que, pour tout € > 0 :

T c ¢ [T ) T
(18. 19) / /ug(u’) dedt < —FE(S)+ —/ /u' dx dt—l—g/ Edt
s Ja € €Js Ja S

Preuve du Lemme 18.3. 1l existe A > 0 tel que

lg(y)] < Ayl s |y| < 1.

Soit n > 0.

/ / dacdt</ / g(u’)2
|u’|<1 [u’|<1 2
Sﬂ/ E+// L g(u)?
2 Js s Jyw|<1 2n
T T 2
ol [
2 Js s Ja2n

On étudie ensuite la partie sur |u/| > 1 : comme on travaille en dimension
2
7

HY(Q) c LIT(Q),
pour tout ¢ > 1. Ainsi
lull o+ gy < ellullmya) < eVE.
Alors

| / / Y da dt‘
|u’|>1
1/(g+1) q/(g+1)
S/ / ) (] o)
S Q [u'|>1
T T
< C/ E1/2</ u'g(u’)>q/(q+1) < C/ E1/2(_E/)q/(q+1)
S [u'|>1 s
+1 T (g+1)/2 c r ’
q q _
cn /S E +77(q+1)/q/5( E'

T
_ C
C’l7q+1E(S)(q 1)/2/; E + WE(S)

Alors on obtient (18. 19) en choisissant 7 assez petit. l
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On déduit des derniéres estimations que

T ¢ T 9 T
2/ E(t)dt < CE(S)—I——/ /u’ dxdt—l—e/ E(t)dt.
s €Js Ja s

On obtient (18. 17) en choisissant ¢ assez petit. W

4. Preuve du Théoréme 18.2

On rappelle I'inégalité fondamentale donnée par le Lemme 18.2 :

T T
/ E(t)dt < CE(S)—}—C/ /u’Q dz dt.
S S JQ

Notre but est d’estimer
T
/ / u'? dz dt.
S Q

Soient R > 0 et t > 0 fixés. On définit alors

(18. 20) Q={zcQ:|u| <R},

(18. 21) Q={zcQ:R<|u|}.

Remarque. V. Komornik [45] a utilisé cette partition de  avec R = 1,
et obtenu une estimation polynomiale du taux de décroissance. On choisira

R dépendant de la norme des données initiales. Un choix convenable de R
nous donnera une estimation exponentielle du taux de décroissance.

D’abord on étudie la partie sur Q% . Pour pouvoir estimer le terme
12
/ u'” dx dt,

Q
on aura besoin d’utiliser la régularité de u et les injections de Sobolev. On
rappelle I'inégalité d’interpolation :

LEMME 18.4. (Gagliardo-Nirenberg)

Soit 1 <r<p<oo, 1<qg<petm>0. Alors Uinégalité
(18. 22) [Jv]], < c”DmvﬂzﬂvHi_e pour v € W™ L"

est valable avec ¢ > 0 et

(18. 23) § = (; _ 5)(ﬁ 4o g)—l

a condition que 0 < § <1 (0<f<1lsip=ocoeltmg=N).

1 1. m 1 1
r

(ici || - ||, désigne la norme usuelle de LP(£2).)

Comme conséquence directe, on obtient qu’en dimension N = 2, il existe
une constante positive ¢ qui dépend de Q telle que

(18. 24) voe HY(Q), o]l < clvlig el

(on a utilisé (18. 22) avecp=3, m=1,g=r=2, N=2et § = %)
Par définition de du sous-domaine Q% on a :

12 1 N3 1 3
dez < — de < — .
/Q u'" dz < R/leul T < R”UHLS(Q)

t
2



182 18. STABILITE EXPONENTIELLE
Alors, puisque u est une solution forte, on peut appliquer (18. 24) 3 v =u
pour obtenir que
10/[|72(0) < ellu'llm@lle 172y < ellv'llm @ E(t)
En conséquence,

2 C
(18. 25) /Q W2 de < ey BO).

2

Grace a la définition de C(uo ul) (voir (18. 11)) :

Ve Ry, u'llmie) £ VO @ ul).

Ainsi

T T
/ Edtch(S)—l—c/ /u’dedt
S
//u’Qd.rdt—l-—/ 14y B (1) d
Qt

< CE(S)—I—C/ / u’dedt—I—E\/C(uo,ul)/ E(t) dedt
s Jai s

On choisit alors R > 0 tel que
(18. 26) % C(u0uh) <

R étant ainsi choisi, on voit que

1 T T 2
= Edt <cE(S)+c u'” dx dt.
2 Js s Jai

Ensuite on étudie la partie sur Q¢ : comme ¢'(0) # 0, on peut choisir
r > 0 tel que

N | =

Vy € [—T’, T], |g(y)| > 041|y|,

avec un certain aq > 0. Alors soit
ay = inf {‘g_(y)‘ r <yl < R} >0
y
Avec o := min (@, a3), on a

lg(y)| > aly| si |yl < R.

Donc

T
(18. 27) //U’Zdwdt // dxdt
S Qt Qt

g—/ / u'g(u')dxdt:l(E(S)—E(T)).
als Jat «

Finalement , on obtient

(18. 28) %/STE(t) dt < eB(S) + =(E(S) - E(T)) < (c+ =) E(S).
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En faisant tendre T vers I'infini, on voit que

+oo 1
(18. 29) E(t)dt < —E(S)
s w

avec i = 20(1—|—é). Puisque F est positive et décroissante, on peut appliquer
le Lemme 1.1 qui nous dit que

(18. 30) E(t) < E(0)e!™,

La preuve du Théoréeme 18.2 est achevée.

5. Extension au cas des feedbacks localement distribués

Soit @ : @ — Ry une fonction continue positive. On s’intéresse au
probleme

u" — Au+ a(z)g(u') = 0 dans Q x Ry,
u=0sur 0Q x Ry,
u(0) = u°, «'(0) = u’.
Supposons que la localisation de la dissipation @ satisfait les conditions

géométriques, énoncées dans I'Hypothese 2 du Chapitre 17. La méthode
de multiplicateurs par morceaux utilisée donne que

/ST E<cES)+ C/ST e+ /ST fe@mws),

M (u) :=2h - Vu + cu+ ¢'z(u),

avec

ou h, ¢ et ¢ sont des fonctions de classe C*°, et z(u) est la solution du
probleme elliptique

Az = f(z)u dans Q,
z = 0 sur 0f2.

On en déduit que

M(u) € L™ (Ry, HY(Q)).
Grace au Lemme 18.4, on a

IVully < e[| D?0ll3]|Vull;™

avec ¢ > (0 et

Comme u € L (R4, H*(Q)), on en déduit que

IVaullgpr < CE@O=D72 = CE()Y/ 0,
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On peut alors montrer, de maniére semblable, que le résultat du Lemme
18.3 reste valable :

[gT/|u,|§1a(x)M(U) dwdt</ /|u1|<12 (u)[? —|——a( Yg(u')?
< 7/5 E+/S /QQ—Q .

et

/ST /|u,|>1 a(z)M(u) g(u) dz dt
< C/;(/Q |]\~4(u)|q+1>1/(q+1)(/WD1 |g(u/)|(q+1)/q>q/(q+1)

T T
< c/ El/(q+1)(/ u’g(u’))q/(m) < c/ Y@ prya/(a+1)
N s [u/|>1 N s

< Cnpat! E—}—L T(_El)
1 pat/a |

< qu-l—l TE+ LE(S)
- g pla+1)/a '

Ainsi,
(18. 31)

T T
// (u) dz dt < CE( )+f/ /a(x)u’zd,rdt—l—e/ Edt,
€Js Ja s

et donc

T ¢ T 9 T
(18. 32) / EdthE(5)+—/ /a(:c)u' da dt—}—g/ Edt.
s €Js Ja S

La seule différence notable avec le cas des dissipations uniformément dis-
tribuées dans Q (a(z) = 1) est que le coefficient C' de F(S) dépend a présent
de la norme des données initiales, ce qui n’était pas le cas dans le Lemme
18.3.

La suite de la preuve du Théoreme 18.2 est alors identique.



CHAPITRE 19

STABILITE EXPONENTIELLE DE
L’EQUATION DES ONDES PAR UN
FEEDBACK NON MONOTONE FAIBLE

On considére le systéeme de I’équation des ondes avec la condition de
Dirichlet au bord stabilisé par un terme d’amortissement, étudié dans le
chapitre précédent. Dans ce chapitre, on suppose que 'amortissement est
une force uniformément exercée sur €2, et représentée par une fonction non
linéaire et non monotone de la vitesse.

Lorsque la fonction ¢ a un comportement linéaire a l'infini :

Viyl > 1, cly| < lg(y)| < |yl,

avec ¢ > 0, les démonstrations des résultats du Chapitre 18 demeurent
valables, & condition que la solution existe et soit suflisamment réguliere.

Par contre, lorsque la dissipation est fatble a l’infini, seuls semblent
connus des résultats de stabilisation forte pour ce systeme en dimension
d’espace 1, et de stabilisation faible en dimension supérieure.

Les résultats du chapitre précédent sont basés sur le fait que u’ est bornée
dans H}(Q); cette propriété est une conséquence directe de I’hypotheése de
monotonie de g.

On consideére une certaine classe de fonctions non monotones. En dévelop-
pant la méthode utilisée dans le chapitre précédent, on montre que I’énergie
des solutions fortes décroit vers zéro avec une estimation explicite (exponen-
tielle) du tauz de décroissance. En particulier, cela implique des résultats
nouveaux de stabilité asymptotique forte.

Ce chapitre, ainsi que le précédent, a été€ écrit en collaboration avec J.
Vancostenoble.

185
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1. Introduction

Soit © un domaine borné de classe C? de RN et g : R — R une fonction
continue s’annulant en zéro. On considere le systéme suivant :

u — Au+ g(u') = 0 dans Q x Ry,
(19. 1) u=0sur 0Q x Ry,
u(0) = u®, u'(0) = u',

avec (u®,ul) € HY(Q) x L*(9Q).
Comme d’habitude, on définit I’énergie du systéme par

E(t) = %/Q(U'QHWP) de.

On a rappelé dans le chapitre précédent les résultats de stabilisation
forte et de stabilisation uniforme connus lorsque ¢ est croissante.

Lorsque g est non monotone, peu de résultats semblent connus. Sup-
posons que

yg(y) > 0 pour tout y € R,

ce qui implique que I’énergie est décroissante et que les trajectoires sont
bornées dans ’espace d’énergie. A notre connaissance, les trajectoires ne
sont pas compactes en général. Or tous les résultats de stabilité asympto-
tique forte (C. M. Dafermos [17] ou A. Haraux [31], . Conrad et M. Pierre
[15] dans un cadre abstrait) sont basées sur cette compacité, ainsi que les
résultats de stabilisation uniforme (V. Komornik [45] , M. Nakao [62], et
ceux du chapitre précédent). Toutefois, on remarque quand méme que si g
vérifie

(19. 2) Vy R, alyl < |g(y)| < Blyl

ou « et [ sont des constantes strictement positives, et si le probleme est
bien posé, alors 'énergie décroit exponentiellement vers zéro.

Quand (19. 2) est remplacée par une hypothése plus faible, les preuves
de [45], de [62] ainsi que celles du chapitre précédent ne peuvent pas étre
étendues au cas non monotone, car on ne sait plus montrer que les solutions
fortes sont bornées dans H?(Q2) x H3 (), estimation fournie par la croissance
de g. Sous cette hypothese supplémentaire, M. Aassila [3] a obtenu des
résultats de stabilisation uniforme.

Si g est globalement lipschitzienne, M. Slemrod [70] a prouvé des résul-
tats de stabilité asymptotique faible pour le probleme (19. 1), c’est-a-dire,

(u(t), w'(2)) — (0,0)
faiblement dans H} () x L%(2), quand ¢ tend vers I'infini. J. Vancostenoble

[74] a prouvé que ce résultat est encore vrai pour les solutions globales de
(19. 1), méme si g n’est pas globalement lipschitzienne.

Il existe aussi des résultats de stabilité asymptotique forte, mais unique-
ment en dimension d’espace 1 (basés sur la structure des solutions et les
propriétés de stabilité asymptotique faible, ou sur des propriétés de borni-
tude que posseéde la solution en dimension 1), par exemple E. Feireisl [20]
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pour I’équation des ondes en dimension 1 avec un controle interne, E. Feireisl
et G. O Dowd [21] pour un modele de pont roulant, J. Vancostenoble et M.
Pierre [66] pour I’équation des ondes en dimension 1 avec un controle fron-
tiere, J. Vancostenoble [75] pour certains systemes hybrides (pont roulant

et modele SCOLE).

On considere les fonctions non monotones ¢ de classe C! qui vérifient
Yy €R, ¢'(y) > —m,
|yl
(2 +1yD)

aveccy > 0,c2>0,m>0,0<¢< % et k£ € [0,1]. On prouve d’abord que
le probleme (19. 1) est bien posé et on estime la norme des solutions fortes
dans H%(Q) x H}(2). Ensuite on montre que 1’énergie des solutions fortes
décroit vers zéro avec une estimation explicite du tauxr de décroissance. En
particulier, ceci implique des résultats nouveaux de stabilité forte. La preuve
est basée sur la méthode utilisée dans les chapitres précédents, qui permet
de compenser le fait que les solutions fortes ne sont, a priori, pas bornées
dans H?(Q) x H}(Q), et sur I'inégalité intégrale donnée par le Lemme 2.3.

Yy eR, o = < 19| < ealyl?,

2. Résultats principaux et exemples

Soit  un domaine borné de RY de classee C%. Soit ¢ : R — R une
fonction de classe C!. On consideére le systéme suivant

(19. 3) u" — Au+ g(u') = 0 dans Q x Ry,
(19. 4) v =0sur 02 x Ry,
(19. 5) u(0) = u®, u/(0) = u*,

ot (u®,u') est donné dans Z, qui est la partie de H(Q) x H}(Q) définie par

(19. 6) Z = {(u,v) € HYQ) x H}(Q), —Au+ g(v) € L}(Q)}.
On notera
(19. 7 () = || = Au® + g(u)|[Ea(gy + 10!y )

Comme d’habitude, on définit ’énergie de la solution u (sous réserve que
tout soit bien défini) par

1
(19_ 8) Vit € Ry, E(t) = —/ (u/Q + |Vu|2) dz.
2 Ja

2.1. Résultats d’existence et de régularité.
Supposons que g soit une fonction de classe C! qui satisfait

(19. 9) Vy €R, yg(y) >0,
(19. 10) Yy eR, ¢'(y) > —m,

avec m > 0. Alors lexistence et la régularité de la solution u de (19. 3)-
(19. 5) sont données par le résultat suivant :



188 19. STABILISATION PAR FEEDBACK NON MONOTONE
THEOREME 19.1. (i) Supposons satisfaite (19. 10). Alors le probléme

(19. 3)-(19. 5) est bien posé : pour tout (u°,u') € Z tel que —Au+g(u') €
L?(Q), il existe une unique solution forte u(t) salisfaisant

Vi € Ry, <u(t),u'(t)) €z,
et, pour tout T > 0,
(u(),w'()) € whe([0,7]; HY(Q) x L*(©)).
(ii) De plus, si on suppose aussi satisfaite (19. 9), alors on a l'estimation
d’énergie suivante :
(19. 1) Ve e Ray (el @ + 10Ol < 100013 @ + 100,
el donc
(u(),w'()) € Whe (Ry; HY(Q) x 13(9))
(iii)  On a aussi Uestimation suivante :

(19. 12)
Vi e Ry, | = Ault) +g(u(0)|agq) + 16 ()2 q) < OO ul) .

Remarque. Dans le cas ou g est croissante (m = 0), le Théoréme 19.1
redonne un résultat classique d’existence et de régularité de la theorie des
opérateurs maximaux monotones. En particulier, la partie (iii) implique

(19. 13) u' € LRy, Hy(RQ)).

Cette estimation est obtenue uniquement lorsque ¢ est croissante. C’est sur
elle que sont basées les preuves de V. Komornik [45], M. Nakao [62] et celle
du chapitre précédent.

Remarque. Dans le cas classique

(19. 14) Yy € R, |g(y)| < Blyl,

il est facile de vérifier que le Théoreéme 19.1 implique que, pour tout (u®, ul) €

H*(Q) x Hy(Q),
veeRy, (u(t), (1)) € HAQ) x HY(Q),

et

Ve e Ry, [|ul®)Feg + 117 Ol < (1ellfe@ + 18 1)) €
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2.2. Stabilité exponentielle pour une classe de fonctions non
monotones.
Supposons que g est une fonction de classe C! qui vérifie

(19. 15) Vy €R, yg(y) >0,
(19. 16) Yy €R, g¢'(y) > -m,
y
1.1 Wyl a— <<,

n(2+y)))
avec ¢; > 0,0 >0,m>0,qg > 0et k € [0,1].
THEOREME 19.2. 1. Supposons que N = 2 et soil g une fonction satis-
faisant (19. 15)-(19. 17) telle que ¢'(0) # 0.
Etant donné (u°,u') € Z, il existe une constanle posilive (explicile) w,

dépendant de C(u®, u') telle que l’énergie de la solution u(t) de (19. 3)-
(19. 5) vérifie lestimation suivante :

(19. 18) sike[0,1], E(t)< E(0)et e 0+ gy >,
(19. 19) sik=1, B <O o5y
(2+1)~

2. En dimension N > 3, les estimations (19. 18) et (19. 19) restent
N42

valables a condition que 1 < q < {755.

Remarque. Le Théoreme 19.2 implique des résultats nouveaux de stabilité
asymptotique forte : ’énergie des solutions fortes décroit vers zéro, avec une
estimation explicite du taux de décroissance.

Exemple. Le Théoreme 19.2 peut étre appliqué en toute dimension a la
fonction impaire g définie sur Ry par

Yy >0, g(y) = (sin(@(y)))Q y (In(y +2))7 + (COS(H(y)))2 m

avec g € [0,1], k € [0,1] et
0(y) = (In(y+2))'"7 sigelo,1],
6(y) =In(In(y+2)) sig=1.

g est choisie de telle sorte que, pour tout y,

9(y) € [y (In(y + 2))*, m],

et va “sinusoidalement” de la courbe y — y (In(y + 2))? a la courbe y —
y (In(y 4 2))~*. Alors g satisfait les hypothéses requises : en effet, le calcul
de ¢’ donne :

9(5) = 0/ (s) sin(20(0) (3 (nly +2))" ~ )
+ (sin(6()) " ((nty +2)7 + v i S(in(y +2))")

+ (cos(0(v))” (n(y +2))7* - by linty+2)77).)
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Soit ¢ € [0, 1]. Comme on a choisi 6 telle que

, 1
e e R
on voit que :
/ . Y Y
10) = (= sin@80) (5 = gt gy
+ (sin(0w)” ((n(y+2))7 + . Yy + 2))7")
+ (cos(@(y)))2 <(ln(y + 2))_k - ky f_ 2 (In(y + 2))_k_1> v)

Donc ¢’ s’écrit

o) = (1— q) sin(20(x)) + (1 +=(v)) (sin(0(»))) " (tn(y +2))7 + ().

avec £(y) — 0 quand y — +o0. Donc ¢’ est bornée si ¢ = 0 et seulement
minorée si ¢ > 0. De plus, comme # est strictement croissante et tend vers
Iinfini & l’infini, g n’est pas monotone. Par exemple, lorsque ¢ = 0 :
12 . . 2
g'(y) = sin(26(y)) + (sin(6(y))) " +=(v)

= sin(6(y)) <2 cos(8(y)) + sin(@(y))) +<(y),

et la fonction @ — sin §(2cosf + sin #) est strictement négative sur tous les
intervalles | — I+ 2nm, -5+ 2n7] (n € N).

Alors, si k= %, I’énergie des solutions fortes décroit comme
Vi>0, E()<CE(@)e“Y,
(C et w dépendant de C'(u®, ul)).

Par exemple, pour

9(y) = (sin(501n(ln(y +2)))) v In(y +2)

n 10(605(50 In(In(y + 2))))2 m

le graphe de g est
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2.3. Commentaires et extensions.
1. Si N < 3 et si g est croissante (m = 0) et satisfait (19. 17) avec
k €]0, 1], le résultat demeure valable pour tout ¢ > 1. Ce résultat de décrois-
sance exponentielle améliore des résultats antérieurs de M. Nakao [62] et V.
Komornik [45]

2. En appliquant la méthode décrite dans les chapitres antérieurs,
on pourrait éliminer I’hypothese ¢’(0) # 0 et on obtiendrait encore des
estimations précises du taux de décroissance.

3. On peut étendre les résultats du Théoreme 19.2 au cas d’une force
exercée seulement sur une partie de 2. On consideére ’équation

u" — Au+ a(z)g(u') = 0 dans Q x Ry,

ou ¢ : 2 — R est une fonction continue, positive telle que la région a(z) >
a > 0 satisfait des hypotheses géométriques usuelles. Alors, si g vérifie
(19. 17) avec g = 1, les résultats du Théoreme 19.2 demeurent vrais.

4. Tous les résultats précédents restent vrais si l’on remplace ’hypothese
“ g de classe C! sur R” par “ g : R = R continue et telle que

g\) — gy
vy17y2€R7 yl#y?; M Z —m,
Y1 — Y2

et g est de classe C! dans un voisinage de 0 et g'(0) # 0 .

3. Probléme bien posé et estimations a priori

3.1. Probléme bien posé.
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En notant v =/, on peut écrire (19. 3)-(19. 5) sous la forme

u —v=0,
v — Au+g(v) =0,
u(0) = u®,
v(0) = ul.

(19. 20)

On introduit ’espace de Hilbert # = H} () x L*(Q) et on écrit (19. 20)
comme étant ’équation d’évolution d’ordre un dans H pour le vecteur

U(t) = (u(t),v(t)) :

(19. 21) {iﬁ(t) + AU () + LU(t) =0,

U(0) = (u’,u).
On note g la fonction croissante

Yy eR, §(y) = g(y) +my.

Soit A 'opérateur non linéaire défini par

{D(A) ={(u,v) € Hy(Q) x Hg(Q) | —Au+g(v) € L*(Q)},
V(u,v) € D(A), Afu,v) = (= v, ~Aut §(v)).

A est un opérateur maximal monotone dans H, (voir A. Haraux [30], Théoréme
45, p. 90). (Remarque : D(A) = 2)
Alors on définit £ : H — H par

V(u,v) € H, L(u,v)= (o, —mv).

L est clairement lipschitzien.
On peut alors appliquer le théoréme suivant sur les pertubations lips-
chitziennes d’un opérateur maximal monotone :

THEOREME 19.3. ( H. Brézis [11], Théoréme 3.17 el Remarque 3.14)

Soit H un espace de Hilbert, A : D(A) C H — H un opérateur mazimal
monotone et L : H — H un opérateur lipschitzien.

Alors pour tout Uy € D(A), il existe une unique U : [0,400) — H telle
que :

U(0) = U,
V>0, U(t) e D(A),

VT >0, U()e W1’°°<(O,T);7{>,

L)+ AU+ LU@ =0 pp. 1 € (0, +00).

Ceci prouve la premiere partie du Théoreme 19.1. B

3.2. Estimations a priori.

Comme on ne considére que les solutions fortes, les résultats de régularité
obtenus permettent de justifier les calculs suivants, dans lesquels on n’écrira
pas les éléments différentiels pour simplifier les expressions. On notera c
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toutes les constantes qui dépendent seulement de la structure du probleme
(€2, g) et C toutes les constantes qui dépendent aussi de

I = Au® + ()72 () + w117 )

D’abord on vérifie que I’énergie est décroissante :

LEMME 19.1. Supposons satisfaites (19. 9) et (19. 10). Alors

(19.22) VO<S<T < +o0, E(T) - //ug ydzdt <O0.

Remarque. Comme yg(y) > 0 pour tout y € R, il s’ensuit que ’énergie est
décroissante, localement absolument continue et

E'(t) = —/ u' g(u')dz p.p. dans R;.
Q

Preuve du Lemme 19.1. On multiplie (19. 3) par «’ et on intégre par partie
sur Q x [S,T] :

T T
—/ /u'g(u’):/ /u'(u"—Au)
S JQ S JQ
1 12 2] T
= |5 [« +IVuP| = B(T) - E(5)m
2 Q S
Cela prouve la partie (ii) du Théoreme 19.1.
Ensuite on prouve la partie (iii) du Théoréme 19.1 :
LEMME 19.2. Supposons (19. 10) satisfaite. Alors

(19. 23)
Ve >0, = Au(t) +g(u'(t)l|72 () + 10/ (Ol q) < Cu®, ul) ™.

Preuve du Lemme 19.2. On note v := u’. En derlvant (19. 3)-(19. 5) par
rapport au temps, on voit que v vérifie

(19. 24) 0" — Av+ ¢'(v) v = 0 dans Q x Ry,
(19. 25) v =0sur 092 x Ry,
(19. 26) v(0) = u',v'(0) = Au® — g(u').

On multiplie (19. 24) par v’ et on intégre par partie sur Q x [S,7] :

// // v” — Av) { /v —}-|VU|}
2 ¢ T 2
{/ u” —|—|Vu’|2} §2m/ /u" dz dr,
Q 0 5 Ja
i.e.

I = Au(t) + g(u' (O))IL2 (@) + 10 )30

T
< O, u) + 2m /S = Au(r) + g(u!(7) 22y d-

On applique alors le lemme de Gronwall pour obtenir (19. 23). W

Donc
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3.3. Inégalité donnée par la méthode des multiplicateurs.

LEMME 19.3. On suppose satisfaite (19. 10). Soit Q un domaine borné
de classe C* dans RN. Soil ¢ : Ry — R une fonction croissante, concave,
de classe C*. Soit o > 0. Soil g une fonction de classe C' qui vérifie g'(0) # 0
el

17V—|_2

Viy| > 1 < cly|? 1<g< —— 12
lyl = 1,1g(y) < clyl®  avec SIS 0N =)

Etant donné (u®, ul) € Z, il existe ¢ > 0 qui dépend de Q tel que la solution
u(t) de (19. 3)-(19. 5) vérifie

(19. 27) /STE(t)“%’(t) dt < cE(S)““’Jrc/STE(zt)”qb’(t)/Qu’2 dz dt.

Remarque. Si g est croissante, et si N > 3, (19. 27) demeure vraie pour
tout ¢ > 1.

Preuve du Lemme 19.3. Elle est identique a la preuve du Lemme 18.2. 11
faut seulement tenir compte du terme supplémentaire E(¢)?¢'(¢), qui sera
essentiel dans la suite. On intégre par partie I’expression suivante :

Oz/TE"qb’/Qu (0" — Au+ g(u))

S

= [[ (el [ [ (o) w

T T
—/ qub'/ u@l,u—l—/ quﬁl/ |Vu|2—|—ug(u’)
S a2 S Q

_ {qub//g;uw}z_/ST<UE,EJ—1¢/_I_EU¢//>/Quul

T T
—/ E“cb’/ 2u’2—|—/ qub’/ u’2—|—|Vu|2—|—ug(u’).
S Q S Q
Donc

T T
(19. 28) 2/ o = _[E%’/ wi|
s Q S

T T
_I_/ <O_E/EO'—1¢/+ Eo’¢//) / uul+/ Ea¢// 2u/2 _ ug(u’).
S Q S Q

Comme ¢’ est bornée sur Ry , on a

‘E"qb’(t)/uu’dx < cE(t)'e,
Q

et

T
‘/ UE’EU_lqbl/ uu'dz dt‘ < cE(S)M.
S Q
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D’autre part ¢” est négative, donc

T T
‘/ E°¢ | ud da dt‘ < cE(S)1+"/ — (1) dt
S Q S
< cE(S)M7¢'(S) < cE(S)M.

Il reste & estimer le dernier terme de (19. 28) :

LEMME 19.4. [l existe ¢ > 0 dépendant de Q2 tel que, pour tout € > 0 :

T
(19. 29) / E%’/ wg(d) da di < cE(S)1+
S Q
¢ T 9 T
—}——/ Eg(b’/u’ dmdt—}—g/ EYog dt
€Js Q s

Preuve du Lemme 19.4. Soit A > 0 tel que

lg(y)] < Ayl =i |y| < 1.

Soit n > 0.

T T n 1
/ qub’/ uwg(u')dz dt < / E°¢ ~u? + —g(u')?
s lu'|<1 2

s lu!|<1 2n

T T
1
< ﬂ/ E1+a¢/+/ qub// g(u/)Q
2 Js s lu'|<1 27

, T T 2
< ﬂ/ E1+U¢/ +/ anb// A—’LL/Q.
2 Js s Q2n

N+2
max (0,N—2)’

Ensuite on regarde la partie sur |«/| > 1 : comme ¢ <
HY(Q) c L1T1(Q),
et donc

”uHLq‘H(Q) < CHUHHI(Q) < VE.

(Dans le cas m = 0, on suppose N < 3, et ¢ > 1; on utilise que H%(Q) C
L>=() et que u € L= (R4, H*(Q)).)
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Alors

T
/ qub’/ uwg(u')dz di
S [u!|>1
T
< / B ( / |u|q+1)1/(q+1)( / Ig(u’)|<q+1>/q)q/<q+1>
S Q [u!|>1
T
c/ EUJF%qb’(/ u'g(u q/ ) / ¢ B3 (—~E)i/ )
S [u!|>1
T 1 qo qo
c / ¢’<E“+5_q+_1)((—E’)q/(q“)Equ_l)
q—|—1 le (g+1)( 5 q+1)+ c Tqb/(—E/EU)
platl)/a Jg

T
— g c a
B o) 1)/2/5 GEN 4 R S)

On obtient (19. 29) en choisissant 7 assez petit. W

On déduit des trois dernieres estimations que

T
2/ E)7¢/(t) dt < cE(S)'7
S

¢ T T
+ —/ E)°¢'(t) / u' de dt—l—g/ E)7¢'(t) dt.
€Js Q s

On obtient (19. 27) en choisissant ¢ assez petit. W

4. Preuve du Théoréme 19.2 en dimension 2

La preuve du Théoreme 19.2 en dimension 2 est basée sur la remarque
suivante : lorsque g est croissante, on a montré dans le chapitre précédent
que I’énergie décroit de maniere exponentielle. Cette preuve repose non pas
sur le fait que ¢ est croissante, mais plutot sur la régularité fournie par la
croissance de g, plus précisément sur le fait que

u' € LRy, HY(Q)).

Lorsque g est non monotone, on utilise la méme stratégie, mais il faut tenir
compte de la seule estimation dont on dispose sur «’ : I’estimation de crois-
sance exponentielle fournie par le Lemme 19.2. Cette croissance sera ab-
sorbée par des choix convenables de ¢, R, et grace a ’hypothese (19. 17)
sur le comportement de ¢ a l'infini.

Le Lemme 19.3, appliqué avec o = 0, nous donne que

(19. 30) / E(t)¢'(t) dt < CE(S)—I—C/Tqb’(t)/Qu’2 dz dt.

S

T
/ ¢ (1) / o' dz dt.
S Q

Notre but est d’estimer
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Soit Ry > 1 . On définit

(19. 31) Vi >0, R(t)= Roe™,
et
(19. 32) Vi>0, o) =(14+t)F -1 sikelo,1),
(19. 33) Vi>0, ¢(t)=In(24+1¢t)—1In2 sik=1.
On remarque que ¢ est une fonction croissante, concave, de classe C% sur R
(et ¢(0) =0).
Soit ¢ > 0 fixé. On consideére la partition suivante de €2 :
(19. 34) Q) i={zcQ:|v| < Ro},
(19. 35) Qi={zcQ: Ry < || <R},
(19. 36) QL :={zcQ:R() < ||}

Cette partition généralise celle que nous avons construite dans le cas mono-
tone : si m =0, R(t) = Ry et Q) = (. Comme dans le cas monotone, Ry
dépendra de C'(u®, u').

On étudie d’abord la partie sur Q5. On a montré dans le chapitre précé-
dent que

19. 37 /u’degLu’ vnE(1).
(19. 37) ’ el )

En utilisant ’estimation donnée par le Lemme 19.2, on obtient

(19. 38) /ﬂ u'*de < %\/C(uo,ul)emtE(t) = Rio C(u0, u)E(t).

Ensuite on étudie d’abord la partie sur Qf :

(19. 39) /Sch’(t) /Qi
<e /S o /Q a

< c/qub’(t) (ln(?—i—R(t)))k/Q u'g(u') d dt.

t
1

12 T ! ! ! '
) dxdt:/ ¢ t/ w g(u dx dt
s ) Qt ( )Q(U/)

u'g(u') <1n(2 + |u’|))k dz dt

On remarque que grace aux définitions de R et ¢, la fonction ¢ — ¢'(¢)(In(2+4
R(1)))* est bornée sur R, : si k € [0, 1],

ve > 0, ¢'(1) (In(2+ R(t)))k = (1=K +)7" (n@+ R emf))k < M,

et si k=1,

v >0, /(1) (1n(2+ R())) < L

< 2—H<ln(2+Roemt)) < M.



198 19. STABILISATION PAR FEEDBACK NON MONOTONE

Donc

(19. 40) /ST &' (1) /Qt o' de dt
< /Squ'(t) <1n(2+R(t)))k/m Wg(u') de dt < ME(S).

Enfin, on étudie la partie sur Qf : comme ¢’(0) # 0, on a
lg(v)| > afv] if [v] < Ro

pour un certain « > 0. Ainsi

T T
(19. 41) / ¢’(t)/ u’Qd:cdtgl/ ¢'(t)/ o' g(u') da di
s Qf @ Js Qf

¢'(5)

8%

E(S) < cE(S).

On déduit alors de I'inégalité (19. 27) et des estimations (19. 38), (19. 40)
et (19. 41) que

/E (t)dt <2cE(S)+ ME(S —}——\/ C(uY ul/ E(t qb’
Soit Ry défini par

Ry := Max {1,2¢c/C(u%, ul)}.

Alors
/ BE()é() dt < CE(S).

(Remarque : le coefficient C' de E(S) dépend de Ry, donc dépend de
C(u® ul).)
En faisant tendre T vers l'infini, on obtient

+ oo
(19. 42) VS >0, E(t)¢'(t) dt < CE(S).

S
On peut alors appliquer le Lemme 2.1 avec ¢ = 0. On obtient que
(19. 43) Vi >0, E(t) < E(0)e™0),

La preuve du Théoréme 19.2 en dimension 2 est achevée. B

5. Preuve du Théoréme 19.2 en dimension N > 3

Quand N > 3, on ne peut pas absorber le terme sur Q4 comme on I'a
fait précédemment. La preuve sera alors basée sur le Lemme 2.3.

Supposons que ¢ vérifie (19. 15)-(19. 17). Avec ¢ = 1, le Lemme 19.3
donne que

(19. 44) / E(t)%(t) dt < cE( )2+c[gTE(t)¢'(t)/Szu’2dx dt.
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On utilise la méme stratégie qu’en dimension 2 : on définit
(19. 45) Vi >0, R(t)= Roe",
avec 7 > 0 (qu’on choisira plus loin), et
(19. 46) VE>0, o(t)=(14+0)"% -1 sikelo,1].

Considérons la partition de Q définie par (19. 34)-(19. 36), ou R(¢) est donné
par (19. 45).

D’abord on étudie la partie sur Q5. Soit p = N+2 > 1 et ¢’ son exposant
conjugué :

1
P q
Alors

[ tan— [ ([ (] o)
o Qf Q4 Q5

1 1/p /2 1/p m(2p=1)/p
< () (/Q“ s

12 1 1/(p-1) ’
< (=
/%u d$_<R(t)> [|u']

On utilise les injections de Sobolev ( Lemme 18.4 ) pour obtenir

Donc

(2p—1)/(p—1)
(2p—1)/(p—1)

14/l zp-1)/p-1) < elle' g l['ll3™ < Ce™ (1) =072

avec
N 1
b=— =1,
2 2p— 1
et C dépendant de C(u®, u'). Donc
2N/(N+2) Nom
(19. 47) 1w/ [5x ) < Ce Tt

(Remarque : on aurait obtenu une meilleure estimation en choisissant un
p plus grand, mais cela ne change que la valeur des constantes, et pas
I’estimation du comportement asymptotique de 1’énergie.) Soit v tel que

N+2 p-1
Alors
T 5 T e?Nmt/(N-I—Q)
(19. 48) / E(t)qb’(t)/ ' da dt < C/ E)¢' () 755 %
s 2 s (r)

T
< CE(S)/ e~'dt < CE(S)e™®
S
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Ensuite on étudie la partie sur Q% : comme la fonction ¢ — ¢'(¢)(In(2 +
R(1))* est bornée sur Ry, on a

T
/ E(t)cb’(t)/ W da di < ME(S)?,
s Qt

et, comme précédemment,

T
/ E(t)qb’(t)/ o de dt < cE(S)?,
s Qf
Donc
T
(19. 49) vS > 0, / E(t)2¢'(t)dt < cE(S)? + CE(S)e™.
S

A T’aide du changement de variable défini par 7 = ¢(¢) et le changement de
fonction F(7) := E(t), on obtient

$(T)
vS >0, / F(r)?dr < cF(6(S))* + CF(o(S))e™®.
$(S)

La fonction décroissante F satisfait donc, si k € [0, 1),

+oo .
(19. 50) Vy > 1, / F(r)%dr < cF(y)* + CF(y)e ™ W
y

< cF(y)? + CF(y)e_yI/(l_k) ,

et,si k=1,

2

+oo
Yy > 1, / F(r)%dr < cF(y)*+CF(y)e " < cF(y)? + CF(y)e ¥ .
y
On déduit a I’aide du Lemme 2.3 que F décroit exponentiellement, et comme
E(t) = F(¢(t)), on voit que :
Vi >0, E(t) < CpE(0)e ),
(avec w dépendant de C'). W

6. Extension au cas d’une force localement distribuée

Soit @ :  — R, une fonction continue positive. On s’intéresse au
probleme

u" — Au+ a(z)g(u') = 0 dans Q x Ry,
w=0sur 9Q x Ry,
u(0) = u°, «'(0) = u’.
Le Théoreme d’existence 19.1 est encore valable pour ce probleme. Comme

dans le chapitre précédent, on voit que la preuve du Théoreme 19.2 repose
sur le Lemme 19.3 donné par la méthode des multiplicateurs. Si a satisfait les
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conditions géométriques données par K. Liu, la méthode des multiplicateurs
par morceaux montre que (19. 27) est remplacée par

/STE”%’ < CE(S)—}—c/STEUqb’/Qa(w)U/Q_I_/STqub//Qa(x)M(u)g(u,)’

M(u) :=2h-Vu+ cu+ ' z(u),

ou h, c et ¢’ sont des fonctions de classe C*, et z(u) est la solution du
probleme elliptique

Az = f(z)u dans Q,
z = 0 sur 0f.

Le seul terme qui pose probléme par rapport a la preuve du Lemme 19.3 est

/T E"(b’/QQa(x)h Vug(u).

S
Sous I’hypothese

VyeR, [g9(y)| < clyl,

on majore facilement ce terme :

T T
/ qub’/ 2a(z)h - Vug(u') < / EU¢’/ e|Vul|* + ca(m)u'Q.
S Q S Q

On montre donc une inégalité semblable & celle du Lemme 19.3 :

T T
/S E)'7¢'(t) dt < cE(S) +U+C/S Et)¢ (t)/ﬂa(m)u dz dt;

la preuve du Théoréme 19.2 est alors inchangée.
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CHAPITRE 20

TAUX DE DECROISSANCE DE L’ENERGIE
LORSQUE LA DISSIPATION EST
HAUTEMENT DEGENEREE AU BORD

On considere le systéeme de 1’équation des ondes avec la condition de
Dirichlet sur le bord, stabilisé par un terme d’amortissement linéaire, du
type a(z)u’. Lorsque la fonction a est nulle sur le bord du domaine, les
conditions géométriques utilisées dans les chapitres précédents ne sont plus
satisfaites. Un résultat de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch assure méme
que, si le domaine est une boule, I’énergie ne décroit pas exponentiellement.

On se place dans le cas ou le domaine est une boule. De plus on supose
que a est réguliere, positive et s’annule au bord du domaine.
M. Nakao a montré que, si a tend vers zéro de maniere au plus polynomiale au
bord, alors I’énergie des solutions régulieres décroit de maniere polynomiale.
On suppose que «a satisfait en plus

Vlg| 2 R —¢, a(z) = a(|z]),

pour un certain € > 0, ou a : [R — e, R] — R est positive, décroissante et
satisfait a(0) = 0.

A T’aide d’une partition convenable du domaine, et des inégalités intégrales
généralisées de la Partie 1, on obtient une estimation explicite du taux de
décroissance de I’énergie méme si a décroit plus vite en R vers zéro que tout
polynéme. On montre ainsi, par exemple, que si a tend vers zéro de maniere
exponentielle au bord, I’énergie des solutions régulieres décroit de maniére
logarithmique.

1. Introduction

Soit © un domaine borné régulier de R". Soit a : © — R une fonction
positive continue. On s’intéresse a la décroissance de I’énergie des solutions
du systeme

(20. 1) u" — Au+ a(z)u’ = 0 dans Q x Ry,
(20. 2) u =0 sur Q2 X Ry,
(20. 3) u(0) = u®, u/(0) = ',

203
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Comme d’habitude, on définit I’énergie de la solution w par

1
(20. 4) E(t) = 5/ W + |Vul? de.
Q

C. M. Dafermos [17] et A. Haraux [31], ont montré des résultats de
stabilité asymptotique forte lorsque a n’est pas identiquement nulle : s’il
existe zg € € tel que a(zg) > 0, alors I’énergie des solutions tend vers zéro
quand t tend vers I'infini. Leur preuve est basée sur le principe d’invariance

de LaSalle.

Si a est minorée par « sur €2, on voit facilement que ’énergie de la solu-
tion décroit exponentiellement vers zéro : il existe deux constantes stricte-
ment positives C' et A telles que

(20. 5) E(t) < CE(O)e™

pour toute donnée initiale (u?, u') € H}(Q) x L*(Q).

E. Zuazua [78] a prouvé que ce résultat reste valable si a(z) > a > 0
seulement sur un voisinage w de I'(zg), ot I'(zg) est la partie du bord définie
par

(20. 6) ['(zg) :={z € 0Q, (z — z¢) - v(z) > 0},

ot zg € RV et v(z) est la normale unitaire sortante de 9 au point z € 99.
Dans le Chapitre 17, on a montré que ce résultat reste valable sous des
conditions géométriques aflaiblies. Dans ces deux cas, les preuves sont basées
sur la technique des multiplicateurs.

D’un autre c6té, C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7] ont étudié ce prob-
leme par des techniques d’analyse micro-locale et ont obtenu une condition
nécessaire et suflisante : ’énergie décroit exponentiellement si et seulement
si la région {a(z) > a > 0 } vérifie la “ condition géométrique des rayons
optiques”. Cette condition n’est pas satisfaite lorsque le domaine est une
boule et la fonction a est nulle sur le bord : pour tout a > 0, la région
{a(z) < 5} contient un voisinage du bord de la boule. Le rayon optique
qui parcourt le polygone régulier a n cotés reste alors dans cette zone au
cours du temps, pourvu que 7 soit choisi assez grand. Ainsi, il ne rencontre
jamais la zone {a(z) > a}. Ceci assure que I’énergie ne peut pas décroitre
uniformément exponentiellement vers zéro.

M. Nakao [63] a étendu les résultats de E. Zuazua [78] en étudiant le
cas d’une dissipation linéaire dégénérée au bord, c’est-a-dire en supposant
que la fonction ¢ s’annule sur une partie du bord. Il a montré le résultat
suivant : soit m > % et 29 € RY; on suppose que w est un voisinage de
[(z0). On considére des données initiales (u%,u!) € H™1(Q) x H™(Q)
satisfaisant la condition de compatibilité d’ordre m associée au probleme
(20. 1)-(20. 3), de telle sorte que la solution de ce probleme soit réguliere.

Alors si a appartient & C™~1(Q), et satisfait

1
(20. 7) / ——dz <

a(z)P
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pour un certain p € (0,1), I’énergie décroit polynomialement :

(20. 8) E(t) < CU gy + 1! L1, )27,

m+1

Dans ce chapitre, on étudie le taux de décroissance des solutions de
(20. 1)-(20. 3) lorsque (20. 7) n’est pas vérifiée. Pour simplifier, on suppose
que le domaine € est la boule centrée en O et de rayon R et que a est une
fonction radiale sur {z : |z| > £}, positive, décroissante le long de tous
les demi-rayons, et qui s’annule au bord. Dans ce cas, (20. 7) équivaut a
dire que a décroit vers zéro de maniere au plus polynomiale. A I’aide d’une
partition convenable du domaine, et des inégalités intégrales généralisées de
la Partie 1, on élimine I’hypothése de décroissance polynomiale au bord, et
on obtient une estimation explicite du taux de décroissance de I’énergie.

Par exemple, si

R
a(z) = e M E=l2) hour tout z tel que lz| > 3

alors on montre que I’énergie décroit de maniere logarithmique :

C
RIS

pour toute condition initiale (u®, u') € H™T(Q) x H™(Q) qui satisfait la
condition de compatibilité d’ordre m.

2. Résultat principal et exemples

Soit Q un domaine borné régulier de R" et a : @ — R, une fonction
positive réguliere. L’existence et la régularité de la solution u de (20. 1)-

(20. 3) sont données par le résultat classique suivant : (voir par exemple A.
Pazy [65], M. lkawa [40]) :

DEFINITION . La condition initiale (u°,u') € H™' x H™ satisfait la
condition de compatibilité d’ordre m associée au probleme (20. 1)-(20. 3) si

(20. 9) u* e H" YR HE pour k=0,1,---,m et u™t € L2
ot la suite (u*), est définie par récurrence a partir de (u®, u') par la formule:
ubt? = AuF — a(x)u L

ProrosiTioN 20.1. Soit m > 1 un entier naturel. Supposons que a €
C™HQ) et (u® u') satisfait la condition de compalibilité d’ordre m asso-
ciée a (20. 1)-(20. 3). Alors il existe une unique solution u(t) du probléme
(20. 1)-(20. 3) telle que :

(20. 10) e Xy =N oCFRy, H* P = nHY) ne™ (R, 1Y),
et Uapplication linéaire
(20. 11) (u® u') € H™HQ) x H™(Q) — u € X,

est continue par rapport a ces topologies.
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Supposons & présent que  est la boule de RY centrée en O et de rayon
R. Supposons que

R .
(20. 12) Vx| > 2 a(z) = a(|z|),
ou a : [%, R] — R est une fonction positive, strictement décroissante, et

telle que a(R) = 0. (On pourrait remplacer % par n’importe quel R — £; on
a choisi % pour fixer les idées.)

On définit
(20. 13) vr € [0, g], b(r)=a(R—r)et B(r)=rb(r).

On note que B est continue sur [0, g], strictement croissante et B(0) = 0.
Dans ce cas, le résultat de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [7] assure
que I’énergie ne peut pas décroitre exponentiellement vers zéro.

Notre résultat principal est le suivant

THEOREME 20.1. Soit m > % Supposons que a est une fonction ap-

partenant a C™~1(Q) et telle que a définie par (20. 12) soil nulle en R et
vérifie la condition suivante : il existe p > 0 et C' > 0 tels que

R
R 2 1 p
. — < .
(20. 14) Vo € (0, 2),/p o < Ol

Alors si (u®, u') satisfait la condition de compatibilité d’ordre m, il exisle
C > 0 qui dépend de la norme des données initiales dans H™1(Q) x H™(RQ)
tel que la solution u de (20. 1)-(20. 3) vérifie

1.\2m/N
(20. 15) Em<c(B()

Remarques. 1. (20. 14) est satisfaite lorsque @ décroit assez vite vers zéro.
Un cas particulier est lorsqu’il existe un entier n > 2 et p > 0 tels que

vr € [0, 25], b(r) < nr'/?b(nr).
n

En effet, si p € (0, &) :

' 2n

/R 1 neoq R 1
dr = / dr + / dr
p b(r)P p  b(r)P np O(1)?

< R —np np _I_Rnp,o_ Cp
~b(p)r " b(mp)? T b(p)P  b(p)P  b(p)P

(20. 14) est aussi satisfaite si

b(r) = r* avec k > 0,

si pk > 1.
p(20. 14) n’est plus satisfaite si a décroit trop lentement vers zéro en R,
par exemple si,
1
Y

b(r)

mais dans ce cas, le résultat de M. Nakao [63] peut-étre appliqué.
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2. Par exemple si au voisinage de zéro
b(r) = rie= ™ avec k > 0,
alors

b(r) B e Vi

— 1m0 =1/ (=14 (1/nF))r =R
nf‘l/pb(nr) - nlta rpl/p ra e—l/(nkr’k) =n r € < 1

dans un voisinage de zéro des que n* > 1 et pour tout p > 0.
Dans ce cas on obtient
C
E(t) < W

3. L’estimation (20. 15) signifie que le taux de décroissance de I’énergie
dépend de la dégénérescence de la fonction a, c’est-a-dire de la vitesse de
convergence vers zéro au bord, aussi bien que de la régularité de la solution
elle-méme. Mais il semble que la dégénérescence a un effet plus important
que celui de la régularité sur le taux de décroissance : par exemple si @ décroit
exponentiellement vers zéro (voir Remarque 3), I’énergie semble décroitre
seulement de maniére logarithmique, quelle que soit la régularité des données
initiales.

4. On peut obtenir (20. 15) sous des hypotheses moins strictes sur €2 et
sur a : ce qui est réellement important est le comportement asymptotique
de a prés du bord de Q (ou seulement sur une partie du bord).

3. Inégalités fondamentales

Soit (u?,ul) € H™1(Q) x H™(Q) satisfaisant la condition de compa-
tibilité d’ordre m. Alors la régularité donnée par (20. 10) justifie tous les
calculs suivants

On rappelle I'expression de F' :

LEMME 20.1.

(20. 16) Vi >0, E'(t)= —/Qa(yc)u’2 dz.

Soient o > 0, et ¢ : Ry — R, une fonction croissante, concave de
classe C2.
Soit w = {z : [z] > £}. On a alors I'inégalité suivante

LEMME 20.2. [l ezxiste ¢ > 0 tel que
T
(20. 17) YO S<T < oo,/ B¢/ (t)dt < CE(S)'°
S

+ C/ST E(t)7¢' (1) (/w u”? dx) dt.

On a prouvé cette inégalité dans la Proposition 17.2, Chapitre 17 (sous
des conditions plus faibles sur w).
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4. Preuve du théoréme

Dans son article, M. Nakao [63] suppose qu’il existe p > 0 tel que

1
/ ——dz converge.

a(z)P

Alors le dernier terme de (20. 17) (avec ¢(t) =1t)

/STEU</Wul2dx> dt

est estimé en utilisant l'inégalité de Jensen et le théoreme de Gagliardo-
Nirenberg.
Mais si

1/(R-r)

a(r) =e" pour r € [g, R],

(20. 7) n’est plus satisfaite : pour tout p > 0,

L |
/E d(r)pdr — 400 quand p — R.

2

L’idée est donc d’approcher la fonction a := a(r) par une fonction o := a(r, t)
telle que (20. 7) soit satisfaite pour a(r,t) pour chaque ¢, et de dominer
I’explosion de ce terme quand ¢ tend vers U'infini par le terme ¢'(¢).

4.1. Une premiére estimation donnée par ’approximation de
a.

Soit p : t + p(t) une fonction décroissante tendant vers zéro quand ¢
tend vers 'infini. La fonction p sera choisie convenablement plus tard. Soit
To tel que p(Tp) < %. On travaillera dans toute la suite sur l'intervalle de
temps [1p, +00].

On définit alors la fonction « par
(20. 18) a(ryt)i=a(r)si £ <r < R-p(t),

. a(r,t):=a(R—p(t))sir>R—p(t).

On définit
R -
V|£C| 2 57 a(l‘,t) = Oé(|£C|,t).

Comme conséquence des injections de Sobolev, on sait que H™ () est inclus
dans L°°(£2) si m est assez grand :

LEMME 20.3. (Gagliardo-Nirenberg) Si m > %, il existe ¢ > 0 lel que
pour tout v € H™(2) on a

N
e L1=a _
(20. 19) Iolliay < ellll ey 0113500y avee 8= -
Gréace a (20. 10) et & (20. 11), on peut appliquer (20. 19) a u' et on en
déduit que

(20. 20)
_9)

¢ 2(1 6 -0
HUIH%OO(Q) < CHUIH%I”T(Q)HU/”L(Q(Q) < CmH(UOaUl)H%ImeHmE(t)l .
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Soit p > 0 tel que (20. 14) soit vérifiée. Alors en utilisant 'inégalité de
Jensen et (20. 20) comme le fait M. Nakao [63], on peut estimer le dernier
terme de (20. 17) comme suit :

/S TE(t)"qb’(t) / o' dz)dt
/E )7 (t) /wa i ua(a,b) de ) dt
< [ Boreto [ ot patenas)

1
(/ u’ (p+1)/pa(w,t) dx)p/(p+ )dt

. /ST (1)° (1)1 p+1)<¢/() / a(; = dx)l/(p+1)
(/w u?a(z,1) dx)p/(p 1w ()”2/ p+1

T
< Cm/ E(t)oT(=0/(+0) ¢! 1)1/ (pH+1)
s

1 1/ p+1 p/(p-l-l)
oy
(or [aagee) ([t
Pour simplifier les calculs, on introduit
o 1 1/p
(20. 21) €(t) = ¢ (1) (/w END dm) .

Soit € > 0. On applique l'inégalité de Young pour obtenir I’estimation
suivante :

(20. 22) /S TE(t)”cb’(t) ( / u” dx)dt

T
SCm/ E(t)0+(1—9)/(p+1)¢'(t)1/(p+1)§(t)p/(p+1)</ a(z, t)u'? de
s

w

+1
)p/(p ) il

T
SCm/ E(t)a+(1—9)/(p+1)¢/(t)1/(p—|—1)<é—(t)/ afz, t)u” dx)p/(p+1)dt
S
T, s
< Cp E(t)° t) dt
<Cy [ B0 &0

—I—C/ p—l—lel/p /wozxtu dw

Soit o tel que
2m

0
20. 23 cp+1)+(1-0)=c+1ie.c=—-—=—.
(20. 23) (p+1)+(1-6) -
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On déduit alors de (20. 17) et de (20. 22) que si € est assez petit, il existe
une constante C' positive telle que

(20. 24)
T T
/S B d(1) di < CE(S) +”+C/S £(0) (/woz(x,t)u’ e di.

Dans le paragraphe suivant, on montre comment estimer le dernier terme
de (20. 24) en choisissant précisément les fonctions p et ¢.

4.2. Le choix de la fonction p.
Supposons que ¢ est une fonction strictement croissante, concave, de
classe C? telle que

(20. 25) é(t) — 400 et ¢'(t) — 0 quand ¢ — +oo.

On prouve d’abord ’estimation suivante

LEMME 20.4. Sib satisfait (20. 14) alors il existe C' > 0 tel que

L p(t)
(20. 26) /E o <

2

Preuve du Lemme 20.4. Si b satisfait (20. 14) alors

R 1 R—p(t) 1 R 1
[l [ 1,
& O&(T‘, t)p % Oé(T‘, t)p R—p(%) 04(7', t)p

1 R 1 Cp(t) p(t)
= dr + / dr < + i |
/,o(t) b(r)? R—p(t) b(p(t))? b(p(1))r ~ b(p(t))”
En utilisant (20. 26), on peut estimer £ par

p()r

b(p(1))

Comme b est strictement croissante au voisinage de zéro, on définit p par la
formule

(20. 27) p(t) =b71(¢'(1)).

On remarque que comme b est croissante et ¢’ est décroissante, p est aussi
décroissante. Griace a cette définition, on voit que

(20. 28) §(1) < Co()'77,

et
/ a(z, t)u? de =

A
< / a(z)u® dz + / a(R — p(t))u” dz
Q |z|>R—p(t)

< —E'() + bp(0) E(1) = —E'(1) + & () E().

vl

§(t) < C¢'(t)

oz, t)u” dx—l—/ a(z, t)u'? de
|z[>R—p(t)
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On déduit alors de (20. 24) que
(20. 29)

T T
/ B8 () di < CE(S)1+"—|—C/ £ (B0 + dWEW) di
S S

< CE(S)™ + Cp(S)YPE(S) + CE(S) /ST p(1)YPH (1) dt.

Dans le paragraphe suivant, on montre comment définir la fonction ¢ de
telle sorte que

+co
/ p(t)Y/P¢! (1) dt converge.
1

4.3. Le choix de la fonction ¢.
Soit p' > 1+ pet

On définit

(20. 30) vt > T, w(t):Tl—l—/ —

T b(ﬂ)
I1 est facile de vérifier que ¥ est une fonction strictement croissante, convexe,
de classe C? qui vérifie

t

dr.

V() — +oo et @b’(t) = — +00 quand ¢ — 4o00.

1

b(7)
Définissons alors

(20. 31) Ve > Ty, o(t) = 1).

Alors ¢ est une fonction strictement croissante, concave, de classe C? et
1
¥'(t)
Donc ¢ possede toutes les propriétés que nous avons utilisées pour en déduire

(20. 17) et (20. 29).
Soit Ty > Ty tel que p(t) = b1 (¢'(t)) < & pour tout ¢ > Ty, Avec le
changement de variable défini par

T = ¢(t)

() — oo et ¢'(¢(t)) = — 0 quand ¢t — +o0.

on voit que

[ oareswa= [ (o) v a

To TO

oo e — fte, 001 1/p
Lo (@ wem) = [ (7 ) e

too 4
= [

et la derniere intégrale converge parce que p’ > p.
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4.4. Derniéres estimations.
Un simple calcul donne

S
YO Tem o
Donc
=1 1 _ 1
(20. 32) plt) = 576 (0) = S

on peut alors conclure : en revenant & (20. 29) on voit que pour tout T <

S<T:

T
R e e
140 E(S)
(20. 34) < CE(S)'* +67¢(5)<p’/p)—1'

On applique l'inégalité intégrale donnée dans le Lemme 2.7 avec 0 = 1 et
o' = % — 1 pour en déduire qu’il existe une constante C' dépendant de E(7p)
(de maniere continue) telle que

C C
(20 35) vt > TOvE(t) < ¢(t)p’/(p0) - ¢(t)p‘/€.

Il reste a estimer la croissance de ¢. Cela revient a majorer la fonction
J
¢ = . Soit Ty > Ty tel que

1
VT Z TQ, b( p’) S 1.
T

Comme p’ > 1,

1 | 1
20. 36 Vr > Ty, () < 14 (1 — 1 < 7P _
Donc
(20. 37) L 1
' o) = T
avec
1 1 1
t= =B7!(2).
B(L) " @
P
Donc
C 1, LN\ N
(20. 38) B(t) £ 5o < (s (Z)) avec = ——.
La preuve de (20. 15) est achevée. W
Remarque. Si
b(r) = r*
cette méthode redonne le résultat de M. Nakao [63] :
C C P’

E(t) < — avec ¢ =

- < s
B(t)P'1e = 1 (14 p'k)6’
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et il suffit de prendre p’ assez grand pour avoir une estimation du taux de
décroissance proche de t=1/50,
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